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(ii) Concluding Remarks: Now we can come back to Newton’s theorems and the Central Argument, 
as it was outlined in §2. The main step consists of determing the “impressed forces”, in particular the 
centripetal forces in such a way that these quantities and the corresponding acceleration of bodies are 
coupled in mathematical equations from which the orbits of planets, comets or projectiles can be dedu-
ced. I tried to show some new properties of the description of processes in nature by modern means, in 
particular as far as the application of mathematics is concerned. In doing so, I was somewhat unfair to 
Newton because I stressed the mathematical proof of Theorem XXXI. For Newton this was not the end 
of an investigation but the starting point for studying much more general configurations like the attrac-
tion od non‑spherical bodies, the shape of a gravitating body that rotates about an axis and is therefore 
flattened at the poles, the attraction of two spherical bodies etc. Later, in Book II, he investigates the 
motion in resisting media, and all these topics show that the applications to various physical problems 
are his main concern. When I entered this lecture hall here in the academy I saw a beautiful faience sta-
ting: Nisi utile est quod facimus, stulta gloria. In the sense of this proverb, Newton’s glory was definitely 
superb, because he established a theory that is certainly very useful.23)

These new methods of investigation have replaced elder ones, and they changed the way we look at 
nature. This is the topic of an intense philosophical discussion, about which I cannot report here. But I 
would like to present an example by Newton himself about this philosophical background; it is taken 
from a letter to Roger Cotes, who worked with Newton when the second edition of the Principia was 
prepared which appeared in 1713.

“Indeed, I have not been able to deduce the reason of these properties of gravity from phenomena, 
& I do not feign hypotheses. For whatever is not deduced from phenomena is to be called an hypothesis; 
and I do not follow Hypotheses, whether Metaphysical or Physical whether of occult qualities or Mecha-
nical. It is enough that gravity should really exist, & act according to the laws expounded by us, & should 
suffice for all motions of the celestial bodies & and of our sea.”24)

According to ancient philosophy it was the quality of some material body that induced a motion that 
eventually led the body to its appropriate place. Newton rejects such a conception; it is enough to for-
mulate the laws by certain quantities, and it is not necessary to follow some hypotheses. Here he proba-
bly thinks of a mechanical hypothesis like the one introduced by Descartes, who assumed that the space 
between the central body and the planets is filled with some material that eventually generates the motion 
of the planets. And Huygens, a strict Cartesian, calculated that these vortices move around the earth with 
14‑times the rotational velocity of the earth.

I would like to close with a short remark about the last word of the citation from Newton’s letter; 
here, as well as in the Principia on various places, he says “our sea”, when “the sea” would be appro-
priate. It was probably a common, but certainly not modest phrase in England at that time. Floris Cohen, 
a dutch historian of science has investigated the time of the scientific revolution in a broader context.25) 
He not only analyzes the new way we look at the processes in nature but also many other attitudes that 
have changed. What is our place here on earth? How do we use the resources? Clearly the new science 
was the basis for a great technical development that enabled big economical changes. And, according to 
Cohen, there must first be some idea that gives a new picture. As an example he refers to seafaring and 
asks: What is necessary to cross the ocean and to reach new continents? Navigation, building of ships, 
providing the means to live on a ship for a long time, and many more solutions to practical problems 
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must be found, before the crossing of the ocean can be tried. But the truly revolutionary idea consists in 
a different view of the world, in setting new goals that will be pursued. And this was achieved first by 
the Portuguese nation, as we all know well. R. Hooykaas has shown that these Voyages of Discovery 
were an important step that made the scientific revolution possible.26)

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 17 de maio de 2018)
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As equações de Navier‑Stokes  
enquanto “millennium problem”

H. Beirão da Veiga

ABSTRACT

The “Clay Mathematics Institute” (CMI) has named seven “Millennium Prize Problems”. The Scien-
tific Advisory Board selected these problems, focusing on important classical questions that have resisted 
solution over the years. The board of Directors of CMI designated a 7 million prize fund for the solution 
of these problems, with 1 million allocated to each. The Millennium problems are the following: Yang
‑Mills and Mass Gap; Riemann Hypothesis; P vs NP Problem; Navier‑Stokes Equation; Hodge Conjec-
ture; Poincaré Conjecture; Biirch and Swinnerton‑Dyer Conjecture. In the meantime the famous Poincaré 
Conjecture (1904) was solved by the Russian mathematician Grigoriy Perelman.

In the following we are interested on considering the above fourth problem, the Navier‑Stokes exis-
tence and smoothness problem. These equations describe the motion of a viscous fluid in the three 
dimensional space. The existence of a regular solution, for all times, in correspondence to any smooth 
initial data, is not known. The resolution of this problem (or the proof of its negation) is the purpose of 
the prize.

A very elementary introduction to this problem, mostly to the techniques, is the aim of these notes.
For more information see the official statement of the problem http://www.claymath.org/sites/

default/files/navierstokes.pdf.

1. INTRODUÇÃO AO TEXTO ESCRITO

O “Clay Mathematics Institute” (CMI), Cambridge‑Massachusetts, selecionou sete “Millennium Prize 
Problems”, tendo em conta importantes questões clássicas em aberto de há muito no campo da Mate-
mática. O CMI dedicou um prémio de um milhão de dólares a cada uma das soluções (completas) dum 
dos problemas.

Os sete problemas escolhidos foram os seguintes: Yang‑Mills and Mass Gap; Riemann Hypothesis; P 
vs NP Problem; Navier‑Stokes Equation; Hodge Conjecture; Poincaré Conjecture; Biirch and Swinnerton
‑Dyer Conjecture. Dos sete problemas propostos apenas um foi entretanto resolvido, a famosa conjectura 
de Poincaré (1904), pelo matemático russo Grigoriy Perelman. Para uma descrição mais completa reco-
mendamos o site: http://www.claymath.org/sites/default/files/navierstokes.pdf.

O quarto desafio, ao qual dedicamos estas notas, requer essencialmente uma demonstração da exis-
tência duma solução regular, para todos os tempos, e para quaisquer dados regulares, das equações de 
Navier‑Stokes que descrevem o movimento dum fluido, viscoso e incomprimível, ao longo do tempo. 
Ou, alternativamente, uma demonstração da falsidade de tal afirmação. Não existe uma conjectura aceite 
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pela maioria da comunidade científica a propósito deste problema, razão pela qual mereceu uma situa-
ção particular no que diz respeito a possíveis contra‑exemplos. Não é possível expor tal dilema sem um 
qualquer recurso às técnicas usadas. Uma exposição demasiado elementar seria aqui mistificadora. Opta-
mos pois por apresentar um programa simplificado, mas através do qual introduzir as técnicas necessá-
rias para um estudo mais profundo do problema. Noções tais como derivada fraca, solução fraca, 
espaços funcionais abstractos, em particular espaços de Sobolev, etc. Esta constitui talvez a parte mais 
interessante para o não especialista, ao qual a comunicação foi dedicada. Entendemos um ouvinte com 
alguns conhecimentos da teoria elementar das equações da Física‑Matemática. O texto que segue é aquele 
escrito antes da intervenção, e que achamos por bem não modificar. É pois, prevalentemente, uma intro-
dução à metodologia e às técnicas necessárias para iniciar um estudo mais profundo do problema. Só 
no final faremos a ligação com as equações de Navier‑Stokes, numa forma necessariamente sucinta. Um 
seu desenvolvimento, sendo inevitavelmente informal e não rigoroso, não teria cabimento em notas 
escritas. Por esta razão foi previsto ser apresentado apenas durante a exposição oral, com recurso a ins-
trumentos de comunicação de maior elasticidade, ardósia e giz, ou equivalentes.

Por fim, para o estudo, e relativa bibliografia, das equações de Navier‑Stokes recomendamos o artigo 
de G.P. Galdi “An introduction to the Navier‑Stokes initial‑boundary value problem”, in Fundamental 
Directions in Mathematical Fluid Mechanics, Adv. Math. Fluid Mech., pág. 1‑70. Birkhäuser, Basel, 2000.

2. ESPAÇOS FUNCIONAIS “ABSTRACTOS”

Vamo‑nos concentrar sobre funções ( 1, 2, 3) de três variáveis reais que representam as usuais 
coordenadas cartesianas do ponto  num sistema de eixos tri‑ortogonais no espaço tridimensional 3.

Dadas duas funções quaisquer , : 3  define‑se soma e produto por uma constante

programa simplificado, mas através do qual introduzir as técnicas necessárias para um estudo 
mais profundo do problema. Noções tais como derivada fraca, solução fraca, espaços 
funcionais abstractos, em particular espaços de Sobolev, etc. Esta constitui talvez a parte mais 
interessante para o não especialista, ao qual a comunicação foi dedicada. Entendemos um 
ouvinte com alguns conhecimentos da teoria elementar das equações da Física-Matemática. O 
texto que segue é aquele escrito antes da intervenção, e que achamos por bem não modificar. É 
pois, prevalentemente, uma introdução à metodologia e às técnicas necessárias para iniciar um 
estudo mais profundo do problema. Só no final faremos a ligação com as equações de 
Navier-Stokes, numa forma necessariamente sucinta. Um seu desenvolvimento, sendo 
inevitavelmente informal e não rigoroso, não teria cabimento em notas escritas. Por esta razão 
foi previsto ser apresentado apenas durante a exposição oral, com recurso a instrumentos de 
comunicação de maior elasticidade, ardósia e giz, ou equivalentes. 

Por fim, para o estudo, e relativa bibliografia, das equações de Navier-Stokes 
recomendamos o artigo de G.P. Galdi “An introduction to the Navier-Stokes initial-boundary 
value problem”, in Fundamental Directions in Mathematical Fluid Mechanics, Adv. Math. 
Fluid Mech., pág. 1-70. Birkhäuser, Basel, 2000.  

2. Espaços Funcionais “abstractos” 

Vamo-nos concentrar sobre funções 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑥𝑥3)   de três variáveis reais que 
representam as usuais coordenadas cartesianas do ponto 𝑥𝑥𝑥𝑥 num sistema de eixos tri-ortogonais 
no espaço tridimensional ℝ3 .  

Dadas duas funções quaisquer 𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝑣𝑣𝑣𝑣:  ℝ3 →  ℝ   define-se soma e produto por uma 
constante  

(𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣)(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) + 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥) ,  (𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑣𝑣𝑣𝑣)(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑐𝑐𝑐𝑐 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 
 

Desta forma, o conjunto de todas estas funções torna-se num espaço vectorial 
“abstracto” de dimensão infinita.  

Um exemplo fundamental. O espaço 
𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3): Funções de quadrado integrável em ℝ3,  ∫ |𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 < ∞ . 

Neste espaço definimos o PRODUTO ESCALAR de dois vectores 
 

(𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝑣𝑣𝑣𝑣) =:�𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑣𝑣𝑣𝑣(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 , 

 
que dá origem a uma NORMA ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖, através da clássica relação  ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖2 =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝑢𝑢𝑢𝑢) .  

Portanto,   ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖2 =:∫ |𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .  
São verificadas todas as propriedades requeridas pela definição de norma num EV. Em 

particular vale a desigualdade triangular  
 

‖𝑢𝑢𝑢𝑢 + 𝑣𝑣𝑣𝑣‖ ≤  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢‖ +   ‖𝑣𝑣𝑣𝑣‖ . 
 

Associada à norma fica definida uma distância entre dois “pontos” 𝑢𝑢𝑢𝑢  e 𝑣𝑣𝑣𝑣 : 
dist(u,v)= ‖𝑢𝑢𝑢𝑢 − 𝑣𝑣𝑣𝑣‖ . Dispômos assim duma noção de CONVERGÊNCIA:  

 
𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 → 𝑢𝑢𝑢𝑢 se lim

𝑁𝑁𝑁𝑁→ ∞
  ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 −  𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 . 

 

3. Preliminares 

Num espaço vectorial normado  𝑋𝑋𝑋𝑋 , para além da noção pré-existente de base algébrica 

Desta forma, o conjunto de todas estas funções torna‑se num espaço vectorial “abstracto” de dimen-
são infinita.

Um exemplo fundamental. O espaço
2( 3): Funções de quadrado integrável em 3, | ( )|2 < . 

Neste espaço definimos o PRODUTO ESCALAR de dois vectores

( , ) =: ( ) ( ) , 

que dá origem a uma NORMA , através da clássica relação 2 = ( , ).
Portanto, 

 2 =: | ( )|2
.

São verificadas todas as propriedades requeridas pela definição de norma num EV. Em particular 
vale a desigualdade triangular

+ + . 
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Associada à norma fica definida uma distância entre dois “pontos”  e : dist(u,v) = . Dis-
pômos assim duma noção de CONVERGÊNCIA:

 se lim  = 0.

3. PRELIMINARES

Num espaço vectorial normado , para além da noção pré‑existente de base algébrica (base de Hamel) 
introduzimos uma segunda noção de base (algébrico‑topológica): um subconjunto  de elementos linear-
mente independentes de  dir‑se‑á aqui simplesmente uma BASE se todo o elemento de  é limite de 
combinações lineares finitas de elementos de .

Por exemplo, as funções
1, , 2, 3,... , ,…

para todo o expoente , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada mais. Mas, 
são uma base algébrico‑topológica no espaço das funções representadas por séries de potências unifor-
memente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, muito mais vasto.

No que se segue os símbolos ∀ e 

(base de Hamel) introduzimos uma segunda noção de base (algébrico-topológica): um 
subconjunto  𝐵𝐵𝐵𝐵 de elementos linearmente independentes de 𝑋𝑋𝑋𝑋 dir-se-á aqui simplesmente uma 
BASE se todo o elemento de 𝑋𝑋𝑋𝑋 é limite de combinações lineares finitas de elementos de  𝐵𝐵𝐵𝐵.  

Por exemplo, as funções  
1,  𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  𝑥𝑥𝑥𝑥3,   . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,  … 

 
para todo o expoente 𝑛𝑛𝑛𝑛 , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada 
mais. Mas, são uma base a-t no espaço das funções representadas por séries de potências 
uniformemente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, 
muito mais vasto.  

4. Derivadas Fracas 

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não 
resulta suficientemente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações 
diferenciais não lineares. Passemos pois ao estudo de tal problema.  

Seja  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto 
limitado, e que admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈
𝐶𝐶𝐶𝐶1(ℝ3) , espaço constituído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 
ℝ3 . Tem-se, com uma integração por partes,  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (1) 

 
e reciprocamente, se existe uma função integrável 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) tal que  
 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (2) 

 
tem-se necessariamente  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑢𝑢 . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de 
derivada.  
Definição de Derivada Fraca: 

Sejam 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) e 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) , duas funções a valores reais integráveis em ℝ3. Então  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 
no sentido fraco se  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − � 𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (3) 

 
Vê-se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.  
Notação:  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢 =  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

 

5. O Espaço 𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏(ℝ𝟑𝟑𝟑𝟑
)  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços 
funcionais que tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos 
interessados em espaços funcionais ligados ao espaço 𝐿𝐿𝐿𝐿2 :  

 

 significam respectivamente “qualquer que seja” e “pertencente ao 
conjunto”.

4. DERIVADAS FRACAS

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não resulta suficien-
temente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações diferenciais não linea-
res. Passemos pois ao estudo de tal problema.

Seja 0 ( 3) o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto limitado, e que 
admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função 1( 3),  espaço consti-
tuído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 3. Tem‑se, com uma integração 
por partes,

(base de Hamel) introduzimos uma segunda noção de base (algébrico-topológica): um 
subconjunto  𝐵𝐵𝐵𝐵 de elementos linearmente independentes de 𝑋𝑋𝑋𝑋 dir-se-á aqui simplesmente uma 
BASE se todo o elemento de 𝑋𝑋𝑋𝑋 é limite de combinações lineares finitas de elementos de  𝐵𝐵𝐵𝐵.  

Por exemplo, as funções  
1,  𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  𝑥𝑥𝑥𝑥3,   . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,  … 

 
para todo o expoente 𝑛𝑛𝑛𝑛 , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada 
mais. Mas, são uma base a-t no espaço das funções representadas por séries de potências 
uniformemente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, 
muito mais vasto.  

4. Derivadas Fracas 

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não 
resulta suficientemente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações 
diferenciais não lineares. Passemos pois ao estudo de tal problema.  

Seja  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto 
limitado, e que admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈
𝐶𝐶𝐶𝐶1(ℝ3) , espaço constituído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 
ℝ3 . Tem-se, com uma integração por partes,  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (1) 

 
e reciprocamente, se existe uma função integrável 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) tal que  
 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (2) 

 
tem-se necessariamente  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑢𝑢 . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de 
derivada.  
Definição de Derivada Fraca: 

Sejam 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) e 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) , duas funções a valores reais integráveis em ℝ3. Então  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 
no sentido fraco se  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − � 𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (3) 

 
Vê-se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.  
Notação:  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢 =  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

 

5. O Espaço 𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏(ℝ𝟑𝟑𝟑𝟑
)  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços 
funcionais que tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos 
interessados em espaços funcionais ligados ao espaço 𝐿𝐿𝐿𝐿2 :  

 

e reciprocamente, se existe uma função integrável ( )  tal que

(base de Hamel) introduzimos uma segunda noção de base (algébrico-topológica): um 
subconjunto  𝐵𝐵𝐵𝐵 de elementos linearmente independentes de 𝑋𝑋𝑋𝑋 dir-se-á aqui simplesmente uma 
BASE se todo o elemento de 𝑋𝑋𝑋𝑋 é limite de combinações lineares finitas de elementos de  𝐵𝐵𝐵𝐵.  

Por exemplo, as funções  
1,  𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  𝑥𝑥𝑥𝑥3,   . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,  … 

 
para todo o expoente 𝑛𝑛𝑛𝑛 , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada 
mais. Mas, são uma base a-t no espaço das funções representadas por séries de potências 
uniformemente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, 
muito mais vasto.  

4. Derivadas Fracas 

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não 
resulta suficientemente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações 
diferenciais não lineares. Passemos pois ao estudo de tal problema.  

Seja  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto 
limitado, e que admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈
𝐶𝐶𝐶𝐶1(ℝ3) , espaço constituído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 
ℝ3 . Tem-se, com uma integração por partes,  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (1) 

 
e reciprocamente, se existe uma função integrável 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) tal que  
 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (2) 

 
tem-se necessariamente  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑢𝑢 . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de 
derivada.  
Definição de Derivada Fraca: 

Sejam 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) e 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) , duas funções a valores reais integráveis em ℝ3. Então  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 
no sentido fraco se  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − � 𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (3) 

 
Vê-se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.  
Notação:  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢 =  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

 

5. O Espaço 𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏(ℝ𝟑𝟑𝟑𝟑
)  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços 
funcionais que tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos 
interessados em espaços funcionais ligados ao espaço 𝐿𝐿𝐿𝐿2 :  

 

tem‑se necessariamente  = . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de derivada.
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Definição de Derivada Fraca:
Sejam ( ) e ( ),  duas funções a valores reais integráveis em 3. Então =   no sentido fraco se

(base de Hamel) introduzimos uma segunda noção de base (algébrico-topológica): um 
subconjunto  𝐵𝐵𝐵𝐵 de elementos linearmente independentes de 𝑋𝑋𝑋𝑋 dir-se-á aqui simplesmente uma 
BASE se todo o elemento de 𝑋𝑋𝑋𝑋 é limite de combinações lineares finitas de elementos de  𝐵𝐵𝐵𝐵.  

Por exemplo, as funções  
1,  𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  𝑥𝑥𝑥𝑥3,   . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,  … 

 
para todo o expoente 𝑛𝑛𝑛𝑛 , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada 
mais. Mas, são uma base a-t no espaço das funções representadas por séries de potências 
uniformemente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, 
muito mais vasto.  

4. Derivadas Fracas 

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não 
resulta suficientemente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações 
diferenciais não lineares. Passemos pois ao estudo de tal problema.  

Seja  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto 
limitado, e que admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈
𝐶𝐶𝐶𝐶1(ℝ3) , espaço constituído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 
ℝ3 . Tem-se, com uma integração por partes,  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (1) 

 
e reciprocamente, se existe uma função integrável 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) tal que  
 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (2) 

 
tem-se necessariamente  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑢𝑢 . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de 
derivada.  
Definição de Derivada Fraca: 

Sejam 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) e 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) , duas funções a valores reais integráveis em ℝ3. Então  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 
no sentido fraco se  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − � 𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (3) 

 
Vê-se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.  
Notação:  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢 =  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

 

5. O Espaço 𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏(ℝ𝟑𝟑𝟑𝟑
)  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços 
funcionais que tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos 
interessados em espaços funcionais ligados ao espaço 𝐿𝐿𝐿𝐿2 :  

 

Vê‑se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.
Notação:

(base de Hamel) introduzimos uma segunda noção de base (algébrico-topológica): um 
subconjunto  𝐵𝐵𝐵𝐵 de elementos linearmente independentes de 𝑋𝑋𝑋𝑋 dir-se-á aqui simplesmente uma 
BASE se todo o elemento de 𝑋𝑋𝑋𝑋 é limite de combinações lineares finitas de elementos de  𝐵𝐵𝐵𝐵.  

Por exemplo, as funções  
1,  𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑥𝑥𝑥𝑥2,  𝑥𝑥𝑥𝑥3,   . . . , 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛𝑛𝑛,  … 

 
para todo o expoente 𝑛𝑛𝑛𝑛 , são uma base algébrica para o espaço dos polinómios reais e nada 
mais. Mas, são uma base a-t no espaço das funções representadas por séries de potências 
uniformemente convergentes num dado intervalo. O seu alcance resulta pois, deste modo, 
muito mais vasto.  

4. Derivadas Fracas 

A definição clássica de derivada obtida a partir do limite da razão incremental não 
resulta suficientemente geral no estudo de muitos problemas, em particular no caso de equações 
diferenciais não lineares. Passemos pois ao estudo de tal problema.  

Seja  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  o subespaço linear das funções nulas fora de um qualquer conjunto 
limitado, e que admitem derivadas contínuas de todas as ordens, e seja dada uma função  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈
𝐶𝐶𝐶𝐶1(ℝ3) , espaço constituído pelas funções contínuas com primeiras derivadas contínuas em 
ℝ3 . Tem-se, com uma integração por partes,  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (1) 

 
e reciprocamente, se existe uma função integrável 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) tal que  
 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − �𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥)𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3) , (2) 

 
tem-se necessariamente  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑢𝑢𝑢𝑢 . É pois natural utilizar a (2) para generalizar a noção de 
derivada.  
Definição de Derivada Fraca: 

Sejam 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) e 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) , duas funções a valores reais integráveis em ℝ3. Então  𝑔𝑔𝑔𝑔 =   𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 
no sentido fraco se  

 

 �𝑢𝑢𝑢𝑢 (𝑥𝑥𝑥𝑥)  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − � 𝑔𝑔𝑔𝑔 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (3) 

 
Vê-se facilmente que a derivada fraca, se existe, é única.  
Notação:  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑢𝑢𝑢𝑢 =  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 . 

 

5. O Espaço 𝑯𝑯𝑯𝑯𝟏𝟏𝟏𝟏(ℝ𝟑𝟑𝟑𝟑
)  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços 
funcionais que tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos 
interessados em espaços funcionais ligados ao espaço 𝐿𝐿𝐿𝐿2 :  

 

5. O ESPAÇO ( )  

No estudo de equações diferenciais é natural, mesmo necessário, introduzir espaços funcionais que 
tenham em conta a noção de derivada duma função. No que se segue estamos interessados em espaços 
funcionais ligados ao espaço 2:

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

e

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

Definamos pois o seguinte subespaço de 2( 3):

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

munido do produto escalar

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

e portanto da norma

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

Do mesmo modo, se podem definir espaços ( 3), 2, que têm em conta as derivadas parciais 
até à ordem . Estes espaços admitem uma base algébrico‑topológica numerável de vectores 1, 2,..., 

,.... Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e mutuamente ortogonais. Estes espaços 
são um caso particular de Espaços de Hilbert “propriamente ditos”.

Demonstra‑se que o subespaço 0 ( 3) é DENSO em 1( 3), isto é, todo o elemento de 1( 3) 
é limite de uma sucessão de elementos de 0 ( 3) (vale em qualquer ( 3)).
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6. SOLUÇÃO FRACA DE UMA EDP

Seja 2( 3) solução clássica de

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

Evidentemente

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

E integrando por partes,

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

Tem‑se pois

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈   𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) se � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  ∞ , 

e  

(𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑔𝑔𝑔𝑔(𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 ,  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Definamos pois o seguinte subespaço de  𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3) :  
 

𝑓𝑓𝑓𝑓 ∈  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) se 𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓  ∈ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(ℝ3),   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,  2,  3 , 
 
munido do produto escalar  

((𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝑔𝑔𝑔𝑔) +  �  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

(𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑔𝑔𝑔𝑔) , 

e portanto da norma  

‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖12 =:  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖2 +  �‖
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖  𝑓𝑓𝑓𝑓 ‖2 =  � | 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥)|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  ��  
3

𝑖𝑖𝑖𝑖= 1

| 𝜕𝜕𝜕𝜕𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) |2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 
Do mesmo modo, se podem definir espaços 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ,𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥  2 , que têm em conta as 

derivadas parciais até à ordem 𝑘𝑘𝑘𝑘 . Estes espaços admitem uma base numerável de 
vectores  𝜙𝜙𝜙𝜙1,  𝜙𝜙𝜙𝜙2,   . . . ,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑛𝑛𝑛𝑛, . .. . Podemos sempre escolher uma base de vectores unitários e 
mutuamente ortogonais. Estes espaços são um caso particular de Espaços de Hilbert 
“propriamente ditos”.  
Demonstra-se que o subespaço  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  é DENSO em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , isto é, todo o elemento de 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  é limite de uma sucessão de elementos de  𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (vale em qualquer 𝐻𝐻𝐻𝐻𝑘𝑘𝑘𝑘(ℝ3) ). 

6.  Solução fraca de uma EDP 

Seja 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) solução clássica de  
 

 − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . (4) 
 
Evidentemente  
 

 �( − Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(𝑅𝑅𝑅𝑅3) . (5) 

 
E integrando por partes,  
 

 
− �Δ  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   − ��

𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  ��
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝜙𝜙𝜙𝜙
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  � 𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 .
 (6) 

 
Tem-se pois  
 

 �𝛻𝛻𝛻𝛻  𝑢𝑢𝑢𝑢 ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 +  � 𝑢𝑢𝑢𝑢  𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  � 𝑓𝑓𝑓𝑓 (𝑥𝑥𝑥𝑥) 𝜙𝜙𝜙𝜙 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞ . (7) 

 
Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica-se que se 𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈  𝐶𝐶𝐶𝐶2(ℝ3) verifica 

Reciprocamente, seguindo o caminho inverso, verifica‑se que se 2( 3) verifica a propriedade 
(7) então necessariamente verifica a (5).

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).
Definição:
Diremos que uma função ( ) 1( 3)  é uma solução fraca do problema (5) se vale a (7).

7. DESCRIÇÃO MATEMÁTICA DO PROBLEMA

Note‑se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 1( 3). Trata‑se 
pois de procurar uma solução  do problema

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

no espaço = 1( 3),  problema que é equivalente ao problema

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

visto 0 ( 3)   ser denso em 1( 3).
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NOTA: O problema (9) pode‑se resolver recorrendo ao teorema de representação de Riesz‑Frechet. 
Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de existência de 
soluções. No nosso caso, posto  =  na (9) tem‑se 

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

 por conseguinte

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

Portanto, qualquer que seja a solução , se existe, deve verificar a estimativa (10). A sua importância 
ver‑se‑á em seguida.

Resolução do problema (9):
O problema (9) é equivalente ao problema

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

onde 

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

 constitui uma base de .
Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) de espaços 

vectoriais finito‑dimensionais (dim = N)

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

Tem‑se

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

Procuremos um elemento , portanto uma combinação linear da forma

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

que resolva o problema aproximado

a propriedade (7) então necessariamente verifica a (5)  
− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) +  𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑓𝑓𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑥𝑥) . 

É pois natural utilizar a relação (7) para generalizar a noção de solução do problema (2).  
Definição: 
Diremos que uma função 𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥) ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) é uma solução fraca do problema (5) se vale 

a (7).  

7. Descrição matemática do problema 

Note-se que o primeiro membro da (7) é precisamente o produto escalar no espaço 
𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). Trata-se pois de procurar uma solução 𝑢𝑢𝑢𝑢 do problema  

 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  (8) 
 
no espaço  𝕍𝕍𝕍𝕍 =   𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , problema que é equivalente ao problema  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙) ,   ∀𝜙𝜙𝜙𝜙 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 , (9) 
 
visto 𝐶𝐶𝐶𝐶0∞(ℝ3)  ser denso em 𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3). 
 
  

NOTA: O problema (9) pode-se resolver recorrendo ao teorema de representação de 
Riesz-Frechet. Mas tal método não se generaliza ao caso que aqui nos interessa.  

A procura de estimativas a priori é, em geral, o ponto de partida nos problemas de 
existência de soluções. No nosso caso, posto 𝜙𝜙𝜙𝜙 = 𝑢𝑢𝑢𝑢 na (9) tem-se ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖12 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝑢𝑢𝑢𝑢) ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖ 
por conseguinte 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ . (10) 

 
Portanto, qualquer que seja a solução 𝑢𝑢𝑢𝑢, se existe, deve verificar a estimativa (10). A 

sua importância ver-se-á em seguida.  
Resolução do problema (9):  
O problema (9) é equivalente ao problema  
 

 ((𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . .. (11) 
 
onde  𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑘𝑘𝑘𝑘 , . .. constitui uma base de 𝕍𝕍𝕍𝕍 .  

Comecemos por resolver um problema aproximado. Definamos a sucessão (crescente) 
de espaços vectoriais finito-dimensionais (dim = N)  

 
𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑛𝑛𝑛𝑛 {𝜙𝜙𝜙𝜙1,𝜙𝜙𝜙𝜙2, . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑁𝑁𝑁𝑁}. 

 
Tem-se  

𝕍𝕍𝕍𝕍1 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍2 ⊂. . .𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 ⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁+ 1. . .⊂ 𝕍𝕍𝕍𝕍 . 
 

Procuremos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , portanto uma combinação linear da forma  

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑥𝑥𝑥𝑥) =  � 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗(𝑥𝑥𝑥𝑥) , 

que resolva o problema aproximado  
 
 ((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 , (12) 

ou seja 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

Trata‑se pois dum sistema linear de  equações as  incógnitas, 

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

 que se verifica ime-
diatamente admitir uma e uma só solução.
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CLASSE DE CIÊNCIAS

Problemas:
a) Existe pelo menos um elemento  tal que

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

b) Um tal elemento é solução de (11)?
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  demonstram‑se 

facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes . No nosso caso verifica‑se banalmente 
que

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos a) e b). Mas 
perde‑se a unicidade.

8. UM MÉTODO DE RESOLUÇÃO

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano‑Weierstrass que afirma que, num espaço de dimen-
são finita, de uma sucessão limitada  se pode sempre extrair uma subsucessão  convergente. Mas 
num espaço finito‑dimensional (base 

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

) a convergência em norma (dita forte)

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

coincide com a convergência das  coordenadas (dita fraca)

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema de Bolzano‑Weierstrass é falso no que diz respeito 
à convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente.

De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão fracamente convergente ,

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

para , obtem‑se a (11) qualquer que seja a   fixada, e portanto a (9). Obtemos deste modo a 
existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial

 
ou seja  

�(
𝑁𝑁𝑁𝑁

𝑗𝑗𝑗𝑗= 1

(𝜙𝜙𝜙𝜙𝑗𝑗𝑗𝑗 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) 𝛼𝛼𝛼𝛼𝑗𝑗𝑗𝑗𝑁𝑁𝑁𝑁 =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑁𝑁𝑁𝑁 . 

 
Trata-se pois dum sistema linear de  𝑁𝑁𝑁𝑁  equações as 𝑁𝑁𝑁𝑁 incógnitas, 𝛼𝛼𝛼𝛼1𝑁𝑁𝑁𝑁, . . .   ,𝛼𝛼𝛼𝛼𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁𝑁  que se 

verifica imediatamente admitir uma e uma só solução.  
Problemas:  
a) Existe pelo menos um elemento  𝑢𝑢𝑢𝑢 ∈ 𝕍𝕍𝕍𝕍 tal que 
 

lim
𝑁𝑁𝑁𝑁→∞

  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝑢𝑢𝑢𝑢 ? 
 

b) Um tal elemento é solução de (11)?  
Em geral, as estimativas a priori obtidas (formalmente) para uma hipotética solução  𝑢𝑢𝑢𝑢  

demonstram-se facilmente, seguindo o mesmo caminho, para as aproximantes  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁 . No nosso 
caso verifica-se banalmente que  

 
 ‖𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁‖1 ≤  ‖𝑓𝑓𝑓𝑓‖ ,   𝑁𝑁𝑁𝑁 =  1,2, . .. (13) 

 
Vejamos que a estimativa (13) é suficiente a fim de obter respostas positivas aos pontos 

a) e b). Mas perde-se a unicidade.  

8. Um método de resolução 

Comecemos por recordar o Teorema de Bolzano-Weierstrass que afirma que, num 
espaço de dimensão finita, de uma sucessão limitada  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑁𝑁𝑁𝑁   se pode sempre extrair uma 
subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀   convergente. Mas num espaço finito-dimensional (base  𝜙𝜙𝜙𝜙1,   . . . ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝐾𝐾𝐾𝐾  ) a 
convergência em norma (dita forte)  

 
lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  ‖ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 − 𝑢𝑢𝑢𝑢 ‖ =  0 
 
coincide com a convergência das  𝐾𝐾𝐾𝐾  coordenadas (dita fraca)  
 

lim
𝑀𝑀𝑀𝑀→ ∞

  (𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,  𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,   . . . ,𝐾𝐾𝐾𝐾 . 
 
Nos nossos espaços de dimensão infinita o teorema B-W é falso no que diz respeito à 

convergência forte mas válido relativamente à convergência fraca, o que para nós é suficiente. 
De facto, passando ao limite na (12), escrita em termos da subsucessão  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀 ,  
 

((𝑢𝑢𝑢𝑢𝑀𝑀𝑀𝑀,  𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖)) =   (𝑓𝑓𝑓𝑓,𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖) ,   𝑖𝑖𝑖𝑖 =  1,2, . . . ,𝑀𝑀𝑀𝑀 , 
 
para  𝑀𝑀𝑀𝑀 → ∞, obtem-se a (11) qualquer que seja a 𝜙𝜙𝜙𝜙𝑖𝑖𝑖𝑖 fixada, e portanto a (9). Obtemos deste 
modo a existência de pelo menos uma solução fraca do problema inicial  

− Δ 𝑢𝑢𝑢𝑢 +  𝑢𝑢𝑢𝑢 =  𝑓𝑓𝑓𝑓 . 
 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual 
convém vir a trabalhar é-nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário. 

Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como 
uma maior regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem 

É de notar que o ponto de partida foi a estimativa a priori. O espaço funcional no qual convém vir a 
trabalhar é‑nos sugerido por tal estimativa, e não o contrário.
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Uma possível unicidade da solução tem que ser provada separadamente, assim como uma maior 
regularidade. No caso do problema considerado estas duas propriedades são bem conhecidas. Mas no 
caso das equações de Navier‑Stokes os dois problemas estão em aberto como veremos.

9. AS EQUAÇÕES DE NAVIER‑STOKES. A ESTIMATIVA DA ENERGIA.

Equações de Navier‑Stokes em =] 0, [  × 3:

conhecidas. Mas no caso das equações de Navier-Stokes os dois problemas estão em aberto 
como veremos.  

9. As equações de Navier-Stokes. A estimativa da energia. 
Equações de Navier-Stokes em 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑇𝑇𝑇𝑇 = ]0,  𝑇𝑇𝑇𝑇[  ×  ℝ3 :  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡  −  Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖+  (𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  − 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑠𝑠𝑠𝑠 =  0 ,

𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0   𝑄𝑄𝑄𝑄∞ ;

𝒖𝒖𝒖𝒖|𝑡𝑡𝑡𝑡=0 =   𝒖𝒖𝒖𝒖0(𝑥𝑥𝑥𝑥) ,  onde 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖0 =  0 .

 (14) 

 
𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢1, 𝑢𝑢𝑢𝑢2,𝑢𝑢𝑢𝑢3) 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣 ;   𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑣𝑣𝑣𝑣 . 

 

(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

  ;   Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

  ;   𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 . 

 
Suponhamos que 𝒖𝒖𝒖𝒖  seja uma solução regular e recorramos a uma argumentação 

formal. Multiplicando escalarmente por 𝒖𝒖𝒖𝒖  a primeira equação (1), integrando em ℝ3 , 
recorrendo a oportunas integrações por partes, e tendo presente que vale 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0 , 
verificamos que, em cada instante 𝑡𝑡𝑡𝑡 >  0 , valem as seguintes igualdades formais (i.e., supondo 
as funções suficientemente regulares, o que não sucederá no que se segue):  

 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �

1
2  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡  |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  

1
2  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

− �Δ  𝒖𝒖𝒖𝒖 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

�(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

( �  
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 )   ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
1
2
� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗2

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  
1
2  �

� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − 
1
2  �(�

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

) |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 .

 

 

�(𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑠𝑠𝑠𝑠) ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   −�   𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 . 

 
Obtemos assim a igualdade formal  

1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥  +  𝜈𝜈𝜈𝜈  � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 , 

ou seja,  
1
2  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2  +  𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 =  0 . 

 
Integrando em ]0,  𝑡𝑡𝑡𝑡[ deduzimos a igualdade da energia  
 

Suponhamos que  seja uma solução regular e recorramos a uma argumentação formal. Multipli-
cando escalarmente por  a primeira equação (14), integrando em 3, recorrendo a oportunas integrações 
por partes, e tendo presente que vale  = 0, verificamos que, em cada instante  > 0, valem as seguin-
tes igualdades formais (i.e., supondo as funções suficientemente regulares, o que não sucederá no que 
se segue):

conhecidas. Mas no caso das equações de Navier-Stokes os dois problemas estão em aberto 
como veremos.  

9. As equações de Navier-Stokes. A estimativa da energia. 
Equações de Navier-Stokes em 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑇𝑇𝑇𝑇 = ]0,  𝑇𝑇𝑇𝑇[  ×  ℝ3 :  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

 −  Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖+  (𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  − 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑠𝑠𝑠𝑠 =  0 ,

𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0   𝑄𝑄𝑄𝑄∞ ;

𝒖𝒖𝒖𝒖|𝑡𝑡𝑡𝑡=0 =   𝒖𝒖𝒖𝒖0(𝑥𝑥𝑥𝑥) ,  onde 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖0 =  0 .

 (14) 

 
𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢1, 𝑢𝑢𝑢𝑢2,𝑢𝑢𝑢𝑢3) 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣 ;   𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑣𝑣𝑣𝑣 . 

 

(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

  ;   Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

  ;   𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 . 

 
Suponhamos que 𝒖𝒖𝒖𝒖  seja uma solução regular e recorramos a uma argumentação 

formal. Multiplicando escalarmente por 𝒖𝒖𝒖𝒖  a primeira equação (1), integrando em ℝ3 , 
recorrendo a oportunas integrações por partes, e tendo presente que vale 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0 , 
verificamos que, em cada instante 𝑡𝑡𝑡𝑡 >  0 , valem as seguintes igualdades formais (i.e., supondo 
as funções suficientemente regulares, o que não sucederá no que se segue):  

 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �

1
2  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡  |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  

1
2  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

− �Δ  𝒖𝒖𝒖𝒖 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

�(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

( �  
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 )   ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
1
2
� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗2

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  
1
2  �

� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − 
1
2  �(�

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

) |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 .

 

 

�(𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑠𝑠𝑠𝑠) ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   −�   𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 . 

 
Obtemos assim a igualdade formal  

1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥  +  𝜈𝜈𝜈𝜈  � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 , 

ou seja,  
1
2  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2  +  𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 =  0 . 

 
Integrando em ]0,  𝑡𝑡𝑡𝑡[ deduzimos a igualdade da energia  
 



263

CLASSE DE CIÊNCIAS

Obtemos assim a igualdade formal

conhecidas. Mas no caso das equações de Navier-Stokes os dois problemas estão em aberto 
como veremos.  

9. As equações de Navier-Stokes. A estimativa da energia. 
Equações de Navier-Stokes em 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑇𝑇𝑇𝑇 = ]0,  𝑇𝑇𝑇𝑇[  ×  ℝ3 :  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

 −  Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖+  (𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  − 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑠𝑠𝑠𝑠 =  0 ,

𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0   𝑄𝑄𝑄𝑄∞ ;

𝒖𝒖𝒖𝒖|𝑡𝑡𝑡𝑡=0 =   𝒖𝒖𝒖𝒖0(𝑥𝑥𝑥𝑥) ,  onde 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖0 =  0 .

 (14) 

 
𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢1, 𝑢𝑢𝑢𝑢2,𝑢𝑢𝑢𝑢3) 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣 ;   𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑣𝑣𝑣𝑣 . 

 

(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

  ;   Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

  ;   𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 . 

 
Suponhamos que 𝒖𝒖𝒖𝒖  seja uma solução regular e recorramos a uma argumentação 

formal. Multiplicando escalarmente por 𝒖𝒖𝒖𝒖  a primeira equação (1), integrando em ℝ3 , 
recorrendo a oportunas integrações por partes, e tendo presente que vale 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0 , 
verificamos que, em cada instante 𝑡𝑡𝑡𝑡 >  0 , valem as seguintes igualdades formais (i.e., supondo 
as funções suficientemente regulares, o que não sucederá no que se segue):  

 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �
1
2
 
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

 |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  
1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

− �Δ  𝒖𝒖𝒖𝒖 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

�(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

( �  
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 )   ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
1
2
� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗2

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  
1
2
 �� 

𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − 
1
2
 �(�

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

) |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 .

 

 

�(𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑠𝑠𝑠𝑠) ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   −�   𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 . 

 
Obtemos assim a igualdade formal  

1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥  +  𝜈𝜈𝜈𝜈  � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 , 

ou seja,  
1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2  +  𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 =  0 . 
 
Integrando em ]0,  𝑡𝑡𝑡𝑡[ deduzimos a igualdade da energia  
 

ou seja,

conhecidas. Mas no caso das equações de Navier-Stokes os dois problemas estão em aberto 
como veremos.  

9. As equações de Navier-Stokes. A estimativa da energia. 
Equações de Navier-Stokes em 𝑄𝑄𝑄𝑄𝑇𝑇𝑇𝑇 = ]0,  𝑇𝑇𝑇𝑇[  ×  ℝ3 :  

 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

 −  Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖+  (𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  − 𝛻𝛻𝛻𝛻𝑠𝑠𝑠𝑠 =  0 ,

𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0   𝑄𝑄𝑄𝑄∞ ;

𝒖𝒖𝒖𝒖|𝑡𝑡𝑡𝑡=0 =   𝒖𝒖𝒖𝒖0(𝑥𝑥𝑥𝑥) ,  onde 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖0 =  0 .

 (14) 

 
𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =   (𝑢𝑢𝑢𝑢1, 𝑢𝑢𝑢𝑢2,𝑢𝑢𝑢𝑢3) 𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑣𝑣𝑣𝑣 ;   𝑠𝑠𝑠𝑠(𝑡𝑡𝑡𝑡, 𝑥𝑥𝑥𝑥) =  𝑠𝑠𝑠𝑠𝑝𝑝𝑝𝑝𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑣𝑠𝑠𝑠𝑠�𝑣𝑣𝑣𝑣 . 

 

(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

  ;   Δ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖2

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

  ;   𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

3

𝑖𝑖𝑖𝑖=1

 . 

 
Suponhamos que 𝒖𝒖𝒖𝒖  seja uma solução regular e recorramos a uma argumentação 

formal. Multiplicando escalarmente por 𝒖𝒖𝒖𝒖  a primeira equação (1), integrando em ℝ3 , 
recorrendo a oportunas integrações por partes, e tendo presente que vale 𝛻𝛻𝛻𝛻 ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 =  0 , 
verificamos que, em cada instante 𝑡𝑡𝑡𝑡 >  0 , valem as seguintes igualdades formais (i.e., supondo 
as funções suficientemente regulares, o que não sucederá no que se segue):  

 

�
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝒖𝒖𝒖𝒖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �
1
2
 
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑡𝑡𝑡𝑡

 |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  
1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

− �Δ  𝒖𝒖𝒖𝒖 ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 . 

 

�(𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝛻𝛻𝛻𝛻) 𝒖𝒖𝒖𝒖  ⋅  𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

( �  
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

 )   ⋅ 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �� 
𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
1
2
� 
𝑗𝑗𝑗𝑗

𝜕𝜕𝜕𝜕  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑗𝑗𝑗𝑗2

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖
 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥

=  
1
2
 �� 

𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝜕𝜕𝜕𝜕 
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖

|𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  − 
1
2
 �(�

𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

) |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 .

 

 

�(𝛻𝛻𝛻𝛻 𝑠𝑠𝑠𝑠) ⋅ 𝒖𝒖𝒖𝒖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  �  �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑠𝑠𝑠𝑠
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =   −�   𝑠𝑠𝑠𝑠 �
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑖𝑖𝑖𝑖
𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑥𝑥𝑥𝑥𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖

 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 . 

 
Obtemos assim a igualdade formal  

1
2
 
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 � |𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥  +  𝜈𝜈𝜈𝜈  � |𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖|2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 =  0 , 

ou seja,  
1
2  
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑡𝑡𝑡𝑡

 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2  +  𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 =  0 . 
 
Integrando em ]0,  𝑡𝑡𝑡𝑡[ deduzimos a igualdade da energia  
 

Integrando em ]0, [  deduzimos a igualdade da energia

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente desigualdade 
(≤ em vez de = na equação (15)). Obtemos assim as estimativas a priori

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto precedente-
mente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de dimensão finita , con-
vergência fraca e passagem ao limite, demonstra‑se a existência de (pelo menos...) uma solução fraca 
global. A definição de solução fraca generaliza a correspondente definição dada no parágrafo anterior. 
Mas a sua maior complexidade, e a finalidade destas notas, levam‑nos apenas a aconselhar o leitor inte-
ressado a consultar o artigo de G. P. Galdi citado na introdução, em particular a Definição 2.1.

Note‑se que as aproximantes ( ) são agora funções do tempo  a valores no espaco funcional 
finito‑dimensional

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

visto a incógnita  ter agora 3 componentes. As ( ) vêm a ser soluções de sistemas de equações 
diferenciais ordinárias em (0, ).  

As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

Definição:
Diremos que  é uma Solução Forte em [0, ]  se existe uma constante  tal que

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖

2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  
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que se pode escrever

 
1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

Demonstram‑se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a exposição 
oral:

a) �Uma solução forte num dado intervalo de tempo [0, ] , é regular e única, nesse mesmo intervalo.
b) �Dado 0

1 existe >0 tal que a solução é forte, e portanto regular e única, no intervalo 
(0, ).

c) �Existe uma constante positiva  tal que, se 0 < , a solução é forte em [0, [, e verifica 
( ) < .

Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:
d) �Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo  > 0 que depende da norma do 

dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, regular e única).

De facto, se num intervalo (0, ) se tem sempre ( ) , segue da desigualdade da energia 
que

 
1
2
 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2
 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  e portanto 

 
1
2
 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 +  𝜈𝜈𝜈𝜈  �  

𝑡𝑡𝑡𝑡

0
‖𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 =  

1
2
 ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 , (15) 

 
que não sabemos demonstrar para soluções fracas. Para estas vale apenas a correspondente 
desigualdade. Obtemos assim as estimativas a priori  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . (16) 

 
Com base nas estimativas da energia (16), e seguindo a via indicada no exemplo visto 

precedentemente, aproximação nas variáveis espaciais através de espaços funcionais de 
dimensão finita  𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 , convergência fraca e passagem ao limite, demonstra-se a existência de 
(pelo menos...) uma solução fraca global.  
Note-se que as aproximantes  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  são agora funções do tempo 𝑡𝑡𝑡𝑡  a valores no espaco 
funcional finito-dimensional  
 

𝕍𝕍𝕍𝕍𝑁𝑁𝑁𝑁 =  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)  ×  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3) , 
 
visto a incógnita 𝒖𝒖𝒖𝒖 ter agora 3 componentes. As  𝒖𝒖𝒖𝒖𝑁𝑁𝑁𝑁(𝑡𝑡𝑡𝑡)  vêm a ser soluções de sistemas de 
equações diferenciais ordinárias em  (0,  ∞) . 
As soluções fracas que obtemos verificam evidentemente a estimativa da energia  

sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≤   ‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ ; � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  

1
2 𝜈𝜈𝜈𝜈

‖𝒖𝒖𝒖𝒖0‖2 . 

Definição:  
Diremos que 𝒖𝒖𝒖𝒖 é uma Solução Forte em [0,  𝑇𝑇𝑇𝑇] se existe uma constante 𝐶𝐶𝐶𝐶 tal que  

 sup
(0,∞)

  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖1 ≤ 𝐶𝐶𝐶𝐶 ;  � ‖
∞

0
𝛻𝛻𝛻𝛻2 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡 ≤  𝐶𝐶𝐶𝐶 , (17) 

 
que se pode escrever  

𝒖𝒖𝒖𝒖 ∈  𝐿𝐿𝐿𝐿∞(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻1(ℝ3)) ∩ 𝐿𝐿𝐿𝐿2(0,  𝑇𝑇𝑇𝑇;  𝐻𝐻𝐻𝐻2(ℝ3)) . 
 
Demonstram-se em particular os seguintes pontos, que devem ser ilustrados durante a 

exposição oral:  
a) Uma solução forte num dado intervalo de tempo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇) , é regular e única, 

nesse mesmo intervalo.  
b) Dado 𝒖𝒖𝒖𝒖0 ∈ 𝐻𝐻𝐻𝐻1 existe  𝑇𝑇𝑇𝑇∗ >  0  tal que a solução é forte, e portanto regular 

e única, no intervalo  (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗) .  
c) Existe uma constante positiva  𝐾𝐾𝐾𝐾  tal que, se ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖0‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 , a solução é forte 

em [0,  ∞[, e verifica ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ <  𝐾𝐾𝐾𝐾 .   
Do ponto c) e da estimativa da energia segue que:  

d) Dada uma solução fraca global existe um instante de tempo 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ >  0  que 
depende da norma do dado inicial, após o qual a solução é necessarimente forte (logo, 
regular e única).  
De facto, se num intervalo (0,  𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗)   se tem sempre ‖𝛻𝛻𝛻𝛻𝒖𝒖𝒖𝒖(𝑡𝑡𝑡𝑡)‖ ≥  𝐾𝐾𝐾𝐾 ,  segue da 

desigualdade da energia que  
 

1
2  ‖𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 � ‖

𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗

0
𝛻𝛻𝛻𝛻 𝒖𝒖𝒖𝒖(𝜏𝜏𝜏𝜏)‖2 𝑑𝑑𝑑𝑑𝜏𝜏𝜏𝜏 ≥  𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ , 

 
e portanto 𝑇𝑇𝑇𝑇∗∗ ≤   1

2
 𝜈𝜈𝜈𝜈 𝐾𝐾𝐾𝐾2 ‖|𝒖𝒖𝒖𝒖(0)‖2 .  

10. O “MILLENNIUM PROBLEM”

Do que ficou estabelecido na secção anterior segue, em particular, que qualquer que seja o dado 
inicial 0 nas condições estabelecidas, existe pelo menos uma solução fraca, que é global relativamente 
à variável temporal. Mas fica em aberto a sua regularidade, e mesmo a sua unicidade. Por outro lado, 
em correspondência com o dado inicial regular 0, existe uma solução forte, única e regular, durante um 
intervalo de tempo finito. Durante tal intervalo qualquer solução fraca coincide com a solução forte. Esta 
situação deu origem ao quarto “Millennium Problem”, a saber:

Demonstrar ou apresentar um contra‑exemplo à seguinte afirmação:
No caso de três dimensões espaciais, dada uma velocidade inicial regular, com divergência nula, existe um 

vector velocidade, com divergência nula, e uma pressão escalar, ambos regulares e definidos globalmente (i.e., sem 
um limite temporal), que resolvem as equações de Navier‑Stokes (14).

Note‑se que se requer que a solução persista para todos os tempos.
Há duas opções: Problema em todo o espaço 3 e problema periódico nas variáveis espaciais. 

Vejamos o primeiro caso. Os dados admitem, e as soluções possíveis têm que admitir, derivadas 
contínuas de todas as ordens, e obedecer a certas condições de decrescimento no infinito, estabele-
cidas no edital.
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Além disso, a energia cinética deve ser globalmente limitada, ou seja, deve existir uma constante 
positiva  tal que

 

10. O “Millennium Problem” 

Do que ficou estabelecido na secção anterior segue, em particular, que qualquer que seja 
o dado inicial 𝒖𝒖𝒖𝒖0  nas condições estabelecidas, existe pelo menos uma solução fraca, que é 
global relativamente à variável temporal. Mas fica em aberto a sua regularidade, e mesmo a sua 
unicidade. Por outro lado, em correspondência com o dado inicial regular 𝒖𝒖𝒖𝒖0 , existe uma 
solução forte, única e regular, durante um intervalo de tempo finito. Durante tal intervalo 
qualquer solução fraca coincide com a solução forte. Esta situação deu origem ao quarto 
“Millennium Problem”, a saber: 

Demonstrar ou apresentar um contra-exemplo à seguinte afirmação:  
No caso de três dimensões espaciais, dada uma velocidade inicial, com divergência 

nula, existe um vector velocidade, com divergência nula, e uma pressão escalar, ambos 
regulares e definidos globalmente (i.e., sem um limite temporal), que resolvem as equações de 
Navier-Stokes (14).  

Note-se que se requer que a solução persista para todos os tempos. 
Há duas opções: Problema em todo o espaço ℝ3 e problema periódico nas variáveis 

espaciais. Vejamos o primeiro caso. Os dados admitem, e as soluções possíveis têm que 
admitir, derivadas contínuas de todas as ordens, e obedecer a certas condições de decrescimento 
no infinito, estabelecidas no edital.  

Além disso, a energia cinética deve ser globalmente limitada, ou seja, deve existir uma 
constante positiva 𝐸𝐸𝐸𝐸 tal que  

�  
ℝ3

|𝑢𝑢𝑢𝑢(𝑥𝑥𝑥𝑥,  𝑡𝑡𝑡𝑡)| 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑥𝑥𝑥𝑥 <  𝐸𝐸𝐸𝐸 , 

para todo o  𝑡𝑡𝑡𝑡 ≥  0 . 
Alternativamente, demonstrar a existência de pelo menos um dado inicial para o qual 

não exista uma solução forte global, dados e solução obedecendo às condições de regularidade 
acima estabelecidas. Neste caso aceita-se o contributo duma força externa 𝑓𝑓𝑓𝑓, sob análogas 
condições de regularidade e comportamento no infinito. 

 
 

(COMUNICAÇÃO APRESENTADA À CLASSE DE CIÊNCIAS 
NA SESSÃO DE 17 DE MAIO DE 2018) 

para todo o  0.
Alternativamente, demonstrar a existência de pelo menos um dado inicial para o qual não exista uma 

solução forte global, dados e solução obedecendo às condições de regularidade acima estabelecidas. 
Neste caso aceita‑se o contributo duma força externa , sob análogas condições de regularidade e com-
portamento no infinito.

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 17 de maio de 2018)
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Neuroplasticidade

Alexandre Lemos de Castro Caldas1

Deve‑se ao trabalho de Golgi e de Ramon y Cajal a revelação de algumas das características dos 
neurónios. O seu trabalho viria a ser premiado com o Prémio Nobel em 1906 (Golgi, 1898: Ramon y Cajal 
reedição 2007). Com Golgi ficou‑se a saber corar as células para as estudar ao microscópio. Com Cajal 
compreendeu‑se a estrutura dos neurónios, a sua variedade no sistema nervoso e algumas das suas 
potencialidades nomeadamente no que respeita à forma de comunicar entre eles.

Os estudos realizados até hoje permitiram compreender muito melhor o que se passa com o tecido 
nervoso no que respeita ao tratamento da informação e à execução das tarefas. Compreendeu‑se o pro-
cesso de desenvolvimento embriológico do sistema nervoso, pautado por ordens provenientes do código 
genético e, bem assim, o desenvolvimento ao longo da vida (ver, por exemplo, May e Paxinos, 2012). Foi 
também possível compreender as transformações que ocorrem no tecido cerebral depois de ocorrer uma 
lesão (ver, por exemplo, Wieloch e Nikolich, 2006).

Sabemos hoje que a formação do sistema nervoso, no embrião humano, obedece a uma coreografia 
complexa pautada, nos primeiros meses, por instruções contidas no código genético. Essas instruções 
fazem com que as células embrionárias, que se designam por células estaminais ou células germinais, 
que se encontram no tubo neural, se multipliquem, se transformem e migrem para os locais apropriados. 
Cada coisa acontece a seu tempo e para um lugar exacto. A certa altura formam‑se as glândulas endó-
crinas passando as hormonas a participar nesta complexa operação de formação do sistema nervoso. 
Pode considerar‑se este um princípio de plasticidade do sistema nervoso pois à medida que vai enrique-
cendo a sua estrutura inicia funções de diversa natureza.

Interessa‑nos, em particular, considerar os mecanismos que podemos designar por sensório‑motores. 
Os movimentos do feto começam a registar‑se cedo com a formação dos membros. Começam por ser 
movimentos grosseiros do corpo e evoluem para movimentos mais finos como os da boca e dos olhos e 
movimentos aparentemente dirigidos para objectivos específicos (D’Elia et al., 2001). Estes movimentos 
obedecem já a informações provenientes do meio em que se encontram, podem identificar‑se movimen-
tos que se dirigem à exploração do próprio corpo e outros que exploram a parede do útero. É interessante 
compreender um pouco melhor a intencionalidade desses movimentos. Castello e colaboradores (2010) 
estudaram os movimentos realizados por fetos em situações de gravidez gemelar homozigótica e veri-
ficaram que os movimentos realizados de um feto para o outro eram muito mais frequentes do que 
aqueles que eram realizados para eles próprios ou para a parede do útero. Os autores consideram que 
isso pode significar interacção social precoce que promove um vínculo mais forte entre os gémeos ao 
longo da vida. O que retiramos desta experiência para o tema que estamos a tratar é a adaptação do 
cérebro ao ambiente moldando matrizes de actividade que sustentam o comportamento mesmo em fases 
muito precoces do desenvolvimento. Este trabalho chama a atenção para o ambiente muito particular 

1 Professor Catedrático de Neurologia, Diretor do Instituto de Ciências da Saúde da Universidade Católica Portuguesa
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da gravidez gemelar, mas permite também inferir que a intenção do movimento como pródromo de livre 
arbítrio na exploração do meio surge muito cedo no desenvolvimento fetal.

Vale a pena mencionar o trabalho de Patricia Kuhl nos Estados Unidos. Esta investigadora tem tra-
balhado muito sobre o desenvolvimento da linguagem nas crianças e num dos trabalhos que merece 
destaque neste contexto foi capaz de demonstrar que as crianças recém‑nascidas respondem de forma 
diferente aos fonemas produzidos em língua materna quando comparados com fonemas de línguas 
estrangeiras (Kuhl 2004). Isto significa que o cérebro se vai adaptando aos sons da fala da mãe, mesmo 
antes de nascer, e, por isso, com mais facilidade aprende a sua própria língua. Esta é uma plasticidade 
induzida por estímulos externos.

O sentido da audição está presente no último trimestre de gestação e os sons ambientes que o feto 
consegue detectar vão através dele preparar o cérebro para vida no mundo em que vai entrar. O que não 
sabemos ainda exactamente é a importância que isto tem e se haverá vantagem em criar programas de 
estimulação para esse período da vida. Temos alguma informação da investigação animal que revela que 
quando os embriões de pinto crescem com música de fundo nas incubadoras, o seu sistema nervoso 
encarregado da audição nasce moldado de outra forma em comparação com o sistema nervoso de 
embriões encubados em silêncio (Wadhwa et al., 1999).

Podemos então definir plasticidade como a resposta biológica do cérebro a diversos estímulos quer 
sejam veiculados por orientações genéticas, endócrinas, farmacológicas ou sensoriais. Kolb e Gibb (2011) 
consideram 8 fundamentos relacionados com a plasticidade do sistema nervoso com implicações no 
comportamento e na cognição.

Em primeiro lugar é necessário compreender a que nível de processamento biológico se registam 
as alterações do sistema nervoso relacionadas com as modificações do comportamento. Tanto podem 
ocorrer ao nível molecular e, por isso, não podem ser estudadas in vivo, mas também as que se regis-
tam a nível celular dificilmente se podem estudar nos humanos sendo que alguma informação se 
pode obter por estudos realizados em animais. Nos humanos pode obter‑se informação através das 
novas técnicas de registo funcional do cérebro, mas estão ainda longe de ser o retrato fiel daquilo 
que se processa no cérebro quer no que respeita à dimensão que se consegue estudar quer no que 
respeita à velocidade de processamento da informação. De qualquer forma alguma informação se 
consegue colecionar.

Em segundo lugar é necessário entender o que significam as alterações registadas, o crescimento 
neuronal e formação de novas sinapses pode balançar‑se com a eliminação, por apoptose, de neurónios 
ou a eliminação de sinapses. Neste último caso, a diminuição da estrutura visível das células pode ser o 
resultado do desenvolvimento de novas configurações mais aptas para resolver a questão que está em 
causa.

As modificações resultantes da experiência tendem a ser mais focais e portanto mais avaliáveis com 
as técnicas de que dispomos. É o caso da aprendizagem da leitura a que faremos referência mais à frente.

Algumas modificações são dependentes do tempo, como acontece quando se colocam animais em 
ambientes mais ricos e mais pobres: quanto mais demorada for a exposição mais importante é a alteração 
generalizada da estrutura cerebral.

As alterações dependentes da experiência que se realizam num determinado período da vida podem 
interagir com futuras aprendizagens quer em sentido positivo quer em sentido negativo.
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Os processos de plasticidade são dependentes da idade, embora se possam registar ao longo de toda 
a vida. Não há dúvida que quanto mais jovem for o indivíduo mais facilmente se registam. Temos, con-
tudo, que ter em atenção que os estímulos a utilizar devem estar cronologicamente acertados com a idade 
dos indivíduos e com as experiências prévias.

Finalmente é necessário entender que nem toda a plasticidade tem como resultado a melhoria das 
funções. Muita adaptação a fármacos pode resultar em prejuízo de processos.

Estes princípios têm de ser tomados em linha de conta quando se planeia a investigação. Temos 
estudado nos últimos anos alguns destes aspetos relacionados com o processo de aquisição da capacidade 
de leitura. Neste caso fomos analisar o que não se desenvolvia quando as crianças não iam à escola na 
idade própria. Como é infelizmente sabido, o analfabetismo é uma realidade frequente no nosso país e 
foi com essa população que aprendemos que quem não aprende a ler não desenvolve determinados 
processos que correspondem a regiões específicas do cérebro (Castro Caldas, 1998).

Importa, também, considerar a plasticidade que resulta de uma lesão do cérebro. Aquando de uma 
lesão do cérebro, seja ela traumática seja resultante de um acidente vascular cerebral ou de um tumor, 
regista‑se uma perda funcional que se relaciona com a região lesada. Com o tempo procura‑se a repara-
ção funcional com as múltiplas técnicas de reabilitação e, em geral, verifica‑se alguma recuperação. Essa 
recuperação é feita à custa de transformações registadas no local da lesão, induzidas por substâncias 
relacionadas com factores de crescimento que se libertam. Infelizmente nem sempre o processo resulta 
em benefício para o doente tratando‑se de um tema que continua a ser objecto de muita investigação 
sobretudo com o recurso à interação Homem‑máquina que é hoje já uma realidade. O recurso a instru-
mentos informáticos pode hoje beneficiar muitos doentes, naturalmente ainda em fase experimental e 
não passível de se generalizar como técnica de rotina.

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências  
na sessão de 7 de junho de 2018)
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“Agentes de contraste para Imagem Molecular  
– Uma ferramenta do século XXI  

vista por um químico”

Carlos F. Geraldes1

A Imagem Molecular tem por objetivo a caracterização quantitativa in vivo de processos biológicos 
aos níveis molecular e celular, estudando as anomalias moleculares que estão na base da patologia.

O estudo da localização destes marcadores das patologias combina o uso de novos agentes molecu-
lares vetorizados com as técnicas tradicionais de imagem médica (PET/SPECT, MRI, imagiologia óptica, 
ultra‑sons, etc.) desenvolvendo procedimentos personalizados capazes de combinar o diagnóstico com 
o acompanhamento dos processos terapêuticos. Deste modo, constitui a prática da imagiologia para 
diagnóstico em Medicina Molecular.

Nesta apresentação serão discutidos os tipos de informação obtidos em cada uma das principais 
técnicas de imagem médica bem como as suas vantagens e inconvenientes, com apresentação de exem-
plos.

(Resumo da comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 21 de junho de 2018)

1 Universidade de Coimbra
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Descoberta, invenção e acaso.  
Röntgen e a escola portuguesa de angiografia

Henrique Vilaça Ramos

ABSTRACT

The purpose of this communication is the history of science that goes from Conrad Röntgen to the 
Portuguese School of Angiography, of which Egas Moniz was the founder. The brief initial considerations 
on discovery, invention, and chance are no more than the introduction to the historical theme in the 
development of which these mechanisms are alluded to in the construction of radiological science.

Since the semantic content of the terms discovery, invention, and chance has varied over time and 
also varies in present time, we explain the meaning given to each of them in this communication.

We describe the discovery of X‑rays, which according to Röntgen was due to chance, and sought to 
perceive its intervention in the scientific process of discovery. We also refer to the quarrel von Lenard 
raised as to the merits of Roentgen and emphasizes the undoubted value of the contribution of the latter. 
Mention is made to Henrique Teixeira Bastos, the scientist who obtained the first radiographs in Portu-
gal.

Different was the scientific process followed by Egas Moniz, of pure invention, in which no revealing 
chance occurred. A description is made of what radiological science had advanced from the time of 
Röntgen’s discovery for the understanding of the contribution of the Portuguese scientist. When Egas 
Moniz comes on the scene, many of the organic departments had been radiologically visualized with a 
number of contrast substances, both negative and positive. Among these scientific advances, the author 
highlights the visualization of the bile ducts, by Graham and Cole, emphasizing the role of invention 
and chance in the creation of this new imaging method. Despite these tremendous progresses, the same 
success was yet to be achieved in the vast vascular territory. This is where the genius of Egas Moniz 
comes in.

Dissatisfied with the limitations of the clinical diagnosis of brain tumors and the radiological diag-
nosis provided by Dandy’s ventriculography as well as with the inconclusive arteriographic attempts 
of other authors, he investigated the possibility of opacifying the brain tissue itself with substances fixed 
therein, namely bromides. Not having succeeded this way, he thought of the intra‑arterial injection of 
the contrast product, but even the designation – arterial encephalography – with which he baptized the 
method allowed us to suspect that he still had the hope of also obtaining the image of the opacified 
nervous tissue itself and not only the blood vessels.

The investigation was conducted in a perfect form: initial studies to find the best radiopacity of 
several contrast products, followed by arteriographic attempts in the animal, until success in the 15th 
dog. Later, intra‑carotid contrast injection in human cadavers gave him the indispensable knowledge 
of the radiographic anatomy of the cerebral arterial network. Only then he did the injections in human 
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beings, success coming to crown the sixth attempt, but at the expense of the patient’s death. After a 
period of comprehensible pause and review of processes, the investigation resumes, changing from 
contrast substance to another more radiopaque and, therefore, allowing to use it in a lower concentra-
tion and reduced vascular aggression. This is how he finally attains the desired success, which leads 
him to Paris, where, ten days after his success, he presents this scientific triumph to the Society of 
Neurology of that capital.

Mention is made of all the subsequent progress that has been achieved by several Portuguese scien-
tists: aortography, arteriography of the limbs, Cavography, Angiopneumography, Phlebography, Por-
tography, Lymphography, Interstitiography, Microangiography and Coronary Angiography. This set 
of researchers, which the author intends to honor with this communication, was consecrated under the 
name of Portuguese School of Angiography, and includes, other than Egas Moniz, the names of Rey-
naldo dos Santos, Augusto Lamas, Pereira Caldas, Lopo de Carvalho, Cid dos Santos, Álvaro Rodrigues, 
Sousa Pereira, Roberto de Carvalho, Aleu Saldanha, Ayres de Sousa, Luis Aires de Sousa and Eduardo 
Coelho.

DESCOBERTA, INVENÇÃO E ACASO. RÖNTGEN E A ESCOLA PORTUGUESA  
DE ANGIOGRAFIA

1 – INTRODUÇÃO

O propósito desta comunicação é percorrer o trajeto da história da ciência que vai de Conrad Röntgen 
à Escola Portuguesa de Angiografia, de que Egas Moniz foi o fundador. As breves considerações iniciais 
que farei sobre a descoberta, a invenção e o acaso não são mais que a introdução ao tema histórico, no 
desenvolvimento do qual aludirei a estes mecanismos na construção da ciência radiológica.

Como é bem sabido, os avanços científicos devem‑se, uns à descoberta, outros à invenção e outros 
ainda são tributários de ambos os mecanismos. E há avanços científicos que contêm elementos que 
podem levar a considerá‑los como descobertas e, ao mesmo tempo, como invenções, conforme o ângulo 
de análise. O acaso, por sua vez, é acontecimento que surge muito frequentemente no processo científico, 
ora na sua génese, ora no decurso de uma investigação programada, mas que nele abre uma nova luz 
ou suscita um novo caminho.

Descoberta, invenção e acaso andam, pois, de mãos dadas em muitas das conquistas da ciência. A 
descoberta dos raios X e a história dos primeiros anos da radiologia constituem um exemplo fascinante 
do entrelaçar destas três entidades, o que procurarei ilustrar seguindo, como disse, o percurso desde 
Röntgen até à Escola Portuguesa de Angiografia, afinal o objetivo desta comunicação. Antes, porém, 
convém definir o sentido que vou utilizar para cada um daqueles termos.

2 – PRECISÃO TERMINOLÓGICA

Com efeito, o conteúdo semântico destes vocábulos tem variado ao longo dos tempos e varia também 
no tempo atual.
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2.1 – Um bom exemplo disto é a palavra invenção, que é utilizada em contextos muito diversos, desde 
a filosofia à economia, ou desde o direito à estética, e nem sempre com o mesmo significado.

Se considerarmos a etimologia da palavra, chegamos a inventio, que, para os latinos, era a descoberta, 
a revelação de algo desconhecido, conceito que está muito distante, mesmo em oposição, relativamente 
ao significado que modernamente damos à palavra invenção. Esse antigo significado está presente, ainda 
hoje, na celebração pela Igreja Católica da designada Festa da Invenção da Santa Cruz, relativa ao acha-
mento, por Helena, mãe do imperador Constantino, do que julgou ser o madeiro onde o Nazareno Jesus 
foi crucificado.

Ora, o sentido em que vou usar a palavra invenção é restrito, implica criação e designa por isso, 
“toda a atividade humana que realiza ou produz algo de novo (uma ideia, um método, uma máquina, 
etc.)”1.

2.2 – Quanto ao vocábulo descoberta, é sabido que o público e até os cientistas o usam também de 
forma ambígua, ora significando o reconhecimento de algo pré‑existente, ora designando coisas não 
pré‑existentes e, por isso, verdadeiramente novas.

Usarei a palavra descoberta para indicar o reconhecimento de algo novo, mas pré‑existente. Descobre
‑se o que já existe, mas não era conhecido.

Neste entendimento dos dois vocábulos, invenção e descoberta, sigo afinal o ensinamento de Kant, que 
disse: «Inventar alguma coisa é muito diferente de descobrir. O que se descobre admite‑se como pré
‑existente, embora nos fosse desconhecido, como por ex. a América antes de Colombo; pelo contrário, o 
que se inventa, por ex. a pólvora, não existia antes de ser inventado»2.

Há, todavia, circunstâncias em que a descoberta e a invenção se misturam de tal modo que, como 
disse, umas vezes as mesmas novidades científicas são apresentadas como invenções e outras como 
descobertas. A relatividade de Einstein é um bom exemplo. Construção mental pode apresentar‑se como 
paradigma do pensamento criativo, verdadeira invenção, na medida em que “o enunciado de uma teo-
ria aparece como um ato de invenção singular rompendo com a norma”3. Mas, a relatividade existe na 
natureza e foi reconhecida por Einstein, o que configura o conceito de descoberta, na medida em que 
Einstein descobriu o que existia, mas não era conhecido. Uma simples consulta na NET revela a profusão 
de textos contraditórios, uns olhando para a relatividade como descoberta e outros com processo inven-
tivo. Certo é que vê‑la apenas como simples descoberta menoriza o pensamento genial de Einstein, o seu 
pensamento criativo.

2.3 – Por fim, o conceito que subjaz à palavra acaso. 
Acaso é uma designação que tem hoje vários conteúdos semânticos, desde os ligados à filosofia ou à 

física, passando também pela matemática, nomeadamente no cálculo de probabilidades.

1 Freitas M, Invenção, Encicl Luso‑Brasileira de Cultura, ed Verbo, 1763.
2 Cit por Freitas M, idem.
3 Machado CJS, Olhares acadêmicos sobre a invenção e a descoberta nas ciências, uma introdução, Rio de Janeiro, ed. e‑papers, 2010, 21, acedido em https://
books.google.pt/books?id=fqGlrK9G6IUC&pg=PA21&lpg=PA21&dq=o+enunciado+de+uma+teoria+aparece+como+um+ato+de+inven%-
C3%A7%C3%A3o+singular+rompendo+com+a+norma&source=bl&ots=R8fBMm5P4V&sig=W8AeiZvFCOdrqb6lu8uD1ghKJfo&hl=ptP-
T&sa=X&ved=0ahUKEwiEgYXinJrcAhXIvxQKHdS5CKwQ6AEIJzAA#v=onepage&q=o%20enunciado%20de%20uma%20teoria%20aparece%20
como%20um%20ato%20de%20inven%C3%A7%C3%A3o%20singular%20rompendo%20com%20a%20norma&f=false 
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O vocábulo originou‑se no latino “a casu”, que quer dizer “sem causa”. Trata‑se, portanto, de algo 
que ocorre sem que tivesse sido determinado por uma causa com a intenção de o revelar. Surge assim 
sem qualquer procura intencional, antes aparece inesperadamente ao observador. É, pois, um facto 
imprevisto, inesperado, não desencadeado por uma ação com o desígnio de o produzir.

3 – RÖNTGEN E A ESCOLA PORTUGUESA DE ANGIOGRAFIA

Esclarecidos os significados com que uso as palavras descoberta, invenção e acaso, passo agora a 
examinar a história das primeiras décadas da radiologia, bem demonstrativa da incidência destes even-
tos no processo científico.

A descoberta dos raios X – estou aqui a usar a palavra no sentido exato que referi – foi uma das maio-
res conquistas científicas da humanidade. Não me atrevo a afirmar, como defende alguém4, que a mais 
importante descoberta científica de sempre foi a dos raios X, mas, mesmo a nível da perceção popular, 
a sua importância é claramente demonstrada pelo facto de, para comemorar o centenário do Museu da 
Ciência de Londres, ter sido promovida uma votação sobre as 10 maiores invenções e descobertas da 
ciência nesses 100 anos, votação em que os raios X foram a opção preferida pelos mais de 50 000 votan-
tes. De facto, são poucos os ramos da ciência que não tenham beneficiado desta descoberta, da física à 
medicina ou da história de arte à investigação astronómica. Isso mesmo se revela na lista dos prémios 
Nobel, de que o primeiro, em 1901, foi logo atribuído a Röntgen, descobridor dos raios X, seguido por 
mais de duas dezenas de outros que foram concedidos a investigações sobre os novos raios ou que os 
utilizaram como ferramenta de trabalho5.

No caso particular da física, “a descoberta de Röntgen lançou a comunidade dos físicos numa senda 
nova que marcou, afinal, o advento da física moderna, projetando‑a até à intimidade dos átomos”6. No 
que à medicina diz respeito, pode afirmar‑se que houve um antes e um depois desta descoberta, tal foi 
o impacto que ela produziu. É que, com as “novas” radiações, tornou‑se possível realizar o sonho de 
perscrutar in vivo o interior do corpo humano, até aí só acessível pelo cruento método cirúrgico ou já 
post mortem, sob o escapelo do anatomista.

Por sua vez, Egas Moniz deu também um passo de gigante para a demonstração do interior do 
homem, usando as radiações descobertas por Röntgen. É sobre estes dois homens, Wilhelm Conrad 
Röntgen e António Caetano de Abreu Freire Egas Moniz, e sobre os seguidores deste último e sobre os 
seus trabalhos pioneiros, que venho aqui tecer algumas considerações. E é também uma reflexão sobre 
duas modalidades muito diferentes do modo como cada um levantou um novo marco no caminho da 
ciência: em Röntgen a descoberta, em Egas Moniz a invenção.

Considerarei agora em detalhe a descoberta de Röntgen. Para situar o papel de Röntgen na ciência 
do seu tempo, importa recordar que um dos temas mais avançados da física de então era o dos raios 
catódicos, assunto sobre o qual se debruçavam Röntgen e outros cientistas eminentes em vários labora-
tórios da Europa, inclusive em Portugal, e também nos Estados Unidos da América. O mesmo é dizer 
que, em vários pontos do globo, diversos investigadores estavam operando instrumentos capazes de 

4 Landwehr G, What modern physics owes to Wilhelm Conrad Röntgen, Actas Simp Comem Centen Descob Raios X, Univ Coimbra, 1996, 46.
5 Landwehr G, idem, 47.
6 Vilaça Ramos H, Centenário da descoberta dos Raios X, Prefácio, Livro Comemorativo da Soc Port Radiol Med Nuclear, 1995,13.



277

CLASSE DE CIÊNCIAS

produzir esta ignorada forma de radiação. Estava assim montado o palco para um dos mais significati-
vos avanços da ciência e muitos investigadores poderiam ter desempenhado o papel de ator único sobre 
o tablado. Poderiam… mas não puderam! De facto, não só os raios X estavam a ser produzidos em 
muitos laboratórios de física, mas também vários investigadores observaram, até, alguns dos seus efeitos, 
sem terem percebido que lidavam com algo novo. Tiveram na mão a possibilidade de esclarecer esses 
efeitos e não a souberam aproveitar, como mais adiante iremos recordar, porque é agora o momento de 
apresentar a figura central desta descoberta7.

Wilhelm Conrad Röntgen foi uma personalidade rara, cuja elevação moral só teve paralelo na sua 
qualidade de cientista8. No final do ano de 1895, Röntgen já tinha feito cinquenta anos, havia sido inves-
tido recentemente no cargo de Reitor da sua Universidade de Würzburg e era um físico muito compe-
tente, que já contava com diversas contribuições importantes no âmbito da física experimental.

Sobre as circunstâncias em que se deu a descoberta, persistem algumas zonas de sombra que as 
investigações históricas não têm desvendado. Desde logo, a data da tão famosa descoberta: 8 de novem-
bro de 1895. A única coisa certa é que terá sido em torno dessa data, mais dia, menos dia. A outra grande 
dúvida diz respeito ao tão mencionado “acaso” que levou à descoberta, acaso que foi referido pelo 
próprio Röntgen, mas que ele não esclareceu, ponto ao qual voltarei mais à frente. A circunstância de 
Röntgen ter destruído todos os seus registos de trabalho impediu os vindouros de esclarecer estas e 
outras incógnitas sobre a marcha dos acontecimentos de que foi protagonista.

Naquele declinar do outono da Baviera, em 1895, os seus trabalhos incidiam precisamente sobre os 
raios catódicos, assunto que merecera de von Lenard importantes investigações e cujas descobertas 
viriam a merecer‑lhe o Prémio Nobel em 1905. Von Lenard tinha investigado a possibilidade de os raios 
catódicos serem detetáveis no exterior do tubo de Crookes, para o que criou, neste, uma janela fechada 
com uma delgada lâmina de alumínio. Usando materiais fosforescentes, comprovou a existência das 
radiações fora do tubo, radiações que chegaram a ser designadas com o seu nome, homenageando a 
excelente contribuição que deu para o seu conhecimento. Mais ainda: viu que uma lâmina metálica 
eletrizada era descarregada por aqueles raios, ainda que a distância do tubo de Crookes fosse superior 
à da propagação dos raios catódicos no ar9. Para ele, tudo isto eram efeitos dos raios catódicos.

Na sucessão das experiências que Röntgen foi fazendo, acabou por ter a ideia de envolver o tubo de 
raios catódicos, sem a janela de von Lenard, com um cartão preto para que não passasse para o exterior 
a luz proveniente do próprio tubo. Estes factos parecem indiciar que Röntgen já não estava limitado ao 
trajeto percorrido por von Lenard e procurava algo mais. O quê e porquê? Não sabemos exatamente. 
Certo é que sobre uma mesa estava colocado um ecrã de material luminescente, acessório habitual nas 
pesquisas sobre os raios catódicos. Foi com esse protocolo experimental e trabalhando às escuras, que 
viu a alguma distância, sobre a mesa, a famosa luz emitida pela placa de material fluorescente10.

7 Recolho, para este assunto, vários elementos contidos nas minhas publicações: Raios X: a descoberta de um cientista exemplar, Livro Comemorativo 
da Soc Port Radiol Med Nuclear, 93,1995; Röntgen e a descoberta dos Raios X, Actas do Simp Comemor Centen Descob Raios X, Univ Coimbra, 9, 
1996; Em louvor da Radiologia, Orações de Sapiência da Faculdade de Medicina (1845‑2000), Impr Universidade Coimbra, 2001, 467.
8 Não me detenho na demonstração da sua estatura moral, podendo o leitor interessado encontrar a confirmação dela em Ramos HV, Raios X: a 
descoberta de um cientista exemplar, Livro Comem Centen Descob Raios X, ed Soc Port Radiol Med Nuclear, 1995, 93.
9 Verificou esse efeito sobre o eletroscópio até aos 30 cm, mais que os 8 cm da propagação área dos raios catódicos.
10 Numa entrevista a um jornalista americano, disse que tinha visto “uma linha preta” no ecrã. A ignorância do jornalista talvez tenha interpretado 
mal as revelações de Roentgen, mas a ser exatamente isto o que ele disse, parece que a emissão da fluorescência não foi o que mais o surpreendeu, 
pois era fenómeno já demonstrado com as experiências de raios catódicos (A linha preta seria, possivelmente, a sombra produzida por algum 
elemento situado entre a ampola e o ecrã).
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Ciente de que aquele fenómeno podia estar na iminência de ser observado por outros, Röntgen 
entregou‑se a uma verdadeira vertigem de trabalho ao longo de sete semanas, explorando todas as 
hipóteses explicativas até concluir pela existência real de uma nova forma de radiações. Mas, além disso, 
analisou e demonstrou algumas das suas características e de tal maneira o fez que, uma vez divulgado 
o seu estudo pioneiro, foi preciso esperar mais de uma década até que algum físico conseguisse trazer 
qualquer outra achega para um maior conhecimento das novas radiações.

Tem‑se habitualmente a noção de que a descoberta é um processo súbito, algo que não era conhecido 
até ao momento em que foi observado, passando então a fazer‑se luz completa sobre o que é novo, mas 
frequentemente a descoberta é algo que se vai prolongar no tempo, num processo evolutivo. Disso 
mesmo é exemplo a descoberta dos raios X, pois só com muito trabalho e sólida investigação o achado 
inicial se transformou em descoberta. Por outro lado e apesar de toda a magnífica investigação de Rön-
tgen, a descoberta não ficou completa e ele mesmo confessara não saber o que eram os novos raios, por 
isso logo designados “raios X”. Só investigações ulteriores revelaram a sua exata natureza e, por assim 
dizer, se completou a descoberta. Mas o protocolo experimental desenhado por Max von Laue, que lhe 
permitiu demonstrar a natureza ondulatória dos raios X, resultou de uma brilhante ideia, pelo que aqui 
se somou, à descoberta, a invenção. Com efeito, a descoberta dessas características deveu‑se a investiga-
ções devidamente orientadas, pelo que o processo científico seguido por von Laue releva do mecanismo 
inventivo.

No que diz respeito à medicina, logo no seu trabalho inicial, Röntgen tinha produzido a radioscopia 
e a radiografia. Como a radioscopia resultou do acaso que levou ao aparecimento da fluorescência do 
ecrã, depois usada para ver a constituição interna do corpo humano colocado entre o tubo emissor e o 
ecrã, pode dizer‑se que aqui se tratou de descoberta, mediada pelo acaso, mas na radiografia o meca-
nismo de invenção é notório, pois o novo método não surgiu espontaneamente, exigiu um pensamento 
prévio que levou a explorar o possível efeito da nova radiação sobre uma emulsão fotográfica, o que 
Röntgen comprovou com a famosa radiografia da mão de sua mulher, Berta.

Dito isto, regresso à questão sempre repetida do acaso, a que Röntgen tinha aludido, mas que não 
explicou e tem servido a alguns para minimizar a grandeza do seu trabalho, pois há sempre detratores 
dos que alcançam elevar‑se acima deles. Sobre o que foi afinal o acaso, foram conjeturadas diversas 
hipóteses, mas provavelmente a mais certeira é a de que ele se deveu ao tipo de ecrã que Röntgen utili-
zou. Von Lenard, como vimos, já tinha realizado experiências parecidas, mas o ecrã que usou era com-
posto de material orgânico, enquanto Röntgen tinha privilegiado o platinocianeto de bário, por emitir 
uma luminescência mais intensa. Ora, se bem que ambos os ecrãs respondessem aos raios catódicos com 
a emissão de luz, só o platinocianeto de bário fluorescia suficientemente com os raios X. A escolha do 
platinocianeto de bário tinha tido outro motivo, mas veio a revelar‑se fundamental para a descoberta. 
Talvez por isso mesmo, Röntgen conseguiu ir além de von Lenard.

É claro que as investigações que se seguiram foram expressão de um processo criativo, podemos dizer 
inventivo, para descobrir – sublinho o verbo descobrir – algumas características das novas radiações.

Quem nunca aceitou o mérito de Röntgen foi von Lenard, que sobre este assunto abriu uma amarga 
querela que só o deslustrou. De início, von Lenard até pensava que todos os efeitos produzidos fora do 
tubo eram da responsabilidade dos “seus” raios catódicos. O que se sucedia era que, fora do tubo de 
raios catódicos, existiam não só estes raios, cujo trajeto no ar estava limitado a 8 cm, mas também as 
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radiações X. Von Lenard não ponderou a possibilidade de haver ali outra forma de radiação e deixou 
assim escapar por entre os dedos a magna descoberta. Mas ele não era pessoa para deixar as coisas neste 
pé e afirmava que os chamados raios X eram, afinal, os raios Lenard e não um novo tipo de radiação. 
Mesmo depois de aceitar que eram uma nova forma de radiações, ironizava dizendo: «Röntgen foi a 
parteira dos raios X, mas a mãe fui eu”. A tal ponto chegou a animosidade contra Röntgen, que nunca 
mencionava o seu nome quando tinha de referir‑se aos novos raios. Von Lenard era indubitavelmente 
um génio, mas com propensão para os conflitos, como o atesta o que também injustamente travou com 
Einstein.

Todavia, não foi só von Lenard quem deixou escapar a descoberta. Já aludi ao facto de, noutros labo-
ratórios de física, nomeadamente na Inglaterra e nos EUA, terem sido igualmente observados efeitos dos 
raios X, mas sem que se reconhecesse como expressão de algo até aí desconhecido. Tal como von Lenard 
pensou que eram os raios catódicos, também todos os outros admitiram não se tratar de nada de novo. 
A grande diferença é que Röntgen não se limitou a pensar, como eles, numa qualquer explicação sem a 
fundamentar. Mais tarde, referindo‑se ao momento em que Röntgen viu surgir a fluorescência no plati-
nocianeto de bário, um jornalista perguntou‑lhe: “o que pensou?”. A resposta foi bem elucidativa: “eu 
não pensei, investiguei”. Esta história é mais uma demonstração da bem conhecida asserção de Louis 
Pasteur: “o acaso só favorece os espíritos preparados…”.

A construção da ciência só se faz com a comunicação, que permite a outros poderem comprovar ou 
refutar o que foi alcançado. Röntgen sentiu a necessidade urgente de comunicar o que tinha descoberto 
e que outros tinham debaixo dos seus olhos e não viam. Por isso, no Natal de 1895, apresentou a comu-
nicação escrita ao editor das atas da Academia de Física e Medicina de Würzburg para que de imediato 
fosse publicada, ainda no último número de 1895. Entretanto, escreveu a vários cientistas enviando cópia 
das provas tipográficas e da imagem da mão de Berta, que tinha produzido com os novos raios.

A divulgação pública da descoberta foi dada em primeira mão num jornal austríaco, Die Presse, a 5 
de janeiro de 1896, e a Portugal chegou pelo jornal Novidades em 27 do mesmo mês e de novo em 29 de 
janeiro, nesta última data com alguns elementos de tipo técnico. Armado com os poucos detalhes ali 
publicados, Henrique Teixeira Bastos, eminente físico da Universidade de Coimbra, começa a trabalhar 
no sentido de produzir também entre nós a emissão de radiações X e de as documentar. No dia 3 de 
fevereiro, já Teixeira Bastos obtinha as primeiras radiografias, em menos tempo que o exigido nos EUA11 
para o mesmo efeito, o que mostra o alto conhecimento científico e a elevada capacidade técnica deste 
físico português. Um dado curioso é que dois escassos meses depois, um aluno da Faculdade de Medi-
cina de Coimbra ilustrou um trabalho escolar com a radiografia de uma fratura que ele produzira no 
cadáver para esse fim. O jovem, que assim se estreava no seu contacto com os raios Röntgen nesta fase 
precocíssima da radiologia, era Egas Moniz12, facto quase premonitório das investigações angiográficas 
que depois desenvolveu e que demonstra o gosto pela ciência que sempre o acompanhou.

11 Nos EUA, onde a notícia do jornal vienense aparecera traduzida no New York Times do dia 8 de janeiro, só no dia 3 de fevereiro foi obtida a 
primeira radiografia (cit. Arruda WO, Wilhelm Conrad Roentgen, 100 anos da descoberta do raios X, em Arq Neuropsiq 1996, 54, 525). Há todavia 
notícia, com fundamentação duvidosa, sobre a realização da primeira radiografia nos EUA, no dia 12 de janeiro, por três estudantes de física que, 
para isso, se teriam introduzido de noite ilegalmente no laboratório de física do Davidson College (Carolina do Norte). Veja‑se, por exemplo, 
https://gizmodo.com/5731754/how‑three‑college‑kids‑illegally‑captured‑the‑nations‑first‑x‑ray‑photograph. 
12 Veiga LA, Do Gabinete de Física da Universidade de Coimbra ao Centenário dos Raios X, Actas do Simp Comemor Centen Descob Raios X, Univ 
Coimbra, 1996, 31.
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O progresso da radiologia médica após a descoberta foi admirável e, nessas primeiras décadas, a 
ciência portuguesa veio a desempenhar um papel de primeiro plano, mercê do génio de Egas Moniz. 
Para perceber a intervenção de Egas Moniz na ciência radiológica, é preciso considerar o estado da 
radiologia médica nesse tempo, o que me leva a recordar o que se tinha progredido desde a divulgação 
da descoberta dos raios Röntgen.

Nos primeiros anos, as imagens obtidas tinham pouca definição e escassa gama de contrastes. O que 
era possível ver nos ecrãs de radioscopia e nas chapas radiográficas eram quase só os ossos, as estruturas 
gasosas, nomeadamente os pulmões, e os corpos estranhos radiopacos, como as moedas ingeridas ou as 
balas. Com efeito, se era verdade que os raios X revelavam o interior do corpo humano, também é certo 
ser pouco o que se via. Os designados tecidos moles, que constituem o maior volume da estrutura cor-
poral, produziam uma sombra uniforme, sem detalhes internos que revelassem os diversos órgãos que 
os compunham13.

A ideia óbvia para suprir esta limitação era introduzir, nos órgãos até aí indistintos na imagem radio-
lógica, substâncias com radioabsorção diversa, dando aos raios X uma imagem diferente da massa de 
tecidos moles. Tão óbvia era ela que nada demorou a ser posta em prática.

O ar foi o primeiro contraste a entrar em cena, no próprio ano em que a descoberta fora anunciada, 
1896, tendo sido usado com a manobra inspiratória para tornar mais visíveis os pulmões. Mais tarde, 
não só o ar mas também outros gases foram introduzidos artificialmente em várias estruturas, de que 
são exemplo o peritoneu, o espaço retroperitoneal, as cavidades articulares e os ventrículos cerebrais. 
Por serem mais radiotransparentes que os tecidos moles, foram batizados com o nome de contrastes 
negativos.

A outra linha do uso dos contrastes, foi com substâncias de alto número atómico, por isso mesmo 
muito mais absorventes das radiações que os tecidos moles e, também por isso, chamados contrastes 
positivos. O primeiro destes contrastes foi usado também no ano de 1896 quando, em Viena, Haschek e 
Liedenthal injetaram, nos vasos sanguíneos de uma mão amputada, substâncias contendo metais pesa-
dos e realizaram assim a primeira angiografia14. Este sucesso teve inegável valor histórico, mas ficou 
ainda muito longe da angiografia in vivo, que teve de aguardar vários anos pela sábia e engenhosa 
intervenção de Egas Moniz.

Para o tubo digestivo, o ano inaugural foi 1898, quando se utilizou um sal de bismuto para estudo 
radiográfico experimental no gato15. Todavia, o progresso mais importante neste domínio, pela sua ino-
cuidade, foi o sulfato de bário, usado sobretudo a partir da segunda década do século XX e que continua 
em utilização regular no século atual.

Muitos outros contrastes positivos foram sendo experimentados e introduzidos nas mais variadas 
estruturas orgânicas. Assim se usaram, por exemplo, para visualizar as cavidades excretoras do rim, com 
cateterismo retrógrado passando pela bexiga e depois pelo uréter, ou para tornar visível a cavidade do 

13 Assim era com os sistemas de registo da imagem então existentes. Atualmente, as radiografias conseguem mostrar alguns detalhes nos tecidos 
moles, designadamente distinguindo o tecido adiposo dos outros tecidos. Diga‑se, também, que os raios X, usados não para a produção das 
radiografias convencionais mas para a produção de imagens de tomografia computadorizada, permitem ainda maior discriminação das estrutu-
ras moles.
14 Quader MA, Sawmiller CJ, Sumpio BE, Radio Contrast Agents: History and Evolution, acedido em https://link.springer.com/chapter/10.1007/978
‑1‑4612‑1190‑7_63 
15 Cutler S, Contrast media, acedido em https://radiologykey.com/contrast‑media‑2/ 
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útero e das trompas, por introdução do produto através do colo do útero. A ambição de visualizar as 
estruturas internas sem recorrer à injeção direta nelas do produto de contraste, levou a pensar na capa-
cidade de alguns órgãos para concentrar diversas substâncias nas suas excreções e, concretamente, na 
possibilidade de assim conseguir visualizar as vias biliares e as cavidades excretoras renais.

A busca da visualização da vesícula biliar foi particularmente demonstrativa da intervenção do acaso 
feliz no processo científico. Vale a pena, de facto, relatar o modo como foi alcançado o primeiro êxito 
nesse caminho, em 1924, quando Evarts Ambrose Graham e Warren Henry Cole conseguiram visualizar 
as vias biliares, beneficiando da função excretora do fígado, que segregou para a bílis, em alta concen-
tração, um derivado da fenolftaleína administrada por via intravenosa16. O protocolo seguido foi injetar 
esse produto no animal de experiência, dar tempo a que fosse captado e excretado pelo fígado e concen-
trado depois na vesícula para se obter, então, a radiografia. Depois de quatro meses de experiências e 
quase 200 cães estudados sem sucesso17, chegou o dia em que a radiografia de um cão mostrou a almejada 
vesícula contrastada. A alegria inicial foi logo temperada pelo insucesso das tentativas seguintes. Rea-
nalisando o que se estava a passar, interrogou‑se o tratador do animal para saber de alguma circunstân-
cia que tivesse tornado diferente aquele único cão. Foi assim que se soube ter‑se esquecido de alimentar 
o animal no dia do exame. A chave estava ali, na necessidade do jejum para não estimular o esvaziamento 
vesicular. Para a história, a colecistografia passou com justiça a receber também a designação de método 
de Graham e Cole ou teste de Graham e Cole.

Esta curiosa história, que mostra a enorme persistência dos investigadores, quase teimosia mesmo, 
na procura do resultado, é também a demonstração de que a invenção e o acaso andam por vezes de 
mãos dadas e do modo mais frutuoso. A invenção foi todo o desenho experimental, assente em sólidas 
premissas e numa bem fundada expectativa de êxito. O acaso foi o erro do tratador do animal. Não tivesse 
ele ocorrido e era possível que fossem outros a inventar o método que Graham e Cole tinham idealizado.

O primeiro quartel do século séc. XX foi, pois, particularmente produtivo na procura de métodos de 
visualização contrastada das estruturas internas. Essa procura foi especialmente fecunda no que tange 
às estruturas tubulares, nomeadamente, como já referi, o tubo digestivo, as vias biliares e o aparelho 
urinário, mas faltava conquistar o enorme território vascular. O problema maior estava na toxicidade 
das substâncias de contraste quando introduzidas em concentração bastante para opacificar suficiente-
mente as artérias ou as veias. É aqui que entra o génio de Egas Moniz, que o leva à criação do método 
angiográfico.

António Caetano de Abreu Freire Egas Moniz, tal como Röntgen, tinha já dobrado o cabo dos 50 anos 
quando se dedicou à solução deste problema. Antes, já havia construído uma sólida carreira na neuro‑
logia, tendo sido mesmo o primeiro professor desta disciplina universitária em Portugal (em 1911)18, 
e também uma carreira diplomática e política que o notabilizaram. Senhor de uma mente excecional, 
múltiplos foram os campos a que dedicou o seu interesse, da medicina à política, da etnografia ao 

16 Graham EA e Cole WH, Roentgenologic examination of the gallbladder. Preliminary report of a new method utilizing the intravenous injection of tetrabrom‑
phenolphtalein, JAMA, 1924, 82, 613.
17 Howard JM e Hess W, History of the Pancreas. Mysteries of a Hidden Organ, acedido em https://books.google.pt/books?id=rlLPBgAAQBAJ&p-
g=PT965&lpg=PT965&dq=oral+cholecystography++history&source=bl&ots=bptbliOvQD&sig=O_sjSeyzx_02O3BODQySOhSh7Y8&hl=pt
‑PT&sa=X&ved=0ahUKEwjNjImi6M_WAhVBVhoKHUvRAxQQ6AEIYjAL#v=onepage&q=oral%20cholecystography%20%20history&f=false 
18 A ele se deve em grande parte a autonomia da neurologia, antes integrada com a psiquiatria, conforme recordam Pina ME e Correia M na obra 
Egas Moniz (1874‑1955): cultura e ciência, in História, Ciências, Saúde, Manguinhos, Rio de Janeiro, 2012, 19, 432, acedido em http://www.scielo.
br/pdf/hcsm/v19n2/05.pdf 
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colecionismo de arte, etc. Inconformista por natureza, abandonou a política após a revolução de 28 de 
maio de 1926, entregando‑se de novo ao seu múnus de professor e à investigação. Diz o nosso povo que 
há males que vêm por bem; neste caso e para a medicina, assim foi.

Um dos grandes problemas da neurologia era a grande dificuldade de localização dos tumores cere-
brais. Para o resolver, o norte‑americano Dandy, tinha introduzido ar dentro do cérebro, mais precisa-
mente nos ventrículos cerebrais, criando assim a ventriculografia gasosa19. Egas Moniz estava ciente dos 
resultados conseguidos com o novo método, mas que tinha pouca sensibilidade diagnóstica (70% dos 
tumores não eram detetados) e provocava importante desconforto nos doentes. Certo é que, na Europa 
e particularmente em França, sede de uma escola neurológica que nada devia às de outras paragens, a 
ventriculografia de Dandy era quase ignorada, di‑lo o próprio Egas Moniz. Por isso, ele almejava criar 
um método melhor, que tornasse possível o diagnóstico topográfico dos tumores cerebrais e avaliar as 
suas dimensões.

Hoje, é habitualmente admitido que o seu objetivo residia na visualização do sistema vascular cere-
bral. Aliás, esta convicção reforça‑se com o que ele próprio deixou escrito sobre o assunto, no seu precioso 
livro Confidências de um investigador científico, ao referir qual era então ponto da situação entre os neuro-
logistas europeus. Diz ele: “Todos nós20 lançávamos as nossas vistas para a opacificação dos vasos cere-
brais”. Porém, mais adiante revela que a sua ideia original era diferente, pois escreve que sabia “dos 
livros, que os brometos tinham tendência a fixar‑se na massa encefálica e não ignorava que eram opacos 
aos Raios X”. E, de facto, antes de se lançar na pesquisa arteriográfica, Egas Moniz tentou conseguir essa 
opacificação encefálica administrando, por via oral, brometo de lítio, mas não obteve sucesso nesta 
ambicionada encefalografia. Depois, pensou numa “substância opaca aos Raios X que se fixasse no tecido 
neoplásico de algumas espécies tumorais”, também sem êxito. Só depois destas tentativas goradas, é que 
iniciou as investigações orientadas para os vasos cerebrais.

Como se vê, a ideia primitiva que o guiou era extremamente ambiciosa, nada menos que tornar 
radiologicamente visível o próprio cérebro, o cérebro vivo e funcionante, para estudar as eventuais alte-
rações da sua imagem radiográfica em função da patologia tumoral radicada nele21. Admito, mesmo, 
que ao enveredar para o seu objetivo seguinte, isto é, tornar as artérias encefálicas radiopacas, permitindo 
encontrar distorções da sua arquitetura provocadas pelos tumores, ele tivesse também a esperança de 
encontrar, como resultado adicional, a opacificação da própria massa encefálica. Até na designação que 
criou de “encefalografia arterial” parece entrever‑se o desejo inicial de uma verdadeira encefalografia.

A procura da demonstração radiográfica dos vasos in vivo já tinha sido iniciada por alguns cientistas. 
Em 1923, Sicard e Forestier, no mesmo ano Berberich e Hirsch e, em 1924, Brooks22 tinham conseguido a 
visualização radiológica de vasos sanguíneos no vivo, mas em condições tais que não deram azo ao uso 
clínico que pudesse estabelecer o seu interesse23. Por isso, persistia a necessidade de um processo que 
permitisse estudar, de modo inócuo, o território arterial e que provasse, de forma inequívoca, a sua 
utilidade no uso clínico, nomeadamente no diagnóstico das lesões e no planeamento da sua terapêutica. 

19 Curiosamente, Egas Moniz referiu‑se à “descoberta da ventriculografia”, usando a palavra descoberta com sentido ambíguo.
20 Aludia aos que desejavam melhorar o diagnóstico dos tumores cerebrais, nomeadamente, como ali esclarece, a “Sicard, Marinesco e outros”.
21 Essa aspiração veio a realizar‑se com o aparecimento da tomografia computadorizada e, mais ainda, com as imagens de ressonância magnética.
22 Usou o iodeto de sódio, mas em altíssima concentração, 100% p/v.(Brooks B, Intra‑arterial injection of sodium iodide, JAMA. 1924, 82, 1016), o que 
provocava tal dor que o paciente não conseguia ficar imóvel e era necessário anestesia geral.
23 O principal óbice residiu na agressividade das substâncias usadas.
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Por isso, a glória da criação do método arteriográfico não é ofuscada por esses trabalhos anteriores e a 
prova é ser Egas Moniz universalmente reconhecido como o verdadeiro criador do método arteriográfico.

Vejamos então o caminho percorrido por Egas Moniz nesta aventura científica. É bem conhecido o 
percurso das suas investigações, que deixou documentado nas já referidas Confidências. Estas mostram 
bem o rigor com que registava, pari passu, o protocolo técnico seguido em cada tentativa, os resultados 
obtidos nela e as modificações que foi introduzindo para alcançar o desejado arteriograma radiográfico. 
A marcha da sua investigação foi modelar. Primeiro, ensaios para verificar a radiopacidade de várias 
substâncias contidas dentro de tubos finos que pudessem assemelhar‑se aos vasos sanguíneos da cabeça. 
Escolhida a substância e avaliado o efeito de várias concentrações em soluto aquoso, passou à experi-
mentação animal. Todavia, não conseguiu o objetivo nos primeiros cães. Concretamente, só no 15.º 
animal conseguiu ver, “finalmente, e nitidamente, a rede arterial cerebral do cão”.

O passo seguinte não foi, como poderia pensar‑se, fazer o mesmo num doente com tumor cerebral. 
Egas Moniz estava ciente de que a representação radiográfica da rede vascular da cabeça seria de inter-
pretação difícil, não só porque se tratava da imagem bidimensional de uma realidade tridimensional24, 
mas também porque os anatomistas descreviam diferentes variações dos vasos. Seria muito difícil, por-
tanto, reconhecer eventuais alterações do mapa vascular, se não se soubesse antes como eram represen-
tados os vasos normais na projeção radiográfica bidimensional.

Para isso, Egas Moniz conduziu investigações no cadáver, aliás em condições técnicas muito difíceis, 
de modo a estabelecer a anatomia radiográfica das artérias cerebrais no homem25. Só por si, este já era 
um enorme contributo para a ciência. Tal com ele acentua, algumas designações por si dadas ao arterio-
grama cerebral, como o “sifão carotídeo” e o “grupo sílvico”, tornaram‑se clássicas, ainda hoje se usam. 
O estudo cadavérico consentiu‑lhe, também, calcular o volume de produto que seria necessário injetar 
para visualizar a rede arterial cerebral. Armado com estes conhecimentos técnicos e de anatomia radio-
gráfica, avançou finalmente para o homem vivo. Mais uma vez, com muitas dificuldades iniciais, de tal 
sorte que não teve êxito nos cinco primeiros casos. Finalmente, no sexto doente, conseguiu a arteriogra-
fia, mas a um preço terrível: a morte sobreveio ao fim de 8 horas.

Pode imaginar‑se a profundidade do golpe sentido por Egas Moniz e por quem o ajudava. Egas Moniz 
interrompe a investigação e passa então por um período de grande conflito interior. Medita, analisa o 
conjunto de circunstâncias que levaram àquele desfecho, reconhece os próprios erros, ouve colegas em 
quem confia, procura dirimir o dilema: terminar ou continuar. Foi então, talvez mais do que em qualquer 
outro momento da sua vida, que se revelou a sua fibra de investigador, a confiança em si mesmo, a 
confiança na correção do caminho a percorrer. Ele mesmo cita Ramon y Cajal que tinha dito ser neces-
sária ao investigador “fé robusta em si mesmo, sem a qual nenhuma investigação alcança termo feliz”. 
Muda então de substância de contraste até aí usada, o brometo de estrôncio a 70%, para o iodeto de sódio 
que, por ser mais radiopaco, lhe permitiu reduzir a concentração a 25% e, assim, minorar a agressão 
vascular da injeção. E é desse modo que obtém o tão procurado sucesso, a 27 de junho de 1927.

24 O problema do carácter bidimensional da imagem, onde se sobrepõem as artérias mais profundas e as mais superficiais, levou‑o, mais tarde, a 
obter imagens estereorradiográficas que lhe permitiam discernir a profundidade relativa dos diferentes vasos.
25 Em 1920, foi publicado um pouco conhecido atlas em que se contém uma arteriografia cadavérica da região cranioencefálica infantil, com este-
reorradiografia: Orrin HC, The X‑ray atlas of the systemic arteries of the body, ed. Balliere, Tindall, and Cox. Mas persistiam dúvidas quanto à anato-
mia no adulto e sobretudo quanto às variações descritas pelos anatomistas. Na receção do trabalho de Egas Moniz, um dos factos que teve impacto 
nos especialistas foi a grande uniformidade do mapa arterial em todos os doentes.
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A seguir, Egas Moniz sentiu a mesma premência vivida por Röntgen para anunciar o esplêndido 
avanço científico que conseguira, no sentido de garantir o seu primado. A notícia foi levada por ele 
próprio de imediato a Paris, a cuja Sociedade de Neurologia apresentou, escassos 10 dias depois (em 7 
de julho de 1927), uma comunicação formal que lhe garantiu o lugar indisputável de criador da angio-
grafia no vivo.

É curioso verificar que o nosso primeiro e até agora único prémio Nobel em medicina, atribuído em 
1949, já antes havia sido indigitado por várias vezes. Após a criação da arteriografia, em 1927, foi proposto 
em 1928, 1929, 1930 e, depois da invenção da leucotomia pré‑frontal, foi indicado novamente em 1944 e 
em 1949, quando lho foi finalmente atribuído. Que o prémio Nobel lhe tenha sido outorgado não pela 
criação da arteriografia, a breve trecho estendida a todos os outros departamentos vasculares e, por 
isso, hoje com utilização diária em todas as unidades médicas dotadas do necessário equipamento 
radiológico, mas sim pela leucotomia pré‑frontal, que tanta polémica gerou26. Pode suscitar hoje alguma 
surpresa, embora se deva reconhecer que a leucotomia levantou questões científicas e filosóficas de maior 
repercussão que a arteriografia. No entanto, não é sequer comparável a repercussão que teve para a 
prática médica do dia‑a‑dia.

A angiografia criada por Egas Moniz teve rápida extensão a todos os outros departamentos vascula-
res e, nessa proeza, é de novo a ciência lusitana que vai na dianteira. Recordando sumariamente os 
factos principais, devo salientar que Egas Moniz tinha perfeita noção de que o processo por ele introdu-
zido se poderia aplicar aos outros sectores arteriais, mas foi conscientemente que não quis enveredar por 
esse caminho e, ao invés, preferiu prosseguir no estudo das muitas perspetivas que, com a arteriografia, 
se lhe abriam na patologia encefálica. Mas não deixou de encorajar outros para que alargassem o uso do 
método às restantes regiões vasculares. Abriu uma única exceção na pessoa de Lopo de Carvalho, pos-
sivelmente fruto de uma maior proximidade pessoal, dado que ambos se tinham licenciado em Coimbra, 
ali se tinham doutorado, sido professores e ambos vieram da Lusa‑Atenas enriquecer o claustro douto-
ral da nova Faculdade de Medicina de Lisboa. Lopo de Carvalho, em conjunto com Egas Moniz e Almeida 
Lima, levou o produto de contraste às artérias pulmonares, através de um cateter radiopaco, a sonda de 
Forssmann27, e criou assim, em 1931, a angiopneumografia. Na mesma escola de Lisboa, Reynaldo dos 
Santos, com a colaboração de Augusto Lamas e Pereira Caldas, aplicou em 1929 o método de Egas Moniz 
ao estudo arterial dos membros28 e, ainda no mesmo ano, criou a aortografia, com que se passou a ver 
também as artérias das vísceras abdominais. Deve‑se‑lhe também a primeira flebografia da veia cava.

Com estes trabalhos dos investigadores portugueses, estavam explorados os três grandes sectores 
arteriais: a cabeça, o tronco e os membros. No sector venoso, depois do trabalho pioneiro de Barberich 
e Hirsch, já referido, é a partir de 1930 que vários outros investigadores conseguem radiografar in vivo 
diversas veias. Todavia, fica a dever‑se a outro investigador português, Cid dos Santos, a maior contri-
buição para o estudo do território venoso. Por sua vez, Aleu Saldanha e Aires de Sousa, ambos 

26 As questões de índole ética ligadas a esta cirurgia foram agravadas pelo uso imoderado que dela fizeram alguns neurocirurgiões, mas, excluídos 
aqueles excessos, não é atilado um julgamento somente negativo com base nos critérios hodiernos, tanto mais que naquela época não havia 
qualquer outro tratamento para alguns doentes psiquiátricos graves.
27 A ideia de Forssmann era poder administrar medicamentos dentro do próprio coração, em doentes necessitando de cardiorressuscitação. Para 
isso, em 1929, documentou radiograficamente em si mesmo a colocação do cateter na aurícula direita, mas não injetou qualquer contraste radio-
gráfico. Pouco depois, realizou angiocardiografias em coelhos e cães. Mas foi o grupo cubano de Castellano, Pereira e Garcia que primeiro realizou 
no homem “la angio‑cardiografia radio‑opaca” (Arch Soc Estudios Clin Habana, 1937, 31, 523).
28 Santos, R, Lama A, Caldas JP, A arteriografia dos membros, Medicina Contemporânea, 1929. 
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radiologistas em Lisboa, debruçaram‑se sobre novos territórios, aquele sobre a circulação intersticial, 
com a sua intersticiografia, e este sobre a circulação nos microvasos sanguíneos, terreno que seu filho 
Luís Aires de Sousa continuou a explorar.

Mas, entretanto, já tinha surgido em cena, num novo cenário, o Porto, uma outra plêiade de investi-
gadores portugueses, igualmente de alto nível. Ali, o espírito clarividente de Hernâni Monteiro levara‑o 
à criação, em 1927, do Laboratório de Cirurgia Experimental e de Radiologia, onde veio a ter a colabo-
ração de Álvaro Rodrigues, Sousa Pereira e Roberto de Carvalho. O novo campo vascular explorado por 
este grupo foi o sistema linfático, primeiro no animal, sobretudo com o intuito de encontrar a substância 
de contraste mais apropriada a este departamento vascular. A Sousa Pereira devem‑se também as pri-
meiras visualizações radiográficas da veia porta. Mais tarde, de novo em Lisboa, Eduardo Coelho obtém 
em 1952 a primeira coronariografia.

Todo este conjunto de investigações e de resultados pioneiros alcançados pelos cientistas lusos que 
se lhe dedicaram deu azo à designação de Escola Portuguesa de Angiografia, hoje consagrada interna-
cionalmente29, porque de facto foi no nosso País que tudo isto começou. Foi uma construção alicerçada 
no trabalho precursor de Egas Moniz, onde o acaso não entrou, onde tudo foi feito partindo de premis-
sas sólidas e de um método experimental bem concebido. As angiografias foram verdadeiras invenções. 
Olhando, hoje, para o que foi todo este processo criativo, deve reconhecer‑se que, em Portugal, não terá 
havido muitos outros conjuntos de investigações científicas tão coerentes, sistemáticos e produtivos como 
este.

Dado ser a minha primeira comunicação a esta douta Academia e atendendo também à minha con-
dição de médico radiologista, quis com ela prestar homenagem a esta plêiade de investigadores que, no 
caminho aberto por Röntgen, erigiram em Portugal tão notável progresso da ciência médica, progresso 
cujo maior mérito recai evidentemente em Egas Moniz, que esta Casa se orgulha de contar entre os seus 
mais prestigiados Presidentes e que, com a sua utilíssima obra angiográfica, fez honra ao lema da Aca-
demia: Nisi utile est quod facimus stulta est gloria (se não for útil o que fazemos, a glória é vã).

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências  
na sessão de 21 de junho de 2018)

29 A divulgação internacional desta designação, já há muito em uso a nível nacional, muito deve ao livro Pioneers in Angiography, The Portuguese 
School of Angiography, com edição de Veiga‑Pires JA e Grainger RG, 1982. 
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Bactérias ‘humanizadas’: expressão de genes  
humanos em procariotas na detecção de agentes 

cancerígenos

José Rueff

‘Seul le cancer a gardé, dans toutes les langues son nom astrologique. La frayeur est intacte.’

Amin Mallouf, in «Samarkan»

CONTEXTO DESTA COMUNICAÇÃO FACE A ANTERIORES SOBRE O TEMA DO CANCRO

O texto da presente comunicação decorre de comunicações que já anteriormente apresentámos, assen-
tes em trabalhos que temos desenvolvido com os nossos colegas, tendo como eixo condutor alguns 
aspectos da susceptibilidade genética a cancro, dos mecanismos envolvidos na terapêutica anti‑neoplásica 
com citostáticos e o surgir da resistência e ainda sobre um tipo particularmente importante de cancerí-
geno representado pelas radiações ionizantes e seus efeitos genéticos.

Assim, esta comunicação surge no contexto das seguintes anteriormente apresentadas à Academia, 
designadamente:

a)  Sobre a susceptibilidade a cancro:
O Estatuto da Doença Singular – os Mecanismos Moleculares da Genética‑ apresentada em Sessão em 2010;
b)  Sobre as lesões genéticas por radiações e cancro:
Efeitos genéticos de radiação ionizante – apresentada em Sessão em 2016
c)  Sobre a expressão genética na resistência à terapêutica no cancro:
Transportadores de membrana na resistência a fármacos em Oncologia – apresentada em Sessão em 2015.

CANCRO E LESÃO GENÉTICA

É comumente aceite que o cancro surge; ou melhor, é iniciado, pelo acumular de mutações no DNA 
de células sãs e que o cancro é desencadeado quando as células atingem um acervo mínimo de mutações 
que transformam a célula iniciadora, conferindo‑lhe potencial proliferativo e, posteriormente, potencial 
invasivo.

Como referiu Raymond W. Ruddon: “Cancer is essentially a genetic disease” (1), uma vez que as lesões 
iniciadoras respeitam a alterações no DNA, i.e., a mutações. Estima‑se que a iniciação tumoral possa 
depender de 4‑7 (ou até 11) mutações, ou seja, o processo é multigénico e é também multifásico. Se qui-
sermos usar linguagem formal, podemos dizer que a taxa de cancerigénese, i.e., de “êxito” de lesões 
génicas conducentes a tumor que podemos designar por λ*, é o resultado da taxa basal, ou seja, aquela 
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atribuível a mutações espontâneas (infidelidade de replicação de DNA, reparação de DNA menos eficaz), 
a que se soma a taxa devida ao produto da taxa basal pelo tempo de actuação de um agente cancerígeno 
λct, em que t é o tempo de actuação do cancerígeno. Assim, temos:

λ* = λi + λi ct para i = 1….k

em que k são as múltiplas fases do processo neoplásico, nomeadamente as diversas mutações.
Por detrás do fenótipo morfológico e da biologia de um tumor estão, porém, múltiplas mutações 

génicas que se vão acumulando na evolução clonal do tumor. De facto, os tumores são na sua evolução 
formados por oligoclones exibindo uma micro‑heterogeneidade génica: não há, assim, dois tumores 
iguais, nem dois oligoclones de um mesmo tumor iguais, pois não há em todas as células um mesmo 
onco‑genótipo (2).

 Qualquer que seja o agente ou mecanismo que desencadeiem mutações potencialmente cancerigénicas, 
estas distinguem‑se, porém, em duas classes funcionais, as “driver mutations” e as “passenger mutations”. As 
primeiras constituem fenomenicamente as mutações indispensáveis ou cruciais para o desencadear do tumor, 
as “passenger” serão primariamente mutações neutras que se vão acumulando na evolução tumoral mas 
das quais o tumor não necessariamente carece para o seu fenótipo de multiplicação celular e invasividade.

Este conceito de mutações indispensáveis – as “driver mutations” – levou ao conceito de “oncogene 
addiction”, termo feliz proposto por Bernard Weinstein (3, 4) para designar as mutações sem quais o tumor 
não prolifera e que, se inibido o seu produto génico alterado por um fármaco dirigido‑a‑alvo (“target 
therapies”) resulta num cessar da proliferação e/ou morte celular (por exemplo por inibição de proteína 
mutada que bloqueie a apoptose: (3, 4).

Todavia, a instabilidade genética tumoral leva com inusitada frequência à aquisição de resistência 
aos fármacos dirigidos‑a‑alvo, pelo acumular de mutações na proteína‑alvo e/ou pela sobre‑expressão 
de proteínas transportadoras de membrana de efluxo, em particular as ABC (“ATP‑binding cassette”). 
Qualquer dos possíveis mecanismos traduzir‑se‑á em resistência farmacológica que é a causa de morte 
em cerca de 90% dos doentes com cancro já metastisado (2).

Tal instabilidade genética pode mesmo traduzir‑se numa alternância de funções entre “driver” e 
“passenger mutations” com as últimas a passarem a contribuir para a manutenção do fenótipo do tumor.

AGENTES QUÍMICOS CANCERÍGENOS

A taxa de aparição de novos cancros a nível mundial (incidência) estimada para o cômputo do ano 
de 2018 é de 18,1 milhões de novos casos e a mortalidade global representará 9,6 milhões de casos, 
projectando‑se para 2030 um aumento de incidência de 61,7%. Para Portugal o número de novos casos 
terá sido em 2018 de 58.199 e o número de mortes de 28.960 (5, 6).

Globalmente, pode sugerir‑se que a mortalidade para vários tipos de cancro terá uma tendência de 
diminuição mas a incidência continuará a aumentar e é sobre esta que a prevenção pela detecção de 
agentes cancerígenos se debruça, podendo estimar‑se que cerca de 30‑70% dos cancros resultam de 
exposições exógenas devidas a factores do meio veiculados pela inalação, a alimentação e/ou os estilos 
de vida, em geral.
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Na formalização que acima apresentámos: λ* = λi + λi ct para i = 1….k, o que a detecção de agentes 
cancerígenos procura contribuir para diminuir é a parcela λi ct, ou seja, o excesso de contributo para a 
taxa global de incidência.

Desde 1971, mais de 1000 agentes químicos foram avaliados pelo IARC (International Agency for 
Research on Cancer) da OMS (7), tendo mais de 500 sido identificados como:

1) cancerígenos para o homem (classe 1): 120
2) como prováveis cancerígenos (classe 2A): 82
3) como possíveis cancerígenos (classe 2B): 299

A destrinça entre as classes 2A e 2B baseia‑se no peso de evidência quando não há suficiente 
evidência do agente ser cancerígeno para o homem em estudos epidemiológicos, mas há evidência 
mais sólida (2A) ou menos consolidada de efeito cancerígeno em animais de experiência. Neste 
segundo caso, da classe 2B, estão muitas vezes misturas complexas a que o homem está exposto 
mas em que os efeitos sinérgicos não permitem isolar na análise de evidência um determinado 
agente.

Destes cerca de 500 agentes já classificados pelo IARC, cerca 88% são agentes lesivos do DNA, isto é 
comportam uma inequívoca actividade mutagénica ou clastogénica. Daqui a importância de utilizar na 
avaliação os dados que permitam concluir de genotoxicidade do agente pois tal facto, não somente é 
utilizado na análise de peso‑da‑evidência, como também permite consubstanciar o primum movens da 
actividade cancerigénica de que o cancro é iniciado pelo acumular de mutações no DNA, como acima 
referido.

DETECÇÃO DE PRODUTOS QUÍMICOS COMO EVENTUALMENTE  
CANCERÍGENOS

O mais versátil sistema de teste de mutagenicidade foi o desenvolvido por Bruce Ames (8, 9), baseado 
em uma colecção de estirpes de Salmonella typhimurium auxotróficas para histidina e que expostas a um 
potencial xenobiótico mutagénico revertem para autotrofia, detectando assim mutações no gene histidina
‑deficiente. O teste foi melhorado na sua sensibilidade pelo desenvolvimento de estirpes com níveis de 
lipopolissacáridos de membrana reduzidos (rfa) aumentando a permeabilidade membranária aos xeno-
bióticos a testar.

Mas talvez o grande desenvolvimento foi o associar às placas de teste extractos de microssomas de 
fígado de rato, permitindo a metabolização de xenobióticos não directamente reactivos face a DNA. Os 
microssomas formam‑se a partir de retículo endoplasmático pela homogeneização do tecido hepático e 
separação/purificação por centrifugação a 9000 g, de onde também a designação de fração S9. O retículo 
é rico em citocromos P450 ou CYP, que constituem o principal sistema de metabolização de xenobióticos 
potencialmente cancerígenos, constituindo a denominada Fase I de metabolismo de pré‑cancerígenos 
que origina formas electrofílicas; a que se seguem reacções de conjugação (catalizadas, nomeadamente, 
por enzimas com actividade glutatião‑transferase, ou acetil‑transferase) que formam compostos suscep-
tíveis de eliminação (ver Figura 1).
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O ciclo de catálise pelos CYP exige uma importante enzima que é a dadora de electrões, a citocromoP450
‑oxirreductase (ver também Figura 2):

Figura 2. Ciclo catalítico do citocromo P450 (com base em B.Brito Palma, “Developmente of human Cytochrome P$% competent 
genetoxicity test bacterial systems for high throuput screening – Functional charactarization of huma Cytochrome P45 1A2 polymor-
phic variants”. Tese, 2017).

Quatro importantes limitações da adição de microssomas de fígado de rato são, porém, as seguintes:
(1) � não é linear que a formação de metabolitos eletrofílicos extra‑celularmente nos microssomas 

adicionados atinja de forma sempre eficaz o DNA da bactéria;
(2) � os CYP do fígado de rato podem ter capacidade metabolizadora diversa dos CYP humanos o que 

pode constituir uma dificuldade de extrapolação;

Figura 1. Esquema das vias de metabolização e acção sobre o genoma de agentes potencialmente cancerígenos.
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(3) � os CYP de rato não mimetizam a enorme diversidade de polimorfismos efectivamente existentes 
nos CYP humanos, os quais podem constituir substrato de explicação para as diferentes suscep-
tibilidades humanas;

(4) � o uso de animais em medicina experimental está hoje sujeito ao triplo princípio RRR (Reduce, 
Refine, Replace).

ENSAIOS COM BACTÉRIAS ‘HUMANIZADAS’

Pelo termo bactérias “humanizadas”, referimos aqui estirpes bacterianas para as quais transferimos, 
por clonagem, plasmídeos gerados por engenharia genética, contendo genes humanos de CYPs e da 
reductase do citocromo P450 (CYPOR) e cuja expressão confirmámos e ainda mantendo a estequiometria 
fisiológica de 1 CYPOR para 5 CYPs, deste modo mimetizando fielmente o metabolismo na célula 
humana, acrescendo que não se põe o problema potencial de transferência dos metabolitos electrofílicos 
através da membrana e ainda contribui para o princípio RRR.

Genericamente, o sistema é bi‑plasmídico, contendo num dos plasmídeos o gene CYPOR humano e 
uma fusão entre o gene sulA do sistema de reparação errónea SOS (que permite aumentar a sensibilidade 
de resposta) e o gene gfp (sulA::gfp) que permite a detecção de resposta por fluorescência da GFP (green 
fluorescent protein); sendo o segundo plasmídeo aquele em que são clonadas e expressas as isoformas de 
CYPs humanos. Cada estirpe foi transfectada com o plasmídeo indutível de resposta SOS contendo o 
gene GFP (estirpe I), ou o plasmídeo constitutivo de GFP (estipe C), ou ainda o plasmídeo‑controlo sem 
o gene gfp (estirpe B).

O sistema, permite testar com diferentes isoformas de cada CYP, consentindo, assim, analisar o 
papel de polimorfismos génicos de diferentes CYPs e possível explicação da questão da susceptibi-
lidade a cancro, uma vez que só cerca 30% embora tendencialmente 50% dos seres humanos têm 
cancro durante o seu tempo de vida e em condições genericamente idênticas de exposição ambien-
tal. Ou seja, pode admitir‑se que haja isoformas das enzimas de biotransformação de agentes quí-
micos potencialmente cancerígenos que ditem diferentes níveis de formação de produtos reactivos 
electrofílicos e susceptíveis de reagirem com nucleófilos no DNA gerando potenciais mutações 
iniciadoras do processo de cancerigénese. Nestes mecanismos de susceptibilidade, há evidentemente 
que juntar os devidos a enzimas de reparação de DNA e enzimas de conjugação (Fase II). Este aspecto 
já o analisámos antes de forma mais detalhada (10). Certo é, porém, que o problema da cancerigénese 
e o ‘êxito tumoral’ não podem reduzir‑se a estas fases iniciais da cancerigénese: importantes são 
por exemplo a EMT (epihtelial mesenchimal transition) que permite ás células epiteliais iniciais do 
tumor (e cerca de 90% dos cancros humanos são carcinomas!) adquirir características mesenquima-
tosas e facilitadoras da mobilidade e metastização. À EMT há que juntar o papel do micro‑ambiente 
tumoral ou a formação do nicho de metastização. Ora, nenhum destes aspectos é coberto pela 
detecção e diagnóstico de agentes cancerígenos que constituem apenas a(s) fase(s) inicial(ais) do 
processo.

No seu todo, desenvolvemos quatro estirpes‑tipo: (a) duas de Salmonella typhimurium (TA 1535 e 
TA100 isogénicas para o DNA cromossómico, excepto que TA100 possui anda um plasmídeo mutador, 
o pKM101) e (b) duas de Escherichia coli (FP401 e PD301, isogénicas excepto para o facto de PD301 possuir 
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também mutações nos genes ada e ogt que aumentam a sensibilidade a agentes alquilantes por défice de 
reparação da respectiva lesão no DNA).

A resposta é medida pela equação:

=
(   )
(  )

 
(
(

)
)

em que, representam as unidades de fluorescência medidas para as concentrações x e 0 de cada composto 
a testar para cada uma das estirpes de teste (I), de controlo (C) e de branco (B), como acima referido, e FI 
o factor de indução.

As potências de lesão do DNA são avaliadas pelo SOSIP (SOS induction potency), calculado como o 
declive da parte linear da curva dose‑resposta (ver Figura 3), representando a potência molar de cada 
composto na indução de GFP pelo gene sulA.

Para oito variantes génicas polimórficas não‑sinónimas do CYP1A2 contruímos estirpes que permitem 
avaliar o papel dos respectivos polimorfismos na bioactivação de pró‑cancerígenos.

A família CYP1A constitui uma das mais representativas na catálise de activação de pró‑cancerígenos, 
tais como hidrocarbonetos aromáticos policíclicos, aminas heterocíclicas e nitroso‑aminas e representa 
cerca de 17% da bioactivação de todos os pró‑cancerígenos.

O CYP1A2 é ainda responsável pela metabolização de cerca de 15% dos fármacos humanos, entre os 
quais a clozapina, a lidocaína, a fenacetina, ou o propanolol.

A Figura 3 apresenta um exemplo de resposta do 2‑amino‑3‑methylimidazo[4,5‑f]quinoline (IQ) em 
estirpe PD301 de E. coli contendo o plasmídeo com CYP1A2. O IQ é um produto de pirólise abundante 
em alimentos sujeitos a temperaturas de preparação alimentar elevadas, como grelhados.

Figura 3. Exemplo de resposta do 2 ‑amino ‑3 ‑methylimidazo[4,5 ‑f]quinoline (IQ) em estirpe PD301 de E. coli contendo o plasmideo  
com tempos de incubação de 120 min. e 90 min.
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Para o tratamento dos dados e atento o grande volume destes (4 estirpes, 8 variantes polimórficas, 8 
pró‑cancerígenos), recorremos a análise multi‑variada (11), que permitiu verificar que duas das variantes 
polimórficas testadas apresentam diferenças muito significativas de capacidade de catálise face ao tipo 
selvagem: a T83M (treonina para metionina na posição 83) e a G299S (glicina para serina na posição 299) 
(ver Figura 4).

Figura 4. Análie multivarida para caracterização de polimorfismos de CYP1A2.

Este sistema permite a avaliação fidedigna de lesão de DNA por agentes do meio aos quais o homem 
possa estar exposto e que por essa genotoxicidade possam ser considerados potencialmente susceptíveis 
de actividade cancerígena.

A vantagem é, além da alta eficácia de resposta, a utilização de genes humanos de biotransformação, 
os CYPs e a CYPOR, assim mimetizando as reacções relevantes no homem, a que acresce o facto de ser 
um sistema bi‑plasmídico em que podem ser clonadas variantes polimórficas humanas cuja frequência 
alélica seja significativa na espécie humana e, assim, consentir uma presunção de susceptibilidade (12, 
13, 14).

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 19 de julho de 2018)
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Homeopatia, ontem e hoje

J. M. Toscano Rico

SUMMARY

Homeopathy was one of the many currents that crossed the Medicine field. This happened in the 19th century, 
before the scientific method and the experimentation in the biological and biochemical domains had given knowledge 
a solid basis, grounded on solid, reproducible and scientifically proven data.

Homeopathy was created by a german doctor, Samuel Christian Hahnemann in 1821, in part as a reaction to 
the medical excesses of the 17th and 18th centuries. Hahnemann opposes the main opinions of his time that conside‑
red that “Contraria contrarii curantur” saying instead that “Similia similibus curantur”. Instead of using drugs 
with effects opposite to the symptoms of the disease, he used drugs inducing symptoms analogous to those of the 
illness under treatment but in extraordinarily great dilutions, called “potentiations”, reaching 10‑60. Although these 
dilutions do not allow for a number of molecules large enough to induce a biological effect, this fact is not admitted 
in the homeopathic paradox.

Homeopathy in present days refuses the scientific paradigm with its experimental basis and method of research 
and adopts a different paradigm. In the Homeopathy paradigm, the cause‑effect relationship has no place and it does 
not make any sense.

There are two kinds of therapy, the symptomatic directed only to alleviate the symptoms of the patient, and the 
etiologic aimed at the cause of the disease and thus leading more directly to the cure of the illness.

The Homeopathy, denying all that science and the increasing biological knowledge brought to Medicine, may 
only offer a symptomatic type of treatment. This symptomatic treatment is based, in part, on the suggestion of the 
patient, hoping that the “vis medicatrix naturae” cures him. One of the consequences may be the delaying of a 
correct diagnosis and the beginning of an effective treatment.

The paradigm of current day Medicine, designated, “Allopathic” is incompatible with the Homeopathic Medi‑
cine. This incompatibility does not allow a direct comparison between the two orientations, nor to affirm a definite 
superiority of the Homeopathic Medicine over the current results of the present day Medicine.

RESUMO

A Homeopatia foi uma das muitas correntes que atravessaram o campo da Medicina. Começou no 
século XIX antes do método científico e da experimentação nos domínios biológico e bioquímico terem 
dado ao conhecimento médico um alicerce consistente, baseado em dados sólidos, reprodutíveis e cien‑
tificamente comprováveis.

A Homeopatia foi criada por um médico alemão, Hans Christian Hahneman em 1821 em parte como 
reacção aos excessos clínicos dos séculos XVII e XVIII. Hahnemann opõe‑se à opinião corrente do seu 
tempo que considerava que “Contraria contrarii curantur” dizendo, pelo contrário, que “Similia simi‑
libus curantur”. Em vez de usar drogas que se opunham aos sintomas da doença, usava medicamentos 
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que induziam efeitos análogos aos da doença que pretendia tratar mas em diluições extraordinariamente 
elevadas, chamadas potenciações, chegando a 10‑60. Embora estas diluições não permitam a entrada no 
organismo de um número suficiente de moléculas para produzir um efeito biológico, este facto não é um 
relevante paradoxo homeopático.

A Homeopatia na actualidade recusa o paradigma científico com a sua base experimental e o método 
científico de investigação adoptando um paradigma diferente. Neste paradigma, a relação de causa a 
efeito não tem lugar nem faz sentido.

Há dois tipos de terapêutica: a sintomática, dirigida somente ao alívio dos sintomas do doente, e a 
etiológica, orientada para a causa da doença e, deste modo, conduzindo mais directamente à cura do 
doente.

A Homeopatia, ao negar tudo o que a ciência e o sempre crescente conhecimento biológico trouxeram 
à Medicina, só pode oferecer um tratamento sintomático, baseado em parte na sugestão do doente, 
esperando que a “Vis medicatrix naturae” o cure. Uma das consequências pode ser o atraso num diag‑
nóstico correcto ou o início de um tratamento eficaz.

O paradigma da Medicina actual, designada como “Alopática” é incompatível com o da Medicina 
Homeopática. Esta incompatibilidade não permite uma comparação directa entre as duas orientações, 
nem afirmar uma inequívoca superioridade da Medicina Homeopática em relação aos resultados da 
Medicina actualmente praticada.

O espírito humano procurou sempre alargar os seus horizontes, aumentar e aprofundar uma visão 
do mundo e da vida; uma Weltschauung que lhe permitisse explicar onde estava, como era, as relações 
de causalidade e eventualmente, prever o futuro. No campo da arte médica, durante séculos dominou 
o empirismo, o conhecimento só da experiência feito, baseado essencialmente nas consequências sobre 
o organismo humano da administração de plantas, procurando com elas combater ou, pelo menos mini-
mizar os sintomas das doenças.

A Homeopatia constituiu uma das muitas correntes que atravessaram a Medicina antes do método 
científico e da experimentação terem alicerçado o conhecimento actual em bases sólidas, experimental-
mente reprodutíveis e cientificamente comprováveis. Foi iniciada por um médico alemão, Samuel Chris-
tian Hahnemann (1775‑1843) em 1821, talvez em parte como reacção aos excessos de alguns médicos 
desde os séculos XVII e XVIII com enormes sangrias e repetida administração de eméticos violentos e 
de purgantes drásticos. Destes últimos, dizia‑se que Broussais, em França, tinha feito correr mais sangue 
do que uma batalha de Napoleão. Em 1821 ainda faltavam 44 anos para surgir uma das obras mais 
importantes da Medicina, escrita por Claude Bernard e intitulada Introduction à la Médecine Experimentale 
(1865) que começou a colocar as bases científicas da investigação médica. Os conhecimentos e as teorias 
então vigentes tinham norteado o tratamento dos doentes desde a Antiguidade e da Idade Média basea-
dos essencialmente no emprego de diversos tipos de preparados de plantas medicinais, seguindo dou-
trinas que vinham já de Hipócrates e Galeno.

Hahnemann opõe‑se à corrente predominante ao tempo, vinda desde a Antiguidade, de que Contra‑
ria contrarii curantur. Tendo verificado em si próprio que a casca da quina usada no tratamento da malá-
ria lhe teria provocado um aumento da temperatura, considerou que os medicamentos, essencialmente 
extractos vegetais, capazes de provocar sintomas análogos aos da doença, se convenientemente diluídos, 
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deveriam curar essas enfermidades. Formulou assim o princípio de que Similia similibus curantur, o 
inverso da orientação corrente na época.

As doenças seriam provocadas por três tipos de “miasmas”, designados “Psora”, “Sycosis” e”Syphi-
lis” e a terapêutica é orientada para os tratar.

Outra das leis que regem a Homeopatia é a das doses infinitesimais considerando que quanto mais 
diluída é uma solução maior é a sua actividade. Assim os extractos, aquosos ou alcoólicos são diluídos 
a 1/100 de cada vez entre 6 e 1000 ou mais vezes sucessivas e a solução fortemente agitada (“sucussão”) 
após cada diluição, processo este a que chama potenciação. A natureza desta “potenciação” seria trans-
mitir informação energética do extracto para o solvente durante o processo de agitação violenta a que o 
preparado é submetido. Os medicamentos possuiriam uma força imaterial que iria estimular o organismo 
e assim promover a cura.

Uma das críticas que lhe têm sido feitas deriva destas enormes diluições acabarem por administrar 
apenas água ao doente. Sabendo que uma molécula‑grama tem o número de Avogadro 6,022140857*1023 

de moléculas, na décima diluição, se partisse de uma molécula‑grama por mililitro ficaria com 
6,022140857x1023x10‑20=6,02x103 moléculas no mesmo volume, o que é insuficiente para induzir qualquer 
efeito biológico. Este argumento não é acolhido pela Homeopatia dado que é baseado na Ciência actual 
e não no paradigma homeopático.

Toda esta doutrina filia‑se numa continuidade histórica de princípios e a alguns deles nos referiremos 
brevemente em seguida.

De início não se procurou conhecer a natureza das patologias ou as suas causas, até porque a Ciência 
ainda não existia, mas apenas tratar os sintomas. Só quando no tempo da Grécia antiga se começou a 
tentar ir mais longe no conhecimento é que começaram a surgir doutrinas médicas. Estas já procuravam 
coligir conhecimentos, articulá‑los, interpretá‑los e por vezes generalizá‑los.

Inicialmente a Medicina e o tratamento dos doentes, seu objectivo último, estiveram muito ligadas à 
religião e a práticas mágicas. Surgiram na Índia os livros do Rig Veda com receitas para tratar a lepra, a 
tísica pulmonar, a mordedura das cobras. Destas práticas antigas resultou talvez o caduceu, mais tarde 
ligado a Mercúrio nos tempos gregos, e que ainda hoje se usa nas representações da Medicina e do seu 
mítico precursor, Asclepius.

Assim, na Antiguidade, a Filosofia, os seus princípios e a sua maneira de encarar a Vida e o Homem 
orientaram muito a Medicina. As grandes correntes pré‑socráticas com os filósofos jónicos mais de índole 
materialista como Anaximandro ou Heráclito levaram ao estabelecimento dos quatro elementos funda-
mentais: o fogo, o ar, a água e a terra, assim como as suas qualidades: o quente, o frio, o húmido e o seco.

Uma corrente oposta, mais espiritualista, deve‑se a Pitágoras de Samos que colocava o pensamento 
no cérebro assim como as sensações e a percepção.

No entanto, estas noções deviam‑se mais à riqueza das ideias do que ao conhecimento dos factos.
As verdadeiras doutrinas médicas tiveram início nas escolas de Cortona mais de inspiração pitagórica, 

e nas de Cnide e de Cos, esta última personificada por Hipócrates, que, pela relevância da sua obra ficou 
conhecido na História como o Pai da Medicina.

Hipócrates considerava que existiam quatro humores, o sangue, a pituíta, a bílis amarela e a atrabílis 
ou bílis negra. A saúde resultaria de um equilíbrio entre eles, tanto na força como na quantidade. A 
doença, pelo contrário, acontece quando um destes princípios está em excesso ou em falta ou, por 
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qualquer razão, não se combina com os outros. No organismo humano existiam também quatro humo-
res com as suas propriedades particulares e deles nasciam os quatro “temperamentos”: Sanguíneo, 
Bilioso, Atrabiliário e Pituitoso. Do seu desequilíbrio resultam as doenças, e a arte terapêutica consiste 
em contrabalançar o desequilíbrio causador da doença com os medicamentos que se lhe opõem e podem 
restabelecer o equilíbrio normal. Considera que se é o quente ou o frio, o húmido ou o seco que prejudica 
o doente, deve este ser tratado com o seu contrário. Se a doença resulta de um excesso de calor igual a 
dois, a sua neutralização perfeita implica a administração de um medicamento com uma frialdade igual 
também a dois.

Hipócrates tinha uma enorme confiança na Vis medicatrix naturae, a força curativa da natureza, 
devendo o médico sobretudo auxiliá‑la e apoiá‑la.

Uma das suas obras mais importantes, os “Aforismas”, continha máximas que se propagaram pelos 
séculos, tais como, entre muitas outras, Contraria contrarii curantur. Os medicamentos curam por se opo-
rem às doenças.

Uma das consequências da doutrina hipocrática consistiu em tentar eliminar os designados”humores 
pecantes” recorrendo a sangrias, a eméticos e a purgantes drásticos. As sangrias eram sobretudo utiliza-
das em situações agudas ou com uma forte componente inflamatória. Os eméticos e os purgantes eram 
aplicados já em fases mais tardias da doença.

Hipócrates deu ainda uma particular atenção aos três elementos da arte médica: O doente, a doença 
e o médico, assim como às condições do seu exercício corrente, dela resultando o Juramento que todos 
prestamos de colocar o doente, a sua vida e os seus interesses acima de quaisquer outras considerações.

Outro dos médicos que exerceu uma influência decisiva ao longo dos tempos foi Galeno. Nasceu em 
Pérgamo em 133 d.C. e viveu em Roma. Pela sua dimensão e projecção ao longo dos séculos a sua obra 
ultrapassa os limites deste trabalho. Enquanto os seus antecessores eram clínicos como Hipócrates, ou 
naturalistas como Dioscórides ou Plínio, Galeno já foi clínico, anatomista, fisiologista, mas sobretudo filó-
sofo. Uma das suas obras principais intitula‑se Quod optimus sit etiam philosophus e recolhe a teoria médica 
do tempo, critica‑a, modifica‑a, criando um edifício lógico que é a teoria dos temperamentos e dos graus.

Hipócrates e Galeno tinham estabelecido a constituição dos corpos em 4 elementos com as qualidades 
primitivas e irredutíveis de quente, frio, seco e húmido. Galeno, no âmbito do desenvolvimento de uma 
estrutura lógica, procura estabelecer graus destas qualidades que, reunindo‑se, caracterizam ainda 
quinze qualidades secundárias (dureza, moleza, friabilidade, gravidade, etc.) (De usum partium, I Cap.9). 
Em cada qualidade poderiam existir quatro graus diferentes e as propriedades e virtudes de todos os 
corpos do universo consistem nas diferentes proporções destes graus. Assim nos ossos e nas raízes das 
plantas predomina a terra, o ar nos pulmões e nas flores, a água nos humores e, segundo o elemento 
dominante, os corpos são frios ou quentes, húmidos ou secos. O equilíbrio estável entre as diferentes 
propriedades é designado por “temperamento”.

Só os elementos têm as propriedades de um modo absoluto. Todo o universo é relativo. Por exemplo, 
a criança é mais húmida do que o adulto, e este do que o ancião. Um cão é mais seco do que o homem 
mas mais húmido do que as abelhas ou as formigas.

A acção de um medicamento depende da sua “crase”, das propriedades e graus que o compõem. Por 
exemplo, a camomila é quente porque evoca uma sensação de calor mas sem incómodo. As drogas 
quentes atenuavam, atraiam, rarefaziam e digeriam segundo o seu grau de calor. Em primeiro grau 
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estava a peónia, a betónica, a camomila etc., em segundo grau a genciana, a menta, a malva. Em terceiro 
grau a aristolóquia, o ciclâmen etc. Finalmente, em quarto grau estava o alho.

As plantas frias espessavam, adstringiam mais ou menos segundo o seu grau de frialdade. Em pri-
meiro grau colocava o trevo, a rosa etc., em segundo grau estava a chicória, em terceiro grau incluía o 
meimendro e a mandrágora. O quarto grau provocava a inconsciência, tendo como exemplos a cicuta, 
a papoila e o ópio.

No entanto, Galeno já chama a atenção para a necessidade da observação da natureza. No seu livro 
“De usum partium” escreve que os seus leitores antes de se pronunciarem a favor ou contra as afirmações 
produzidas devem verificar as coisas com os seus próprios olhos porque a observação suplementa a 
descrição. Dos seus escritos depreende‑se uma rara capacidade de observação aliada a um grande espí-
rito inventivo.

Na antiguidade grega, Hipócrates apresentou a sua experiência e a recebida de outros expondo‑a 
com simplicidade e sem reflexões filosóficas. Galeno talvez tenha feito mais observações, mas a partir 
de cada facto constrói uma complexa rede de raciocínios, de distinções, considerações e hipóteses, intro-
duzindo no estudo da natureza o conceito da finalidade e do apriorismo. Galeno procurou conjugar, 
sistematizar e harmonizar num corpo único muitas das doutrinas médicas da Antiguidade.

Outra das autoridades na época foi Dioscórides. É considerado um dos mais importantes farmaco-
logistas dentro dos parâmetros do seu tempo. Coevo de Plínio, sem que nenhum deles se refira alguma 
vez ao outro, foi autor de cinco livros de Medicina, repositório do conhecimento das plantas medicinais 
então utilizadas, assim como dos animais e minerais que considerava terem virtudes terapêuticas. Escre-
veu em grego intitulando a obra “περι τηζ υλιχηζ ιατριχηζ βιβλια” a qual constituiu o alicerce da Medicina 
durante 1500 anos. Galeno considerava‑o o melhor autor nesta matéria, embora se possa dizer, pese 
embora a simplicidade do estilo, que o texto está eivado de termos bárbaros. A obra de Dioscórides é um 
longo catálogo de medicamentos, cerca de 600, embora em muitos casos a descrição e a nomenclatura 
dificultem a sua identificação. Outro dos autores foi Scribonio Largo. Viveu no tempo do Imperador 
Cláudio. Crê‑se que era cristão e tinha uma enorme admiração pelos medicamentos. O seu receituário 
cobre as enfermidades de todo o corpo recolhendo as fórmulas independentemente da sua proveniência.

Oribásio que viveu no século III d.C. foi outro dos autores que tratou das plantas medicinais escre-
vendo um grande número de receitas. Refere no prefácio da sua obra elaborada no tempo de Juliano O 
Apóstata, e por sua ordem, que se reuniram médicos de todas as regiões com a incumbência de compilar 
num único livro todos os ensinamentos úteis da Antiguidade. Formou‑se assim uma enciclopédia com 
70 livros. Os 11, 12 e 13 tratam das plantas medicinais e dos métodos terapêuticos como ventosas, esca-
rificações, eméticos, purgantes, diaforéticos, diuréticos. Nos livros 14 e 15 classifica os fármacos pelas 
suas propriedades em 25 grupos.

Os médicos árabes exerceram também uma profunda influência na Antiguidade. Um dos mais impor-
tantes foi Razes ou Razis, abreviatura de Abu Baker Muhammad ben Zakarîyâ al Râzi, que por alguns 
autores foi considerado o Hipócrates dos árabes. Foi o primeiro dos árabes a descrever as virtudes tera-
pêuticas do âmbar cinzento cuja origem foi controversa durante muitos anos.

Outro dos médicos árabes célebres foi Abu‑Alj‑el‑Hosein ou Ibn Sina que ficou conhecido no Ocidente 
por Avicena. Nasceu num subúrbio de Bokara em 985. Desde muito cedo praticou a Medicina. Deixou 
uma obra imensa que constituiu a base do ensino médico até ao século XVIII. Como todas as obras 
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medievais consiste muito mais numa compilação do que numa inovação, apesar de manifestar já uma 
certa independência em relação aos autores predominantes na época. A parte dos seus escritos ligada 
aos medicamentos insere‑se no seu sistema filosófico, procurando nos seus antecessores como Galeno e 
num enquadramento teórico segundo um esquema lógico, a explicação para os efeitos observados e para 
as indicações terapêuticas. A sua obra principal intitulada Kanoun – Fil Thebb ficou conhecida pelo Cânone.

Esta multiplicidade de propriedades levou até ao século XVIII a discussões intermináveis e tanto mais 
difíceis quanto mais complexos eram os medicamentos, por vezes associações de numerosas plantas e 
de partes animais como sucedia com as teriagas que continham também cabeças de víbora.

Desta orientação geral subsistiu até aos nossos dias o princípio do Contraria contrariis curantur.
Convém ainda referir neste breve resumo da história do uso das plantas medicinais o papel dos 

portugueses na época dos descobrimentos e a obra notável de Garcia de Orta Simplices e Drogas da India 
assim como as de outros como Tomé Pires.

Também, no tempo do Renascimento, as opiniões de Aureolus Philipus Theophrastus Bombastus 
von Hohenheim, que ficou na História com o nome de Paracelso se insurgiram contra a polifarmácia 
medieval, referindo que o importante era extrair os princípios activos das plantas e não misturá‑las: Nicht 
componieren sodern extrahieren, herausziehen. Como sinal desta revolta queimou na praça pública os livros 
de Avicena e dos autores árabes que eram usados no ensino médico.

Voltando à Homeopatia, esta forma de tratar doentes e os seus aplicadores professam opiniões que 
actualmente se encontram algo difundidas, recusando o paradigma da Ciência com a sua base experi-
mental, o seu método de trabalho justificado pelo enorme avanço que trouxe aos conhecimentos, a sua 
lógica interna e a permanente tentativa de “falsificar” os resultados na terminologia de Popper, de 
demonstrar que determinados dados são falsos por não descreverem a realidade com o necessário rigor 
ou não permitirem a generalização para situações análogas. A Homeopatia coloca‑se num paradigma 
diferente, recusando o mecanicismo das relações causa‑efeito e aproximando‑se mais da noética (cons-
ciência) da “cosmologia”, considerando a matéria e a energia como formas de “experienciação” onde o 
determinismo newtoniano não existe mas em que a consciência dá forma ao Universo.

A Homeopatia procura assim não só tratar os doentes com diluições de extractos vegetais ou animais, 
mas sobretudo conseguir uma abordagem holística do doente, personalizando ao máximo o tratamento. 
Embora seguindo esta orientação possa haver casos em que haja algum sucesso, também se torna difi-
cilmente generalizável e, portanto, praticamente impossibilitando a comparação de casos individuais 
com outros ou com metodologias diferentes.

As publicações que têm surgido sobre a Homeopatia são bastante numerosas. Frequentemente 
referem‑se a casos isolados, raramente tendo uma análise estatística que permita aquilatar do rigor ou 
até mesmo validar uma generalização das observações. Uma das mais curiosas deve‑se a um investiga-
dor francês Benveniste que, em 1988, enviou um trabalho para a revista Nature trazendo resultados 
segundo os quais a água manteria em memória informação sobre as moléculas nela dissolvidas mesmo 
após diluições de 10‑120.

A Nature publicou o artigo (Davenas, E., Nature‑333:816‑818 (1988) – 30 June) com uma nota do edi-
tor com reservas e sugerindo a repetição das experiências em ambiente controlado. Os resultados não 
foram concludentes o que gerou uma enorme e prolongada controvérsia durante a qual foi dito que a 
“memória da água” se poderia transmitir pelo telefone e até mesmo pela internet. No entanto, no final, 
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já em 2008, acabou por se concluir que os resultados não eram replicáveis, uma das características impor-
tantes da investigação científica.

Mais recentemente, Edzard Ernst (Brit. J. Clin. Pharmacology, 54 (6):577‑582), assim como o National 
Health and Medical Research Council da Austrália em 2013 (Effectiveness of Homeopathy for Clinical 
Conditions: Evaluation of the Evidence), este último baseado em 57 publicações entre 1997 e 2011 refe-
rentes a 68 situações clínicas apresentadas por alguns milhares de doentes, referem que não foi possível 
demonstrar a eficácia da terapêutica homeopática.

A terapêutica medicamentosa actual parte da definição de Fármaco como um composto com uma 
composição química definida, capaz de modificar o funcionamento de células, de órgãos ou do organismo 
por diversos mecanismos. Implica assim uma composição e uma quantificação do fármaco ou de um 
candidato a possível medicamento, o que não é possível com extractos vegetais ou animais. Acresce ainda 
que o teor de princípios activos das plantas não é constante, variando com a idade, a época do ano, o clima 
e o solo onde ela se encontra. Para as enormes diluições usadas na Homeopatia este facto não é relevante.

Qualquer potencial medicamento passa por uma série de estudos e ensaios para demonstrar a sua 
inocuidade, a sua eficácia e a sua segurança quando utilizado em seres humanos. Assim, para além de 
ser necessário demonstrar a sua pureza e não contaminação com moléculas intermédias provenientes 
da sua síntese ou de solventes que tenham sido usados no seu isolamento e purificação, a substância 
passa por um conjunto de estudos em células isoladas e em animais de experiência antes de poder ser 
administrada a seres humanos.

A investigação final de um potencial novo medicamento decorre em humanos. Procura obter dados 
rigorosos, analisáveis estatisticamente, não enviesados e isentos de efeitos subjectivos, quer originados 
no próprio doente, quer inconscientemente provocados pelos médicos e outro pessoal de saúde interve-
nientes no estudo e em contacto com o doente.

Os ensaios clínicos alicerçam‑se em três pilares fundamentais. O primeiro destes pilares consiste na 
distribuição aleatória dos doentes pelos diferentes grupos em estudo, com uma randomização previa-
mente estabelecida de modo a assegurar uma homogeneidade de composição entre os diferentes grupos 
e, deste modo, diminuir a influência da variação individual nas respostas.

O segundo pilar depende da comparação do medicamento em estudo com um placebo, ambos admi-
nistrados sob formas idênticas e indistinguíveis. O placebo, por definição, é um composto inactivo. Os 
efeitos do placebo resultam directamente da interacção médico‑doente e do significado que o tratamento 
assume para o paciente. É todo um envolvimento psicológico que influencia o estado mental do doente, 
sendo, por isso, diferente de pessoa para pessoa e mesmo ao longo do tempo. Nem sempre pode ser 
usado por razões éticas, por exemplo em situações em que a doença é seguramente mortal como o can-
cro, em que o termo de comparação não deve ser um placebo mas um medicamento de referência já bem 
conhecido e correntemente usado.

Com esta comparação com o placebo procura‑se averiguar a real eficácia e segurança do medicamento 
em estudo, evitando simultaneamente efeitos subjectivos do doente se sentir tratado, e também averiguar 
se alguns dos efeitos acessórios anómalos podem ser atribuídos ao medicamento em estudo.

O terceiro pilar consiste num delineamento experimental chamado duplamente cego, em que nem o 
doente nem o médico que o acompanha sabem se a forma farmacêutica administrada contém o medica-
mento em estudo ou o placebo, ou qualquer outro composto usado com termo de comparação. 
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Procura‑se deste modo evitar qualquer influência subjectiva que a atitude do médico possa exercer sobre 
o doente e a evolução do caso clínico.

Só no final do ensaio são analisados os resultados com toda a isenção procurando determinar não só 
as eventuais vantagens do novo composto como também avaliar os possíveis efeitos indesejáveis que 
tenham aparecido.

Os ensaios clínicos desenvolvem‑se em quatro fases, cada uma delas permitindo rejeitar a substância 
em estudo.

Na Fase I, o composto é administrado a indivíduos sãos, primeiro em doses baixas, em seguida em 
doses próximas das que se espera vir a utilizar nos doentes. Para além de uma observação estreitamente 
controlada, os voluntários sujeitam‑se a uma série de exames, laboratoriais e outros para verificar se não 
surgem sintomas inesperados ou que se possam atribuir a uma toxicidade da substância.

Na Fase II, ultrapassada a barreira eliminatória da Fase I, o composto já é administrado a grupos 
reduzidos de doentes, tão homogéneos quanto possível, e também estreitamente monitorizados.

Na Fase III alarga‑se o âmbito da investigação aumentando o número de doentes, muitas vezes asso-
ciando vários grupos de investigadores e de instituições em ensaios designados multicêntricos, sempre 
seguindo um protocolo de administração comum, de modo aos resultados poderem ser comparáveis e 
eventualmente analisados em conjunto.

A Fase IV que se inicia com a venda ao público do medicamento, é designada como Farmacovigilân-
cia. Com a generalização do uso do composto podem eventualmente surgir efeitos adversos que não se 
tenham manifestado nos grupos mais pequenos de doentes estudados nas fases anteriores.

Todos estes estudos duram cerca de 10 anos e com eles se pretende não só aumentar a probabilidade 
de encontrar um medicamento eficaz para a patologia em causa, como sobretudo minimizar o risco de 
surgirem efeitos adversos que possam pôr em rico a vida dos doentes.

Existem essencialmente dois tipos de terapêutica, uma dirigida directamente às causas da doença, a 
chamada terapêutica etiológica, outra designada sintomática que visa apenas corrigir os sintomas.

A primeira é sempre preferível quando se conhecem as causas da patologia porque levam directamente 
à cura do doente, enquanto o tratamento sintomático serve apenas para aliviar as queixas não modifi-
cando o curso natural da doença. Naturalmente durante quase toda a história da humanidade os trata-
mentos foram apenas sintomáticos dado que os conhecimentos da Fisiologia, da Bioquímica, da Anatomia 
Patológica, da Genética, da Microbiologia só começaram a surgir na segunda metade do Século XIX.

Mantendo‑se actualmente uma prática inalterada desde há perto de duzentos anos, a Homeopatia 
por um lado ignora tudo o que a evolução da Ciência trouxe ao tratamento dos doentes, por outro só 
pode tentar oferecer um tratamento sintomático, resultante da esperança do doente na eficácia do pre-
parado, esperando que a Vis medicatrix naturae o cure, deste modo atrasando eventualmente o diagnós-
tico e a aplicação de uma terapêutica etiológica ou eficaz.

Assim, o paradigma fundamental da Medicina actual, também conhecida por Alopática, é incompa-
tível com o da Medicina Homeopática. Esta incompatibilidade não permite afirmar inequivocamente 
uma qualquer vantagem da Medicina Homeopática sobre a Medicina Alopática correntemente seguida.

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 19 de julho de 2018)
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Latino Coelho: releitura de um texto científico

Luís Aires‑Barros

RESUMO

Latino Coelho (1825‑1891) foi uma personagem notável das últimas décadas do século XIX. A sua 
actividade intelectual e profissional repartiu‑se por diversos campos de actividade: de mineralogista, a 
matemático, engenheiro, militar, historiador, filósofo, político, académico e lente da Escola Politécnica 
de Lisboa.

Da sua actividade de professor universitário deixou‑nos um “Compêndio de Mineralogia” que se 
tornou um livro clássico.

Tem particular interesse, inclusivamente para a História das Ciências no nosso país, fazer uma relei-
tura da sua introdução.

Latino Coelho analisa os conceitos fundamentais da geologia (s.l.), ou seja os termos rocha, mineral 
e cristal. Isto permite‑lhe abordar as mais modernas concepções vigentes na Ciência europeia sobre tais 
conceitos, em especial os de cristal e matéria cristalina.

Avizinhavam‑se descobertas fundamentais como a dos raios‑x, a da difração dos raios x pela matéria 
cristalina, a interpretação geométrica deste fenómeno e a dedução da conhecida fórmula de Bragg.

Por outro lado, os cristalógrafos debatiam‑se com o conhecimento da estrutura íntima dos cristais, 
qual o significado profundo da poliedria dos cristais versus o conhecimento desta estrutura. Acabara‑se 
de deduzir os 230 grupos espaciais, quase simultaneamente por Federof (1890), Schöflies (1891) e Barlow 
(1894).

Latino Coelho discorreu sobre a formulação dos conceitos básicos da cristalografia e da mineralogia 
aproximando‑se de modo notável da visão que se veio a desenvolver principalmente após os estudos 
de von Laue (Prémio Nobel em 1912) sobre a estrutura reticular da matéria cristalina.

Apresenta‑se uma releitura do seu texto de introdução ao Compêndio de Mineralogia na perspectiva de 
alguém que esteve próximo das novas ideias que se vieram a impor com o advento da Cristalografia 
estrutural, (a Radiocristalografia, a Física do Estado Sólido) e a nova visão do que é um cristal, porção 
homogénea de matéria cristalina, não dependendo da poliedria que tais cristais possam ou não evidenciar.

ABSTRACT

Latino Coelho (1825‑1891) was a very interesting personality since mineralogist, mathematic, general, 
politician, academician and professor at Polytechnic School of Lisboa.

In 1892 he published a very interesting book – Compêndio de Minerologia – when the more recent 
scientific advances in Crystallography are presented and discussed.

It should be emphasized that it was discussed the meaning of polyedric crystal in the definition of a 
crystal.
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The concept of crystalline state was in discussion. The orderly arrangements underling the well
‑formed crystal was in discussions. The problem of the existence of same degree of crystallinity in many 
minerals not existing in well‑formed single crystals was also under discussions.

After close studies of all the properties of crystals, one large groups of mineralogists point out that it 
was not necessary the external shape as an aid to identification of minerals. A fragment of such a crystal, 
bounded externally only by irregular fractures, still possesses the same internal structure.

Here is the problem: what internal structure, how many structures are there?
Latino Coelho admits, as large number of mineralogist at that time, a crystal was a solid body, homo-

geneous bounded by natural flat faces.
The ideas of Goth (1843‑1927) are accepted but only partially.
In that time mineralogist discuss Haüy´s conceptions and Bravais fourteen lattices and even the 230 

different space groups defined by Federof, Schöflies and Barlow.
We present in this paper the point of view of a man that refer the crystalline state before the discovery 

in 1912, of the diffraction of x‑rays by crystals by von Laue.
It was the time of transition of a geometric crystallography dealing with the external shape of crystal 

to a structural crystallography dealing with the description and the determination of the internal geo-
metry of structure and also the structural arrangement of the atoms (ions) and of bonds between these 
particles.

In this paper is presented an overall view of the studies made by a scientist in transitional time bet-
ween XIX and XX centuries.

Júlio Dantas no prefácio ao livro de Latino Coelho Fernão de Magalhães diz deste último:

“Latino leu tudo, conheceu tudo, estudou tudo, assimilou tudo, e soube arrancar a tudo aquilo que leu, que 
conheceu, que assimilou, que estudou, – a espuma, a flor, a scintilação, a graça. Geólogo, mineralogista, matemático, 
engenheiro, historiador, crítico, filólogo, homem de gabinete e homem de Estado, – tinha a mesma elegância, a mesma 
dextreza, o mesmo brilho incomparável de frase, classificando um minério ou fazendo um discurso político, inter‑
pretando um texto grego ou descrevendo uma fortificação de Vauban.”

Latino Coelho é autor de um Compêndio de Mineralogia editado em 1892 que, ainda hoje, é um bom 
texto de cristalografia morfológica.

Trata‑se de uma obra cuidadosamente bem escrita, profusamente ilustrada quanto a representações 
das formas cristalográficas, fácil e agradável de ler.

É um texto preparado para o seu curso da Escola Politécnica onde foi lente.
Normalmente o nome de Latino Coelho surge, ao comum das gentes, como um escritor, tradutor de 

obras clássicas (v.g. A Oração da Coroa de Demóstenes), jornalista e político. Com efeito além de polígrafo, 
que deixou a sua colaboração em jornais e em numerosos livros, foi deputado e ministro da Marinha, de 
Julho de 1868 a Agosto de 1869, num Ministério presidido por Sá da Bandeira.

Em 1885 Latino Coelho foi eleito par do reino em representação das corporações científicas. Já pró-
ximo da morte, em 1890 é eleito para a Câmara dos Pares como deputado republicano pelo círculo de 
Lisboa.
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Esta é uma síntese do percurso curricular mais conhecido de Latino Coelho. Todavia paralelamente 
teve uma carreira militar tendo frequentado o Colégio Militar e a Escola do Exército. Foi engenheiro 
militar e a sua carreira alongou‑se de 1848 (como alferes) a general de brigada em 1888. Foram quarenta 
anos. Desta carreira deixou‑nos bibliografia importante como a História política e militar de Portugal, desde 
os fins do século XVIII até 1834 em 3 volumes publicados entre 1874 e 1891.

Desde cedo e como cultor da mineralogia e da cristalografia me impressionou a versatilidade deste 
homem que tanto discorria sobre sistemas cristalográficos, como traçava o perfil de homens de ciência 
como José Bonifácio de Andrade e Silva ou de Alexandre de Humboldt, como se dedicava a evocar 
figuras ilustres da nossa História e Literatura como Camões, Vasco da Gama, Fernão de Magalhães, 
Garrett e Castilho.

Na Academia de Ciências de Lisboa deparo com um volumoso processo da sua vivência onde se 
salienta a sua enorme e prolixa actividade.

Com efeito foi sócio efectivo desta então Academia Real das Ciências de Lisboa e seu secretário‑geral 
perpétuo.

Foi ainda lente da Escola Politécnica de Lisboa a que acedeu em 1851 após concurso brilhantíssimo.
Acresce que toda a sua carreira académica foi percorrida com grande notoriedade. Desde o Colégio 

Militar, onde foi o melhor aluno do seu curso à Escola do Exército onde foi aluno laureado, ganhando 
vários prémios, até atingir o posto de general de brigada em 1888. É lente da Escola Politécnica em 1851 
e é eleito sócio efectivo da Academia Real das Ciências de Lisboa em 1855, sendo eleito seu Secretário 
em 1856.

Esta personalidade multímoda impressionou‑me e debrucei‑me um pouco mais sobre o seu percurso 
académico, principalmente como professor da Escola Politécnica de Lisboa.

Quando compulsamos o seu Compêndio de Mineralogia ficamos surpresos por dois factos: em primeiro 
lugar o seu texto a que dá o subtítulo de “Morphologia mineral” é de uma clareza meridiana e ampla-
mente ilustrado evidenciando bem que a cristalografia morfológica, como uma verdadeira geometria 
angular, supõe que sejam devidamente ilustradas não só as formas cristalinas, como toda a panóplia de 
meios instrumentais goniométricos; em segundo lugar uma interessantíssima Introdução de 39 páginas 
que passo a comentar. Nestas páginas está plasmado muito do pensamento científico e cultural de Latino 
Coelho.

Esta introdução dá‑nos uma panorâmica das ideias do autor, com base nos conhecimentos da época, 
destilados pelas suas reflexões sobre conceitos fundamentais como cristal, mineral e rocha que são os 
corpos básicos das Ciências da Terra. Seguem‑se considerações sobre “analogias e differencas entre 
minerais e os corpos organizados”. Em todas as suas considerações cita os autores mais proeminentes 
da época como Mohs, Zirkel, Tschermack, Naumann, von Kobell, Breithaupt, Groth, entre outros.

Encerra as suas considerações dissertando sobre “mineraes crystallisados e crystalinos” e sobre “mine-
rais amorphos” tocando em pontos fundamentais da essência do denominado reino mineral.

Aprofundemos um pouco mais a análise desta Introdução em que Latino Coelho disserta num estilo 
seco e ático totalmente diferente do estilo que nos apresenta mesmo quando descreve a vida de Alexan-
dre de Humboldt.

Agora Latino Coelho não procura um assunto para o revestir com um estilo grandiloquente e prolixo 
(“Latino não procurava um estilo para os seus assuntos – mas procurava assuntos para o seu estilo”). 



306

MEMÓRIAS DA ACADEMIA DAS CIÊNCIAS DE LISBOA

Usa equilibradamente o estilo ático. É que o homem servindo a Ciência é comedido, a despeito da sua 
enorme admiração pela Natureza!

Começa por definir justamente que “todas as massas inorgânicas, quando consideradas como partes 
componentes da crusta do globo, tem o nome de rochas”. (op. cit. p. 3)

Passa, em seguida, a cingir o conceito de mineral dizendo que “um mineral é (…) um corpo cuja 
produção é devida exclusivamente à acção das energias da natureza sem a máxima participação da 
indústria humana”. Esta definição é original e potencialmente explorável. Para já como considerar um 
cálculo renal cuja diagnose por difração dos raios X nos identifica como apatite (um clorofluor fosfato 
de cálcio produzido por um ser vivo como o Homem)? Aliás esta discussão sobre a latitude do conceito 
de mineral ainda é actual.

Latino Coelho afirma perentoriamente (op. cit. p. 4) que, “reserva‑se especialmente o nome de Mine-
ral para os corpos, que desde os princípios da sua existência foram produzidos naturalmente pelas 
forças chimicas e physicas sem nenhuma participação de fenómenos vitaes”.

Vejamos como hoje definimos mineral: corpo natural, inorgânico, com estrutura cristalina definida e 
com composição química mais ou menos bem definida, mas variando entre limites rigorosamente bem 
definidos.

Esta definição exige quatro valências: corpo natural e inorgânico, tal como Latino Coelho afirma. As 
outras duas valências escapam ao nosso autor. A exigência de estrutura cristalina específica para cada 
espécie mineral decorre do conhecimento da estrutura intíma, última, do reticulado, esqueleto que 
suporta os iões constituintes químicos do mineral.

Mas Latino Coelho pressente algo de importante no conceito de mineral, pois diz que este “…quando 
no seu estado de pureza é homogéneo ou sempre dotado das mesmas propriedades químicas” (op. cit. 
p. 5 e 6). Cita como exemplo o quartzo hialino.

Latino Coelho a dada altura afirma (op. cit. p. 8): “Nos corpos chamados inorgânicos observam‑se 
phenomenos que revelam nelles uma espécie de vida própria, uma estrutura particular, que se pode 
considerar como um primeiro grao de organização”. É‑o de facto: é a sua estrutura cristalina decorrente 
do arranjo recticular específico de cada mineral.

Quanto à quarta valência, a composição química, se nos cingirmos aos minerais mais simples, ele-
mentos nativos ou mesmo óxidos como o quartzo diremos com Latino Coelho “se observa um exemplar 
puro (…) formado por um só corpo homogénico sem mistura ou composição de corpo estranho” (op. 
cit. p. 6).

É notória a aproximação aos termos actuais do conceito de mineral. Falta‑lhe o conhecimento das 
séries minerais isomórficas, bem como do fenómeno da diadoquia.

Todavia, Latino Coelho vai‑se aproximando delas com as armas de que dispõe.
Assim escreveu: “…é frequente depararem‑se (…) exemplares de crystal de rocha, e de outros 

minerais, em cujo interior se observam pequenas porções de outras substâncias, as quaes interrom-
pem realmente o espaço ocupado pelo mineral predominante e para fazerem exepção à sua homo-
geneidade.

Tem de se discutir agora o conceito de homogeneidade.
Nas palavras de Latino Coelho, é um corpo “homogéneo ou sempre dotado das mesmas proprieda-

des chimicas e physicas” (op. cit. p. 6).
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Acresce ainda que Latino Coelho usa o conceito de estrutura na seguinte afirmação. “Nos corpos 
chamados inorgânicos observam‑se fenómenos, que revelam neles uma espécie de vida própria, uma 
estrutura particular, que se pode considerar como um primeiro grao de organização” (op. cit. p. 8).

Convirá aprofundar as ideias de Latino Coelho sobre estrutura. Elas aparecem, de novo, quando trata 
do conceito de “crystal” que define como “o mineral, que reveste naturalmente uma forma polyédrica 
mais ou menos regular e subordinada a leis geométricas” (op. cit. p. 19).

E prossegue: “A forma exterior de crystal corresponde sempre a que pode appelidar‑se a sua forma 
interior ou a sua estrutura (…)” (op. cit. p. 19). E continua a expor as suas ideias dizendo: “Pela íntima 
connexão, em que sempre se manifesta com a forma exterior do mineral, demonstra claramente que 
no íntimo de cada crystal as suas partículas componentes, as suas moléculas, se não dispõem de um 
modo acidental, antes se agregam e associam harmonicamente e segundo certos planos determinados, 
e que a forma externa do crystal é uma necessária consequência do seu arranjo molecular” (op. cit. p. 
20). E vai continuando: “A forma geométrica do crystal não é mais do que a manifestação externa da 
sua forma interior, do seu tecido íntimo, da sua estrutura (op. cit. p. 20). E conclui: “o estado particular 
de um corpo sólido, cujas moléculas na sua disposição satisfazem a estas condições, é a cristalização” 
(op. cit. p. 20).

Atentemos como de forma lapidar e muito objectiva Latino Coelho define cristal, chega ao conceito 
importante de estrutura que define, acolhe a ideia primordial de estrutura cristalina como a de um edi-
fício reticular ordenado (na linguagem de hoje) e caracteriza sólido como um corpo cristalizado, tal como 
hoje se considera.

Mas o parágrafo mais importante do texto que estamos a seguir e que é perfeitamente actual é o que 
se transcreve:

“Do arranjo regular e harmonico das moléculas, de que depende a estrutura e por conseguinte a própria exis‑
tência do crystal, é necessária consequência uma propriedade fundamental, que o distingue essencialmente dos 
corpos não crystallisados. Por isso que as meleculas estão n’elle dispostas regularmente em certas direcções deter‑
minadas, n’estas deve ser egual a distancia, que separa duas moléculas vizinhas, em quanto que n’outras direcções 
não pode subsistir esta egualdade. As attracções mutuamente exercidas pelas moléculas serão, pois, diversas, segunda 
a desigualdade nas distancias moleculares, isto é, segundo actuam em certas direcções, ou em outras, que com ellas 
se intersectem.” (op. cit. pp. 20 e 21).

Igualmente relevante é o que se segue:

“A Elasticidade do crystal, ou a resistencia, que as suas meleculas opõem á separação, e o esforço, com que ten‑
dem a occupar as suas primitivas posições de equilibrio, quando por uma acção externa deslocadas, sendo dependente 
das attracções e também por conseguinte das distancias moleculares, deve no crystal ser egual em umas direcções 
e differente em outras. Os processos experimentaes confirmam plenamente estas previsões da theoria. O crystal é 
pois um solido, em que a elesticidade é variável com as direcções. Todas as propriedades physicas do crystal estão 
conexas intimamente com a Elasticidade, e como esta nos crystaes, ao contrario do que sucede nos corpos não crys‑
tallisados, é egual em todas as direcções paralelas, d’hai tiram fundamento alguns mineralogistas, e entre eles 
especialmente o professor Groth, para definir o crystal como um corpo solido, em que a elasticidade é egual em todas 
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as direcções parallelas, e differente nas que mutuamente se intersectam. Groth, exaggerando além do que é plausível 
a importância, aliás incontestavel d’esta propriedade fundamental, professa ser n’ella exclusivamente que reside a 
essência do crystal, que a forma exterior é accessoria, e que nas suas relações physicas o crystal continua a subsistir, 
quando a sua figura é alterada de qualquer modo, por exemplo, quando o crystal pela fractura, ou pela maneira de 
o talhar adquiriu diversa forma” (op. cit. p. 21).

Já oportunamente referimos que Latino Coelho estava bem informado do que se passava no meio 
científico europeu, em especial no meio científico alemão, sendo amplas as citações que nesta Introdução 
faz dos cientistas germânicos.

Aliás na citação acabada de transcrever refere Groth, mineralogista notável do século XIX. É curioso 
como Groth não só mais ousado mas perspicaz ao levar às últimas consequências a importância da 
estrutura cristalina a desfavor da morfologia dá um passo além daquele que Latino Coelho dá. Para este 
o conceito de cristal supõe morfologia mais ou menos perfeita e forma geométrica percetível nas suas 
dimensões. Para Groth, o cristal existe independentemente da forma geométrica, dependendo apenas 
de ser matéria cristalina, logo organizada.

Recordemos que o livro de Latino Coelho é de 1892. Estamos em plena “corrida” para o estabeleci-
mento da teoria das estruturas cristalinas que alargou o âmbito do conceito de cristal.

Os cientistas dos finais do século XIX, que elaboraram a teoria das estruturas da matéria cristalina, 
afirmaram, por deduções teóricas, que as associações possíveis dos operadores de simetria que dese-
nham, no espaço, a disposição dos átomos que vestem as estruturas cristalinas são em número de 230. 
São os chamados grupos espaciais. Por meio deles, ou seja, a partir da posição de um dado átomo ou 
ião, em dada estrutura, podemos saber onde estão todos os restantes átomos ou iões homólogos no espaço 
cristalino.

Só em 1910, von Laue e colaboradores ao tentarem descobrir a natureza dessas, então, misteriosas 
radiações que Röntgen apelidara de raios‑X, provaram que a teoria das estruturas cristalinas deduzidas 
quase que simultaneamente pelo russo Federof em 1890, pelo alemão Schönflies em 1891 e pelo inglês 
Barlow em 1894 era verdadeira. Na realidade foi com a descoberta do fenómeno da difracção dos raios‑X 
pela matéria cristalina que valeu o prémio Nobel a von Laue, que se provou a veracidade da teoria das 
estruturas e que a Física do estado sólido se desenvolveu explosivamente.

Citámos dois nomes eminentes de cientistas. Ambos prémios Nobel: Röntgen pela descoberta em 
1897 dos raios‑x, von Laue pela descoberta do fenómeno da difracção dos raios‑x pela matéria cristalina, 
em 1912. No entanto foi preciso esperar doze anos, para que em 1924 os Bragg, pai e filho, formulassem 
a explicação geométrica e estrutural do fenómeno da difracção dos raios‑X pelas estruturas cristalinas, 
admitindo uma série de reflexões selectivas nos planos reticulares dos cristais. Esta formulação, conhe-
cida por lei de Bragg, valeu aos seus autores o prémio Nobel em 1924.

Voltando ao texto de Latino Coelho verificamos como ele se mantem a par da evolução dos conceitos 
de mineral e de cristal, do final do século XIX.

Havia uma dicotomia que alinhava os defensores do valor especial da morfologia da espécie mineral 
sustentada pela individualidade cristalina a par daqueles que procuraram libertar‑se da cintura da mor-
fologia exterior considerando‑a não essencial, e não necessária à definição de cristal.

Latino Coelho opina a desfavor de Groth em termos muito interessantes que cito:
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“Ainda que o definir o crystal simplesmente pelas relações seja rigorosamente verdadeiro, no que diz respeito às 
suas propriedades physicas, é manifestamente incompleto, porque abstrae da forma particular, que determina a 
individualidade. A definição de Groth, sendo exacta, quando empregada na Physica, não pode todavia admitir‑se 
sem nenhuma correcção ou aditamento, quando o crystal se considere nas relações histórico‑naturaes como indivi‑
duo. São por isso muito judiciosos os reparos, que lhe oppõe o professor Zirkel, da Universidade de Leipzig, ao 
sustentar que a forma externa é um elemento indispensável na determinação da ideia de crystal”.

Foi a ampliação do conceito de cristal a uma porção homogénea de matéria cristalina e a consideração 
que esta é a matéria que possui propriedades vectoriais descontínuas tais como coesão que supõe a cli-
vagem, a velocidade de crescimento das faces cristalinas, as geminações, os escorregamentos cristalinos 
e a difracção dos raios‑X pela matéria cristalina.

O conceito de estrutura que Latino Coelho acolhe e usa torna‑se essencial neste avanço da ciência dos 
cristais.

Considera‑se uma estrutura um conjunto de relações entre elementos cuja identidade e a própria 
natureza são até certo ponto indiferentes pelo que podem ser trocados ou substituídos por outros ele-
mentos análogos ou diferentes, sem que a estrutura seja alterada ou sem que o conjunto de relações 
pré‑consideradas sofra rotura com o consequente desmoronamento do edifício estrutural.

Tomemos alguns exemplos extremamente cómodos, simples e fecundos na sua exploração.
Um é‑nos dado pela classificação periódica dos elementos químicos enunciada por Mendeleev. Este 

cientista ao elaborar esta classificação deixou posições vagas em função da periodicidade que subjaz à 
sua formulação ou seja, de acordo com o quadro estrutural imaginado.

Muito posteriormente vieram a ser descobertos elementos químicos que foram ocupar as posições 
vagas. Trata‑se de uma das mais brilhantes especulações científicas que se revelou plena de realidade 
nas suas aplicações concretas.

Outro exemplo de idêntica fecundidade diz respeito à teoria das estruturas da matéria cristalina.
Deve‑se a Haüy, no início do século XIX, a formulação da lei fundamental da Cristalografia. É mais 

uma lei dos pequenos números, mostrando que a Natureza foge da complexidade.
A lei de Haüy diz‑nos quais os paralelepípedos elementares (as malhas) que suportam as formas 

cristalinas que a Natureza nos oferece. A Cristalografia é uma geometria angular, e pelo jogo dos ele-
mentos de simetria que caracterizam as sete malhas simples podemos deduzir as trinta e duas classes 
de simetria. Aqui temos como o jogo dos elementos definidores das estruturas compatíveis com a lei de 
Haüy determina o número de formas simples poliédricas que a Natureza sabe e pode fazer.

A dedução das trinta e duas classes de simetria que se pode fazer quer por via geométrica, associando 
os elementos de simetria compatíveis com a lei de Haüy, ou por via analítica, é um exemplo paradigmá-
tico das potencialidades do conceito de estrutura atrás definido. Inclusivamente evidencia um facto 
notável: a Natureza apenas conhece, na matéria cristalina, certos eixos de simetria, com determinados 
graus. São operadores que realizam operações de simetria de acordo com o seu grau. Ora o Homem é 
capaz de gerar poliedros artificialmente, na madeira, com o vidro ou com o plástico que a Natureza não 
pode. E não pode porque a caracterologia da estrutura se romperia. É o caso dos eixos de simetria qui-
nária ou de grau superior a 6. A matéria cristalina não os admite, seja ele um belo cristal natural ou obtido 
artificialmente em um laboratório.
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De qualquer modo, as ideias de Latino Coelho sobre os conceitos de mineral e de cristal estavam em 
consonância com uma das linhas de pensamento dos mineralogistas que davam larga enfase à indivi-
dualização morfológica, poliédrica, do cristal. Foi a libertação do colete da poliedria que permitiu, com-
preendendo a riqueza das propriedades vectoriais descontínuas, definidoras da matéria cristalina, não 
só alargar o conceito de cristal como, com o suporte da ferramenta de compreensão do fenómeno da 
difracção dos raios‑X pela matéria cristalina, lançar a cristalografia estrutural, a física do estado sólido e 
todo um ramo do saber essencial á Ciência e Tecnologia modernas.

Todavia, ainda em homenagem a Latino Coelho apresento, nas suas palavras e aqui num estilo tipi-
camente ático e adequado, as suas ideias sobre “condições essenciais no crystal” (op. cit. p. 22).

Vejamos a sua definição de crystal.

“Chrystal é todo o mineral solido e homogéneo, que no seu estado natural se apresenta limitado por uma forma 
poliédrica, que lhe é essencial e originária e está intimamente conexa com a disposição e arranjo regulares das suas 
moléculas e no qual em direcções paralelas é igual, em direcções não paralelas differente a elasticidade” (op. cit. p. 24).

É uma definição muito rigorosa, ao tempo marcada apenas pela cintura mental da poliedria tida como 
necessária.

A consideração do conceito de matéria cristalina não a limitando a poliedria macroscópica conduz‑se 
à visão actual do conceito de cristal como porção homogénea desta matéria cristalina. Excluímos assim 
o conceito da poliedria, tendo‑se apenas em consideração as propriedades intrínsecas da matéria crista-
lina considerada (cristal). Ganha aqui grande ênfase a questão da homogeneidade da matéria à escala 
atómica suportada pelos edifícios reticulares (estruturas) de acordo com os operadores (elementos de 
simetria) que a Natureza conhece. Quando falamos em homogeneidade, referimo‑nos à homogeneidade 
verdadeira. Deste modo uma massa é homogénea se, com os meios de observação disponíveis, não 
distinguimos, na sua extensão, dois pontos que tenham propriedades diferentes. A homogeneidade é 
verdadeira quando todas as propriedades são definidas em qualquer ponto dessa massa por vectores 
equipolentes. Estamos a considerar um conceito de homogeneidade a uma escala superior à escala ató-
mica. Não se trata da homogeneidade estatística.

No entanto, Latino Coelho tem passagens do seu texto introdutório ao “Compêndio de Cristalografia” 
de grande actualidade. Vejamos: “Do que se acaba de dizer infere‑se a divisão dos mineraes quanto à sua indi‑
vidualidade e agregação em dois estados ou categorias. Quando os indivíduos são não somente perceptiveis, mas 
também distinctos entre si e determináveis quanto à forma geométrica, o mineral diz‑se crystallisado. Quando pelo 
contrario os indivíduos associados entre si em grande numero e em mui resumidas dimensões, estão consideravel‑
mente deformados, mas deixam ainda aparecer à vista desarmada ou ao microscopio a sua existência, sem que 
mostrem claramente determinadas as suas formas geométricas, o mineral chama‑se apenas crystallino. Um exemplar 
de Calcite ou de Siderite com a forma de rhomboedro ou uma associação de muitas d’estas formas variamente reu‑
nidas entre si, mas ainda facilmente determináveis, é um mineral crystallisado. A Calcite granular, o Gesso fibroso, 
o Quartzo na variedade chamada Silex, são apenas mineraes crystallinos. No mineral crystallisado manifesta‑se ao 
mesmo passo a forma exterior e a estrutura. No mineral crystallino a forma aparece mais ou menos profundamente 
alterada, mas conserva‑se a estrutura, ou este arranjo regular e harmonico das moléculas, que é o caracter essencial 
da crystallisação”. (op. cit. Pp. 28 e 29).
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E prossegue com uma das descrições mais conseguidas do seu texto.

“Posto que a lei geral nos corpos mineraes seja a crystallisação, assim como nos organizados é a vida, existem 
comtudo mineraes, que não oferecem o menor vestígio d’este arranjo e disposição harmónica e regular, em que está 
cifrada a crystallisação. Não há n’elles individualidade, não apresentam no exterior fórmas polyedricas naturalmente 
produzidas, nem oferecem no interior esta particular disposição molecular, de que depende a estrutura. A sua elas‑
ticidade é egual em todas as direcções. Denominam‑se amorfos ou sem fórma e podem considerar‑se quanto à sua 
constituição análogos aos fluidos. Tal é, por exemplo, a Opala (sílica hydratada). Estas substâncias mineraes são 
comtudo excepções pouco numerosas e não invalidam a crystallisação, como lei fundamental da natureza inorgâ‑
nica”.

Mas não se fica por estas considerações a propósito do que apelida de “amorfismo”. Tece então judi-
ciosas palavras no que se refere ao fenómeno de alteração meteórica, superficial ou supergénica (como 
dizemos hoje) de certos minerais no geral endógenos.

Assim diz: “certos mineraes aparecem como resultado da degradação e decomposição produzida em substancias 
crystalinnas preexistentes pelas acções physicas e chimicas dos agentes exteriores, principalmente da agua. Taes 
corpos representam em relação aos mineraes, de que provêem, o mesmo que os restos dos animaes e vegetaes consi‑
derados a respeito dos organismos, de cuja decomposição offerecem testemunho. Estes mineraes dizem‑se peliticos. 
Taes são os mineraes terrosos, e argilosos, como por exemplo o Kaolin, ou Terra de porcellana, que resulta da 
degradação e alteração dos feldspattos (Orthoclase, Sanidina, Oligoclase) nas rochas feldspathicas (Granitos, Por‑
phydos, Trachytes, Phonolites).

Este processo de transformação é a kaolinisação dos feldspathos. O feldspatho Orthoclase entra como principal 
constituinte na composição do Granito e de outras rochas com elle estreitamente alliadas, e é um silicato de alumina 
e de potassa, em que na maior parte dos casos uma pequena porção d’este alkali é substituída pela soda, pela cal, ou 
pelo oxydo de ferro. Os individuos crystallinos de Orthoclase começam a ser atacados e alterados nas suas faces e 
avança pouco a pouco para o interior a sua alteração favorecida pelas soluções da continuidade no interior do crys‑
tal.

Os crystaes perdem o brilho, a sua côr rosada degenera em branca, diminue extremamente a coesão do mineral, 
em que em vez dos crystaes de Orthocase aparece uma simples massa branca e terrosa de silicato hydratado de 
alumina ou Kaolin. Pelo processo chimico da kaolinisação a potassa juntamente com as pequenas porções das outras 
bases, pela acção da agua contendo em dissolução o anhydride de carbónio passa a carbonato, que é levado em dis‑
solução, juntamente com uma parte da sílica livre, enquanto que o restante silicato de alumina recebe na sua com‑
posição uma certa porção de agua”.

Trata‑se de uma correcta e até bela descrição do fenómeno de meteorização química de um silicato. 
Inclusivamente há uma descrição paulatina da transformação do mineral “são” (a ortóclase) em produ-
tos terrosos, menos coesos e brilhantes a caminho de um mineral argiloso (a caulinite). O mais notável 
é que Latino Coelho acompanha a hidrólise dos silicatos no seu contacto com a água como se verifica na 
parte final da longa citação que se apresenta.

A presente curta análise de um texto cientifico‑didático de Latino Coelho permite‑nos verificar que, 
ao lado de uma personalidade autor de literatura exuberante e de textos da mais variada índole em que 
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se exprimiu com estilo de fácies barroca discorrendo sobre temas desde o dia‑a‑dia vivencial a disserta-
ções biográficas de vultos maiores da nossa História e Cultura, há um autor de estilo contido, ático, 
pensando escorreitamente sobre as estruturas dos cristais e minerais.

Se o curriculum vitae de Latino Coelho é impressionante ao nos revelar uma personalidade multímoda, 
de militar ao político, do jornalista ao literato, do professor universitário ao académico, interessou‑me 
olhar por dentro o Homem‑Professor da Escola Politécnica, o autor da ciência dos cristais e dos minerais.

E foi com grande deleite intelectual que fiz esta abordagem.
É impressionante o modo ágil e penetrante como Latino Coelho discorre sobre o tema que acabamos 

de tratar.

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 4 de outubro de 2018)
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Fadiga de materiais e de estruturas  
– com enfoque na aeronáutica

Paulo M. S. Tavares de Castro, Sérgio M. O. Tavares1

RESUMO

A fadiga é a principal causa de falha nos componentes mecânicos em geral, e especialmente no caso 
das estruturas aeronáuticas. O projecto tendo em vista a resistência à fadiga deste tipo de estruturas 
evoluiu ao longo do tempo, desde abordagens almejando garantir vida segura (safe‑life) em que se pro-
curava assegurar que não haveria crescimento de fendas até à rotura no período de vida da aeronave, 
passando pela subsequente filosofia de segurança na presença de falha (fail‑safe), até ao corrente para-
digma da tolerância ao dano (damage tolerance). A última emergiu como a principal filosofia de projecto 
para estruturas de aeronaves, permitindo economia de peso e aumentando a fiabilidade e a integridade 
estrutural na eventual presença de danos.

A aplicação da filosofia de projecto damage tolerant supõe um profundo conhecimento das proprieda-
des de fadiga e fractura, resistência à corrosão, modos de falha potenciais e técnicas de inspecção não 
destrutivas, particularmente defeitos mínimos detectáveis e critérios para definir intervalos de inspecção.

A regra da Federal Aviation Administration (FAA) de 2010, estabelecendo um limite de validade (limit 
of validity – LOV) para a operação das aeronaves, coloca um limite na vida operacional indefinida que 
era permitida pelos regulamentos anteriores. Este requisito, juntamente com o papel decrescente do 
alumínio nas estruturas de aviões, certamente moldará as direcções da investigação sobre fadiga, fractura 
e dano mecânico nos próximos anos, expandindo a base de conhecimento sobre a qual a comprovação 
dos valores de LOV é feita e garantindo a segurança.

O aparecimento persistente da fadiga como a principal causa de falha em componentes mecânicos e 
estruturais pode sugerir que os outros modos de falha já sejam melhor compreendidos. Apesar do pro-
gresso do conhecimento sobre fadiga, desde os trabalhos pioneiros de William Rankine, August Wöhler 
e outros, passando pelas contribuições do recentemente desaparecido Paul Paris, ainda há lugar para o 
avanço na compreensão do fenómeno e na prevenção de falhas por fadiga.

Palavras‑chave: crescimento de fendas por fadiga; fadiga de aeronaves; fractura; modo misto; regu-
lamentos; tolerância ao dano.

INTRODUÇÃO; FADIGA E O CASO DAS ESTRUTURAS DE AERONAVES

A tolerância a danos (damage tolerance) é a principal abordagem de projecto para as estruturas de 
aeronaves, possibilitando economia de peso e garantia de integridade estrutural na presença de eventuais 
danos resultantes da fabricação ou desenvolvidos em serviço. A abordagem damage tolerant depende de 

1 Departamento de Engenharia Mecânica da Faculdade de Engenharia da Universidade do Porto, Rua Dr. Roberto Frias, 4200‑465 Porto, Portugal
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bases de dados de propriedades de fadiga e fractura, comportamento de corrosão, modos de falha e 
inspecção não‑destrutiva, particularmente tamanho mínimo de defeitos detectáveis e intervalos de ins-
pecção. Quando a inspecção é impossível ou não existe redundância de caminhos de carga, então é usada 
a abordagem de projecto ‘safe life’, mais antiga, como é o caso do trem de aterragem e de certos elemen-
tos da estrutura da aeronave. Uma concisa discussão das filosofias de dimensionamento à fadiga pode 
ser encontrada em James, [1].

A filosofia de projecto damage tolerant é o resultado de uma evolução paralela ao desenvolvimento do 
conhecimento de fadiga em geral. O projecto estrutural inicialmente era baseado em abordagens do tipo 
S‑N (tensão versus número de ciclos até à rotura), e somente na segunda metade do século passado, após 
o trabalho pioneiro de Paul Paris, os modelos de propagação de fendas de fadiga se tornaram ampla-
mente aceites. Paralelamente, o projecto de fadiga de aeronaves passou de abordagens baseadas em 
considerações safe life (vida segura), em que se procurava assegurar que não haveria crescimento de 
fendas até à rotura no período de vida da estrutura (ver, e.g. Grover, [2]), a abordagem fail‑safe prevendo 
segurança face a roturas designadamente através de redundância estrutural (múltiplos caminhos de 
carga) e/ou uso de detalhes estruturais capazes de deter a propagação de fendas (crack arresters). A actual 
filosofia damage tolerant é também associada à danificação em serviço, mas tomando em conta a veloci-
dade de propagação do dano, usada para a definição de intervalos de inspecção periódica. Um interes-
sante artigo de Boller e Buderath nas Philosophical Transactions of the Royal Society – A ilustra bem a 
distinção entre estas filosofias, [3],

A filosofia de projecto baseada na tolerância ao dano (damage tolerance) implica que, através de ins-
pecções periódicas, o dano que pode ter sido desenvolvido é detectado bem antes de atingir valores 
críticos, e a reparação é realizada restaurando a capacidade de carga. O conceito é esquematicamente 
sugerido na Figura 1, adaptada de Gordon e Boller, [4]. O projecto prevendo a tolerância a danos inclui, 
portanto, a dimensão da gestão de fadiga em serviço, já que as inspecções periódicas em serviço são 
inseparáveis das decisões de projecto. Um equívoco fundamental seria pensar no projecto separadamente 
da inspecção; o projecto tolerante a danificação envolve o ciclo de vida da aeronave, definindo intervalos 
de inspecção com base em modelos quantificados de crescimento do dano em serviço.

Figura 1 – Representação esquemática da evolução do dano e consequentes reparações. Adaptado de [4].
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Enquanto as revisões recentes do assunto são apresentadas por Jones em 2014, [5], e em 2017 por 
Tavares e de Castro, [6], os estágios iniciais da evolução do dimensionamento à fadiga de aeronaves são 
documentados, por exemplo, em sucessivos volumes ASTM STP, e.g. 203, 274, 338, 404, até ao STP 486 
intitulado ‘Damage Tolerance in Aircraft Structures’ [7] em 1971, ou publicações pioneiras da ICAF, como 
[8‑10].

O projecto à fadiga de estruturas de aeronaves envolve a escolha de materiais (ligas de Al incluindo 
Al‑Li, compósitos,...), ensaios e modelação de propagação de fendas em modo I e modos mistos, e tensões 
residuais particularmente no caso das estruturas metálicas integrais, no contexto da evolução de regu-
lamentos aplicáveis da FAA e da European Aviation Safety Agency (EASA). Distinguem‑se as estruturas 
integrais das diferenciais, em que as primeiras usam a soldadura (friction stir welding – FSW, laser beam 
welding – LBW,...) para a junção de partes estruturais com economia de peso, de estruturas diferenciais 
tipicamente fabricadas recorrendo à tradicional ligação por rebites.

O presente artigo constitui uma oportunidade para actualizar uma anterior comunicação à Academia 
das Ciências em 2007, [11].

TENSÕES RESIDUAIS

O problema das tensões residuais é de particular importância para as estruturas integrais, como as 
resultantes do uso de LBW ou FSW, que principiam a ter expressão no fabrico de fuselagens.

As tensões residuais têm um impacto importante no comportamento à fadiga de uma estrutura, já 
que a velocidade de propagação de fendas por fadiga depende da gama de tensão através das seguintes 
equações 1 a 4. Estas estão escritas para a situação de inexistência de tensões permanentes (como são as 
tensões residuais); caso existam, estas devem ser adicionadas às tensões resultantes do carregamento 
externo, levando a novos valores de tensão máxima e mínima, bem com a alteração da razão de tensão 
ou de carga min maxR � ��  ou min maxR P P� .

Recorda‑se a solução básica para o factor de intensidade de tensão numa placa remotamente traccio-
nada pela tensão � , perpendicular a uma fenda central de comprimento 2a  muito menor do que a 
largura da placa:

� �1 2K a� �� (1) 

No caso geral, a equação acima é modificada, com a introdução de uma função Y  dependente da 
geometria e do tipo de carga,

� �1 2K Y a� �� (2) 

A lei de Paris relaciona a velocidade de propagação de fendas por fadiga, da dN , em que a  é o 
comprimento da fenda e N  o número de ciclos, com K� , gama de valores do factor de intensidade de 
tensão no ciclo de carga, função de max min� � �� � � ,

� �mda C K
dN

� � (3) 
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Na equação acima2,
� �1 2K Y a� �� � � (4) 

A medição de tensões residuais pode ser feita com alta precisão usando técnicas de difracção de 
neutrões ou raios X obtidos em sincrotrão. Recentemente, o chamado método de contorno, inventado 
por Mike Prime no Los Alamos National Laboratory, [12], tem sido objecto de grande interesse e ganhou 
ampla aceitação como um método destrutivo capaz de determinar com precisão o estado de tensão 
residual, e.g. [13]. Embora de uso laborioso e demorado, o método do contorno é uma alternativa de 
baixo custo para a medida do estado de tensão residual, quando comparado com as técnicas menciona-
das anteriormente.

O impacto das tensões residuais na velocidade de propagação de fendas por fadiga foi tratado numa 
comunicação à Academia das Ciências de Lisboa em 2012, [14], centrada nos problemas específicos das 
estruturas soldadas de aço.

MATERIAIS

As avaliações da vida de fadiga estão no cerne das considerações de segurança no projecto de fuse-
lagens. Para enfrentar a dispersão nas propriedades dos materiais têm sido usadas abordagens conser-
vadoras na avaliação de fadiga de estruturas, considerando o pior cenário ou métodos estatísticos que 
lidam com a variabilidade das propriedades do material, [15].

Depois da predominância das estruturas metálicas, as estruturas de aeronaves de transporte apre-
sentam agora uma maior variedade de materiais, com crescente uso de materiais compósitos de fibra de 
carbono (carbon fibre reinforced polymer – CFRP). Durante décadas, as ligas de alumínio foram os materiais 
de escolha para estruturas de aeronaves. Presentemente, novas ligas de Al com propriedades melhoradas, 
particularmente as de Lítio, procuram responder à crescente competição dos compósitos, ver e.g. Tavares 
et al., [16], Prasad et al., [17] e Prasad e Wanhill, [18, 19].

Estruturas integrais, como as fabricadas com LBW ou FSW, por contraste com estruturas diferenciais, 
tipicamente rebitadas, são de interesse para a redução do peso nomeadamente em resultado do menor 
número de componentes envolvidos, e.g. Moreira et al., [20]. O titânio também encontra um papel cres-
cente, nomeadamente devido ao seu comportamento de corrosão nas estruturas de CFRP, [21].

Além dos laminados de metal reforçados com fibras (fibre metal laminate – FML), desenvolvidos nos 
Países Baixos – ARALL com fibras de aramida, e GLARE com fibras de vidro, ver e.g. Vogelesang, Gun-
nink, [22], Vlot e Gunnink, [23], Sinmazcelik et al. [24] e Alderliesten, [25] – o CFRP encontrou um enorme 
aumento de interesse nas últimas décadas, sendo objecto de inúmeras publicações, das quais e por 
exemplo se citam dois livros editados por Camanho et al., [26, 27], ou o trabalho de Tomblin, Seneviratne 
et al. no National Institute for Aviation Research (NIAR) da Wichita State University, [28].

2 As equações 1 a 4 foram também incluídas em: P. M. S. T. de Castro, P. F. P. de Matos, P. M. G. P. Moreira, S. M. O. Tavares, V. Richter‑Trummer, 
“Problemas de fractura e fadiga em estruturas de aviões fabricadas em Alumínio,” Memórias da Academia das Ciências de Lisboa, Classe de Ciências, 
tomo XLIII, vol. I, pp. 417‑444, 2006‑2007, onde por não disponibilização de provas tipográficas aos autores e erro tipográfico, foram publicadas 
de forma ilegível (equações 1 a 4 do artigo citado, na pág. 423). Aqui fica a respectiva errata.



317

CLASSE DE CIÊNCIAS

MODO I E MODO MISTO

Definem‑se 3 modos básicos de solicitação de um sólido com fenda. Ver Figura 2.

	 Modo I	  Modo II	 Modo III

Figura 2 – Modos básicos de carregamento de um sólido fendido.

A maioria dos trabalhos sobre fadiga envolve situações de modo I, mas na prática são frequentemente 
encontradas situações de modo misto. A Figura 3 regista a notação utilizada em estudos de direcção de 
propagação de fissuras a partir de uma pré‑fenda inicial. Nesta figura �  é a tensão remota aplicada, a  
é o semi‑comprimento da pré‑fenda, �  é o ângulo entre a tensão �  e o plano da pré‑fenda, e �  é o 
ângulo da propagação relativamente à direcção da pré‑fenda.

Figura 3 – Notação utilizada em estudos da direcção de propagação de 
fissuras a partir de uma pré‑fenda inicial de comprimento 2a.

A investigação relativa ao modo misto é mais comum em situações de fractura instável. Recordam‑se 
a propósito as contribuições clássicas de Erdogan e Sih, critério de tensão tangencial máxima (maximum 
tangential stress – MTS), [29], e de Sih, densidade de energia de deformação (strain energy density – SED), 
[30]. Na FEUP esses estudos foram iniciados por Rebelo et al., [31].
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A investigação relativa a carregamentos em modo misto é muito menos comum para estudos de 
crescimento de fendas por fadiga (fatigue crack growth – FCG), nomeadamente pela maior complexidade 
experimental envolvida. Vários estudos de crescimento de fendas de fadiga em modo misto I‑II foram 
recentemente realizados na FEUP, incluindo o uso de provetes do tipo compact tension (CT) e flexão em 
3 pontos, provetes compact tension shear (CTS), bem como o provete de flexão em quatro pontos. Alguns 
resultados experimentais foram comparados com simulações numéricas usando o método estendido dos 
elementos finitos (eXtended Finite Element Method – XFEM), em que foi prevista com sucesso a trajec-
tória de propagação da fissura em situações de carregamento em modo misto.

O último tipo de provete referido (provete de flexão em 4 pontos) permite ensaiar uma faixa de valo-
res da relação modo I / modo II (mixity value), e, em certas circunstâncias, permite avaliações de modo 
II puro (de modo semelhante ao provete entalhado Iosipescu). A Figura 4 mostra um entalhe maquinado 
num provete de liga de Alumínio AA6082 T6 ensaiado em flexão em 4 pontos, com carregamento cíclico 
e razão de carga 0R  aprox. 0R . A partir do entalhe maquinado foi feita crescer uma pré‑fenda em modo I. 
A súbita alteração da direcção de propagação visível na Figura 3 foi causada por se ter criado uma situa-
ção de modo II puro, o que neste tipo de provetes se faz mudando de forma adequada a posição dos 
pontos de aplicação da carga.

A Figura 5, de trabalhos de Baganha Marques et al. na FEUP, [32], mostra um provete de alumínio 
AA6082 T6 para ensaios de flexão em 4 pontos. Em a) mostra‑se uma das faces dos provetes, na qual são 
visíveis diversas marcações auxiliares do ensaio, e em b) a outra face do mesmo provete. De novo, a 
mudança de direcção de propagação ocorreu quando se criou uma situação de modo II puro.

Figura 4 – Exemplo de desvio da direcção de propagação de 
uma fenda devido a alteração da razão modo I / modo II (mode 
mixity): detalhe de um provete de flexão em 4 pontos de AA 
6082 T6 ensaiado na FEUP por L. Gicquel, 2017.

Figura 5 – Exemplo de desvio da direcção de propagação de 
uma fenda devido a alteração da razão modo I / modo II: 
provete de flexão em 4 pontos de AA 6082 T6 ensaiado na FEUP 
por J. Baganha Marques, 2017.
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A Figura 6 apresenta resultados experimentais para o ângulo 0�  em função da razão I IIK K . A razão 

I IIK K  relaciona‑se com o ângulo �  da situação básica da Figura 2 através da relação:

arctan I

II

K
K

�
� �

� � �
� �

(5) 

Os resultados experimentais obtidos foram comparados com previsões teóricas usando os critérios 
MTS e SED. Esta figura ilustra a boa concordância encontrada entre a previsão do critério SED (densidade 
de energia de deformação) para os ângulos da direcção de propagação no início do crescimento a partir 
da pré‑fissura (relação 0�  versus � ).

Figura 6 – Previsão teórica do ângulo de propagação a partir de uma pré‑fenda 
inclinada; comparação com resultados experimentais de provetes de flexão em 4 
pontos de AA 6082 T6; ensaios de J. Baganha Marques na FEUP [32].

APRENDER COM AS FALHAS

Conforme enfaticamente discutido por Petroski, [33], aprender com os fracassos assumiu e assume 
um papel importante na evolução da engenharia em geral, e do projecto de fadiga de aeronaves em 
particular.

Casos marcantes – de Havilland Comet em 1954, General Dynamics F‑111 em 1969, Dan Air Boeing 
707 em Lusaka em 1977, Aloha Airlines Boeing 737 em 1988, etc. – foram meticulosamente analisados 
nos relatórios oficiais de acidentes das várias autoridades envolvidas. São também discutidos em inú-
meras publicações, e sínteses de amplo interesse para a engenharia incluem artigos de Wanhill et al., [34, 
35].
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Apenas alguns acidentes, como os acima mencionados, tem um tal impacto na engenharia que levam 
à alteração de filosofias de projecto ou regulamentos. Porém, a aprendizagem também ocorre através de 
eventos que não atingem os noticiários e o grande público. A literatura especializada tem abundante 
cobertura dessas situações, incluindo revistas especializadas como a Enginering Failure Analysis e livros, 
por exemplo Makhlouf and Aliofkhazraei, [36].

Um problema possível da fuselagem rebitada é a danificação por fadiga ocorrendo em múltiplos 
locais (multiple site damage – MSD), motivando um surto de interesse em modelar este fenómeno, em 
particular após o acidente com Boeing 737 da Aloha Airlines, ver, por exemplo, Silva et al., [37] e de 
Castro et al., [38]. Dado o papel das juntas rebitadas da fuselagem numa tão grande percentagem da frota 
de aeronaves de transporte existente e em operação, é aqui feita referência ao livro de Skorupa e Skorupa 
relativo ao comportamento das juntas rebitadas da fuselagem da aeronave, [39], e ao trabalho de Matos 
et al. [40] relativo a procedimentos para melhorar a resistência à fadiga dos furos dos rebites, (cold expan‑
sion também designado cold work).

STRUCTURAL HEALTH MONITORING (SHM)

Deve ser feita distinção entre aeronaves de transporte, com condições de serviço mais estáveis, e 
aeronaves de combate militar, mais ágeis, com variações bruscas de trajectória, de velocidade e de cargas 
actuando sobre a estrutura. Estas foram, desde há muitos anos, instrumentados com sensores, tais como 
os ‘sensores’ de fadiga (fatigue meters) revistos por Molent e Aktepe, [41], e Molent e Agius, [42]. A desig-
nação fatigue meters deve ser vista com cautela, porque o que esses instrumentos registam é o número de 
excedências de certo valor da aceleração, e a relação dessas informações com o dano por fadiga é indi-
recta. Discussões introdutórias do tópico são dadas, e.g. por Hooke e Langford, [43], e por Payne, [44]. 
Discussões recentes de espectros incluem Heuler e Klätschke, [45], ou Singh e Venkatasubramanyam, 
[46].

A inseparável ligação entre tolerância ao dano, monitorização em contínuo (ou, no mínimo, periódica), 
e serviços de manutenção, é amplamente tratada na ‘Encyclopedia of Structural Health Monitoring’ 
editada por Boller, Chang e Fujino (Wiley, 2009), [47], onde alguns dos capítulos abordam especificamente 
a questão da tolerância ao dano e da gestão da fadiga das aeronaves, nomeadamente Boller, [48], Gordon 
e Boller, [4], e Farrar et al., [49]. Estes sublinham que, como os sensores não ‘medem’ danos, o processa-
mento de sinais e a classificação estatística são necessários para converter os dados dos sensores em 
informações sobre danos. Como discutido por Schmidt e Schmidt‑Brandecker, o uso de SHM tem um 
impacto positivo na redução de peso (em resultado do maior valor da tensão admissível, ou, para o 
mesmo nível tensão, maior intervalo entre inspecções, conforme esquematicamente sugerido na Figura 7, 
adaptada de [4, 50].

FONTES DE INFORMAÇÃO

As revistas dedicadas à mecânica da fractura e a tópicos afins publicam frequentemente artigos rele-
vantes, por exemplo, Fatigue and Fracture of Engineering Materials and Structures, International Journal of 
Fatigue, International Journal of Fracture, Engineering Fracture Mechanics, Theoretical and Applied Fracture 
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Mechanics, Frattura ed Integrità Strutturale (publicada pelo Gruppo Italiano Frattura) ou a International 
Journal of Structural Integrity publicada pela European Aeronautics Science Network (EASN). O tema 
fadiga é ocasionalmente abordado em revistas do American Institute of Aeronautics and Astronautics 
(AIAA) e de outras associações, como a revista Aerotecnica Missili & Spazio publicada pela Associazione 
Italiana di Aeronautica e Astronautica (AIDAA). O Institute of Aviation da Polónia publica uma revista 
especializada: Fatigue of Aircraft Structures. Enciclopédias como [47, 51], alguns volumes da série STP 
(special technical publication, agora designados selected technical papers – STP) da American Society for 
Testing and Materials (ASTM) e publicações do Advisory Group for Aerospace Research and Develop-
ment (AGARD), substituído pela NATO‑RTO (North Atlantic Treaty Organization – Research and Tech-
nology Organization, desde 2012 a Science and Technology Organisation – STO), são importantes fontes 
de informação sobre o assunto, incluindo apresentações históricas de fadiga de aeronaves, gestão da 
fadiga, [52], investigação sobre fendas de muito pequenas dimensões [53, 54] ou fadiga por corrosão, 
[55]. As reuniões do ICAF (International Committee on Aeronautical Fatigue and Structural Integrity) 
proporcionam um fórum para discutir os avanços neste campo, e.g. [56‑60].

O acabado de publicar livro de Tavares e de Castro ‘Damage Tolerance of Metallic Aircraft Structures’, 
[61], dá uma visão geral e concisa do assunto, expandindo a revisão publicada em 2017 sob o título ‘An 
overview of fatigue in aircraft structures’ na revista Fatigue and Fracture of Engineering Materials and 
Structures (FFEMS), [6].

OBSERVAÇÕES FINAIS

A correlação dos avanços nos conhecimentos fundamentais, acidentes marcantes e a evolução dos 
regulamentos foi brevemente apresentada, e foram abordadas questões levantadas pelas aplicações 
multi‑materiais e perspectivas da evolução do assunto de fadiga de aeronaves.

Figura 7 – Representação esquemática dos benefícios resultantes do uso de SHM; 
adaptado de [4, 50].
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Uma referência final ao enquadramento regulatório: A regra da FAA de 2010 que estabelece um limite 
de validade (limit of validity – LOV) coloca um limite na vida útil indefinida permitida pelos regulamen-
tos anteriores. Essa exigência, juntamente com o papel cada vez menor das ligas de Al nas estruturas de 
aeronaves, certamente moldarão as direcções da investigação sobre fadiga, fracturas e dano mecânico 
nos próximos anos.

Com o desenvolvimento e avanços nos domínios de Structural Health Monitoring e de Self‑Healing, 
será expectável que surjam novas filosofias de projecto destas estruturas, permitindo um aumento de 
fiabilidade das mesmas e redução do peso específico, essenciais para tornar o transporte aéreo ainda 
mais amigável do ambiente.
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Tectónica de placas amolecidas (soft):  
Homenagem ao Professor Pinto Peixoto

António Ribeiro, João Duarte, Luís Matias, Filipe Rosas, António Mateus1

O modelo da TECTÓNICA DE PLACAS AMOLECIDAS (“soft plate tectonics” – SPT) considera que 
litosfera oceânica é afectada por deformação intraplaca devido a um mecanismo de enfraquecimento: a 
instabilidade termodinâmica causada pelo metamorfismo hidrotermal dos fundos oceânicos. O postu-
lado da rigidez das placas no modelo padrão tectónica de placas é substituído pela coerência e coaxiali-
dade das placas expressa por uma lei sinusoidal da velocidade angular das placas que obedece ao 
Teorema de Rotação de Euler. Num modelo de projecção ortográfica esta lei resulta da quebra da velo-
cidade axisimétrica ou do deslocamento diferencial através da geometria. Uma formulação analítica 
equivalente é obtida através de harmónicas esféricas (Ribeiro et al., 2005). A taxa de deformação inferida 
aumenta com a idade devido à retroacção positiva em relação aos mecanismos de enfraquecimento. Este 
modelo foi proposto desde 1987 e formalizado num livro (Ribeiro & Mateus, 2002). Recentemente foi 
proposto um modelo alternativo: o modelo das placas em contracção (“shrinking plates” Kumar e Gor-
don, 2009; Kreemer e Gordon, 2014). O seu rational consiste na condição necessária no arrefecimento da 
litosfera oceânica no regime de um campo de tensão triaxial da dinâmica de placas em que estas sofrem 
contracção horizontal além de fendilhamento (“craking”) paralelo ao vector de movimento da placa; este 
modelo conduz a uma taxa de deformação (“strain rate”) que diminui com a idade porque a placa oceâ-
nica arrefece mais rapidamente junto à crista média oceânica. Este modelo é testado por desvios no 
vector de fecho da velocidade de placas num sistema cinemático de três placas. Testes geodéticos futuros 
permitirão escolher entre os modelos de placas soft e o shrinking em termos de deformação incremental 
intraplacas. A deformação finita pode ser modelada no exemplo da junção tripla dos Açores em que um 
rifte ultralento corta através litosfera oceânica previamente acrecionada e de idade variável nas placas 
Eurásia e Nubia; a curvatura desta estrutura favorece o modelo de strain rate “shrinking plates”crescente 
compatível com o modelo SPT.

(Resumo da comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 8 de novembro de 2018)

1 Faculdade de Ciências da Universidade de Lisboa, Instituto Dom Luiz
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A virtual mathematical heart for non‑invasive  
heart diagnostics

Alfio Quarteroni1

One day, a virtual version of your own heart pumping may help doctors diagnose heart disease and 
determine the best treatment for you, without the need of surgical intervention or other invasive clinical 
practices. With my team at Politecnico di Milano in Italy we are actually building a mathematical model 
to simulate heart function with increasing accuracy and that can be personalized to your heart based on 
medical scans.

The human heart is an extraordinarily complex organ that pumps an estimated 180 million liters of 
blood, which would fill more than seven Olympic‑sized swimming pools in one’s lifetime, thereby 
ensuring that oxygenated blood reaches the entire body. Cardiovascular problems may lead to malfunc-
tion, disease or death. Heart disease causes 40% of deaths in the EU and costs an estimated 196 billion a 
year, yet 80% of acquired heart diseases and stroke episodes are preventable.

Our aim is to help prevent or treat cardiovascular disease by providing a personalized virtual heart 
to patients, essentially a detailed mathematical description of a patient’s heart and how it functions – or 
malfunctions.

Every person’s heart is unique. Correctly modeling the intricacies of each individual heart therefore 
requires a customizable mathematical description of both its geometry and its dynamics. But doing so 
in a mathematically sound way is no easy task; it requires large amounts of patient‑specific data and 
computational power to solve complex equations. Thanks to increasingly powerful computers, building 
a realistic virtual heart is becoming a reality.

In constructing a virtual heart that is complete and functional, the aortic valve cannot be neglected. 
For that, we have recently added to our heart model the way blood flows from inside the heart into the 
aorta, taking into account the complex shapes and properties of the aorta’s physiological membranes: 
the valve leaflets.

From MRI scans of a patient, we reconstructed the shape of the aorta, which we represented using a 3D 
computational mesh. Using mathematical tools to characterize the mechanics of the valve, we described the 
movement of three triangular‑shaped leaflets that make up the aortic valve. To determine how blood flows 
inside of the atria, the heart’s cavities, we next approximated and numerically solved the mathematical 
equations dynamics, adapting them for a patient‑specific geometry. Even with this preliminary work, it is 
a relatively easy task to personalize the model to another patient by using a new set of MRI scans.

Our long‑term vision is to build patient‑specific virtual models of the entire cardiovascular system, 
including the heart, all of the body’s blood vessels, and of the approximately five liters of blood flowing 
through the body.

1 MOX, Department of Mathematics, Politecnico di Milano, Milan, Italy; Ecole Polytechnique Fédérale de Lausanne (EPFL), Lausanne, Switzerland 
(professor emeritus); Academia das Ciências de Lisboa.
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If successful, our model will help clinicians to tackle important questions efficiently, both in diagnos-
tics and treatment, with a tremendous impact for society. It will provide a unique, unprecedented research 
environment for exploring the heart with an immensely powerful and non– invasive mathematical 
microscope, making it possible to simulate cardiovascular disease, like carotid stenosis and aneurysms 
that can affect the heart, the abdomen, the brain and other parts the body.

We believe that a personalized virtual heart model may become clinically available in less than a 
decade. Earlier prototypes of the virtual model may be developed and tested sooner, possibly within a 
five‑year horizon. This will require significant investment in the development of robust mathematical 
and numerical tools to simulate heart function that is tailored to a specific patient.

Fig.2. Blood flow streamlines in a left ventricle.Fig. 1 The heart partitioned into multiple regions and with a finite 
element grid.

(Comunicação apresentada à Classe de Ciências
na sessão de 22 de novembro de 2018)
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Molybdenum and Tungsten in Biology

Luisa B. Maia and José J. G. Moura1

ABSTRACT

The year of 2019 was declared by UNESCO as the “International Year of the Periodic Table of Che-
mical Elements”, commemorating the 150th anniversary of its creation by the Russian scientist Dmitry 
Mendeleev. This communication celebrates two chemical elements, whose involvement in biological 
systems is poorly recognised and largely disregarded: molybdenum and tungsten. To bring to light the 
biological relevance, biotechnological potential and human health implications of these two metallic 
elements, this communication will present an overview on the molybdenum‑ and tungsten‑containing 
enzymes. First, the enzymes catalytic features will be described (section 2), followed by an outline of 
selected biotechnological applications, related to environmental ‑nitrogen and carbon footprints‑ and 
energy issues (section 3), and an account on human health implications, several of which related with 
cardiovascular diseases and metabolic syndromes, which are main concerns of our western society (sec-
tion 4).

SUMÁRIO

O ano de 2019 foi declarado pela UNESCO como o “Ano Internacional da Tabela Periódica dos Ele-
mentos Químicos”, celebrando os 150 anos da sua criação pelo cientista russo Dmitry Mendeleev. Esta 
comunicação celebra dois elementos químicos cujo envolvimento em sistemas biológicos é pouco conhe-
cido e, por isso, pouco valorizado: molibdénio e tungsténio. De modo a reconhecer o potencial biotec-
nológico e as implicações para a saúde humana destes dois elementos metálicos, esta comunicação 
apresentará uma visão geral sobre os enzimas contendo molibdénio e tungsténio. Primeiramente, serão 
apresentadas as propriedades catalíticas dos enzimas (secção 2), seguidas da descrição de algumas apli-
cações biotecnológicas relacionadas com problemas ambientais ‑pegada de azoto e de carbono‑ e de 
energia (secção 3) e implicações para a saúde humana, muitas das quais relacionadas com problemas 
cardiovasculares e síndromes metabólicos (secção 4).

1 LAQV, REQUIMTE, FCT NOVA, 2829‑516 Caparica, Portugal. Authors e‑mail: luisa.maia@fct.unl.pt; jose.moura@fct.unl.pt
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ABBREVIATIONS

AO, aldehyde oxidase; DMSOR, dimethylsulfoxide reductase; FDH, formate dehydrogenases; mARC, 
mitochondrial amidoxime reducing component; NaR, nitrate reductase; SO, sulfite oxidase; ROS, reactive 
oxygen species; XO, xanthine oxidase.

1. INTRODUCTION

Molybdenum and tungsten are heavy metallic elements, with atomic numbers 42 and 74 (Figure 1). 
They are present in the Universe and in Earth crustal rocks and oceans in very small amounts (Table 1). 
Yet, regardless of the environmental scarcity, molybdenum is essential to most organisms [1‑3] from 
archaea and bacteria to higher plants and mammals, being found in the active site of enzymes that 
catalyse oxidation‑reduction reactions involving carbon, nitrogen and sulfur atoms of key metabolites 
[4‑11]. Presently, more than 50 molybdenum‑containing enzymes are known, the great majority of which 

Figure 1. Molybdenum and tungsten in the Periodic Table of the Chemical Elements.
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are prokaryotic, with eukaryotes holding only a restricted number of molybdoenzymes (mammals, for 
example, have only four). Tungsten, probably because of its limited bioavailability (Table 1), is far less 
used, being present only in prokaryotic organisms, most of which are thermopilic anaerobes [4,12‑15]. 
As molybdenum, tungsten is involved in oxidation‑reduction reactions, several of which constitute key 
steps in the global biogeochemical cycles of carbon, nitrogen and sulfur.

Table 1. Abundances of molybdenum, tungsten and some other elements with biological relevance in different environ-
ments [16]

Location
Abundance (ppb by atoms)

Mo W Fe H C N O
Universe 0.1 0.003 20x103 930x106 500x103 90x103 800x103

Crustal rocks 230 120 23x106 31x106 3.1x103 29x103 600x106

Oceans 0.64 0.004 0.33 662x106 14.4x103 220 331x106

Human body 7 –‑ 6.7x103 620x106 120x106 12x106 240x106

In biological systems, molybdenum and tungsten are mainly found associated with pyranopterin 
molecules (Figure 2), moieties that act as a metal scaffold in the same way as the haem ring coordinates 
the iron in haem proteins [4,5,9‑11,15]. Noteworthy, molybdenum can also be found in a heteronuclear 
molybdenum/iron centre, present only in the nitrogenase enzyme (Figure 2) [17‑26]. Keeping on with 
the comparison with haem proteins, in which different modifications of the basic haem ring (haem b, c 
and several other) and of the substrate binding pocket are combined to achieve different metabolic pur-
poses using a single metal (iron), also in molybdo‑ and tungstoenzymes, different active site structures 
have evolved to create diverse chemical reactivities using the same metal. These different active site 
architectures are the basis for the classification of these metalloenzymes into five large families (parallel 
to haem types), denominated after one benchmark enzyme (Figure 2) [5,10]: sulfite oxidase (SO), xanthine 
oxidase (XO), dimethylsulfoxide reductase (DMSOR), nitrogenase (these four containing molybdenum) 
and tungstoenzymes families.

Figure 2. Schematic representation of the structures of the active site of the molybdenum- and tungsten-containing enzymes. On top, 
structure of pyranopterin and nitrogen cofactors (M, stands for metal, molybdenum or tungsten). The pyranopterin cofactor molecule is 
formed by pyrano(green)-pterin(blue)-dithiolene(red)-methylphosphate(black) moieties. The dithiolene (–S–C=C–S–) group forms a five-
-membered ene-1,2-dithiolate chelate ring with the molybdenum/tungsten atom. On bottom, structures of the molybdenum and tungsten 
centres of the five families of molybdo- and tungstoenzymes in the oxidized form. For simplicity, only the cis-dithiolene group of the 
pyranopterin cofactor is represented in the xanthine oxidase, sulfite oxidase, dimethylsulfoxide reductase and tungstoenzymes families; 
likewise, only the coordinating sulfur atoms of the nitrogenase cofactor are represented in the molybdenum-dependent nitrogenases.
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2. MOLYBDENUM AND TUNGSTEN‑CONTAINING ENZYMES FAMILIES

2.1. Sulfite Oxidase Family
The SO family enzymes are characterised by having an active site that holds a molybdenum ion 

coordinated, in a distorted square‑pyramidal geometry, by an apical oxo group (Mo=O) and, in the 
equatorial plane, by the two sulfur atoms of the cis‑dithiolene group (–S–C=C–S–) of one pyranopterin 
cofactor molecule, one oxo group (Mo=O) and one cysteine sulfur atom (Mo‑S(Cys)) (Figure 2) [9‑11,27,28]. 
This family comprises the prototype vertebrate liver SO (eq. 1) [29‑33], diverse prokaryotic sulfite 
dehydrogenases [34‑39], the eukaryotic assimilatory nitrate reductase (NaR; an enzyme involved in 
nitrate assimilation in plants, algae and fungi; eq. 2) [40‑49], among several other enzymes [50‑62].

vertebrate sulfite oxidase (sulfite oxidation to sulfate):

plant nitrate reductase (nitrate reduction to nitrite):

The enzymes from this family typically catalyse oxo‑transfer reactions, both the insertion and the 
abstraction of an oxygen atom, as is clearly exemplified by the SO‑catalysed sulfite oxidation to sulfate 
(eq. 1) and by the NaR‑catalysed nitrate reduction to nitrite (eq. 2), respectively. During the oxygen atom 
insertion catalysis ‑as exemplified by the SO catalysis [30,52,59,63‑72]‑ is the oxidised Mo6+=Oequatorial 
centre that acts as the direct oxygen donor and oxidant (Figure 3‑a). Conversely, during the oxygen atom 
abstraction catalysis ‑NaR catalysis [43,45,46,73‑77]‑ is the reduced Mo4+ centre, whose equatorial oxo 
group was eliminated in the form of a water molecule, that acts as the direct oxygen acceptor and redu-
cer (Figure 3‑b). In both cases, the ultimate oxygen atom donor or acceptor is a water molecule (follow 
the red oxygen atoms in eq. 1 and 2 and in Figure 3‑a,b) and the molybdenum ion is re‑oxidised or re
‑reduced (respectively) via electron transfer from the physiological partner.

Figure 3. Simplified mechanistic proposals for the reactions catalysed by selected enzymes. Reactions were chosen to highlight the key 
mechanistic features of these enzymes. (a) Reaction of sulfite oxidase-catalysed sulfite oxidation to sulfate (sulfite oxidase family – oxygen 
atom insertion). (b) Reaction of eukaryotic nitrate reductase-catalysed nitrate reduction to nitrite (sulfite oxidase family – oxygen atom 
abstraction). (c) Reaction of xanthine oxidase-catalysed xanthine hydroxylation to urate (xanthine oxidase family – oxygen atom insertion 
with hydrogen atom abstraction). (d) and (e) Reaction of formate dehydrogenase-catalysed formate oxidation and carbon dioxide reduc-
tion, respectively (dimethylsulfoxide reductase oxidase family – hydrogen atom abstraction and insertion respectively; note: the active site 
of these enzymes can harbour a selenocysteine or a cysteine residue – for simplicity, only the former case is represented). See text for details.
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2.2. Xanthine Oxidase Family
The XO family enzymes hold a molybdenum‑containing active site that is closely related with the 

one of the SO family, but with the distinctive feature of not having the molybdenum directly coordinated 
to the protein (Figure 2) [9‑11,78]. These enzymes, instead, harbour one equatorial, catalytically labile, 
‑OH group plus one terminal sulfo (Mo=S) or seleno (Mo=Se) group. This family comprises the prototype 
mammalian XO (eq. 3) [47,78‑94], mammalian aldehyde oxidase (AO) (eq. 4) [94‑117], bacterial aldehyde 
oxidoreductase (eq. 5) [118‑124] or hydroxybenzoyl‑CoA reductase (eq. 6) [125‑128].

mammalian xanthine oxidase (xanthine hydroxylation to urate):

mammalian aldehyde oxidase (aldehyde hydroxylation to carboxylate):

bacterial aldehyde oxidoreductase (aldehyde hydroxylation to carboxylate):

bacterial hydroxybenzoyl‑CoA reductase (hydroxybenzoyl‑CoA dehydroxylation to benzoyl‑CoA):

The enzymes from this family typically catalyse the hydroxylation of a C‑H bond in aromatic hete-
rocyclic compounds (eq. 3) and aldehydes (eq. 4, 5), as well as, the reverse reaction of dehydroxylation 
(eq. 6). During the hydroxylation catalysis ‑as exemplified by the XO catalysis [47,79,80,82,83,86,88,91,129
‑136]‑ the terminal sulfo (or seleno) group of the oxidised molybdenum centre, Mo6+=Sequatorial (or Mo6+=-
Seequatorial) is key to activate the C‑H bond to be cleaved, acting as a hydride acceptor, while the equatorial 
labile oxygen acts as the direct oxygen donor (Figure 3‑c). In the reverse dehydroxylation reaction (eq. 
6), it is the reduced Mo4+‑SHequatorial that acts as the direct hydride donor [127,128]. As described for the 
SO family, water is the ultimate source of the oxygen atom incorporated into the hydroxylated product 
(follow the red oxygen atoms in eq. 3 to 6 and in Figure 3‑c) and the molybdenum ion is re‑oxidised via 
electron transfer from the physiological partner.
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2.3. Dimethylsulfoxide Reductase Family
The DMSOR family enzymes are characterised by having an active site that holds a molybdenum ion 

coordinated by four sulfur atoms of two pyranopterin cofactor molecules; the molybdenum coordination 
sphere is completed by oxygen and/or sulfur and/or selenium atoms in a diversity of combinations, in 
a trigonal prismatic geometry (Figure 2) [9‑11,137]. Most often, the molybdenum ion is directly coordi-
nated to the polypeptide chain, as the SO family enzymes. Yet, the DMSOR family enzymes display a 
remarkable diversity of coordinating residue side chains, including not only cysteine, but also seleno-
cysteine, aspartate and serine residues. In addition, and similar to the enzymes of the XO and SO fami-
lies, the active site of these enzymes can also have terminal sulfo and oxo groups. This family is the most 
diverse one of the molybdoenzymes, comprising only prokaryotic enzymes, such as the prototype 
DMSOR (eq. 7) [137‑147], three different types of NaR enzymes (dissimilatory membrane‑bound enzy-
mes, dissimilatory periplasmatic enzymes and assimilatory cytoplasmatic enzymes) [148‑160], arsenite 
oxidase (eq. 8) [161‑164], formate dehydrogenases (FDH; eq. 9)) [165‑192], polysulfide reductase (eq. 10) 
[193‑197] and many other diverse enzymes [137,182,198‑201].

bacterial dimethylsulfoxide reductase (dimethylsulfoxide reduction to dimethylsulfide):

bacterial arsenite oxidase (arsenite oxidation to arsenate):

bacterial formate dehydrogenase (reversible formate oxidation to carbon dioxide):

bacterial polysulfide reductase (polysulfide reduction to sulfide):

The enzymes from this family catalyse remarkably different reactions, including oxygen atom trans-
fer, hydrogen atom transfer and sulfur atom transfer, as can be exemplified by the DMSOR‑catalysed 
dimethylsulfoxide reduction to dimethylsulfide (eq. 7) or the NaR‑catalysed nitrate reduction to nitrite 
and the arsenite oxidase (eq. 8) (for oxygen transfer), the FDH‑catalysed reversible formate oxidation to 
carbon dioxide (eq. 9) (for hydrogen transfer) and the polysulfide reductase‑catalysed polysulfide reduc-
tion to sulfide (eq. 10) (for sulfur transfer). This extraordinary diverse chemical reactivity is, as can be 
anticipated, matched by the diverse active site architecture displayed by these enzymes. Hence, both 
arsenite oxidase and DMSOR reductase, enzymes that catalyse oxygen atom insertion (eq. 8) and abs-
traction (eq. 7), respectively, hold one terminal oxo group. During arsenite oxidase‑catalysed oxygen 
insertion, it is the labile oxo group of the oxidised centre, Mo6+=O, that acts as the direct oxygen donor 
[161‑164] ‑similarly to the SO catalysis (Figure 3‑a). Conversely, during DMSOR‑catalysed oxygen 
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abstraction, it is the reduced Mo4+ centre, whose catalytically labile oxo group was eliminated in the form 
of a water molecule, that acts as the direct oxygen acceptor [202‑205] ‑in parallel to the NaR catalysis 
(Figure 3‑b). As in SO and XO family enzymes, the ultimate oxygen atom donor or acceptor in these two 
DMSOR family enzymes is a water molecule and the molybdenum ion is re‑oxidised or re‑reduced 
(respectively) via electron transfer from the physiological partner. The mechanistic strategy proposed 
for the sulfur atom abstraction catalysed by the polysulfide reductase, an enzyme holding also a termi-
nal oxo group, is comparable to the DMSOR one, with the reduced Mo4+ centre, whose catalytically labile 
oxo group was eliminated in the form of a water molecule, acting as the sulfur atom acceptor [193,194,197]. 
In contrast, FDH, that catalyses the reversible hydrogen atom transfer (eq. 9), holds one terminal sulfo 
group. During catalysis, it is the terminal sulfo group of the FDH oxidised molybdenum centre, Mo6+=S, 
that acts as hydride acceptor, while the reduced centre, Mo4+‑SH, acts as hydride donor (Figures 3‑d and 
3‑e) [185‑192] ‑comparable to the XO family enzymes catalysis (Figure 3‑c).

2.4. Tungstoenzymes Family
The active site of this enzymes family is similar to the one of the DMSOR family of molybdoenzymes. 

The tungstoenzymes harbour one tungsten ion, in the place of the molybdenum, coordinated by four 
sulfur atoms of two pyranopterin cofactor molecules, plus oxygen and/or sulfur and/or selenium atoms, 
in a diversity of arrangements, in a trigonal prismatic geometry or in a distorted octahedral coordination 
geometry (Figure 2) [4,10,206]. This family comprises prokaryotic enzymes of diverse functions, including 
benzoyl‑CoA reductase (eq. 11) [207‑211], aldehyde oxidoreductase (enzyme homologous to the one from 
the XO family (eq. 5)) [212‑216], FDH (enzyme homologous to the one from the DMSOR family (eq. 9)) 
[14,217‑233], among several other enzymes. Matching the active site structural similarity with the DMSOR 
family enzymes, the reaction mechanism of tungstoenzymes is, in general, believed to be similar to the 
ones of DMSOR family enzymes [207,210,234‑239].

bacterial benzoyl‑CoA reductase (benzoyl‑CoA reduction to cyclohexa‑1,5‑diene‑1‑carboxyl‑CoA)

2.5. Nitrogenase Family
This family only comprises the molybdenum/iron‑dependent nitrogenase. (It should be noted that, 

besides the molybdenum/iron‑dependent enzyme, there are also other similar nitrogenases that depend on vanadium/
iron and only on iron; those enzymes, however, exhibit lower catalytic efficiencies and products stoichiometry [240
‑257]. The molybdenum‑independent nitrogenases will not be herein discussed and the term “nitrogenase” will be 
used to refer only to the molybdenum/iron‑dependent enzyme.)The nitrogenase active site holds a complex, 
high‑nuclearity centre, comprising one molybdenum and seven iron ions (Figure 2) [10,17‑26,258‑269]. 
This unique centre, present only in the nitrogenase, can be viewed as two cubes, with a common corner 
made of a carbide ion (C4‑) ([Fe4S3Ccommon] and [MoFe3S3Ccommon]) and bridged by three additional sulfur 
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ions; besides the three sulfur ions from the “cube”, the molybdenum ion is further coordinated by one 
homocitrate ion (Figure 2).The nitrogenase enzymes are known for long, with the first mention to the 
biological dinitrogen fixation occurring in the middle of the nineteenth century [270]. These bacterial 
enzymes catalyse the remarkable reaction of dinitrogen reduction (fixation) to ammonium, with the 
cleavage of the exceptionally stable N≡N triple bond (eq. 12), a key step in the global biogeochemical 
cycle of nitrogen (Figure 4).

bacterial nitrogenase (dinitrogen reduction to ammonium):

Unravelling the mechanism by which the triple bond of dinitrogen is cleaved by nitrogenase has been 
a highly challenging task. While the structure of the nitrogenase proteins and of their metal centres is 
presently well known, there are still many uncertainties regarding the reaction mechanism. The most 
recent mechanistic proposals suggest that the activation and reduction of dinitrogen depends on the 
prior reductive elimination of iron‑based hydrides, in the form of dihydrogen [256,271‑275]. This propo-
sal is based on the fact that the formation of dihydrogen is obligatory for the dinitrogen reduction to 
occur (eq. 12) and this mechanistic strategy would allow the enzyme to store the necessary high reducing 
power to cleave the dinitrogen bond. The molybdenum ion, suggested to be present in an unprecedented 
3+ oxidation state (Mo3+) [276,277], is thought to be essential to tune the centre electronic structure to 
modulate its reduction potential and/or to facilitate the substrate binding or protonation [278‑280].

3. BIOTECHNOLOGICAL APPLICATIONS AND HUMAN HEALTH IMPLICATIONS

3.1. Carbon Footprint and Atmospheric Carbon Dioxide Utilization – Formate dehydrogenases
The global energy demand and the present high dependence on fossil fuels have caused the increase 

in the atmospheric carbon dioxide concentration for the highest values since records began [281]. Due 
to its significant green‑house effect, carbon dioxide rise is responsible for large and unpredictable impacts 
on the world climate, besides being responsible for ocean warming and acidification (its major sink) 
[282,283]. While some authors defend that these alterations are no longer reversible, the carbon dioxide 
emissions must be greatly decelerate. Future energy sources should be carbon‑neutral and based on solar, 
wind and geothermal energy and new methods to store, transport and use “on demand” the energy from 
these sources must be developed.

One solution to control the actual “carbon dioxide crisis” (alongside all other efforts to reduce emis-
sions) would be the use of a renewable, low (or zero) carbon‑dependent energy, to scavenge the atmos-
pheric carbon dioxide and convert it back into fuels [284]. Certainly, the carbon dioxide abundance makes 
it an attractive source for the production of fuels and other synthetic added‑value chemicals and there 
is a huge interest in the development of strategies to efficiently scavenge and activate the atmospheric 
carbon dioxide [281,285‑288]. One of the major challenges is the thermodynamic and kinetic stability of 
the carbon dioxide molecule that makes its laboratory/industrial activation a very difficult task. Living 
organisms, on the contrary, have found several different strategies to activate and use carbon dioxide 
[289‑292], applying different chemical approaches, with specific enzymes, to cleave the C‑O bond 
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(reduction to carbon monoxide) and form C‑C (e.g., addition to ribulose 1,5‑bisphosphate) and C‑H bonds 
(reduction to formate) [288‑294].

Understanding the chemical strategies already tested and proved by Nature would certainly contri-
bute to the development of new efficient biocatalysts for the atmospheric carbon dioxide utilization 
[281,288,295‑301]. In this respect, the utilization of molybdenum‑ and tungsten‑containing FDH enzymes 
(eq. 9; sections 2.3. and 2.4.) is most promising. FDH confers to the future biocatalyst specificity, selecti-
vity and efficiency: only carbon dioxide is consumed, only one product, formate, is formed (no need for 
further purification procedures) and the reaction proceeds at actually mild conditions of temperature, 
pressure and pH (ambient temperature and pressure and neutral pH). The carbon dioxide reaction pro-
duct, formate, is an interesting compound for several reasons: it is the first (and stable) intermediate in 
the reduction of carbon dioxide to methanol or methane; it is used as a chemical building block in indus-
try; it is a viable energy source, easier to store and transport than dihydrogen (formate and dihydrogen 
are oxidised at similar potentials) and fuel cells that use formate are already being developed. All these 
positive outcomes make worthwhile the actual investigation aiming to develop more efficient (bio) 
catalysts to convert carbon dioxide into formate using FDH enzymes.

3.2. Environment and Food: A World Wide Problem
3.2.1. Nitrate Bioremediation – Nitrate Reductases
The exponential rise of the human population and the consequent demand of food have lead to a 

global increase in intensive agricultural practices, with the use of massive amounts of nitrogen‑based 
fertilisers [302]. The overload of soils with nitrate and ammonium contaminates not only the land, but 
also the fresh surface, ground waters and marine waters, causing a cascade of environmental and human 
health problems. The highly soluble nitrate, e.g., can pollute the aquifers that supply drinking water and 
contaminate fish and shellfish cultures; together with phosphorous‑containing fertilisers, can lead to the 
eutrophication of aquatic ecosystems, with its concomitant destruction [303,304]. Moreover, the long
‑range transport of these highly soluble nitrogen‑based fertilisers expands the environmental and human 
health problems far from the original local borders.

One solution to mitigate the actual nitrate contamination would be the introduction of key removal 
steps in waste water treatment plants. Regarding the nitrate removal, the utilisation of molybdenum
‑dependent NaR enzymes (eq. 2), with their inherent specificity, selectivity and efficiency, would be 
ideal. The subsequent reduction of nitrite, that is toxic as nitrate, would be achieved by other specific 
enzymes.

3.2.2. Nitrogen Fixation – Nitrogenase
As highlighted above, the ever growing demand of food have lead to a global increase in intensive 

agricultural practices, with the use of massive amounts of nitrogen‑based fertilisers. In our modern 
society, the factor that most frequently limits agricultural production is the nitrogen availability and 
nearly half of the existing human population could not be fed without the use of industrially produced 
nitrogen fertilisers [305].

The ammonium production is achieved by the well known Haber‑Bosch process, a heterogeneous 
catalytic process that operates at high temperatures and pressures to reduce dinitrogen to ammonium 
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[306‑308]. This industrial process, with its harsh conditions, is neither energetically efficient nor environ-
mentally responsible. Understanding the biological dinitrogen reduction to ammonium (Figure 4, eq. 12, 
section 2.5) [48,309‑312] could, thus, help us in the development of improved, “greener”, environmentally 
friend, synthetic catalysts or of genetically modified organisms with the capacity to fix their own nitrogen. 
Undoubtedly, the dinitrogen abundance in the atmosphere (where it accounts for 78.1% of the entire 
volume) makes it an attractive source for the production of ammonium. In fact, prior to the invention of 
the Haber–Bosch process, the organisms that fixate dinitrogen (some free‑living archea and bacteria, e.g., 
Azotobacter, and symbiotic bacteria, e.g., Rhizobium) were responsible for 95% of fixed bioavailable nitro-
gen [17,267,268,313‑322].

The nitrogenase enzymes are known for long, with the first mention to the biological dinitrogen 
fixation occurring in the middle of the nineteenth century [270]. Presently, due to the increasing aware-
ness of the environmental issues behind the need to “feed the world”, there is an intense research around 
nitrogenases and new developments are foreseen ‑and much needed‑ for the near future.

Figure 4. Biogeochemical cycle of nitrogen. Dinitrogen fixation, red arrow; dissimilatory nitrate reduction to ammonium, green arrows; 
assimilatory ammonification, orange arrows; denitrification, blue arrows; nitrification, black arrows; anaerobic ammonium oxidation, grey 
arrows; "organic nitrogen pool", pink arrows. The molybdenum-dependent steps are highlighted with thicker lines.
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4. HUMAN HEALTH IMPLICATIONS

Molybdenum plays several key roles in humans, even though we only hold four molybdenum
‑containing enzymes, XO, AO (XO family), SO and the newly identified mitochondrial amidoxime redu-
cing component (mARC) (SO family).

One striking molybdenum role occurs in the purine metabolism, whose dependence on molybdenum 
is common to almost all forms of life, with only a very small number of organisms use other mechanisms 
to oxidise xanthine, e.g., some yeasts [1‑3,323‑326]). In humans, XO is involved in the sequential hydro-
xylation of hypoxanthine and xanthine into urate (section 2.2.) and due to this activity, XO is one of the 
targets for therapy of hyperuricaemia and gout [327,328]. In humans, urate is the end‑product of purine 
catabolism (in some other animals, urate is further oxidised to allantoin, by uricase [329‑331]) and a high blood 
urate concentration is a risk factor for gout [332], kidney diseases [333], endothelial dysfunction [334‑337] 
and other diseases related to metabolic syndromes [338]. To control the urate concentration, clinicians 
use XO inhibitors (and/or drugs to increase urate secretion) [339]. The efficacy of XO inhibition as a 
strategy for prevention of gout attack is well established and the XO inhibitor allopurinol (an isomer of 
hypoxanthine) has been used to treat gout for more than 40 years.

The human AO is key to handle aldehydes/carboxylates and heterocyclic compounds and has been 
suggested to participate in the metabolism of neurotransmitters and in the formation of retinoic acid, a 
metabolite of retinol (vitamin A) that is involved in growth and development [96‑99,106,108‑110,114].

Furthermore, due to the XO and AO ability to generate reactive oxygen species (ROS) under normo-
xia (eq. 3 and 4), these enzymes have been implicated in signalling pathways and, most significantly, in 
some ROS‑mediated diseases, when their ROS production becomes imbalanced; these include the well 
known ischaemia‑reperfusion injury [340‑345] and other cardiovascular and related diseases 
[84,87,112,113,116,117, 346‑363], which are major health concerns of our western society. The recently 
identified ability to generate signalling nitric oxide under hypoxia, from nitrite (eq. 13), establishes fur-
ther links between the XO and AO and human diseases, such as hypertension, endothelial dysfunction 
and other conditions associated with a reduced nitric oxide bioactivity [92,94,364‑375].

In addition, both XO and AO, together with mARC, are key players in the metabolism of xenobiotic 
compounds. Besides the mentioned “classic” substrates (above and section 2.2), XO and AO catalyse the 
oxidation (mostly hydroxylation) of a wide variety of carbon centres of heterocyclic aromatic compounds, 
namely substituted pyrimidines, purines, pteridines, and related compounds, and of compounds con-
taining aldehyde groups; XO and AO have also a broad range of reducing substrates, being able to 
catalyze the reduction of several S‑oxides, N‑oxides and other unrelated compounds [84,87,91,96‑99,10
0,102,104,106‑111,114,113,117,351,376‑386]. The mARC enzyme, in its turn, is also able to catalyse the 
reduction of a wide variety of N‑hydroxylated compounds [375,387‑404]. This unusual substrate pro-
miscuity makes these three enzymes relevant players in the metabolism of xenobiotic compounds, in 
parallel with the well known cytochrome P450‑containing isoenzymes system [405‑410]. Some examples 
of their toxicological and pharmacological importance can be found in the deleterious activation of azo 
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dyes (used as colorants in food and cosmetics [411,412]), the beneficial activation of anti‑neoplasic 
[413,414] and anti‑hypertensive drugs [415] or the redundant drug deactivation [99,116,416‑422]. The 
XO, AO and mARC promiscuity has, in fact, been a serious problem for drug development, since many 
drugs designed to resist other liver metabolising enzymes (namely the cytochrome P450‑containing isoen-
zymes system) are often oxidised/reduced by one of these enzymes. The resulting reduced active drug 
bioavailability (consequence of the drug metabolism/inactivation by these enzymes) and consequent 
decreased/abolished therapeutic efficacy is, actually, causing many clinical trials to fail.

The high impact of molybdoenzymes in human metabolism and in a wide range of human patholo-
gical conditions is clearly evident from the above discussion on the XO, AO and mARC roles. Yet, the 
most striking role of molybdenum in humans is certainly provided by SO, whose deficiency is an actual 
life threat [423‑430]. Sulfite (derived not only from the catabolism of sulfur‑containing amino acids, but 
also from sulfur‑containing xenobiotic compounds) is toxic and its controlled oxidation to sulfate, by SO 
(eq. 1), is critical for survival. Confirming this vital role are the severe neonatal neurological problems, 
including attenuated brain growth, mental retardation, seizures and early death, caused by human SO 
deficiency. The SO deficiency, when caused by the inability to synthesise the pyranopterin cofactor that 
holds the molybdenum ion (Figure 2; and not by protein mutation (e.g. [431])), can be treated with the 
continuous administration of the cofactor produced synthetically [429,430].

5. CONCLUDING REMARKS

In living organisms, molybdenum and tungsten are found in the active site of enzymes that catalyse 
redox reactions. Some of these reactions constitute key steps of the global biogeochemical cycles of nitro-
gen, carbon and sulfur. The molybdenum participation in the nitrogen cycle is of particular relevance: 
nitrogen fixation and photosynthesis are two of the most important processes for Life on Earth and the 
dinitrogen reduction is highly dependent on molybdenum. Remarkably, molybdenum has also a high 
impact in human metabolism, being involved in a wide range of human pathological conditions. Moreo-
ver, the utilisation of molybdenum‑ and tungsten‑containing enzymes is highly promising for solving 
some of the present humankind’s problems in the fields of environment, agriculture and energy.
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