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Resumo

Segundo Damodaran (2009), o risco € o principal impulsionador da evolu¢do humana,
desde as primeiras ferramentas criadas até a terapia genética. Como € sabido, o maior receio de
um investidor, é perder o investimento, isso significa que os investidores procuram sempre
métodos de se protegerem do risco a que estdo expostos quando fazem uma aplicacéo
financeira.

Neste sentido o objetivo deste trabalho é testar o critério de Kelly, para perceber se com
a sua adocéo existe uma maximizacao do lucro e mitigacéo das perdas.

Para demonstrar a eficiéncia do critério de Kelly foram aplicados alguns testes praticos
do seu funcionamento, nomeadamente testes de Monte Carlo.

Para responder ao objetivo do trabalho desenvolveu-se uma analise comparativa de
investimentos em alguns dos principais indices de mercado, para o periodo de 2001 a 2020.
Para isso, foi testado um investimento anual de 10.000,00€ no PSI20, FTSE100 e Dow Jones,
e posteriormente foi feito 0 mesmo exercicio, mas utilizando o critério de Kelly como base para
0 investimento.

Ap0s esta andlise, concluiu-se que para o PSI20 embora o indice tenha tido uma queda
de quase 60% no decurso das duas ultimas décadas, com a adocao do critério de Kelly existem
ganhos de aproximadamente 4% no investimento. Nos casos do FTSE100 e do Dow Jones,
houve uma diferenca, pois ambos os indices tiveram uma evolucéo positiva, e um investidor
que aplicasse o seu capital nestes dois indices teria tido ganhos superiores ao obtido através da
aplicacdo do critério de Kelly. Porém é importante sublinhar, que com a adocéo do critério de
Kelly tanto no caso do FTSE100 gue teve ganhos de aproximadamente 5% como no Dow Jones
que teve ganhos de aproximadamente 50%, nos periodos de queda dos indices, esta foi muito
menor por conta da protecdo que o critério de Kelly da ao investidor.

Palavras-chave: Critério de Kelly; Risco financeiro; Mercado financeiro; Bolsas de

valores



Abstract

According to Damodaran (2009), risk is the main driver of human evolution, since/from
the first tools created to gene therapy. As is known, the biggest fear of an investor is to lose the
investment, which means that investors always look for methods to protect themselves from the
risk they are exposed to when making a financial investment.

In this sense, the objective of this work is to test the Kelly criterion, to see if with its
adoption there is a maximization of profit and mitigation of losses.

To demonstrate the efficiency of the Kelly criterion, some practical tests of its operation
were carried out, namely Monte Carlo tests.

To respond to the objective of the work, a comparative analysis of investments in some
of the main market indices was developed, for the period from 2001 to 2020. For this, an annual
investment of € 10,000.00 was tested in PSI20, FTSE100 and Dow Jones , and later the same
exercise was performed, but using the Kelly criterion as base for the investment.

After this analysis, it was concluded that for the PSI20, although the index has fallen by
almost 60% over the last few decades, with the adoption of the Kelly criterion, there were gains
of approximately 4% in investment. In the cases of the FTSE100 and the Dow Jones, it was
different, as both had a positive evolution, and an investor who put his capital in these two
indices would obtain higher gains if he used the Kelly criterion.

However, it is important to emphasize that with the adoption of the Kelly criterion, both
in the case of the FTSE100, which had gains of approximately 5%, and in the Dow Jones, which
had gains of approximately 50%, in periods of falling indices this was much lower due to the

protection that the Kelly criterion gives the investor.

Keywords: Kelly Criterion; Financial risk; Financial market; stock exchanges
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Introducao

Segundo Damodaran (2009), o risco € o principal impulsionador da evolu¢do humana,
desde as primeiras ferramentas criadas até a terapia genética. O risco estd associado a incerteza
relativamente ao futuro. Ele existe porque no presente, ndo é possivel estimar com exatidao as
ocorréncias futuras (Pinho & Tavares, 2012). Com isto, pode afirmar-se que o risco €
proporcional a recompensa, quanto maior for o risco, maior é também a recompensa.

Como é sabido, o maior receio de um investidor, é perder o capital que aplica, isso
significa que os investidores financeiros procuram sempre métodos de se protegerem do risco
a que estdo expostos quando fazem uma aplicacao financeira.

A perda de capital em investimentos financeiros € uma realidade muito presente na vida
dos investidores. Desta forma, os investidores tentam proteger-se deste risco de diversas
formas, nomeadamente com a diversificacdo de investimentos, aplicacbes em fundos de
investimento ou mesmo aplicagdes em indices de mercado.

Embora existam diversos modelos e técnicas de analise de risco financeiro no mercado
de capitais, e de como os investimentos devem ser aplicados, neste trabalho sera testado o
critério de Kelly quanto a sua eficiéncia e eficacia para este proposito.

Um dos investidores que mais utilizou o critério de Kelly com sucesso foi o Dr Thorp,
porém ndo foi o Unico, Thorp foi um dos primeiros a testar o critério de Kelly com sucesso,
tanto no mercado financeiro como nas mesas de jogos (Poundstone William, 2005).

Mais recentemente investidores como Mohnish Pabrai e Warren Edward Buffett, que
confessaram usar o critério de Kelly em todas as aplicac@es que realizam e com muito sucesso.
No artigo de Kuepper (2021), é explicado como pode ser aplicado o critério de Kelly, tanto em
apostas, como no mercado financeiro.

E também demonstrado por Yoder (2021), que o critério tem uma grande eficiéncia.
Neste trabalho € testado um investimento, com uma probabilidade de sucesso de 52% e com a
adocdo do critério, ao final de 1.000 aplica¢des, a riqueza do investidor aumentou 44%, o que
para uma tdo baixa probabilidade de vitoria, é algo notavel.

O principal objetivo deste trabalho, € perceber se com a adocao do critério de Kelly, é
possivel ter uma maximizacao do lucro e uma mitigacao do risco de investimento. Sabendo que
investindo com o critério de Kelly, pode ser feita uma aplicacdo em apenas um produto

financeiro, ndo necessitando de diversificar a carteira para se proteger do risco de mercado. O



critério de Kelly oferece ao seu utilizador a certeza de no médio longo prazo exponenciar 0s
ganhos do investimento e nunca chegar a faléncia.

Para demonstrar a eficiéncia do critério de Kelly foram aplicados alguns testes préaticos
do seu funcionamento, nomeadamente testes de Monte Carlo.

Para responder ao objetivo do trabalho desenvolveu-se uma analise comparativa dos
resultados de um investimento com base no critério de Kelly com os resultados de alguns dos
principais indices de mercado, para o periodo de 2001 a 2020. Para isso, foi testado um
investimento anual de 10.000,00€ no PSI20, FTSE100 e Dow Jones, posteriormente foi feito o
mesmo exercicio, mas utilizando o critério de Kelly como base para o investimento. No final
comparam-se os resultados para analisar a eficiéncia do critério de Kelly no que a protecdo do
risco e a maximizagao do lucro diz respeito.

Para isso, os dados dos riscos dos paises e da evolucdo do mercado foram extraidos dos
sites do Pordata e do site do Aswath Damodaran, sendo os dados da evolucdo dos indices
recolhidos do site do investing.com.

Este trabalho, esta estruturado da seguinte forma, em primeiro lugar uma descricdo da
evolucdo do mercado financeiro desde os seus primordios até ao momento atual. Passando
depois a abordar o tema do critério de Kelly, com uma breve introducdo ao seu criador, John
Kelly JR. e a uma abrangente explicacdo de todos os passos para o calculo do critério.

Posteriormente é feita a analise e comparacdo dos resultados obtidos no estudo, sendo
calculados e analisados os resultados obtidos. Por fim encontram-se as conclusdes sobre o
desempenho do critério de Kelly no que a mitigacéo do risco e maximizacao dos resultados diz

respeito.



1 Histéria do mercado financeiro

1.1 Origem do mercado financeiro

Existem indicios, que muito antes do surgimento da primeira moeda, em alguns lugares
eram realizadas atividades que podem muito bem ser consideradas como o inicio das funcoes
financeira. Uma das atividades mais importantes e talvez primordial em relacdo a atividade
financeira, tenha sido o escambo?, atividade que ajudou o comércio por muito tempo. Embora
ndo seja propriamente considerada uma atividade financeira, pode ser descrita como um dos
seus primordios.

Na antiguidade os poderes sociais estavam na dependéncia dos clérigos e dos monarcas.
Pois além do poderio militar, da robustez dos palacios e da santidade dos templos que tinham
0 respeito de toda a populacéo, os habitantes das aldeias deslocavam-se a estes locais para
mediante pagamento, poderem ter todos 0s seus bens guardados como as colheitas e 0s
materiais de trabalho, uma vez que as suas habitagfes ndo dispunham de seguranga alguma.
Assim sendo pode-se afirmar que a primeira fungéo similar a bancaria foi a guarda de bens.

Segundo Alfredo (2002), foi na Assiria e na Babilonia que surgiram os primeiros
documentos relacionados com a atividade financeira. Em especial na Babilonia, foram criados
documentos de ordem de pagamento. Porém, foi com o advento da moeda que novas atividades
foram criadas, tal como a especialidade de gestdo de dinheiro, como os Trapezita (€ assim que
0s gregos especialistas em lidar com dinheiro eram chamados na Babil6nia). Estes comegaram
por operar inicialmente em cidades portuarias onde desempenhavam a fungdo de cambistas,
faziam e recebiam depdsitos em dinheiro com o intuito de emprestar aos seus clientes. Surgiram
posteriormente os krematistas e os Kolobistas, que também eram especializados no cambio de
moedas bem como os Daneistas (Babilonia era a pessoa que trabalhava com o Trapezita,
principalmente na colocacgdo de dep6sitos em dinheiro).

Foi depois do Seculo V a.C. que foram criados os livros didrios chamados Efemérides
e Trapézities, com os quais melhoraram 0s seus processos contabilisticos e substituiram as
mesas de barro que usavam originalmente.

Ainda segundo Alfredo (2002), no Seculo VI a.C., sdo criadas casas comerciais,
destacando-se: o Igibi, o Sippar, o Marashu e o de Nippur, todos proibidos da cobranca de juros
pela Lei de Moises, exceto para estrangeiros. Houve ainda a proibicdo dos juros nos
empréstimos por parte da Igreja prescritos pelo Concilio de Niceia no século IV e pelo Concilio

! Troca de mercadorias



de Paris e de Latrdo nos séculos IX e XIlI, situacdo que contribuiu para um lento
desenvolvimento do setor financeiro. Esses concilios também intervieram na venda e aluguer
de casas e terrenos.

Assim sendo, pode-se afirmar que as origens das atividades financeiras, estdo
intimamente ligados aos templos, principalmente os de Delfos, Samos e Efeso, cujas principais
atividades eram as de empréstimos e depdsitos. Particularmente no templo de Delphi havia uma
cobranca sobre 0s empréstimos correspondente a uma taxa de juros de 10%, essa cobranca era
menor para os estrangeiros (Alfredo, 2002).

No Egito, a economia era regida pela troca de mercadorias (escambo), sendo que de
acordo com alguns papiros greco-egipcios, o dinheiro apareceu aproximadamente no ano de
1.800 a.C., passando desde essa época a ser utilizado como meio de troca. Foi gragas ao
monopolio, que os egipcios alcangaram grande desenvolvimento efetuando para isso atividades
como: cobrancga de impostos, contratos, pagamentos a terceiros por ordem dos seus clientes,
ordens de pagamento e autorizacdo de concessdes.

Na Roma antiga, haviam pessoas cuja especialidade era controlar as finangas, eram
conhecidos como Argentarius e tinham como especialidade o cambio de moedas. Os
Nummularius, eram cidaddos romanos cuja especialidade era reconhecer a veracidade e o valor
das moedas estrangeiras cambiadas.

O estado romano concedeu aos cambistas o forum da cidade para realizarem as suas
atividades financeiras. Porém como ainda praticavam altas taxas de juro, a aristocracia romana
passou a realizar operagdes de cambio em nome proprio, tendo inclusive financiado o governo
com taxas inferiores as praticadas pelos cambistas. A medida que estas atividades alcangavam
maior crescimento, foram desenvolvidas e aprimoradas técnicas financeiras e foi assim que se
iniciou 0 mercado financeiro.

Ao contrério dos gregos, que tinham uma forte intervencao puablica nas suas atividades
financeiras, os romanos tinham essa distingdo muito bem definida. Os Argentarius ficaram
conhecidos pelas assessorias que prestavam aos seus clientes, bem como pelo uso de livros para
registar as suas atividades, onde formalizavam os contratos maritimos.

Deste modo, pode afirmar-se que tudo isso foi o inicio do desenvolvimento das
atividades financeiras em Roma, entre elas: cambio, transporte de dinheiro, recebiam depdsitos
regulares e irregulares, havia servico de caixa, intervinham na compra e venda de moveis e
imoveis e em leildes publicos, sendo a sua atividade principal o empréstimo como investimento

de capital. A contabilidade romana era controlada por uma espécie de codice ou livro de contas
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a ordem assinado pelo devedor e duas testemunhas, livro tornado obrigatério pelo imperador
Justiniano, assim como o livro de caixa, que registava as entradas e saidas de dinheiro.
1.2 ldade Media

A transicdo entre os periodos foi longa e complexa. Varios problemas afetaram o
desenvolvimento econdémico, entre 0s mais notorios esta a queda do Império Romano, as
invasdes islamicas, a proibicdo de juros de empréstimos pela Igreja e as cruzadas. Todos estes
eventos quase determinaram o desaparecimento dos individuos e casas que exerciam funcdes
financeiras. Mas a0 mesmo tempo todos esses eventos exigiram dinheiro e justamente com essa
necessidade deu-se o advento do reaparecimento de velhas e novas atividades na funcéo
financeira.

Inicialmente e durante séculos, os primeiros banqueiros eram exclusivamente judeus,
gue ndo eram regidos pelas leis da Igreja e cuja funcdo principal era a de agiotas. Estes
estabelecer-se na Lombardia para se dedicarem a banca, conseguindo assim operar numa grande
area territorial e até mesmo com alguns monarcas como Luis 1X.

Por outro lado, os cristdos realizaram operacdes como a associacdo a sociedades
comerciais por meio de créditos autorizados pela igreja, e pelos quais participavam dos lucros
em vez de cobrar juros. A Igreja inspirou-se em conceitos €eticos protelados por Aristoteles,
Platdo, Catdo, Sivueca e as doutrinas hebraicas, que condenam a cobranga de juros como
injusta, por isso foi estabelecida a proibigdo candnica do empréstimo com juros.

Génova era uma cidade muito ativa no setor bancario. Ja no século XII os “banchieri”
eram conhecidos como cambistas que operavam sentados nos seus bancos nas pracas publicas.
Os cambistas recebiam depositos que por sua vez eram investidos em operacdes de cambio
maritimo, faziam provisdes de fundos em nome dos seus clientes na propria Génova na forma
de um giroscopio e no exterior, por meio dos seus correspondentes ou das suas subsidiarias,
utilizando letras de cdmbio. Nessa época, 0 comércio de dinheiro, de forma rudimentar, era
confiado aos cambistas locais para reconhecer as moedas cunhadas em varias cidades e
identificar as que eram falsificadas, estabelecendo também com precisdo o contetdo e o peso
corretos dos metais preciosos.

Os cambistas eram regidos por estatutos, associacdes muito respeitaveis e até por
principes. E no ano de 1400, que a palavra banco comegca a ser diferenciada para designar as
entidades, em 1407 a Casa de S&o Jorge passou a ser chamada de Banco de San Jorge de Génova

e era criado no formato mais moderno de um banco. Este foi dividido em duas secfes: a



primeira, recebia depdsitos e fazia transferéncias; a segunda, exercia funcBes de uma
administragdo autonoma da divida publica de Génova.

Quanto a origem da palavra banco, sabe-se que deriva do nome do moével usado pelos
cambistas italianos - um simples banco - assim como os Trapézistas o usavam na antiguidade.
Outras versdes indicam que a palavra banco é um derivado da mesa e do banco que 0s
banqueiros usavam nas feiras. Diz-se que quando os seus negdcios faliram “quebravam” a
banca na mesa em sinal de faléncia, dai o surgimento de a frase -banco quebrado-. Outra
pesquisa indica que a palavra banco vem da palavra italiana -monte- que foi usada para nomear
0 primeiro banco veneziano.

Em Veneza, durante o seculo XII, foi estabelecido o mais antigo banco depositario, cujo
objetivo era cobrir as necessidades financeiras do Estado causadas pelas guerras. Além disso,
algumas disposicdes legais foram criadas, incluindo, a criagdo de um documento do ano 1270
em que os banqueiros sdo obrigados a conceder uma caucao a ser depositada aos cénsules dos
mercadores, visto que eram eles a autoridade encarregue do trafego. Em 1374, foi imposta outra
disposicao legal que proibia os banqueiros de negociar ferro, estanho, cobre, acafrdo e prata,
por serem considerados negdcios de alto risco. Por sua vez em 1403, foi estabelecido que as
exposicoes de crédito dos bancos ndo deveriam ser superiores as do Estado e, em 1523, foi
criado um departamento denominado "Fornecedores em Bancos", cuja missdo era fiscalizar os
bancos.

Foi nos seculos XII a XIV que surgiu uma grande variedade de operacOes: depdsitos
com juros, empréstimos, adiantamentos, levantamentos, investimentos, bem como, o
aperfeicoamento da contabilidade e do sistema de partidas dobradas. Também ap6s algumas
experiéncias desagradaveis, foi decretada a separacao das atividades financeiras e comerciais.
Com essa separacdo, grandes beneficios foram obtidos, de tal forma que a maioria dessas
praticas é utilizada até os dias de hoje. Tendo sido nesta época criado por credores da republica
0 Monte Vecchio, a compra e venda de titulos da divida publica como papel comercial. Nesta
fase o comércio interno e externo foi facilitado, uma vez que os bancos recebiam dinheiro das
pessoas, gerando crédito nos registos que eram transmitidos de uma pessoa para a outra, ou
seja, havia apenas anotagdes nos registos e nenhuma movimentacao de moedas.

Os Toscanos e os Luccase, eram comerciantes da cidade de Siena e principalmente
Florenga que viajavam para muitos lugares com o intuito de estabelecer subsidiarias, e néo
obstante dos riscos, conseguiram acumular grandes lucros e desenvolveram técnicas bancarias,
instituindo letras, transferéncias de dinheiro e garantias. No caso particular dos toscanos, foram

6



designados para a coleta da doacéo de S&o Pedro no estrangeiro em nome da Santa Sé, motivo
pelo qual eram chamados de “usurari papae ”. Eles traziam as suas mesas, caixas e livros para
cada feira a que compareciam e um grande numero de comerciantes usava-0s para depositar o
seu dinheiro.

Com o crescimento do Cristianismo, os Templarios substituiram os Judeus nas func¢des
bancarias e tiveram um grande destaque na Europa medieval, ndo s6 pelo seu caracter
Religioso-militar, mas também pela sua apeténcia para a gestdo financeira e bancaria. Os
Templérios representaram a maior organizagdo financeira ja conhecida, atingindo o seu auge
durante o século XIII, terminando no inicio do século XIV de uma forma muito tréagica.

No decurso do seculo XIII existiam algumas instituicdes financeiras que recebiam
depdsitos de particulares, aos quais efetuavam o pagamento de juros. Também administravam
recursos do governo e concediam empréstimos, eram chamados de “montes”. Porém, como a
cobranca e pagamento de juros ndo era bem aceite pelo clero, em resposta aos “montes” no ano
de 1463 em Orvieto, foi criado com a autorizacdo Papal, o primeiro Monte de Piedad ou
Montepio, como uma resposta da Igreja a atividade usuraria.

1.3 Eramoderna

Uma vez mais, a passagem do tempo testemunha a transicdo dos grandes
acontecimentos que deram origem a era moderna, as descobertas. A colonizacdo da América,
a formacdo de estados europeus, a unificacdo de moedas e institui¢des, as constantes guerras,
a quantidade do ouro da América, o crescimento e subsequente declinio da Espanha e Portugal,
0s avancos da Inglaterra, Franca e Holanda, a perda de primazia nas cidades italianas, longe
das rotas maritimas e a expansdo do comércio internacional, cada um destes eventos interveio
de alguma forma nas fun¢des bancarias e financeiras. Todos estes factos contribuiram para que
no periodo de 1512 a 1517, tenha sido discutido nos concilios Lateranense e Ledo X, o direito
candnico e as exigéncias do mundo laico. Com isso os Montepios foram autorizados a conceder
e reclamar juros, porém apenas na medida necessaria para cobrir as despesas de gestao.

De acordo com Capie (2003), a diferenca mais relevante e espetacularmente ébvia entre
a velha e a nova era foi a descoberta pelos europeus do Novo Mundo das indias Ocidentais, e
pelo menos em linhas gerais, as Américas do Norte e do Sul, a maior parte da Africa, Sudeste
Asiatico e, depois de um longa pausa, Australia e Nova Zelandia. Muito mais importante do
que a descoberta de novas terras foi a descoberta de novas rotas para 0s ja conhecidos centros
comerciais do antigo Oriente. Entre as muitas motivagoes , esta foi provavelmente a principal
razao por tras das primeiras viagens de descoberta. Registos oficiais dos motivos dos primeiros
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exploradores portugueses deixam “claro que nenhum deles jamais se deu ao trabalho de navegar
para um lugar onde ndo houvesse esperanca certa de lucro” (Press & Studies, 1972). Os grandes
oceanos do mundo abriram-se com a ousadia do marinheiro europeu, apoiado por patrocinios
reais e financiamento por acdes.

Na realidade, de acordo com Zubair Abbasi (2010), as primeiras a¢fes emitidas, foram
em Amesterddo. O surgimento desta sociedade por agdes, surgi-o apos um desastre naval, pois
dos vinte e dois navios que zarparam em 1598, apenas uma duzia voltou em seguranca. Por
essas razoes, fazia sentido que os comerciantes unissem os seus recursos. Em 1600, havia cerca
de seis empresas incipientes das Indias Orientais que operavam nos principais portos
holandeses. Movidos tanto por calculos estratégicos quanto pela motivacao do lucro, os estados
gerais holandeses, o parlamento das Provincias Unidas, propuseram fundir as empresas
existentes em uma Unica entidade. O resultado obtido foi a “United East India Company” - a
Vereenigde Nederlandsche Geoctroyeerde Oostindische Compagnie (United Dutch Chartered
East India Company) ou VOC formalmente fretada em 1602 para desfrutar do monopolio de
todo o comércio holandés a leste do Cabo da Boa Esperanca e oeste do Estreito de Magalhaes.

A estrutura da VOC era inovadora em varios aspetos. E verdade que, de acordo com os
seus estatutos, deveria durar um periodo fixo, neste caso vinte e um anos, porem, o Artigo 7
dos seus estatutos estabelecia que os investidores teriam o direito a retirar 0s seus investimentos
ao final de apenas dez anos, quando o primeiro balanco geral fosse estabelecido. Porém a escala
da empresa néo tinha precedentes. A subscricdo do capital da empresa estava aberta a todos 0s
residentes das Provincias Unidas e a carta ndo estabelecia um limite maximo de quantas pessoas
ou entidades poderiam subscrever as a¢6es, assim sendo houveram mercadores, artesaos e até
criados que fizeram parte da primeira companhia estabelecida nestes moldes. E assim segundo

0 que se conhece, nasce o primeiro investimento em titulos de acGes.



2 Mercados Financeiros de acoes

As bolsas de valores séo locais onde s&o negociados titulos emitidos por empresas de
capital aberto. Desde o século XV, em plena ldade Média, quotas de participacdes em
companhias, metais preciosos e moedas eram comercializados no meio das ruas, nas calcadas,
semelhantemente a qualquer outro produto vendido na época. Apds a criacdo do VOC mais
empresas foram surgindo nestes moldes, e com o decurso dos anos, a supremacia financeira foi
obtida pelo império britanico.

Esta hegemonia do Império Britanico foi deposta cerca de duzentos anos mais tarde pela
sua antiga coldnia, os Estados Unidos da América. O governo americano no ano de 1790 para
ajudar a recuperacao da guerra fez uma emissao de 80 milhdes de dolares de divida publica, a
qual era vendida nas Ruas de Wall Street?,

Grande parte destes vendedores reduziram as taxas de comissdo. Para combater essa
reducdo, 24 corretores juntaram-se e firmaram o “buttonwood agreement”, que estabeleceu um
clube fechado, onde os membros concordaram que apenas negociariam entre eles. Assim
definiram que haveria uma comissdo fixa de 0.25% por transacdo. Apds este acordo, estes
negociantes deixaram de efetuar os seus negdcios nas ruas de Wall Street e comecaram a reunir-
se no “Tontine Coffee House ”, assim surgiu aquela que € a maior bolsa de valores até a data de
hoje.

Na atualidade pode considerar-se que a Bolsa de valores é indispensavel para as
organizagOes, pois permite que elas ampliem os seus horizontes de crescimento, sem que
precisem recorrer a empréstimos ou financiamentos. Ao vender parte do seu capital social, a
empresa financia os investimentos e, ao mesmo tempo, recebe a confianca dos investidores.

Além disso, as empresas utilizam a estrutura da Bolsa de valores para se protegerem das
variagcdes cambiais, com o uso de produtos financeiros como contratos futuros, realizam
investimentos em outros segmentos e desenvolvem estratégias financeiras para se
capitalizarem. Pode afirmar-se que o crescimento econdmico mundial e de um pais esta
diretamente ligado a Bolsa de valores.

Resumindo, é atraves da Bolsa de valores que as empresas ganham investidores e, por
meio desses investimentos aumentam de dimens&o. A Bolsa atua como se fosse o coracdo da

economia, concentrando capitais e movimentando-os para as demais areas da economia. Com

2 New York stock Exchange:
https://www.nyse.com/publicdocs/American_Stock_Exchange_Historical_Timeline.pdf (15-01-2022)


https://www.nyse.com/publicdocs/American_Stock_Exchange_Historical_Timeline.pdf

1SS0, novos empregos sdo criados direta e indiretamente, aumentando a riqueza, produgéo,
crédito e prosperidade do pais.
2.1 Risco dos mercados de agoes

De acordo com Pinho & Tavares (2012), o risco esta associado a incerteza relativamente
ao futuro. Ele existe porque no presente, ndo € possivel estimar com exatidao as ocorréncias
futuras. Assim sendo, quanto maior a incerteza maior € o risco suportado pelo investidor.

Segundo Damodaran (2009), é possivel defender a tese de que todos os avancos da
civilizacdo, desde a invencdo das ferramentas rudimentares pelo homem da caverna até a atual
terapia genética, foram possiveis simplesmente porque alguém se disp6s a correr riscos e
desafiar o estado das coisas. Assim, ao longo dos anos, algumas inovagoes foram criadas para
auxiliar os investidores e as empresas a protegerem-se contra riscos, surgindo assim 0s
primeiros exemplos concretos de apdlices de seguros (Oprean & Tanasescu, 2013).

O risco deriva ndo sé de fatores isolados, mas de uma série de fatores em conjunto, tais
como: a instabilidade da procura, a volatilidade dos pregos, a volatilidade dos custos de
producdo, as taxas de juro, as taxas de inflacdo, entre outros. Todos estes fatores podem
influenciar os precos das acdes e consequentemente o risco do investimento.

Para isso, a analise de um investimento é realizada com o objetivo de, por um lado
contribuir para a decisdo de investir, e por outro, para que as situacdes de decisdo possam ser
classificadas de acordo com o grau de conhecimento que permitam ao investidor uma decisao
mais segura e consistente (Santos, 2012).

Como ndo € possivel prever com exatiddo cada um destes fatores, a rendibilidade
esperada de uma acdo, ou carteira de acdes, esta sempre sujeita a incerteza e € sempre um
investimento arriscado (Hertz, 1979).

A andlise ao investimento devera ter sempre em consideracao a presenc¢a de um conjunto
de situacdes incertas, que definem o risco de um investimento. Neste contexto, referem-se
algumas defini¢des de risco de investimento, tais como:

- A possibilidade de que algum acontecimento venha a ocorrer de forma diferente
do esperado;
- A probabilidade de efetivamente ganhar menos do que o retorno esperado;
- E essencialmente a possibilidade de perda financeira. E usado como sinénimo
de incerteza e refere-se a instabilidade dos retornos associados a um

investimento.
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Assim, 0 risco caracteriza-se por uma medida da incerteza associada a determinadas
ocorréncias, que poderdo ter como consequéncia um verdadeiro impacto sobre os resultados
esperado (Santos, 2012)

Pode também categorizar-se o risco em:

- Risco interno, que séo caracterizados por riscos no investimento, tais como impostos
que sao cobrados.

- Risco externo, sdo riscos que saem fora do controlo do investidor, tais como desastres
naturais, atentados terroristas, guerras entre outros.

Posto isto, 0 risco é tanto maior quanto maiores forem 0s cenarios existentes para a
evolugéo dos precgos das agdes. Uma agéo cujo prego ndo sofre alteracbes no decorrer dos anos,
€ menos arriscada que uma acao cujo preco oscila com frequéncia. E sabendo que o investidor
é racional, ele vai exigir uma maior rendibilidade dos titulos mais arriscados.

Um dos principios fundamentais em finangas empresariais € que, 0s investidores exigem
maiores rendibilidades dos investimentos mais arriscados do que dos investimentos mais
seguros (Snowdon, 2021).

Neste sentido, os investidores procuram formas de poderem mitigar ou controlar o risco
que € inerente ao investimento financeiro. Para isso sdo adotadas diversas estratégias mediante
0 grau de aversdo ao risco do investidor.

Quando um investidor aplica o seu capital em uma acdo ou produto financeiro, deve ter
em conta o risco que esta disposto a correr. Por exemplo um investidor muito avesso ao risco
pode aplicar os seus recursos em bilhetes ou obrigac6es do tesouro, que tém um risco que tende
para zero e uma rendibilidade espera bastante baixa. No caso de o investidor ndo ter aversao ao
risco pode investir em mercados ou agdes que tenham volatilidades elevadas, onde se espera
uma rendibilidade mais elevada.

Existem diversas formas de se estimar o risco de uma ac¢do ou mercado, desde as mais
simples, como a mera observacao do histérico desse mercado, para perceber como tem sido a
volatilidade ao longo dos anos, até formas de diversificagdo de investimentos, mais técnica,
tentando reduzir ao minimo o risco interno.

Segundo Pinho & Tavares (2012), a observacdo e analise da volatilidade de mercado, é
uma forma muito valida de se poder perceber a magnitude do risco inerente de um mercado ou

acao.

11



Quanto & diversificacdo dos investimentos, torna-se um pouco mais complexa e técnica.
Segundo Pinho & Tavares (2012), “a diversificagcdo funciona, porque os pregos de diferentes
valores mobiliarios ndo variam exatamente da mesma forma. Isto é, a variacdo dos precos das
acOes tem uma correlacdo imperfeita.” Ou seja, quanto mais diversificada for a carteira e menor
correlacionadas estejam as acGes que compdem a carteira, menor € o risco interno, passando o
portefolio a estar basicamente sujeito ao risco externo. Porém este equilibrio é extremamente
dificil de alcancar, pois num mundo globalizado, ndo é facil que se encontrem correlacdes
lineares negativas.

Para mitigar este problema das correlagdes das carteiras de investimentos, existe um
“produto financeiro” chamado fundos de investimento. Consiste em uma aglomeracao de
investidores que se juntam para investir e adquirir diversos produtos financeiros. Desta forma
conseguem ter um capital de investimento bastante avultado o que permite fazer uma ampla
diversificacdo da carteira. Existem no mercado financeiro diversos fundos caracterizados pelo
nivel de risco e rendibilidade das suas carteiras.

Desta forma, pode-se concluir que o risco inerente aos mercados financeiros é o principal
motivo para que existam investidores, pois sem risco ndo existe rendibilidade. E o maior desafio
de um investidor é fazer uma adequada gestdo do risco do investimento, de forma a obter a
melhor rendibilidade do seu capital, estando exposto ao minimo risco possivel.

2.2 Indices de mercados financeiros

Um indice de acBes, € composto por um conjunto de empresas onde cada uma delas,
representa uma fracdo do indice. Para calcular o valor de um indice ponderado de uma forma
simplista, basta encontra a soma dos pre¢os das a¢des de cada empresa e dividi-la pelo niUmero
de empresas. Geralmente esse divisor é ajustado para manter a continuidade em caso de
desdobramento ou alteracdo da lista de empresas que comp&em o indice. Num indice ponderado
pelo preco, uma acdo que aumenta de 110€ para 120€ terd o mesmo efeito que uma agdo que
aumenta de 10€ para 20€, pois ambas tiveram uma variagdo de 10€, mesmo que 0 movimento
percentual para o segundo caso seja muito maior do que o movimento percentual do primeiro
caso. Isto faz com que a¢bes com precos mais altos exercem uma maior influéncia na direcao
geral do indice.

Os indices ponderados por precos séo Uteis pois o valor do indice tende a ser igual (ou
pelo menos proporcional) ao preco médio das a¢Bes das empresas incluidas no indice. Isso
permite a construcdo de indices que acompanhardo o desempenho do preco médio das a¢des de

um setor ou mercado especifico. Um dos indices de agdes ponderadas por pre¢co mais populares
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é 0 Dow Jones Industrial Average (DJIA). Este indice é composto pelo valor das a¢des das 30
empresas de setores diferentes, onde as empresas de maior valor ttm uma maior influéncia no
indice.

Com o acompanhamento deste e outros indices todos os investidores, institucionais ou
individuais, podem acompanhar a evolugdo da economia de um pais ou setor, minimizando
assim os riscos na hora do investimento. De salientar que o facto destes indices serem
compostos por acdes de diferentes empresas e areas de atividade, fazem com que o risco de
investimento nos mesmos seja bastante mitigado.

2.2.1 Dow Jones

O indice Dow Jones foi criado pelo editor do Wall Street Journal Charles Dow e pelo
seu sécio, Edward Jones, no dia 26 de maio de 1896, o que o torna o segundo indice mais antigo
dos Estados Unidos (EUA). Uma das principais razfes para a sua criacao, foi a de ser um meio
simples de se poder acompanhar o desempenho do mercado de a¢Ges dos EUA, num periodo
da histéria onde o fluxo de informag@es era muito limitado®.

No seu inicio o Dow Jones, era composto por apenas 12 empresas de capital aberto
consideradas importantes para a economia dos EUA. O mix de empresas era diversificado,
variando do tabaco ao agucar e do carvéo ao ferro, como representantes da economia. Todas as
empresas do Dow Jones eram focadas em “commodities 4. As 12 empresas originais eram:
American Cotton Oil; American Sugar; American Tobacco; Chicago Gas; Distilling & Cattle
Feeding; General Electric; Laclede Gas; National Lead; North American; Tennessee Coal &
Iron; U.S. Leather; United States Rubber. O primeiro valor publicado do Dow Jones foi de,
$40,94, e foi calculado tomando o preco médio de mercado das 12 empresas. No ano de 1928,
0 Dow Jones ampliou para 30 empresas, nUmero esse que se mantém até a data de hoje (NYSE,
(2021).

Para os célculos diarios do indice, sdo utilizadas as médias dos picos das altas e baixa
do valor do indice em vez do preco de encerramento. Esta metodologia implica que todas as
acOes atingem os seus pontos altos e baixos simultaneamente, uma ocorréncia rara na realidade.
No entanto, este método de calculo do indice Dow Jones fornece uma melhor imagem dos

valores em que o indice é negociado durante o horario de mercado.

3 Invistopedia: https://www-investopedia-com.translate.goog/ask/answers/100214/when-did-dow-jones-
industrial-average-djia-begin.asp?_x_tr_sl=en&_x_tr_tl=pt&_x_tr_hl=pt-PT&_x_tr_pto=sc

4530 um termo que corresponde a produtos basicos n3o industrializados, matérias-primas que ndo se
diferenciam quem as produziu ou da sua origem, sendo definidos os seus precos pela oferta e procura
internacional.
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A composicao do indice muda regularmente, & medida que as a¢Ges e 0s setores que ele
representa caem e perdem a preferéncia. Com o tempo, a sua composi¢do mudou para refletir
as alteracfes na economia do pais. Por exemplo, a gigante das telecomunicacfes AT&T, que
foi adicionada ao Dow Jones em 1916, foi substituida pela gigante tecnoldgica Apple Inc. (
AAPL ) em 2015. Em 24 de agosto de 2020, a Salesforce, a Amgen e a Honeywell foram
adicionadas ao Dow Jones, substituindo Exxon-Mobil, Pfizer e Raytheon Technologies. Nao
ha informacbes detalhadas sobre os critérios para a inclusdo de uma empresa no Dow Jones.
Tudo o que se conhece é que um comité, que inclui funcionarios da S&P, Dow Jones Indices e
do The Wall Street Journal, toma a deciséo sobre quais as empresas que devem ser incluidas e
removidas da lista. As empresas que compdem Dow Jones estdo em mudancga continua, de
modo que a lista ndo é estatica. No entanto, consiste nas empresas mais proeminentes da
economia norte americana e, portanto, 0s nomes das empresas sao familiares para o cidadao
comum. O indice inclui nomes como Microsoft, Apple, McDonald's, JPMorgan Chase, Boeing,
Nike, Visa, Verizon, Walmart e Coca-Cola.

Nas ultimas duas décadas, a evolucédo do indice, foi a seguinte:

Evolucéo semestral Dow Jones

35 000,00
30 000,00 "
/ 1(./ ‘
25 000,00 /\,A v
v
20 000,00 /’
- s <
/A/:,\ \(\r
15 000,00 A
= s
e ) ) -'/‘/‘/ \I\‘ _ (/\/\
10000,00 WERARgay et ¥ aibe
\,\
5 000,00
0,00
OO T AN ANNMNNTITLNULOONNONODDOOETANANMMNTSTNWMWOWONNOCDOOODO OO O
OO0 0000000000000 TH AT AT A A A AT A A A A A A NN
NS S S S S S S S S S S S S S S S ESETCS > >>>>>>>>>>->>->>>
52525252525252525252525252020258252525258353
e Fecho Abertura

Gréfico 1: Evolugdo Dow Jones

Como se pode ver pelo grafico 1, o indice tem uma evolucdo extremamente positiva nas
ultimas duas décadas. Tendo tido as suas principais quedas, a semelhanga do PSI20 e do

FTSE100 no ano de 2007 a 2009, resultante da crise do “subprime”®, bem como mais

5 Crise que comeg¢ou com a queda do Dow Jones motivada pela concecdo de empréstimos hipotecarios de alto
risco. Situagdo que arrastou varos bancos para a faléncia
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recentemente no ano de 2019 por via da pandemia mundial do Covid 19. Porém, é de suma
importancia destacar que o ano 2020 ja foi de crescimento. E muito relevante perceber que o
Dow Jones nestas duas décadas teve um crescimento de aproximadamente cento e sessenta e
seis porcento, passando dos onze mil e quinhentos pontos na abertura de janeiro do ano 2000
para os trinta mil pontos no fecho do més de dezembro de 2020.

2.2.2 FTSE100

O indice FTSE100 é composto pelas 100 maiores empresas do Reino Unido por valor
de mercado total, este valor é calculado, fazendo a multiplicacdo do numero total de acdes
emitidas pelo preco da acdo. O FTSE100, foi lancado a 3 de Janeiro de 1984, como uma “joint
venture ” entre 0 “Financial Times” e a “London Stock Exchange ”, e veio substituir o FT30.
Este indice é controlado pelo FTSE Group e tem atualizagBes em tempo real e publicadas a
cada segundo. Algumas destas empresas tém um foco internacional, o que pode querer dizer
que a evolucdo deste indice possa ser diferente da evolugdo econdmica do Reino Unido. Mesmo
com essa condicionante, o FTSE 100 é de longe o indicador do mercado de a¢des do Reino
Unido mais amplamente utilizado.

Para ser incluida no indice, uma empresa deve atender a uma série de requisitos
estabelecidos pelo FTSE Group. Os requisitos incluem estar cotada no Servico de Negociagédo
Eletronica da Bolsa de Valores de Londres com um preco denominado em libras esterlinas ou
euros, atender a certos testes de nacionalidade, de free float® e de liquidez.

Nos indices FTSE, os precos das acfes sdo ponderados pela capitalizacdo free float, de
forma que as empresas maiores, tém mais peso para o indice do que as empresas menores.

O fator de ajuste de free float representa o percentual de todas as acbes emitidas
prontamente disponiveis para negocia¢do, arredondado para o maltiplo mais préximo de 5%.
A capitalizacdo de free float de uma empresa é a capitalizacdo de mercado multiplicada pelo
seu fator de ajuste de free float. Portanto, ndo inclui agdes restritas, como aquelas detidas por
pessoas de dentro da empresa.

Nas tltimas décadas a evolugdo do FTSE100 foi a seguinte:

6 E 0 percentual das acBes de uma empresa que estdo em circulacdo na bolsa de valores livres para compra
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Gréfico 2: Evolucéo semestral FTSE100

No que ao FTSE100 diz respeito, vemos que houve uma queda desde 2001 até ao final
do ano de 2003. Para isso contribuiram os atentados de onze de setembro em Nova York, que
tiveram impacto nas bolsas de valores mundiais, pode também ter contribuido as eleicdes
ganhas em 2001 pelo partido dos trabalhadores que ja se encontrava no poder desde o ano de
1997.

Em 2003, rompe-se o ciclo de queda e comeca a haver um crescimento exponencial no
indice até o ano de 2007. Este crescimento, foi exponenciado pela invasao conjunta dos Estados
Unidos da América e do Reino Unido ao Iraque. O ano de 2005, foi muito marcante para a Gra-
Bretanha, pois verificaram-se elei¢cGes, ganhas uma vez mais pelo partido dos trabalhadores e
dois meses depois ocorreram os atentados terroristas em Londres, 0 que impactou a evolucéo
da bolsa, tendo estagnado o crescimento desse ano.

O ano de 2007 foi negro para os mercados mundiais, com a crise do “subprime ” todas
as bolsas do mundo despencaram. Em 2009 comecou a verificar-se uma inversdo nos valores
do indice, comecando a crescer, este crescimento deu-se até ao ano de 2015. Nos primeiros
anos este crescimento deveu-se muito ao investimento feito para os jogos olimpicos de Londres
2012, sendo que as elei¢cdes de 2010 gue colocaram como chefe de governo David Cameron do

partido conservador, causaram algum impacto no indice britanico.

16



Em 2015 o partido conservador voltou a ganhar as eleicbes no Reino Unido, porém
devido ao referendo do “brexit”” em 2017 voltou a haver elei¢Ges, reconduzindo a conservadora
Theresa May no comando da Gré-Bretanha. De notar que mesmo no meio desta confusédo
politica o indice britanico teve um crescimento superior a mil e quinhentos pontos neste
periodo.

No ano de 2019, o FTSE100 teve uma queda muito acentuada devido a paralisacdo
planetaria causada pelo virus do Covid19. De salientar que os dados de 2020, demonstram que
o indice esta a dar indicagdes de comecar a recuperar.

2.2.3 PSI 20

O PSI20 € o principal indice do mercado Portugués, tendo sido criado no dia 31 de
dezembro de 1992, para substituir a antiga bolsa de derivados do Porto (BDP), e valia a data
3.000 pontos. As empresas que compunham o indice a data eram: Banco Espirito Santo (BES);
Banco Portugues de Investimento (BPI); Banco Comercial Portugués (BCP); Banco Portugués
do Atlantico (BPA); BCI industrias; Banco Totta & Acores; Caixa Banco de Investimentos;
CIN; C? Seguro Mundial Confianga; Corticeira Amorim; Efacec; Lisnave; Lusotur; Somague;
Mota & C?; Engil; Mundicenter; Radio Marconi; Soares da Costa Construcdes e Sonae SGPS.

O PSI 20 é calculado através da média ponderada (pelo peso do valor do free float) das
cotacBes das agdes que integram o indice a cada momento. O PSI 20 ndo contabiliza o retorno
dado pelos dividendos, sendo que para obter esse retorno sera necessario utilizar os indices PSI
20 GR (gross return) ou PSI 20 NR (net return).

O ndmero de constituintes que compde o indice deve variar entre dezoito e vinte
empresas que para poderem participar devem cumprir a seguinte regra — “o valor em free float
deve ser superior a cem milhdes de euros”. As entradas e saidas do PSI20 sdo definidas no més
de marco de cada ano e, por ocasido da revisao anual.

A evolucdo do PSI20 nos altimos 20 anos foi a seguinte:

7 Referendo realizado no dia 23 junho 2016, no Reino unido, que referendava se os britinicos queriam a
preméncia na Unido Europeia.
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Gréfico 3: Evolucéo Semestral PSI120

Pode constatar-se pelo grafico 3 que a evolugdo do PSI20 nas ultimas décadas ndo tem
sido muito favoravel. Verificamos que do ano 2000 até ao final do ano de 2020, o indice teve
uma queda de aproximadamente sete mil e duzentos pontos, o que corresponde a uma queda de
60%.

Pode observar-se que existe uma queda muito acentuada entre o inicio do ano 2001 e o
final de 2003. Estes foram anos politicamente conturbados onde neste periodo de tempo
houveram trés chefes de estado diferentes (Antonio Guterres, Durdo Barroso e Santana Lopes).

No ano de 2004 até meados de 2007, vé-se que houve um crescimento muito interessante
no mercado, atingindo valores muito proximos dos do inicio do século. Isto deveu-se ao fato de
nesses anos ter existido um enorme investimento publico na economia portuguesa.

Nos anos seguintes, foram muito complicados a escala mundial. No dia 24 de julho de
2007, houve uma crise do “subprime” 8 o que desencadeou a queda de todos os indices de
mercado bem como a faléncia de alguns bancos historicos. Esta grave crise foi um dos
principais motivos para que a 6 de abril de 2011 Portugal tenha recorrido pela terceira vez na
sua histéria a ajuda externa do FMI, Comissdo Europeia e BCE. Portugal esteve
intervencionado até 17 de maio de 2014.

De 2014 até a presente data, pode notar-se que existe uma queda do indice, porém com
uma oscilacdo muito menor.

8 Crise que comeg¢ou com a queda do Dow Jones motivada pela concecdo de empréstimos hipotecarios de alto
risco. Situagdo que arrastou varos bancos para a faléncia
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3 Critério de Kelly
3.1 Aorigem do critério de Kelly

O critério de Kelly é uma ferramenta para se conseguir maximizar os lucros ou
rendimentos e mitigar o risco da faléncia (Edward, 2008; Poundstone William, 2005). O critério
de Kelly permite ao utilizador estimar a percentagem do capital a aplicar num determinado
investimento, no sentido de maximizar o rendimento e mitigar o risco de faléncia.

John Kelly Jr, criador do critério de Kelly, nasceu no dia 26 de dezembro de 1923 em
Corsicana, Texas.

Em 1953, concluiu o seu doutoramento com o tema “Investigacdo de Propriedades
Elasticas de Segunda Ordem de Varios Materiais.” Este trabalho foi de suma importancia para
Kelly, pois proporcionou a sua proposta de emprego na “Bell Labs”, que naquele periodo era o
mais prestigiado centro de pesquisa do mundo.

Dentro da Bell Labs, a carreira de Kelly passou por areas bastante diferentes. Onde
estudou formas de comprimir dados da televisao, isto levou a que tivesse que estudar uma nova
disciplina, a Teoria da Informacdo, o que o levou a conhecer profundamente os trabalhos de
Shannon sobre a teoria da informacao.

Em 7 de junho de 1955, a CBS, langou um quiz show chamado $64.000 questions, onde
como o nome indica o vencedor poderia ganhar 64.000 ddlares. Sucede que o programa foi
gravado em Nova York e foi transmitido ao vivo na costa Leste. Porém como existe uma
diferenca horéria da costa Leste para a costa Oeste, apenas foi transmitido nesta Gltima trés
horas depois. A data tal como hoje existia o habito dos americanos de apostar no vencedor dos
programas, mas como houve esta diferenca horaria, um telespetador da costa Oeste teve acesso
a informacéo do vencedor antes da transmissdo televisiva, o que fez com que pudesse apostar
no concorrente vencedor. Com esta ocorréncia, Kelly foi capaz de criar uma ligacdo entre as

teorias da informacédo de Shannon e as apostas, (Poundstone William, 2005).
3.2 Aaplicacdo do critério de Kelly em investimentos no mercado de acbes

A primeira vista pode ser tentador vislumbrar uma estratégia com um grande retorno
esperado como sendo a mais favoravel, afinal, € de interesse dos investidores o retorno. Porém
como facilmente se pode imaginar, existem vantagens e desvantagens na utilizagdo de tais
estratégias.

De acordo com MacLean, Thorp e Ziemba (2010), as principais vantagens na utilizagdo

das estratégias com grande retorno esperado sao essencialmente duas.
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A propriedade basica do critério que maximiza a taxa de retorno logaritmica esperado
(maxE[logG]) do investimento. Por si s6 essa € uma propriedade, de grande interesse para uma
ampla gama de investidores. Esse critério, além de maximizar o log-retorno, maximiza a
utilidade dos investidores com fungdes de utilidade logaritmicas. Isso implica de certa forma
que investidores que gostam de usar estratégias que usam expressdes logaritmicas estejam
“mais satisfeitos”. Sob condi¢des favoraveis, maxE[logG], também maximiza a mediana dos
retornos logaritmicos, algo Util para manter o investidor na estratégia. O investidor que utiliza
a estratégia Kelly, sob os pressupostos do modelo, esta fora de risco de uma faléncia, apesar de
teoricamente poder atingir niveis arbitrariamente pequenos em cenarios adversos.

Uma outra vantagem referida é a facilidade de escolha. Na moderna teoria de portfolio,
no modelo de andlise de media-variancia (Markowitz, 1952) mesmo tendo apenas um ativo (ou
fundo de ativos) de risco e um ativo livre de risco, podem ser construidos infinitos portfélios
eficientes e racionais, com diferentes riscos e retornos. Com base na averséo ao risco, entéo,
um dos portfdlios sera escolhido. O problema é supor o conhecimento do nivel de aversdo ao
risco dos agentes, algo demonstrado por Kahneman (2012) como problemético e ambiguo. No
critério de Kelly, é gerado apenas um portfélio (dado somente um ativo de cada uma das duas
categorias) bastando supor que o investidor estd interessado em maximizar o0 seu retorno
logaritmico.

Por outro lado, ha fatores no critério de kelly que podem torna-lo desfavoravel para os
investidores.

Como ndo ha analise da aversao ao risco, para alguns agentes, o risco desse portfolio
pode ser muito superior ao que estdo dispostos a suportar.

Samuelson, (1971 e 1979) escreveu diversas criticas. As suas criticas concentram-se
principalmente na funcdo de utilidade logaritmica. Na verdade, ndo é um pressuposto do
modelo e para os agentes utilizarem o modelo como estratégia 6tima. Samuelson (1979)
demonstra que para qualquer outra funcdo de utilidade o critério é uma estratégia ndo 6tima,
pois a sua complexidade matematica, esta alem do alcance de muitos investidores. Outra critica
refere-se ao longo prazo. A estratégia maximiza o retorno com certeza, porém o tempo pode
tender para o infinito e com isso a maximizacéo do retorno em periodos finitos pode nunca
ocorrer. Entretanto, no curto prazo (e por vezes no longo prazo) a estratégia pode ter retornos
muito fracos ou mesmo negativos.

A Ultima desvantagem apontada por Samuelson (1971 e 1979) e talvez a mais

preocupante para os investidores € que erros na estimativa dos parametros podem levar o
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investidor erroneamente a investir mais ou menos que a proporgéo ideal. Caso o investidor
aplique f < f*, sendo f o valor investido e f* o valor exato do calculo do critério de Kelly, tera
um crescimento menor que 0 maximo, mas também tera uma volatilidade menor. Para o caso
de aplicar f > f* além de ter um crescimento menor que 0 maximo, terd uma volatilidade maior
também, tornando esse caso mais perigoso que o anterior.

Para tentar sobrepor essa questdo, Ziemba & MacLean (1999) propdem investir uma
fracdo de f*, estratégia conhecida como half Kelly. A ideia é que como sobre estimar f* é mais
oneroso que subestimar, ao intencionalmente investir menos, o investidor protege-se contra 0s

efeitos da sobrestimacgdo a um custo relativamente baixo.

Os autores testam f = 0,5f*. Nesse caso, se f* estiver corretamente estimado, o
investidor tem um crescimento 25% menor que G(f*) (sendo G(f*) o retorno logaritmico
médio) e uma volatilidade 50% menor. Para um p = 0,75 (sendo p a probabilidade de vitéria ou
sucesso), a volatilidade é 25% menor, enquanto o crescimento é apenas 6,25% menor.

Descrito desta forma, parece algo bastante positivo e simples, veremos como pode
funcionar na préatica o critério de Kelly.

Imagine-se que é feito a seguinte proposta: um investimento onde sé existem duas
hipoteses, e onde s6 se pode escolher uma delas. No caso de escolher a hipétese vencedora
dobra o capital inicialmente investido, caso contrério perde a totalidade do capital investido. A
rendibilidade esperada pode ser facilmente calculada como sendo de 100%. Portanto é um
investimento vantajoso e uma pessoa racional aceitaria o risco. A questdo €, quanto deve
investir? Se colocar todo o capital, vai-se maximizar a expectativa de lucro, porém tém alguma
probabilidade de perder todo o dinheiro e ndo poder fazer novos investimentos para recuperar
o capital perdido. Por outro lado, se investir 0, estd a minimizar o risco, porém ndo esta a
usufruir do beneficio de um retorno® esperado positivo.

Conclui-se que o valor ideal deve ser intermediario entre esses dois extremos 0% a 100%
do capital. Como as probabilidades e retornos sdo constantes, entdo o investimento deve ser
constante. E o montante investido deve ser absoluto ou relativo, fixo ou variavel? Ou seja, deve
sempre investir uma quantidade monetarias ou uma percentagem do capital? Por exemplo se
investir 100 unidades e ganhar 20, ttm uma rendibilidade de 20%. Mas se investir um capital
de 1000 unidades monetéarias, a rendibilidade é de apenas 2%, mediante o crescimento do

capital, a rendibilidade marginal vai decrescendo. Ja com uma fragdo fixa, a rendibilidade

9 Para efeitos deste trabalho o retorno serd analisado como sendo o capital investido mais a rendibilidade. A
rendibilidade é a taxa de rendimento gerada pelo investimento (Pinho & Tavares, 2012)
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marginal sera constante, sendo assim mais l6gico. Pois se das 1000 unidades monetarias investir
20% teremos uma rendibilidade de 200 unidades monetéarias (Kuepper, 2021).

Posto isto, deve-se utilizar uma percentagem fixa do capital para o investimento f. Para
definir esse valor, primeiro deve-se definir um critério, um objetivo que se pretende alcancar.
Para maximizar a probabilidade de dobrar o capital apds um investimento, entdo f deve ser
100%, ou se quiser maximizar a probabilidade de manter o capital inicial apds n investimentos
f devera ser 0%. O critério que se procura € maximizar o retorno no longo prazo.

No seu trabalho, Kelly (1956) propde este mesmo problema e deduz a sua solugéo pela
primeira vez. Focado na engenharia, Kelly trata o problema em termos de teoria da informacéo
(Poundstone William, 2005). Inclusive a incerteza do resultado final do evento ocorre porque
o resultado (real) é transmitido por um "canal de comunicagdo" sujeito a erros. Apesar de John
Kelly ter sido o criador, Edward Thorp foi sem divida um dos seus maiores estudiosos e quem
mais aplicou o Critério na pratica, tanto em apostas quanto em investimentos (Poundstone
William, 2005)

Se investirmos uma fracgao f do capital num investimento que pague b para cada unidade
investida mais o investimento original em caso de vitoria, e nada, no caso de derrota, o capital
apos n rodadas sera:

sn=50(1+fb)"(1 - )P (1)

Sendo s,, o capital apds o investimento, s, o capital inicialmente investido, fb fracdo
do capital mais a rendibilidade esperada, f a fracdo do capital apostado, VV a quantidade de
vitdrias, D a quantidade de derrotas logo V +D = n. Como 0 que interessa € maximizar a taxa

de crescimento esperado do capital, a seguinte equacdo sera muito util:
1 smyl/, _
elos e '™ — % (2)

Sendo e uma constante dos logaritmos naturais. Logo, o crescimento na rodada n em

funcdo da proporcéo do capital alocado, Gn(f),

1
Gn(f) = log() ™ = Zlog(1 + fb) + flog(1+f) (3)
Em termos de expectativa, v/n é a probabilidade p de vitoria numa rodada e d/n é a

probabilidade g de derrota. Logo, o crescimento esperado, g(f) seré:

G(f) =plog(1+ fb) +qlog(1—f) (4)
Para achar a fracdo f* que maximiza G(f), max[g(f)] ocorre quando dg(f) df =0

Resolvendo a maximizagéo acima, obtém-se a fragdo f* que maximiza g(f) é:
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f*=152 (5)

E como se sabe que g = 1 — p, temos:

f #= B2 ()

Para demonstrar a aplicacdo do critério de Kelly apresenta-se o seguinte exemplo, foi
proposto um investimento de 1.000,00€, cuja probabilidade de vitoria é de 60%,
consequentemente a probabilidade de derrota é 40%. Assim sendo (p) é de 0.6 e 0 que é pago
(b) é 1, pode ver-se que:

f =201 = 0.20
G(f) = 0.6log(1+ 0.20 * 1) + 0.41log(1 — 0.20) =0.0087447 = 0.874%

Ou seja, para maximizar o retorno no longo prazo, é necessario apostar 20% do capital
em cada investimento, alcancando assim um retorno logaritmico médio de 0.87%, como se
constata na tabela 1.

Desenvolvendo em Excel um modelo de Monte Carlo, para exemplificar e explicar
melhor o funcionamento do critério de Kelly, com os dados do exemplo apresentado (p=0.6,
g=0.4 e b=1) , este teste foi feito mil vezes e com 25, 50, 75 e 100 investimentos, os resultados

ao final dos investimentos foram os seguintes;

Investimentos [y 25 M 50 - 75 v 100 -
Média 2737,82¢€ 6202,91€ 1864741 € 4507763 €
Minimo 96,82 £ 3164€ 23,26 £ 1140€
Maxima 42 398,32€ 157815,52¢€ 391615,19€ 2186512,02€ |

Tabela 1 : Resultado dos Investimentos
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25 Investimentos dispersiao

[96,82 €,397,55 €]  (397,55€, 698,27 €] (698,27 €, 999,00 €] >999,00 €

Gréfico 4: 25 Investimentos Disperséo

Foram realizados mil testes de 25 investimentos. Deles resultou que em 755 dos 1000
testes o resultado obtido foi superior a novecentos e noventa e nove euros, logo lucro. Assim

constata-se que sé existiu prejuizo em 25% dos testes realizados.

50 Investimentos Dispersao

67 76
ot 42

[31,64 €, 273,48 €] (273,48 €,515,32 €] (515,32 €, 757,16 €] (757,16 €, 999,00 €] >999,00 €

Gréfico 5: 50 Investimentos Disperséo
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A semelhanga do grafico 4, o grafico 5 mostra como se comporta 0 mesmo investimento
feito 50 vezes e testado em 1000 ocasiOes. Constata-se que o0s resultados superiores a
novecentos e noventa e nove euros se mantém nas 755 ocorréncias. Porém ha um ligeiro

aumento nas ocorréncias inferiores a duzentos e setenta e trés euros, que ultrapassam as 59.

75 Investimentos Dispersao

59

35 43 57

[23,26 €, 267,20 €] (267,20 €, 511,13 €] (511,13 €, 755,07 €] (755,07 €, 999,00 €] >999,00 €

Gréfico 6: 75 Investimentos Disperséo

No grafico 6 pode ver-se, que das 1.000 vezes que foram testados 75 investimentos,
obtiveram-se resultados iguais ou superiores ao capital inicial investido em 806 ocasides. O que
é um aumento siginificativo face ao constatado no grafico 5. O que indica que com o avolumar

dos investimentos, esta situacdo ocorra ainda mais vezes.
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100 Investimentos Dispersao

e LR

AR o r o

[11,40 £, 208,92 €]

(208,92 €, 406,44 €] (603,96 €, 801,48 €]
(406,44 €, 603,96 €]

(801,48 €, 999,00 £]

>999,00 €

Gréfico 7: 100 Investimentos Dispersao

Como se observa no grafico 7, a grande maioria dos resultados obtidos apds os cem

investimentos, verifica-se que sdo francamente positivas, 0 que demonstra que a teoria

apresentada acompanha o que acontece na pratica, ou seja o critério de Kelly maximiza o lucro

e mitiga as perdas. Pode ainda observar-se que os resultados mais observados apds os cem

investimentos estdo situados em valores superiores a 999 €, ou seja lucro, o que faz com que

em mil tentativas de cem apostas haja um retorno positivo em oitocentas e cinquenta e uma

VEeZes.

De salientar que quanto maior for o nimero de investimentos mais o resultado tende a

aumentar, e a atingir cifras mais elevadas.
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Média

45 077,63 €

18 647,41 €

6 202,91 €

25 50 75 100

Gréfico 8: Média Retorno do Investimento

Como se pode observar pelo grafico 8, em média ao fim de 100 investimentos, o retorno
esperado é de aproximadamente de quarenta e cinco mil euros. Por outro lado, quando o
investimento é efetuado 25 vezes o retorno é de aproximadamente dois mil e setecentos euros.

O gue mostra que com o aglomerar de investimentos o retorno tende a aumentar.

Apesar de peculiaridade, a ideia acima parece ter pouca aplicabilidade pratica.
Investimentos com retornos esperados muito positivos sdo operagdes pouco comuns
normalmente com vida curta.

Pode destacar-se alguns casos como o de contagem de cartas no Blackjack. Descrito e
utilizado, pela primeira vez por Edward Thorp (1966). Entretanto, a aplicacdo de tal estratégia
requer muita habilidade e trabalho, tal como descrito em Poundstone William (2005).

Outro caso curioso explorado por Ziemba (2001) é o de se escolher combinacdes de
nameros pouco selecionados em loterias, como por exemplo o Euromilhdes. Escolher nimeros
“impopulares” pode trazer uma rendibilidade esperada positiva, pois caso sejam sorteados,
dificilmente o prémio sera dividido por mais de um vencedor. Ziemba (2001) demonstra
estatisticamente que tal estratégia pode ter um retorno esperado positivo, porém, demonstra
também que pode ndo ser suficiente o tempo de uma vida humana, para que tal facto ocorra.

Estes dois exemplos demonstram que o caso binomial do critério é pouco aplicavel na
pratica, porém um dos locais onde melhor se pode adotar o critério € no mercado financeiro.

Como é sabido, o mercado financeiro de agdes tem retornos esperados positivos. Para além dos
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retornos esperados positivos, 0 mercado das bolsas de valores relne outras qualidades muito
valiosas para 0 modelo, como:
-A facilidade de investir, ndo sendo necessario ser nenhum expert para operar;
-Os investimentos surgem em janelas alargadas de tempo;
-N&o existem limitaces quanto ao capital a ser investido e pode-se ter uma
expectativa positiva do retorno bem como mensurar o risco que se corre.

Enquanto no caso binomial existe o0 ganho no caso de vitoria e a probabilidade de vitdria,
no mercado acionista ha o retorno esperado e a volatilidade do mercado.

Aplicar um modelo ao investimento em ac¢Ges que possa maximizar os retornos no longo
prazo pode ser de extremo interesse para investidores institucionais e individuais. A primeira
vista ndo é possivel aplicar as variaveis de retorno esperado e volatilidade nas equacdes (1) e
(6). Porém pode-se deduzir equagdes para investimentos com payoffsi® continuos utilizando a
ideia original de John Kelly. No seu artigo Edward (2006) parte da mesma ideia utilizada para
se deduzir a equagao de Black-Scholes-Merton?!. A variagdo do preco das a¢Ges, em fragGes de
tempo infinitesimais, pode assumir dois valores, m + s, sendo m a rendibilidade esperada e s 0
desvio padrdo. Dessa forma, o caso binomial pode ser aplicado para fracGes de tempo
infinitesimais e com um pouco de manuseamento algébrica e séries de poténcia obtém-se uma
solucéo para qualquer intervalo de tempo real.

Partindo do pressuposto que as acdes seguem o GBM?'? (movimento browniano
geométrico), pode chegar-se a mesma solugdo apresentada por Thorp (2008), maximizando o
movimento/rendibilidade esperada no GBM.

A rendibilidade esperada de um ativo “s" é dado pela fungéo:

E(n(%) = (u =2t (7)
Para um portfdlio composto de uma fracdo f em um ativo s, com drift

(rendibilidade), t tempo, desvio padrdo o e uma fragdo (1—f) num titulo que paga uma taxa de

juros conhecida r. A taxa de retorno esperado, G(f), passa a ser:

G(f) = (fu—L2D)t + (1 - fHr)t (8)

10 Ganhos inerentes de investimentos financeiros.
11 Refere-se a trés conceitos relacionados, um modelo de precificagdo de ativos ndo direcionais; uma
equacao diferencial parcial; uma férmula, cujo resultado obtido (pela solucdo da equacdo mencionada
acima), projeta uma estimativa tedrica do prego de tal opgéo.
2.0 movimento geométrico browniano é usado para modelar os pre¢os das aces no modelo Black-
Scholes e é 0 modelo mais utilizado no comportamento do preco das acdes.
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Resolvendo, maxG(f). Onde f= representa o valor de f que maximiza

G(f),
0’2 —
WH =y =0 (9)
Assim sendo:
fr=1F (10)

Sendo r a taxa de juro sem risco. Esta ultima é inclusive a formula que seré adotada

para a realizacdo da nossa analise de investimento.

Aplicado f* em G(f), temos que:

G(f ) =& (11)

Como sé ha um ativo de risco, a volatilidade do portfolio é proporcional a quantidade
desse ativo,

o, =of (12)
Ou seja, para f* temos que:
op. = 0f = ot =2 (13)

Ohlsson (2017), estudou a aplicacéo do critério de Kelly no mercado Sueco de a¢des no
periodo de 2005 até o ano de 2015. Os resultados obtidos, comparando o critério de Kelly com
outras estratégias de investimento, o critério de Kelly demonstrou resultados cinco vezes
superiores as demais estratégias de investimento.

Li et al. (2020), inovou e utilizou uma combinacdo de estratégias de investimento no
CSI300%3, onde adotou o LSTM! juntamente com o critério de Kelly. Esta inovacéo, teve uma
repercussao no crescimento do investimento de 44,9% num periodo de dez dias. Isto tem uma
enorme relevancia, o critério de Kelly é conhecido pelos retornos financeiros no medio longo
prazo e nunca em um periodo téo curto.

Thorp (2007), mostra que o critério de Kelly é utilizado por dois dos maiores
investidores da historia, Mohnish Pabrai e Warren Edward Buffett. Neste artigo, € mostrado
gue nos principais negocios efetuados por estes dois investidores, sdo sempre tidos em conta 0s

calculos do critério de Kelly. Warren Edward Buffett afirmando inclusive que nunca faz

30 CSI 300 € um indice do mercado de a¢es ponderado por capitalizacdo projetado para replicar o
desempenho das 300 principais acBes negociadas na Bolsa de Valores de Xangai e na Bolsa de Valores
de Shenzhen
“ LSTM- Long short-term memory é uma arquitetura de rede neural artificial usada no campo da
aprendizagem.
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investimentos inferiores a vinte e cinco porcento do capital disponivel para investir, podendo
em casos excecionais chegar a investir setenta e cinco porcento do capital.

Yoder (2021), testou a aplicacdo do critério de Kelly em um investimento cuja
probabilidade de sucesso era de 52%, consequentemente, a probabilidade de insucesso era de
48%. Com a adogdo do critério de Kelly ao final de 1.000 aplica¢Ges o investidor tinha uma
riqueza maior em 44% face ao capital inicial. O que com uma taxa de sucesso esperada téo
proxima da taxa de insucesso, € um resultado muito favoravel.

O critério Kelly é uma estratégia vidvel para se ter em conta na Otica do investimento

financeiro e na mitigacéo do risco de faléncia.
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4 Metodologia

Neste trabalho, ver-se-4& o comportamento dos indices: portugués (PSI20); inglés
(FTSE100) e americano (Dow Jones). Vai ser comparada a sua evolucao ao longo dos ultimos
20 anos, utilizando o critério de Kelly a fim de se perceber se com o0 uso do critério tém um
retorno mais favoravel do que sem ele. Para isso vamos analisar toda a metodologia adotada.

A férmula adotada para calcular a percentagem do capital que deve ser investido
segundo o critério de Kelly € representada pela seguinte expressdo: f == £ Onde u
corresponde a rendibilidade esperada do investimento, o r é a renda fixa do mercado e 0 o2 é
a volatilidade ao quadrado do mercado.

Visto isto, percebe-se que existem algumas incdgnitas que se ter4 que estimar. A
primeira delas o u. Para isso, tem que se encontrar uma forma de poder no momento inicial
estimar a rendibilidade do investimento. De acordo com Neves (2002) e Pinho & Tavares
(2012), uma das formas de melhor fazer essa estimativa é utilizando o CAPM®.

Neves (2002), refere que 0 “CAPM deve ser o modelo mais utilizados pelos analistas
financeiros para estimar o custo dos capitais proprios. O modelo indica de forma direta a relacdo
entre o risco e a rendibilidade exigida pelo acionista, isto €, o custo do capital proprio.”

Para a exatidao da estimativa deste modelo, ter-se-a que ter em conta dois pressupostos
fundamentais:

- A eficiéncia dos mercados, para que haja uma relagcdo consistente entre o risco e a
rendibilidade dos ativos.

- Que a relacdo entre o risco e a rendibilidade seja razoavelmente estavel ao longo do

tempo.

O CAPM, representa-se da seguinte forma:
re:rf+ﬁ(rm—rf) (14)
Aonde temos que 7= rendibilidade esperada pelo acionista, 7y corresponde a taxa de

juro sem risco, r,, é a rendibilidade da carteira de mercado e o 8 € o indice de risco do ativo

financeiro.
Assim para se obter a taxa de juro sem risco (ry) usou-se o site da Pordatal®, onde se

pode consultar a informacéo das taxas de juro sem risco para todos 0s anos.

15 Capital Asset Pricing Model trata-se de uma formula de analisar e investigar as relagbes existentes
entre 0 risco e o retorno esperado de um investimento.
6 Pordata é uma base de dados contemporanea com estatisticas oficiais sobre diversos paises.
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Taxa Livre de Risco Portugal

Taxa Livre de Risco Inglaterra

Taxa Livre de Risco
Estados Unidos

América

1999
2000
2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020

0,0480
0,0560
0,0520
0,0500
0,0420
0,0410
0,0340
0,0390
0,0440
0,0450
0,0420
0,0540
0,1020
0,1050
0,0630
0,0380
0,0240
0,0320
0,0310
0,0180
0,0080
0,0040

0,04483
0,04598
0,04679
0,04598
0,04656
0,04336
0,04114
0,04491
0,04420
0,04304
0,04303
0,03948
0,03123
0,03422
0,03247
0,02530
0,01994
0,01842
0,01845
0,01417
0,00807

OO O O O O O 0O 0o o o o o o o o o o o o o o

de mercado e a taxa de juro sem risco (r¢). Porem consultando o siteAdamodar®’, pode

conhecer-se o0 prémio de risco do mercado, tendo assim todas as informagfes necessarias para

o calculo do r,.

Tabela 2 : Taxa Livre de risco 2000-2020

A rendibilidade da carteira de mercado (1;,,), € dada quando somado o prémio de risco

17 http://people.stern.nyu.edu/adamodar/New Home Page/dataarchived.html#discrate (Damodaran)



http://people.stern.nyu.edu/adamodar/New_Home_Page/dataarchived.html#discrate

Taxa Risco Mercado Taxa Risco Mercado
Taxa Risco Mercado Britanico

Portugués Estados Unidos América

2001 6,46% 5,51% 5,51%

2002 6,11% 5,51% 5,51%

2003 5,79% 4,51% 4,51%
2004 5,80% 4,82% 4,82%
2005 5,82% 4,84% 4,84%
2006 5,63% 4,80% 4,80%
2007 5,66% 4,91% 4.91%
2008 5,54% 4,79% 4,79%
2009 6,50% 5,00% 5,00%
2010 5,40% 4,50% 4,50%
2011 6,28% 5,00% 5,00%
2012 10,13% 6,00% 6,00%
2013 10,68% 5,80% 5,80%
2014 10,40% 5,60% 5,00%
2015 9,50% 6,35% 5,75%
2016 10,17% 6,88% 6,25%
2017 9,24% 6,25% 5,69%
2018 7,96% 5,65% 5,08%
2019 9,02% 6,65% 5,96%
2020 7,37% 5,69% 5,20%

Tabela 3 : Total Risco Mercado

Por fim para poder calcular o CAPM, necessita-se saber o valor do . Pinho & Tavares
(2012), definem o 8 como sendo a medida de sensibilidade de um titulo ou carteira de titulos,
relativamente as oscilagdes de mercado. Porém, como se esta a trabalhar com o principal indice
da bolsa de valores dos paises analisados, a variacdo dos titulos ou carteira de titulos que vai

ser analisada é sempre igual a variacdo do mercado, consequentemente o 8 vai ser sempre um.
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Para o calculo do f *, é necessario determinar o2 que representa a volatilidade ao
quadrado do mercado. Segundo Neves (2002) e Pinho & Tavares (2012), a volatilidade (o) é
igual ao desvio padrdo que por sua vez é igual a raiz quadrada da variancia (s?).

Deste modo para calcular a variancia anual de um indice de mercado, é necessario

conhecer as suas variagdes mensais no valor do indice.

jan/02 | 7660,57 | 7799,61 | 5164,80 | 5217,40 | 9920,00 |10 021,71
fev/02 | 7448,82 | 7698,23 | 5101,00 | 5164,80 |10 106,13| 9 923,04
mar/02 | 7 796,00 | 7 445,05 | 5271,80 | 5101,00 |10 403,94|10 111,04
abr/02 |7531,69 | 7793,64 | 5165,60 | 5271,80 | 9 946,22 |10 402,07
mai/02 | 7 280,48 | 7547,44 | 5085,10 | 5 165,60 | 9 925,25 | 9 944,90
jun/02 | 6809,25 | 7 263,51 | 4 656,40 | 5085,10 | 9 243,26 | 9 923,94
jul/02 | 6 145,65 | 6 805,07 | 4 246,20 | 4 656,40 | 8 736,59 | 9 239,25
ago/02 | 6119,85 | 6 151,20 | 4 227,30 | 4 246,20 | 8 663,50 | 8 732,58
set/02 |5106,52 | 6 090,80 | 3 721,80 | 4 227,30 | 7 591,93 | 8 659,27
out/02 | 544590 | 5128,85|4039,70 | 3721,80 | 8397,03 | 7 593,04
nov/02 | 6 058,00 | 5478,14 | 4 169,40 | 4 039,70 | 8 896,09 | 8 395,64
dez/02 |5824,70 | 6 053,51 | 3940,40 | 4 169,40 | 8 341,63 | 8 902,95
jan/20 | 5252,03 | 5239,19 | 7 286,01 | 7 542,44 |28 256,03|28 638,97
fev/20 | 4765,73 | 5248,19 | 6 580,61 | 7 286,01 |25 409,36{28 319,65
mar/20 | 4069,55 | 4 882,59 | 5671,96 | 6 580,61 |21 917,16]25 590,51
abr/20 | 4284,18 | 4002,41 | 5901,21 | 5 671,96 |24 345,72|21 227,38
mai/20 | 4330,67 | 4 206,46 | 6 076,60 | 5901,21 |25 383,11|24 120,78
jun/20 | 4390,25 | 4 376,04 | 6 169,74 | 6 076,60 |25 812,88]25 342,99
jul/20 | 4295,82 | 4 367,54 | 5897,76 | 6 169,74 |26 428,32|25 879,38
ago/20 | 4301,08 | 4 293,98 | 5963,57 | 5897,76 |28 430,05(26 542,32
set/20 | 4067,02 | 4307,52 | 5866,10 | 5 963,57 |27 781,70|28 439,61
out/20 | 3945,12 | 4099,88 | 5577,27 | 5 866,10 |26 501,60(27 940,63
nov/20 | 4604,72 | 3957,00 | 6 266,19 | 5 577,27 |29 638,64|26 691,28
dez/20 | 4898,36 | 4 620,07 | 6 460,52 | 6 266,19 |30 606,48|29 797,50

Tabela 4 : Evolucédo de Mercado
Com estas informacdes, € possivel calcular a rendibilidade mensal do indice, a tabela
pode ser consultada na integra no ponto 8 apéndice do trabalho.

rendibilidade mensal do indice (R,y,) = valor fecho—valor abertura (1 )

valor abertura

Apos o célculo da rendibilidade mensal do indice para todos os meses, calcula-se a

variancia do ano.
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—\2
s? =209 (16)

Sendo o0 s? a Variancia da amostra, x; o valor de uma observacéo, o x o valor medio de

todas as observagdes e 0 n 0 nimero de observacdes.
Ap0s a estimacdo da variancia é possivel calcular a volatilidade (o), da seguinte forma:
o =V(s?) (17)
Tendo por base toda esta explicacédo, pode agora exemplificar o calculo do critério Kelly

para o ano de 2001, tendo em conta que estamos no dia 31/12/2000, para um investimento no
indice PSI120

O nosso 7y como se pode ver na tabela 2 € de 0,0520. De acordo com a Tabela 3 o premio
de risco de mercado para o0 ano de 2001 é de 0,0646. Com estas infornacGes ja se pode calcular
0 73, que como Visto anteriormente € igual ao somatorio 7y e do prémio de risco de mercado.

Logo o 7;, € de 0,1166 (0,0646+0,0520). Sabendo que o 3 é 1, temos que:
Te=0,0520+1(0,1166—0,0520)

Te=0,116600
Para o célculo do critério de Kelly é ainda necessario calcular qual o o. Porém tém que
se ter em atencdo que no dia 31/12/2000, data em que esté a ser calculado o Kelly, ndo existe
como saber a rendibilidade do ano, logo tera de se utilizar a rendibilidade do ano de 2000 para

calcular a variancia e posteriormente o desvio padrdo para se estimar a volatilidade.

data Fecho Abertura Rentabilidade

- v v -
janfo0 12 385,55 12 098,58 0,0237
fev/00 14 644,27 12 505,23 0,1711
mar,/00 13 127,09 14 768,54 -0,1111
abr/00 12 235,62 13 086,32 -0,0650
mai/00 11 364,13 12 427,19 -0,0453
jun/00 11923,37 11923,93 0,0000
julfo0 11937,44 11 869,18 0,0058
ago /00 11 900,26 11 960,62 -0,0050
set/00 11 778,95 12 033,17 -0,0211
out/00 10 981,81 11 798,03 -0,0692
nov/00 10 571,90 11 042,66 -0,0426
dez/00 10 404,09 10 588,15 -0,0174

Tabela 5 : Rendibilidade 2000

Tendo calculado os valores da rendibilidade, calcular-se-a a variancia do mercado
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s? =200 (17)

n-1

s =0,004842926

data VAR Rentabilidade
- - -
jan/o0 0,0237
fev/00 0,1711
mar/00 -0,1111
abr/00 -0,0650
maif00 -0,0453
jun/o0 0,0000
hE 0,004842926 0,005
ago/00 -0,0050
set/00 -0,0211
out/00 -0,0692
nov/00 -0,0426
dez/00 -0,0174

Tabela 6 : VVariancia 2000
A volatilidade do mercado no ano 2000
o =(0,004842926)
o =0,069591135

data DP O VAR Rentabilidade

- - - -
jan/00 0,0237
fev/00 0,1711
mar/00 -0,1111
abr/00 -0,0850
mai/00 -0,0453
jun/f00 0,0000
Jal/00 0,069591135 0,004842926 R
ago/00 -0,0050
set/00 -0,0211
out/00 -0,0692
nov/00 -0,0426
dez/00 -0,0174

Ja estimados todos os valores necessarios para o calculo do Kelly para o ano de 2001,

assim sendo temos:

= 0,116600-0,0520
0,0695911352

f *=13,33904319

\'\
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Posto isto, é de facil constatacdo que segundo o critério de Kelly, deveriamos investir
13,33% do nosso capital no PSI20.

Este calculo foi repetido para todos os anos analisados e todos os indices estudados,

para assim se poder ter uma comparagao fidedigna dos seus resultados.
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5 Resultados

Nesta fase do trabalho, sera testado o comportamento dos indices PSI20, FTSE100 e Dow
Jones nos ultimos 18 anos. Para isso simula-se um investimento de 10.000,00€ no més de
janeiro do ano de 2002 e retirar-se-a o capital investido acrescido das mais ou menos valias no
dia 31 de dezembro do mesmo ano. O retorno do investimento sera aplicado no més de janeiro

do ano seguinte e este processo repetir-se-a em todos os indices e até ao ano de 2020.

Posteriormente, os resultados serdo comparados com um investimento similar, porém
utilizando o critério de Kelly. O valor inicial da carteira, também sera de 10.000,00€, porém o
investimento do més de janeiro sera o valor da carteira multiplicado pela percentagem de Kelly
para esse ano. O retorno do investimento sera aplicado no més de janeiro do ano seguinte e este
processo repetir-se-4 em todos os indices e até ao ano de 2020. Depois, serdo comparados 0s
resultados obtidos a fim de perceber se o critério de Kelly maximiza os investimentos e mitiga

0S riscos.

5.1 Evolugéo do Psi 20

Da evolucdo do PSI 20 nas duas Ultimas décadas pode observar-se o0 seguinte resultado:

Ano Fecho Abertura Rentabilidade anual Retorno PSI20
2001 7 831,49 10 318,31 -0,241010398

2002 5 824,70 7 799,61 -0,25320625 7 467,94 €
2003 6 747,41 5 816,73 0,16000055 8662,81 €
2004 7 600,16 6 748,00 0,126283343 9756,78 €
2005 8 618,67 7 592,93 0,13509146 11 074,84 €
2006 11 197,60 8599,19 0,302169158 1442131€
2007 13 019,40 11 172,35 0,165323321 16 805,49 €
2008 6341,34 13 026,66 -0,513202924 8 180,86 €
2009 8 463,85 6 379,03 0,326823984 10 854,57 €
2010 7 588,31 8 475,45 -0,104671728 9718,40 €
2011 5494,27 7 649,87 -0,281782566 6979,92 €
2012 5 655,15 5 518,05 0,024845734 7 153,35 €
2013 6 558,85 5721,19 0,146413596 8 200,69 €
2014 4798,99 6 605,71 -0,273508828 5957,73 €
2015 5313,17 4 857,60 0,093784997 6 516,48 €
2016 4 679,20 5274,38 -0,112843595 5781,13 €
2017 5 388,33 4 675,79 0,152389222 6 662,12 €
2018 4731,47 5 405,83 -0,124746801 5831,04 €
2019 5214,14 4 695,08 0,110554027 6 475,68 €
2020 4 898,36 5 239,19 -0,065053949 6054,42 €

Tabela 8 : Investimento PS120 10.000€
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Como se pode constatar pela tabela 8, o PSI20 teve um comportamento muito
interessante entre o periodo de 2002 e 2007, tendo atingido neste Ultimo o seu maximo. Com o
investimento inicial, de 10.000€, no ano de 2007 o investidor teria uma quantia acumulada de
16.805€.

O ano de 2008 foi um ano muito negro para o mercado financeiro mundial, e ndo foi
excecao para 0 mercado portugués que caiu em um ano aproximadamente cingquenta porcento.
Passando de um resultado de 16.805€ no final de 2007 para 8.180€ no final de 2008.

Ap0s este ano tragico, houve uma ligeira recuperacao no ano de 2009, porém de 2010
em diante com alguns altos e baixos, a tendéncia foi sempre descendente.

Ocorre entdo que caso um investidor fizesse investimentos anuais no PSI120, comegando
em 2001 com a quanta de 10.000€ chegaria ao final de 2020 com apenas 6.054€, o que resulta
em uma perda de 3.946€ ou seja trinta e nove por cento do capital investido.

Comparar-se-a agora com 0S MesMOos pressupostos 0 que ocorreria caso o investidor

utilizasse o critério de Kelly para investir os seus 10.000€ de capital.

Ano Fecho Abertura  Rentabilidade anual a2 11 r Kelly Retorno Kelly
2001 783149 1031831 -0,241010398 0,427 0,011  0,0460 13,34%

2002 582470 779961 -0,25320625 0,580  0,1019  0,0468 20,86% 9471,69 €
2003 674741 581673 0,16000055 0,0439  0,0911  0,0460 11,39% 964432 €
2004 7600,16  6748,00 0,126283343 0,0182 0,0948  0,0466 51,40% 1027031 €
2005 8618,67  7592,93 0,13509146 0,0233  0,0918  0,0434 49,55% 10957,84 €
2006 1119760 8599,19 0,302169158 0,228 00891 00411 57,82% 12872,19¢€
2007 1301940 11172,35 0,165323321 0,0255  0,0940  0,0449 35,88% 13 635,72 €
2008 634134  13026,66 -0,513202924 0,0615  0,0921  0,0442 30,64% 1149154 €
2009 846385 6379,03 0,326823984 0,0547 0,0930  0,0430 10,68% 11892,52 €
2010 758831 8475,45 -0,104671728 0,0500  0,0880  0,0430 23,62% 11598,54 €
2011 549427 764987 -0,281782566 0,0386  0,0895  0,0395 17,55% 11 024,87 €
2012 565515 551805 0,024845734 0,354  0,0912  0,0312 78,66% 1124033 €
2013 655885 5721,19 0,146413596 0,029 0,092 0,0342 27,06% 11 685,62 €
2014 479899 660571 -0,273508828 0,266  0,0885  0,0325 47,09% 10180,42 €
2015 5313,17  4857,60 0,093784997 0,0383 0,0888  0,0253 25,44% 1042331€
2016 467920 527438 -0,112843595 0,0238  0,0887  0,0199 33,81% 10 025,64 €
2017 538833 467579 0,152389222 0,243  0,0810 0,0184 37,12% 10592,75 €
2018 473147 540583 -0,124746801 0,333  0,0750  0,0184 66,87% 9709,15€
2019 521414  4695,08 0,110554027 0,289  0,0807 0,0142 87,73% 10 650,81 €
2020 489836 5239,19 -0,065053949 0,0687 0,0650  0,0081 49,24% 10309,67 €

Tabela 9 : Investimento PSI20 com Kelly 10.000€
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A tabela 9 demonstra qual a percentagem do capital o investidor deve utilizar, com base
nisso, vamos perceber os resultados que esse investimento teria, caso fossem aplicados 0s
10.000€ no ano de 2001.

Pode observar-se também pela tabela 9, que o investidor que adote o critério de Kelly
para efetuar a aplicagdo de 10.000€ no ano de 2001, teria em 2020 um valor acumulado de
10.309€. Esta quantia, é absolutamente extraordinéria, visto que esta a investir num mercado
que teve nesse periodo uma queda de aproximadamente quarenta por cento. Ou seja, enquanto
0 mercado caiu drasticamente, o investidor que utilizou o critério de Kelly, teve um ganho de

aproximadamente quatro por cento. Pode ver-se no Grafico 9 como se expressa essa diferenca.

PSI1 20 vs Kelly

Invest 10000€ INVEST com Kelly

18 000,00 €
16 000,00 €
14 000,00 €
12 000,00 €
10 000,00 €
8 000,00 €
6 000,00 €
4 000,00 €
2 000,00 €
0,00 €

Grafico 9: PSI 20 vs Kelly

Como se pode constatar no geral, o investimento com o critério de Kelly, teve sempre
um desempenho superior ao investimento usando apenas o PSI 20. Foi apenas exce¢do 0
periodo entre 2005 e 2007, onde houve um crescimento muito significativo do mercado
portugués. Porém salvo essa excecdo a aplicacdo com o critério de Kelly teve sempre uma
performance superior.
5.2 Evolucdo FTSE100

A semelhanca da abordagem adotada no ponto anterior, vai agora ser feita a analise de
um investimento de 10.000,00€ no FTSE100. O investimento é realizado no inicio do ano de
2002 e ¢ resgatado no final desse mesmo ano. O processo € repetido até ao ano de 2020, com 0

proposito de perceber se o investimento tem um retorno positivo. Posteriormente, repetir-se-a
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o0 investimento utilizando o critério de Kelly, de forma a compreender se a adogdo desta

estratégia é vantajosa para o investidor.

2001 5217,40 6 297,50 -0,171512505

2002 3940,40 5217,40 -0,244757925 7552,42 €
2003 4 476,87 3 940,40 0,136146077 8 580,65 €
2004 4 814,30 4 476,90 0,07536465 922733 €
2005 5618,76 4 814,30 0,16709802 10 769,20 €
2006 6 220,81 5618,80 0,107142094 11923,03 €
2007 6 456,91 6 220,80 0,037954925 12 375,57 €
2008 4 434,17 6 456,90 -0,313266428 8498,72 €
2009 5412,88 4 434,17 0,220719999 10 374,56 €
2010 5 899,94 5412,88 0,089981673 11 308,08 €
2011 5572,28 5 899,94 -0,055536158 10 680,07 €
2012 5 897,81 5572,28 0,058419534 11 304,00 €
2013 6 749,09 5 897,81 0,144338322 12 935,60 €
2014 6 566,09 6 749,09 -0,027114767 12 584,85 €
2015 6 242,32 6 566,09 -0,049309406 11 964,30 €
2016 7 142,83 6 242,32 0,144258865 13 690,26 €
2017 7 687,77 714283 0,07629189 14734,71 €
2018 6728,13 7 687,77 -0,124826835 12 895,42 €
2019 7 542,44 6728,13 0,121030658 14 456,17 €
2020 6 460,52 7 542,44 -0,143444297 12 382,51 €

Tabela 10 :Retorno FTSE100 (10000€)

Da tabela 10 pode deduzir alguns factos muito interessantes, nomeadamente que o
FTSE100 tem uma correlacéo positiva*® com o PSI120 e que as quedas mais significativas estdo
relacionadas com acontecimentos externos ao pais, nomeadamente em 2001, onde houve 0s
atentados do onze de setembro e em 2007 onde houve um crash que originou a crise do
subprime.

Posto isto, ver-se-4 agora como termina o ano de 2020 se no ano de 2002 tivesse sido
investido 10.000€

Como se pode constatar tabela 10, com excecdo dos anos de 2002 até 2004 e o ano de
2008, o resultado foi sempre positivo. Tal como abordado anteriormente estas quedas mais
abruptas devem-se aos incidentes internacionais. De salientar, que mesmo com o referendo do

brexit e com a saida do Reino Unido da zona Euro, mesmo com todos os impactos que estdo

18 Correlagdo positiva, € quando dois ativos ou index, tem um comportamento semelhante, ou seja se um
aumenta ou diminui, o outro tem um movimento similar.
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inerentes, o indice nesses anos teve um comportamento muito positivo, o que resultou em
ganhos financeiros bastante significativos. Em termos absolutos, na hipdtese colocada,
conseguimos constatar que a carteira de tal investimento teria tido um crescimento a rondar 0s
vinte e quatro porcentos no intervalo de 2002 a 2020, o que pode considerar-se como bastante
significativo.

Agora para 0 mesmo investimento utilizando o critério de Kelly, para perceber quanto
da carteira deve ser investido e se esse investimento tem um retorno positivo no decurso do

periodo analisado.

Ano Fecho Abertura Rentabilidade anual 0 M r Kelly Retorno com Kelly
2001 5740 629750 -0,171512505 0,042708404 0,102075 0,0460

2002 394040 521740 -0,244757925 0,057985399 0,101891667 0,0468 30% 9260,63€
2003 447687 394040 0136146077 0,043948366 0,091076539 0,0460 13% 942975¢€
2004 481430 447690 0,07536465 0,018206466 0,094758781 0,466 25% 9607,10€
2005 561876 481430 0,16709802 0023336 0,091763885 00434 100% NWIVEYES
2006 622081 561880 0,107142094 0,022785184 0,089138766 0,0411 88% 2U131¢€
2007 645691 622080 0,037954925 0,025545655 0,094007672 0,049 95% 12T71L19€
2008 443417 645690 -0,313266428 0,061499384 0,092095252 0,0442 73% 978884€
2009 5412,88 443417 0,220719999 0,054680792 0,093035785 0,0430 13% 1007447¢€
2010 5899,94 541288 0,089981673 0,050033575 0,08803293 0,0430 15% 1021090€
011 5572,28 5899,94 -0,055536158 0,038646937 0,08948133 0,395 20% 10097,64€
2012 589781 557228 0,058419534 0,029612403 0,091231462 00312 40% 1033461€
2013 6749,09 589781 0,144338322 0,03539467 0,09222229 0,0342 66% 1URNLHE
2014 6 566,09 6.749,09 -0,027114767 0,026559162 (,088467605 0,0325 45% 1118403€
2015 624232 6 566,09 -0,049309406 0,038314423 0,088797605 0,0253 90% 10687,58€
2016 714283 624232 0,144258365 0,023825184 0,088742346 0,019 47% 11410,16€
2017 768771 71142,83 0,07629189 0024257103 0,080965592 00184 100% 12280,66€
2018 672813 7687,71 -0,124826835 0,033334558 0,074969153 00184 96% 10808,16€
2019 754244 672813 0121030658 0028901434 0,080658954 00142 60% 11590,86€
2020 646052 754244 -0,143444297 0,068737647 0,064965156 0,0081 68% 1045840€

Tabela 11 : Retorno FTSE100 com Kelly

Como se pode observar pela tabela 11, adotando o critério de Kelly como estratégia de
investimento financeiro, verifica-se que face ao momento inicial temos um aumento da carteira
em aproximadamente cinco porcento. Muito interessante constatar também que o valor minimo
atingido foi de nove mil duzentos e sessenta euros, ou seja, um valor muito préximo do
inicialmente investido. O que demonstra que adotando o critério de Kelly o risco de faléncia €
bastante mitigado.
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VVamos comparar agora a evolucdo do investimento no FTSE100 sem a utilizagéo do
critério de Kelly e com a utilizagdo do critério.

FTSE100 vs Kelly
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Gréfico 10: FTSEL00 vs Kelly

Como pode ser visualizado no gréafico 10 e pela tabela 11, efetivamente o indice acaba
por ter um desempenho melhor que o critério de Kelly, mas isso seria uma anélise demasiado
béasica e linear. Sabendo que o critério de Kelly é uma estratégia de investimento com base no
valor percentual da carteira, se 0 mercado ou acdes do mercado tiverem um crescimento muito
elevado, este sera sempre superior ao do indice. Porém nao se pode descorar o que foi escrito
anteriormente, logo sabemos que o critério de Kelly é uma estratégia de médio longo prazo, e
no caso analisado apenas foram feitos 18 investimentos.

Ainda assim houve um crescimento de quase cinco pontos percentuais face ao valor
inicial e 0 minimo atingido no periodo da andlise, foi no primeiro investimento e cifrou-se nos
9.260€ enquanto que sem a adogdo desta estratégia o valor atingido nesse ano foi de 7.550€ o
gue mostra que o critério se mostrou bastante eficiente a prevenir as perdas potenciais.

5.3 Evolucdo Dow Jones

Neste ponto, sera feita uma abordagem bastante similar a efetuada nos dois Gltimos pontos,
tendo em consideracdo que o indice analisado sera 0 Dow Jone. Far-se-& entdo um investimento
de 10.000,00€ no Dow Jones. O investimento ¢ realizado no inicio do ano de 2001 e ¢ resgatado
no final desse mesmo ano. O processo € repetido até ao ano de 2020, com o propoésito de

perceber se o0 investimento tem um retorno positivo. Posteriormente, repetir-se-a o investimento
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utilizando o critério de Kelly, de forma a compreender se a adogdo desta estratégia € vantajosa

para o investidor.

Ano Fecho Abertura Rendibilidade anual Retorno
2000 10 787,99 11 501,85 -0,062064798

2001 10021,57 10 790,92 -0,071296053 9287,04 €
2002 8 341,63 10021,71 -0,167644045 7730,12 €
2003 10 453,92 8342,38 0,253110024 9 686,69 €
2004 10 783,01 10452,74 0,0315965 9992,76 €
2005 10717,50 10 783,75 -0,006143503 9931,37€
2006 12 463,15 10 718,30 0,162791674 11 548,11 €
2007 13 264,82 12 459,54 0,0646316 12294,49 €
2008 8776,39 13 261,82 -0,3382213 8136,23 €
2009 10 428,05 8772,25 0,18875431 9671,98 €
2010 11577,51 10 430,69 0,109946705 10 735,38 €
2011 12 217,56 11577,43 0,0552912 1132895 €
2012 13 104,14 12 221,19 0,072247465 12 147,44 €
2013 16 576,66 13 104,30 0,264978671 15 366,25 €
2014 17 823,07 16 572,17 0,075481968 16 526,13 €
2015 17 425,03 17 823,07 -0,022332853 16 157,05 €
2016 19 762,60 17 405,48 0,135424016 18 345,10 €
2017 24 719,22 19 872,86 0,243868271 22 818,89 €
2018 23 327,46 24 809,35 -0,059731109 2145590 €
2019 28 538,44 23 058,61 0,237647889 26 554,84 €
2020 30 606,48 28 638,97 0,068700446 28 379,17 €

Tabela 12 : Retorno Dow Jones 10.000€

Como pode ser visto na tabela 12, a rendabilidade foi quase sempre positiva, com
excecdo dos anos 2001 e 2002, que foram marcados pelos atentados terroristas das torres
gémeas, 2008, que teve uma queda gigantesca devido a grave crise financeira do subprie que
se espalhou mias tarde para o setor bancéario, levando a faléncia alguns bancos historicos do
mercado americano. No ano de 2015, também houve uma ligeira queda, que teve muita
influéncia da crise politica que se vive-o nesse periodo, onde foram fechados os servicos
publicos por falta de verba para pagamento de salario e manutencao dos espacos federais.

O crescimento num investimento de 10.000€ no Dow Jones é enorme. Esta ocorréncia
da-se devido ao facto de o periodo analisado corresponder a mais longa fase de crescimento do
indice da sua histdria, tendo um crescimento de aproximadamente 166% face ao ano 2000.

Tudo isto junto, faz com que um investimento de 10.000€ no ano de 2001 se converta
em um valor superior a 28.000€ no ano de 2020.

Estes resultados sdo muito positivos e demonstram que o indice Americano tem um
comportamento muito diferente dos outros dois indices analisados. Sera agora feita uma analise

similar, adotando o critério de Kelly como estratégia de investimento.
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Ano Fecho Abertura Rendibilidade anual [ H r Kelly Retorno com Kelly

2000 10 787,99 11501,85 -0,062064798 0,048656714 0,00

2001 10 021,57 10 790,92 -0,071296053 0,058032126 0,0551 0,00 23% 9834,07€
2002 8341,63 10021,71 -0,167644045 0,062323893 0,0551 0,00 16% 9564,33 €
2003 10 453,92 8342,38 0,253110024 0,033516435 0,0451 0,00 12% 984541€
2004 10 783,01 10452,74 0,0315965 0,021090132 0,0482 0,00 43% 9978,89 €
2005 10 717,50 10 783,75 -0,006143503 0,025254927 0,0484 0,00 100% 9917,59 €
2006 12 463,15 10 718,30 0,162791674 0,013631365 0,048 0,00 75% 1113262 €
2007 13 264,82 12 459,54 0,0646316 0,029554307 0,0491 0,00 100% 11852,13 €
2008 8776,39 13 261,82 -0,3382213 0,051720316 0,0479 0,00 55% 9653,81€
2009 10 428,05 8772,25 0,18875431 0,063886365 0,05 0,00 19% 9994,41€
2010 11577,51 10 430,69 0,109946705 0,050139436 0,045 0,00 11% 1011556 €
2011 12 217,56 11577,43 0,0552912 0,041275357 0,05 0,00 20% 10226,80 €
2012 13 104,14 12221,19 0,072247465 0,028084553 0,06 0,00 35% 10487,02€
2013 16 576,66 13104,30 0,264978671 0,026729772 0,058 0,00 74% 1253043 €
2014 17 823,07 16 572,17 0,075481968 0,024249301 0,05 0,00 70% 13192,32€
2015 17 425,03 17 823,07 -0,022332853 0,03994614 0,0575 0,00 98% 12904,23 €
2016 19 762,60 17 405,48 0,135424016 0,031674967 0,0625 0,00 39% 13588,71 €
2017 24719,22 19 872,86 0,243868271 0,018106354 0,0569 0,00 57% 15 468,08 €
2018 23 327,46 24 809,35 -0,059731109 0,044525705 0,0508 0,00 100% 14 544,15 €
2019 28 538,44 23 058,61 0,237647889 0,039931935 0,0596 0,00 30% 15583,23 €
2020 30 606,48 28 638,97 0,068700446 0,083428002 0,052 0,00 33% 1593235€ |

Tabela 13 : Retorno com Kelly 10.000€

Como se pode observar pela tabela 13 , o resultado obtido, é bastante interessante, pois
de um capital inicial de 10.000€ no ano de 2001, termina-se 0 ano de 2020 com
aproximadamente 16.000€ o que representa um crescimento de 60%.

Interessante também de constatar que o minimo que € atingido com o critério de Kelly
foi no ano de 2002, onde o investimento atingiu os 9,564.33€. Nem no ano de 2008, que foi 0
ano imediatamente apds a crise do subprime e a queda de bancos histéricos, chegou a esse valor.

O que mostra que a estratégia de Kelly protegeu o investimento nesses anos mais complicados.

Dow Jones vs. Kelly
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Grafico 11: Dow Jones vs. Kelly
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Percebe-se que investir com o critério de Kelly deixa mais protegidos quanto ao risco e
que mesmo num espaco de tempo téo curto permite ter ganhos muito significativos.

No grafico 11 estd bastante bem ilustrado que um investimento adotando o critério,
mesmo nas alturas mais desfavordveis do mercado, nunca deixou que existissem perdas
significativas, tendo sido sempre inferiores a 500.00€ enquanto que no investimento usando
apenas o Dow Jones esse minimo foi de aproximadamente 7.700€, o que representa uma perda
de 2.300€ ou seja 23% do capital inicial.

E verdade que o resultado no final do ano de 2020, também é muito diferente, porém é
importante ressaltar que o critério de Kelly, tem os seus melhores resultados no médio longo
prazo. E muito significativo, mesmo em um espaco tao curto de dezanove investimentos ja se
verificar um crescimento de capital na ordem dos 60%

5.4 Comparacdo dos indices

Ap06s a andlise individual de cada um dos indices e da aplicacdo do critério de Kelly a

cada um dos indices, vai agora fazer-se uma andlise conjunta dos trés, para se perceber algumas

caracteristicas do mercado e do desempenho do critério de Kelly.
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Gréafico 12: Comparacdo Rendibilidades

Observando o grafico 12, pode constatar-se primeiramente que os trés indices estudados
tém uma correlagcdo positiva, pois embora ndo seja na mesma propor¢do, ambos tém
movimentos de ganhos e de perdas muito similares.

O PSI20 ¢é sem duvida o indice que se encontra por mais anos com rendibilidades

negativas, essa situacdo explica-se, pois Portugal passou nas Ultimas duas décadas alguns
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periodos muito complicados, em especial a crise imobiliaria e bancaria de 2007 e o resgate
financeiro de 2013. Embora tenha sido dos trés paises o que mais sofreu com a crise de 2007,
foi 0 que teve também as melhores rendibilidades no periodo de 2002 a 2006 e superou também
nos pos crise de 2009 a rendibilidade do FTSE100 e Dow Jones.

Por outro lado, o FTSE100, foi o indice que se manteve mais estavel, pois embora
também tenha tido algumas oscila¢cfes, manteve-se grande parte do tempo com rendibilidades
positivas e no periodo de maior crise em 2007 foi dos trés 0 que teve uma queda menos
acentuada. De notar que de 2017 em diante tem tido um comportamento muito similar ao do
PSI120, tendo inclusive uma rendibilidade menor em 2019 e 2020.

O Dow Jone ¢ o indice que apresenta a melhor rendibilidade dos indices analisados.
Com excecéo do ano de 2007, que a rendibilidade foi bastante negativa, ele teve de 2008 a 2018
0 maior crescimento de toda a sua historia.

A rendibilidade mais alta encontrada no periodo analisado, ndo é do Dow Jones e sim
do PSI120. Porém o Dow Jones foi dos trés indices analisados o que esteve mais tempo com uma
rendibilidade positiva, o que ajuda a perceber melhor o gréafico 13.
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Gréfico 13: Investimento 10.000€ nos Indices

Embora os movimentos de subida e descida dos trés indices sejam bastante similares ao
longo dos 19 anos, percebe-se no grafico 13 que a percentagem da rendibilidade por ano, face

ao valor inicial investido é elevada, ou seja, 0 PSI20 termina o periodo analisado com um capital
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final menor em cerca de 40% que o capital inicial, enquanto o Dow Jones termina com um
capital final quase trés vezes superior ao capital inicial e mais de quatro vezes maior que o
capital final do PSI20.

Por sua vez o FTSE100 mantem-se sempre em uma posicao intermédia entre 0s outros
dois indices. Termina o periodo analisado com um ganho de aproximadamente 23% face ao
capital inicialmente investido, duplica o resultado final do PSI20 e apresenta valores 57%
inferiores aos do Dow Jones.

As diferencas comegam a notar-se ap6s o ano de 2010 e tornam-se mais evidentes no
ano de 2011, onde existe uma queda no PSI20, o FTSE100 mantem sensivelmente 0s mesmos
resultados e 0 Dow Jones demonstra um crescimento até 2017, periodo onde o investimento no
Dow Jones ja tinha sensivelmente quadruplicado o valor do PSI120 e duplicado o valor do
FTSE100.

No gréafico 14 percebe-se que o impacto do investimento adotando o critério de Kelly,
faz com que haja uma harmonizacdo dos resultados obtidos, por exemplo no caso do PSI20
passa-se de uma perda de 40% sem o uso do critério para um ganho de 4.50% com o uso do
mesmo. Assim sendo pode afirmar-se que além de gerar uma rendibilidade positiva a adogéao
do citério de Kelly no caso do PSI20 ainda fez com que o investimento nao tenha perdido 40%.

No caso do Dow Jones, embora ap06s 0s dezanove investimentos, haja um capital final
de aproximadamente 16.000€, vemos que este valor € cerca de 75% inferior ao valor que
obteriamos no caso de se investir a totalidade do capital no indice. Porém no caso de se fazer
esse investimento, estaria o investidor expostos ao risco, enquanto utilizando o critério de Kelly
esta protegido da faléncia, como é demonstrado no caso do PSI20.

No caso do FTSE100, verifica-se que também termina o periodo de analise com um
capital final superior ao capital inicial, sendo que a semelhanca do Dow Jones este valor final

€ menor em aproximadamente 15% do que seria caso o investidor aplicasse tudo no indice.
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Investimento com Kelly
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Grafico 14: Investimento 10.000€ com Kelly
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6 Concluséao

Com a elaboragdo deste trabalho, € possivel demonstrar que adotando o critério de Kelly
0 investidor esta a mitigar o risco de faléncia e a maximizar os ganhos na aplicacao financeira.

Pode assumir-se que o critério teve um excelente desempenho, pois nos casos
abordados, teve sempre performances muito relevantes. Primeiramente, demonstra-se com base
num exemplo empirico realizado através do teste de “monte carlo” e um investimento cuja
probabilidade de ganho era de 60%, logo a possibilidade de perda era de 40%. Utilizando o
critério de Kelly, conclui-se que a percentagem do capital a investir deveria ser de 20% da
carteira.

Este investimento foi testado em mil ocasiGes, com a frequéncia de 25, 50,75 e 100
investimentos. Nos 25 investimentos, houve sucesso, ou seja, lucro em 75.5% das mil ocasides
testadas, 0 mesmo resultado, foi atingido quando se fez o investimento 50 vezes. Quando foram
realizados os 75 investimentos, a percentagem de sucesso aumentou para 0s 80.6%, tendo com
0s 100 investimentos chegado aos 81.5% de sucesso.

Pode entdo perceber-se que com o aumento dos investimentos a taxa de sucesso do
critério de Kelly vai aumentando. Com um investimento de 1.000,00€, ao fim de 100
aplicacdes, o investidor que utiliza o critério de Kelly terd ganho em média aproximadamente
45.000,00€ o que equivale a um ganho de 4.500%. Por outro lado, caso faca apenas 25
investimentos, terd em média um ganho aproximado de 2.700,00€.

Desta analise, extrai-se também que em nenhuma ocasido o resultado obtido da
aplicacdo foi de faléncia, tendo os resultados mais negativos vindo a diminuir com o aumento
do nimero de investimentos. Pode entdo concluir-se que com o aumento das aplicacfes as
perdas existentes tendem a desaparecer.

Posteriormente com base num estudo de caso, envolvendo trés indices de acgdes
Portugués (PSI20), Britanico (FTSE100) e Americano (Dow Jones), analisou-se o efeito do
critério de Kelly na mitigacdo do risco de investimento.

No PSI20 foi possivel observar que embora o indice tenha tido uma queda de quase 60%
no decurso das duas Ultimas décadas, com a adoc¢do do critério de Kelly em um investimento
anual de 10.000,00€, no final do periodo testado, existiram ganhos de aproximadamente 4%. O
gue demonstra que mesmo em um mercado que teve uma queda de 60% e com um baixo nimero
de investimentos, o critério de Kelly defendeu o investidor da perda e ainda permitiu que

houvesse um ganho de aproximadamente 4%.
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Nos casos do FTSE100 e do Dow Jones, houve uma diferenca, pois ambos os indices
tiveram uma evolucdo positiva, e um investidor que aplicasse o seu capital nestes dois indices
teria tido ganhos superiores ao obtido através da aplicacédo do critério de Kelly. Estes resultados
justificam-se dado o critério de Kelly ser mais eficiente quanto maior for o numero de
aplicacdes. Neste trabalho, apenas foram feitos cerca de 20 investimentos, o que é um nimero
de aplicagdes baixo. Porém é muito relevante, que tanto no caso do FTSE100 que teve ganhos
de aproximadamente 5% como no Dow Jones que teve ganhos de aproximadamente 50%, com
a adocdo do critério de Kelly, nos periodos de queda do indice, esta foi muito menor por conta
da protecédo que o critério de Kelly da ao investidor.

Desta forma, conclui-se que a adocdo do critério de Kelly permite mitigar o risco de
perda e de faléncia dos investidores, bem como utilizado no médio longo prazo maximiza os
ganhos do investidor.

As limitacdes deste trabalho foram a complexidade matematica para o calculo do
critério de Kelly, bem como a pouca literatura que existe sobre esta tematica, pois embora o
critério de Kelly seja bastante adotado por investidores e traders, ndo existe muita literatura, e
a que existe parte maioritariamente dos mesmos autores.

Para futuros trabalhos, é relevante estudar o critério de Kelly na tematica do Trade
desportivo, pois € um novo mercado que esta a emergir e que nos proximos anos vai ganhar
muitos investidores. De salientar que o calculo do critério de Kelly pode muito facilmente ser
adaptado para este tipo de investimentos, visto que o trade desportivo opera com odss, que nada
mais sdo que probabilidades de vitéria. Também devem ser realizados trabalhos onde sejam
testado o critério de Kelly mais vezes, ou seja, utilizar os pressupostos deste trabalho, mas
fazendo investimentos mais periddicos, como investimentos semestrais ou trimestrais, para se

perceber se com a adogéo de mais aplicagdes o investimento tem um comportamento diferente.
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8 Apéndices
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7 456,91

7 112,91

6 802,20

4 681,66

5011,92

5195,58

5 343,05

5 268,96

5721,19

6 210,15

5999,34

5816,71

6 229,67

5 895,07

5 563,67

5731,58

5 849,91

5942,62

6 258,18

6 543,53

6 605,71

6 698,48

7 228,20

7622,31

7 460,78

7 173,80

5711,48

5742,07

5782,70

5 866,82

5897,81

6 276,88

6 360,81

6 411,74

6 430,12

6 583,09

6 215,47

6 621,06

6412,93

6 462,22

6 731,43

6 650,57

6 749,09

6 510,44

6 809,70

6 598,37

6 780,03

6 844,51

6 743,94

5635,28

5711,48

5 742,07

5782,70

5 866,82

5 897,81

6 276,88

6 360,81

6411,74

6 430,12

6 583,09

6 215,47

6 621,06

6 412,93

6 462,22

6 731,43

6 650,57

6 749,09

6 510,44

6 809,70

6 598,37

6 780,03

6 844,51

13
090,84
13
437,13
13
096,46
13
025,58
13
104,14
13
860,58
14
054,49
14
578,54
14
839,80
15
115,57
14
909,60
15
499,54
14
810,31
15
129,67
15
545,75
16
086,41
16
576,66
15
698,85
16
321,71
16
457,66
16
580,84
16
717,17
16
826,60

13 007,47

13 092,15

13 437,66

13 099,19

13 027,73

13 104,30

13 860,58

14 054,49

14 578,54

14 839,80

15 123,55

14 911,60

15 503,85

14 801,55

15 132,49

15 558,01

16 087,12

16 572,17

15 697,69

16 321,71

16 458,05

16 580,26

16 716,85
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jul/14

ago/14

set/14

out/14

nov/14

dez/14

jan/15

fev/15

mar/15

abr/15

mai/15

jun/15

jul/15

ago/15

set/15

out/15

nov/15

dez/15

jan/16

fev/16

mar/16

abr/16

mai/16

5979,49

5942,78

5 740,50

5222,13

5176,14

4 798,99

5 144,55

5689,70

5968,53

6 094,68

5 839,50

5551,94

5715,61

5261,15

5047,29

5 468,69

5350,36

5313,17

5 065,67

4767,28

5020,61

5052,52

4 957,85

6 844,18

5980,24

5968,39

5737,34

5241,99

5102,69

4 857,60

5171,44

5 696,99

5941,45

6 115,78

5852,24

5589,61

5697,54

5 206,37

5106,21

5 430,57

5377,85

5274,38

5095,77

4774,86

4 966,94

5054,34

6 730,11

6 819,75

6 622,72

6 546,47

6722,62

6 566,09

6 749,40

6 946,66

6 773,04

6 960,63

6 984,43

6 520,98

6 696,28

6 247,94

6 061,61

6 361,09

6 356,09

6 242,32

6 083,79

6 097,09

6 174,90

6 241,89

6 230,79

6 743,94

6 730,11

6 819,75

6 622,72

6 546,47

6722,62

6 566,09

6 749,40

6 946,66

6 773,04

6 960,63

6 984,43

6 520,98

6 696,28

6 247,94

6 061,61

6 361,09

6 356,09

6 242,32

6 083,79

6 097,09

6 174,90

6 241,89

16
563,30
17
098,45
17
042,90
17
390,52
17
828,24
17
823,07
17
164,95
18
132,70
17
776,12
17
840,52
18
010,68
17
619,51
17
689,86
16
528,03
16
284,70
17
663,54
17
719,92
17
425,03
16
466,30
16
516,50
17
685,09
17
773,64
17
787,20

16 828,53

16 561,70

17 097,42

17 040,46

17 390,90

17 827,27

17 823,07

17 169,99

18 134,05

17 778,52

17 859,27

18 017,82

17 638,12

17 696,74

16 528,03

16 278,62

17 672,62

17 719,72

17 405,48

16 453,63

16 545,67

17 661,74

17 783,78
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jun/16

jul/16

ago/16

set/16

out/16

nov/16

dez/16

jan/17

fev/17

mar/17

abr/17

mai/17

jun/17

jul/17

ago/17

set/17

out/17

nov/17

dez/17

jan/18

fev/18

mar/18

abr/18

4 453,66

4747,72

4711,91

4 597,29

4 651,93

4 454,87

4 679,20

4 475,03

4 647,90

5 007,85

5033,66

5 289,98

5152,96

5189,23

5156,67

5409,58

5475,67

5 363,07

5388,33

5663,44

5468,21

5 405,57

5512,29

4 945,29

4 476,48

4797,22

4722,62

4 597,96

4 663,22

4 444,03

4 675,79

4 484,48

4 666,56

4 993,88

5022,33

5294,07

5190,43

5191,43

5166,42

5412,04

5442,73

5374,85

5 405,83

5 666,21

5454,71

5374,09

6 504,33

6 724,43

6 781,51

6 899,33

6 954,22

6 783,79

7 142,83

7 099,15

7 263,44

7 322,92

7 203,94

7 519,95

7 312,72

7 372,00

7 430,62

7372,76

7 493,08

7 326,67

7 687,77

7 533,55

7 231,91

7 056,61

7 509,30

6 230,79

6 504,33

6 724,43

6 781,51

6 899,33

6 954,22

6 783,79

7 142,83

7 099,15

7 263,44

7 322,92

7 203,94

7 519,95

7312,72

7 372,00

7 430,62

7372,76

7 493,08

7 326,67

7 687,77

7 533,55

7 231,91

7 056,61

17
929,99
18
432,24
18
400,88
18
308,15
18
142,42
19
123,58
19
762,60
19
864,09
20
812,24
20
663,22
20
940,51
21
008,65
21
349,63
21
891,12
21
948,10
22
405,09
23
377,24
24
272,35
24
719,22
26
149,39
25
029,20
24
103,11
24
163,15

17 754,55

17 924,24

18 434,50

18 396,57

18 279,60

18 158,24

19 149,20

19 872,86

19923,81

20 957,29

20 665,17

20962,73

21 030,55

21 392,30

21 961,42

21981,77

22 423,47

23 442,90

24 305,40

24 809,35

26 083,04

25 024,04

24 076,60
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mai/18

jun/18

jul/18

ago/18

set/18

out/18

nov/18

dez/18

jan/19

fev/19

mar/19

abr/19

mai/19

jun/19

jul/19

ago/19

set/19

out/19

nov/19

dez/19

jan/20

fev/20

mar/20

5 468,67

5528,50

5619,80

5422,58

5 359,27

5030,71

4914,14

4731,47

5129,02

5185,43

5 206,61

5390,56

5043,99

5137,47

5010,90

4 887,63

4 973,76

5119,62

5127,43

5214,14

5252,03

4765,73

4 069,55

5514,59

5511,24

5476,58

5614,68

5426,57

5346,72

5 018,95

4972,43

4 695,08

5136,24

5202,21

5237,84

5 385,30

5018,71

5192,99

4 997,19

4 887,70

4 960,06

5123,63

5149,89

5239,19

5248,19

4 882,59

7 678,20

7 636,93

7 748,76

7 432,42

7 510,20

7 128,10

6 980,24

6 728,13

6 968,85

7074,73

7 279,19

7 418,22

7 161,71

7 425,63

7 586,78

7 207,18

7 408,21

7 248,38

7 346,53

7542,44

7 286,01

6 580,61

5671,96

7 509,30

7 678,20

7 636,93

7 748,76

7432,42

7 510,20

7 128,10

6 980,24

6 728,13

6 968,85

7 074,73

7 279,19

7 418,22

7 161,71

7 425,63

7 586,78

7 207,18

7 408,21

7 248,38

7 346,53

7 542,44

7 286,01

6 580,61

24
415,84
24
271,41
25
415,19
25
964,82
26
458,31
25
115,76
25
538,46
23
327,46
24
999,67
25
916,00
25
928,68
26
592,91
24
815,04
26
599,96
26
864,27
26
403,28
26
916,83
27
046,23
28
051,41
28
538,44
28
256,03
25
409,36
21
917,16

24 117,29

24 542,09

24 161,53

25 461,63

25 916,07

26 598,36

25 142,08

25779,57

23 058,61

25025,31

26 019,67

26 075,10

26 639,06

24 830,16

26 805,86

26 879,86

26 198,26

26 962,54

27 142,95

28 109,74

28 638,97

28 319,65

25590,51
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abr/20

mai/20

jun/20

jul/20

ago/20

set/20

out/20

nov/20

dez/20

4284,18

4 330,67

4 390,25

4 295,82

4 301,08

4 067,02

3945,12

4 604,72

4 898,36

4 002,41

4 206,46

4 376,04

4 367,54

4 293,98

4 307,52

4 099,88

3 957,00

4 620,07

5901,21

6 076,60

6 169,74

5897,76

5963,57

5 866,10

5577,27

6 266,19

6 460,52

5671,96

5901,21

6 076,60

6 169,74

5897,76

5963,57

5 866,10

5577,27

6 266,19

24
345,72
25
383,11
25
812,88
26
428,32
28
430,05
27
781,70
26
501,60
29
638,64
30
606,48

21227,38

24 120,78

25 342,99

25 879,38

26 542,32

28 439,61

27 940,63

26 691,28

29797,50
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8.2 Evolucao indices

PSI20 FTSE100 Dow Jones

Invest 10000€
Dow Jones

INVEST com Kelly
Dow Jones

invest 10000€ rentabilidade

FTSE100

INVEST com Kelly  rendibilidade
PSI20 anual FTSE100

lvest com kelly

KELLY FTSE100
FTSE100

Kelly Dow Jones

Kelly PSI20

anual Dow Jones

2001
2002
2003
2004
2005
2006
2007
2008
2009
2010
2011
2012
2013
2014
2015
2016
2017
2018
2019
2020

rentabilidade Invest 10000€
anual PSI20 PSI20
-0,241010398 10 000,00 €
-0,25320625 7 467,94 €
0,16000055 8 662,81 €
0,126283343 9 756,78 €
0,13509146 11 074,84 €
0,302169158 1442131 €
0,165323321 16 805,49 €
-0,513202924 8180,86 €
0,326823984 10 854,57 €
-0,104671728 9718,40 €
-0,281782566 6979,92 €
0,024845734 7153,35 €
0,146413596 8 200,69 €
-0,273508828 5957,73 €
0,093784997 6516,48 €
-0,112843595 5781,13 €
0,152389222 6 662,12 €
-0,124746801 5831,04 €
0,110554027 6 475,68 €
-0,065053949 6 054,42 €

13,34%
20,86%
11,39%
51,40%
49,55%
57,82%
35,88%
30,64%
10,68%
23,62%
17,55%
78,66%
27,06%
47,09%
25,44%
33,81%
37,12%
66,87%
87,73%
49,24%

10 000,00 €
9471,69 €

9644,32 €

10270,31 €
10957,84 €
12 872,19€
13 635,72 €
1149154 €
11892,52 €
11598,54 €
11 024,87 €
11240,33 €
11 685,62 €
10 180,42 €
1042331 €
10 025,64 €
10592,75 €
9709,15 €

10 650,81 €
10 309,67 €

-0,171512505
-0,244757925
0,136146077
0,07536465
0,16709802
0,107142094
0,037954925
-0,313266428
0,220719999
0,089981673
-0,055536158
0,058419534
0,144338322
-0,027114767
-0,049309406
0,144258865
0,07629189
-0,124826835
0,121030658
-0,143444297

10 000,00 €
755242 €

8 580,65 €

922733 €

10769,20 €
11923,03 €
12 375,57 €
8498,72 €

10374,56 €
11 308,08 €
10 680,07 €
11 304,00 €
12 935,60 €
12 584,85 €
11 964,30 €
13 690,26 €
14 734,71 €
1289542 €
14 456,17 €
12 382,51 €

30%
13%
25%
100%
88%
95%
73%
13%
15%
20%
40%
66%
45%
90%
47%
100%
96%
60%
68%

10 000,00 €
9260,63 €

9429,75 €

9607,10€

11212,42 €
1227131 €
12 711,79 €
9788,84 €

10 074,47 €
10210,90 €
10 097,64 €
10334,61 €
11321,25€
11184,03 €
10 687,58 €
11 410,16 €
12 280,66 €
10 808,16 €
11 590,86 €
10458,40 €

-0,071296053
-0,167644045
0,253110024
0,0315965
-0,006143503
0,162791674
0,0646316
-0,3382213
0,18875431
0,109946705
0,0552912
0,072247465
0,264978671
0,075481968
-0,022332853
0,135424016
0,243868271
-0,059731109
0,237647889
0,068700446

9287,04 €
7730,12 €
9 686,69 €
9992,76 €
9931,37€
11548,11 €
12 294,49 €
8136,23 €
967198 €
10735,38 €
1132895 €
12 147,44 €
15 366,25 €
16 526,13 €
16 157,05 €
18 345,10 €
22 818,89 €
21 455,90 €
26 554,84 €
28 379,17 €

23%
16%
12%
43%
100%
75%
100%
55%
19%
11%
20%
35%
74%
70%
98%
39%
57%
100%
30%
33%

9 834,07 €
9564,33 €
984541 €
9978,89 €
9917,59 €
11132,62 €
11852,13 €
9653,81€
999441 €
10 115,56 €
10 226,80 €
10 487,02 €
1253043 €
13192,32 €
12 904,23 €
13 588,71 €
15 468,08 €
14 544,15 €
15583,23 €
15932,35€
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