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Este trabalho teve como objectivo estudar técnicas ndo lineares para a
eliminagéo de ruido em séries temporais. O estudo efectuado baseou-se nos
algoritmos SSA e KPCA. E apresentado um novo algoritmo, designado por
Local SSA, que representa uma extensdo do SSA. O algoritmo KPCA é
descrito numa abordagem diferente da apresentada na literatura.

Os algoritmos foram aplicados a sinais artificiais para estudar a influéncia dos
parédmetros na performance dos mesmos.

Foi efectuado um estudo preliminar da aplicacdo destes algoritmos a sinais
EEG para eliminacdo de artefactos, nomeadamente, do sinal EOG.
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The main goal of this work was to study non linear techniques to remove noise
in time series. The study was based on Singular Spectrum Analysis (SSA) and
Kernel Principal Component Analysis (KPCA) algorithms.

A new algorithm is presented, named as Local SSA, which consists on
extension of the SSA. KPCA algorithm is described in a different approach from
the one presented in the literature.

The performance of the algorithms, with distinct parameters, was studied using
artificial signals. A preliminary study was carried out, applying these algorithms
to EEG signals in order to remove high amplitude artefacts like the interference
of the EOG signal.
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Capitulo 1

Introducao

As técnicas de separacdo em componentes independentes tém sido aplicadas a varios tipos
de sinais, (telecomunicagoes, biomédicos, multimédia, etc) com dois objectivos diferentes:
eliminacao do ruido inerente ao processo de aquisicao ou separacao de sinais registados
simultaneamente, mas com proveniéncia diferente.

Em qualquer um dos casos trata-se de extrair sinais de misturas (lineares ou nao-lineares) sem
o conhecimento a priori dos sinais originais (sinais fonte ou componentes independentes) e do
processo de mistura. Na literatura sao descritos diferentes métodos para resolver este pro-
blema, nomeadamente, métodos baseados na decomposicao generalizada em valores/vectores
proprios. Nesta familia de algoritmos, com sinais misturados, sdo calculadas matrizes (de
correlagao, de covariancia, de cumulante) que sdo simultaneamente diagonalizadas (AMUSE,
EFOBI) [2] ou aproximadamente diagonalizadas (SOBI, JADE) [2]. Na diagonalizagao
simultanea reconhece-se que a eficicia do método é bastante dependente do nivel de ruido
existente no processo de identificaggio do ntmero de componentes. Consequentemente,
a implementacao destes métodos é efectuada em dois passos baseados na decomposicao
standard em vectores e valores proprios [3]. O primeiro passo, usualmente designado por
"whitening ou sphering"dos dados, tem sido implementado utilizando estratégias diversas,
com o objectivo de minimizar os efeitos do ruido. Na forma mais simples, o primeiro
passo do algoritmo é semelhante a uma decomposicao em componentes principais, Principal
Component Analysis (PCA).

Neste trabalho foram estudadas técnicas nao lineares para a eliminacao de ruido a serem
incorporadas futuramente, neste primeiro passo do algoritmo.

As técnicas nédo lineares consistem na projeccao dos dados num espaco de dimenséo elevada,
utilizando matrizes de trajectoria definidas pelo método Singular Spectrum Analysis (SSA) [4]
ou utilizando fungoes de kernel, como é descrito pelos métodos Kernel Principal Component
Analysis (KPCA) [5].

Foi introduzido um novo algoritmo designado por Local SSA, que consiste no algoritmo
SSA adicionado de dois novos passos: clustering e unclustering. Este novo algoritmo tem

como objectivo agrupar a matriz de trajectoria por diferentes gamas de amplitude para a



decomposigdo em valores proprios e vectores proprios de forma local - Local SSA. Apos as
projecgoes dos dados num espaco de dimensao superior é necessario escolher as componentes
relacionadas com o ruido, bem como as componentes relacionadas com os sinais. Como é
verificado pelo método PCA, os valores proprios da matriz de correlagdo dos dados sao um
factor relevante na determinacao das componentes associadas ao ruido. Para seleccionar os
valores proprios da matriz de trajectoria, foram introduzidos os seguintes critérios: Minimum
Description Length (MDL), Akaike Information Criterion (AIC), Variancia Explicada (VE)
e técnicas de clustering [6, 7, 8|.

O estudo destes algoritmos foi avaliado com sinais artificiais e a sua eficiéncia foi comparada
com parametros de performance frequentemente utilizados, tais como o Mean Square
Error (MSE), coeficientes de correlagao, analise espectral e valor da kurtosis [9].

Os algoritmos foram também aplicados a sinais Electroencefalograma (EEG) com o objectivo
de eliminar artefactos provenientes do campo electromagnético induzido pela corrente
eléctrica e iluminagao, dos movimentos oculares ou ainda provenientes dos eléctrodos ou de

movimentos do paciente.

1.1 Estrutura da dissertacao
A dissertacgao esta dividida em sete capitulos e trés apéndices:

e Capitulo 1- Introducao

O capitulo inicial apresenta o tema, os objectivos da dissertacao e a estrutura da mesma.

e Capitulo 2 - Reduc¢ao de ruido em séries temporais
E apresentado o algoritmo SSA e uma nova versao deste, designada por Local SSA. Séo
efectuadas algumas experiéncias para estudar a selecgao dos parametros dos algoritmos,

utilizando sinais artificiais e sdo apresentadas algumas conclusoes.

e Capitulo 3 - Kernel PCA
Neste capitulo é feita uma exposicao do algoritmo KPCA, nomeadamente das fungoes
de kernel e de dois métodos para a reconstrucao dos dados no espaco de entrada: método
das distancias e método iterativo. Posteriormente, sao apresentados alguns resultados do
estudo dos pardmetros do algoritmo com sinais artificiais e efectuada uma comparacao

entre o algoritmo Local SSA e KPCA. Por fim, sdo apresentadas algumas conclusoes.

e Capitulo 4 - Dimensao do subespaco do sinal
Sao apresentados trés critérios para a seleccao do ntimero de direcgoes associadas ao
ruido do sinal no subespag¢o de maior dimensdao: MDL, AIC e VE. Posteriormente,
sao apresentados os resultados das experiéncias efectuadas com sinais artificiais, para
estudar a influéncia de alguns pardmetros na performance dos critérios e retiradas

algumas conclusoes.



Capitulo 5 - Aplicacées dos algoritmos a sinais EEG

E efectuada uma introducdo sobre os sinais EEG e Electrooculograma (EOG) e o seu
método de registo. Sao apresentados os resultados da aplicacao dos algoritmos SSA, Lo-
cal SSA e KPCA a segmentos de sinais EEG na eliminagao de artefactos e apresentadas

algumas conclusoes.

Capitulo 6 - Conclusoes e Trabalho futuro
Neste capitulo sao apresentadas as conclusoes gerais do trabalho e algumas propostas
de trabalho futuro.

Apéndice 1 - Decomposicao em Valores Singulares - Singular Value Decomposition
(SVD)

Neste apéndice é descrita a decomposicao de uma matriz em valores e vectores singulares.

Apéndice 2 - Pré-Imagem - método das distdncias
Descri¢ao de uma metodologia proposta em |[10] para resolver o problema da pré-imagem

no método das distancias do algoritmo KPCA.

Apéndice 3 - Resultados SSA
Descrigao dos parametros da aplicagdo dos algoritmos SSA e Local SSA aos sinais ar-
tificiais com um Signal to Noise Ratio (SNR)=5dB (namero de direcgoes seleccionadas

pelo critério MDL e nimero de amostras por cluster).






Capitulo 2

Reducao de Ruido em Séries

Temporais

2.1 Introducgao

A reducdo de ruido em séries temporais multidimensionais é um problema que pode ser
resolvido, aplicando o algoritmo SVD. No entanto, em sinais unidimensionais a utilizagao
deste algoritmo nao é viavel, devido a dimensao do conjunto de dados.

Uma alternativa a resolucao deste problema é mapear os dados num espaco de dimensao
superior, através de atrasos sucessivos ao sinal. Sobre o conjunto de dados mapeados é
aplicado o algoritmo SVD. Por fim, sao calculas as médias das diagonais da matriz dos dados
reconstruidos para obter novamente o sinal unidimensional. Este processo designa-se por
SSA. A SSA é uma técnica que se baseia no método SVD para decompor uma série temporal

num somatorio de varias componentes, num espago de dimensao superior.

Neste capitulo sao descritos detalhadamente todos os passos do método SSA. Posteriormente,
¢é descrito um outro método baseado na SSA com a introdugao de dois novos passos, designados
por clustering e unclustering. Este passo tem como objectivo permitir a decomposicao da série
temporal de forma local, (Local SSA). Depois é apresentada uma extensao do método SSA
para anélise de séries multidimensionais, (Multiple Singular Spectrum Analysis (MSSA)).

Na seccao 2.5 sao apresentados alguns resultados obtidos com dados artificiais que ilustram
a importancia e influéncia de alguns paradmetros dos algoritmos SSA e Local SSA na redugao

de ruido em séries temporais. Por fim, sdo apresentadas algumas conclusoes.

2.2 Swingular Spectrum Analysis

A SSA é uma técnica nova de andlise de séries temporais para extrac¢do de informagao,
aplicada em varios tipos de séries, nomeadamente séries climéaticas, [11], geograficas [12, 13| e

meteorologicas [4], com o objectivo de decompor as séries temporais num somatorio de varias



componentes. Estas componentes sao habitualmente interpretadas como a tendéncia da série
(quando a componente é muito lenta), oscilagoes (quando héa variagoes de amplitudes) ou
como o ruido.

A analise espectral singular é decomposta em dois passos principais: decomposicao e

reconstrugao.

e Decomposicao

1. Mapeamento dos dados - Embedding
Transformagao de uma sequéncia z[n| unidimensional para uma sequéncia multi-
dimensional, através de uma janela de dimensao M, onde 1 < M < N. O novo
conjunto de dados é um sinal multidimensional em que cada vector tem dimensao
M, eq. 2.1.
A variavel M corresponde ao ntimero de atrasos efectuados ao sinal e ¢ também

designada por dimensao da janela.

zn] = [z[n],z[n — 1], 2[n — 2], ..x[n — M +1])7 (2.1)

2. Decomposicao SVD e PCA no espago de dimensao M.
No espaco de dimensao M ¢é calculada a matriz de covaridncia dos dados multidi-

mensionais e a sua decomposigao em valores proprios e vectores proprios.

e Reconstrucgao

1. Agrupamento A decomposi¢do da matriz de covariancia em valores e vectores
proprios pode ser escrita como um somatério das submatrizes associadas a
cada valor préoprio maior que zero, originando uma unica matriz de trajectoria.

Posteriormente, os dados sao projectados nas direcgoes principais e reconstruidos.

2. Calculo do sinal unidimensional

Este passo transforma a matriz de trajectoéria numa série temporal.

No algoritmo SSA foram introduzidos dois novos passos (clustering e unclustering) com o
objectivo de agrupar os dados e projecté-los localmente nas suas principais direcgoes [14] .
Este novo algoritmo designa-se por Local SSA. Na sec¢ao seguinte, estao descritos os passos

deste algoritmo.

2.3 Local SSA

O Local SSA é um método que se baseia no tradicional SSA, adicionado de dois novos passos
que correspondem ao agrupamento dos dados (clustering) e ao respectivo desagrupamento

dos mesmos (unclustering). Este algoritmo é composto pelos seguintes passos:



1. Decomposicao

e Embedding
e Agrupamento ( Clustering )

e Decomposigoes Locais

2. Reconstrugao

e Agrupamento das decomposi¢oes locais
e Desagrupamento ( Unclustering )

e Diagonalizacao

Nas subsecgoes seguintes vao ser descritos detalhadamente todos os passos deste algoritmo.

2.3.1 Embedding

Considerando N amostras da sequéncia unidimensional z[n| = [z]0], z[1], ..., z[N —1]], a matriz

de trajectoria X, M x (N — M + 1) obtida para esta sequéncia ¢ dada por

x[M —1] z[M] <o z[N —1]
Y ?’C[M — 2] :w[M —1] ?’C[N— 2] 2.2)
x[0] x[1] <o xz[N — M]

onde M representa o nimero de atrasos a efectuar ao sinal. As colunas da matriz de trajectoria
constituem K = N — M +1 vectores atrasados, tal como foi descrito pela equacao 2.1. Assim, o

embedding corresponde ao mapeamento dos dados originais num espago de dimensao M < N.

Algoritmo 1 Mapeamento dos dados

entrada | N amostras de x ; Embedding M
X =1

for ic=M+1:-1:1
X = [X;z(ic:end — M — 1 + ic)]

end

saida Matriz de Trajectoria: X




2.3.2  Agrupamento (Clustering)

Este passo corresponde ao agrupamento das colunas da matriz de trajectéria. Ao conjunto
dos (N — M + 1) vectores colunas da matriz de trajectoria é aplicado o algoritmo de cluste-
ring k-means [15] que agrupa os vectores coluna em ¢ conjuntos, formando ¢ submatrizes de
trajectoria X, com ¢ = 1,..¢ [9]. O namero de colunas N,, de cada submatriz de trajectoria

verifica a condigao

s}

ZNCZ.:N—M—i—l (2.3)
=1

Depois de se aplicar o algoritmo de clustering aos vectores coluna da matriz X,(eq. 2.2),
os indices k = 1,2,..., N — M + 1 das colunas da matriz de trajectoéria sao divididos em ¢
conjuntos: ci,...cq. Cada submatriz de trajectoria X ¢ formada pelas colunas da matriz X,

associadas ao indice do conjunto c¢;.

Algoritmo 2 Clustering

entrada | Matriz Trajectoria X, Naumero de Clusters ¢

[clust X¢] = kmeans ' (X,q),i=1,..,q

saida Submatrizes de X: X%, 1=1,....q

Vector dos indices das colunas de cada submatriz X¢: Clust

2.3.3 Decomposigoes Locais

Para cada submatriz X é calculada a matriz de covariancia e efectuada a decomposicao
em valores e vectores proprios, sendo extraidas as componentes associadas as k principais

direcgoes. Consideremos m.; o vector das médias de cada submatriz de trajectoria

1
= —X°Cy 2.4
mcz Nci JNci ( )
onde jn,, = [1,1,..., 1]7 com dimensdo N,,.
A cada cluster é-lhe retirado a média:
Y = X% —me,(jn.,)" (2.5)

E calculada a matriz de covariancia C' para cada submatriz de trajectoria X¢, C' = <YYT>.

Posteriormente, é efectuada uma decomposicao em valores e vectores proprios de cada matriz

'Fungdo implementada na Statistical Pattern Recognition Toolbox for matlab [16]



de covariancia C' e calculadas as projecgoes normalizadas v; nas principais direcgoes
o =AY Ty, (1=1,..,d) (2.6)

onde (A} > Ay > A3 > ... > Ayy > 0) correspondem aos valores proprios e (w1, Uz, ..., unr)
aos vectores proprios e d = max(l|\; > 0).

A decomposi¢ao SVD da matriz de trajectoria pode ser escrita como
Y:Y1+Y2—|—...—|-Yd (27)

onde Y] = (\/)\lul)vlT = ulu'fY representam as matrizes elementares da reconstrucao de cada
projeccao.
A selecgao do numero principal de direcgoes k no espago de dimensao M pode ser efectuada,

considerando diferentes critérios. Estes critérios encontram-se descritos no capitulo 4.

2.3.4 Agrupamento das Matrizes Elementares

Este passo consiste na soma das k matrizes elementares. A submatriz de trajectoria recons-
truida é dada por:
X =Yi+Y2+Ys+ ..+ Y+ me,(Gn,,)" (2.8)

E de notar que este procedimento é efectuado para cada uma das matrizes de covariancia
dos q clusters. Assim, as equagoes 2.5, 2.6 e 2.7 sdo aplicadas a cada uma das diferentes

submatrizes de trajectoria.

2.3.5 Desagrupamento (Unclustering)

Depois de reconstruir todas as submatrizes de trajectéoria nas k principais direcgoes, é
necessario desagrupar os dados (unclustering).

Todas as ¢ submatrizes de trajectoria X vao ser agrupadas numa tunica matriz X,, de
acordo com os indices do conjunto ¢; que lhes corresponde. Assim, X, vai representar a nova

matriz multidimensional de dados de dimensao M x (N — M + 1).

2.3.6 Diagonalizacao da matriz de trajectoéria

A diagonalizagao corresponde a transformacgao de uma matriz multidimensional X, M x (N —
M + 1), num vector &,, 1 x N.

Esta transformagao consiste na substituicao de todos os elementos de cada diagonal da matriz
mutidimensional pela sua média, obtendo uma matriz que corresponde & matriz de trajectoéria.
Este é o processo que garante a minimizagao da norma de Forbenius da diferenca entre a matriz

original e a matriz de trajectéria, tendo em conta todas as solugoes possiveis para obter uma



Algoritmo 3 Decomposi¢oes Locais

entrada | Matriz dos dados X do cluster ¢;

Ntumero de direcgoes principais: k

[M ] = size(X)

Y = X —mean(X,2)(1x,)" onde jy, = [1,1,...,1]7 de dimensao c
C=YY"

U, A] = eig(C)

Y, = ulu'er, l=1,...M

Escolha das k principais direcgoes

X, =Y+ Yo + ... + Y3 +mean(X,2)(jn, )"

saida novo conjunto de dados: X,

matriz com todas as diagonais iguais [4]. A sequéncia &, é constituida pelas médias de todas

as diagonais da matriz X, (ver algoritmo 4).

2.4 MSSA

A analise singular espectral multidimensional representa uma extensao da SSA. Considerando

um sinal multidimensional

x[n] = [xl[n],xg[n],...,xL[n]]T (2.9)

constituido por L sinais (onde cada sinal ¢ x;[n] = [x;[0], z;[1], ..., ;[N — 1]], ¢ = 1...L), ¢é
calculada uma matriz de trajectoria para cada um deles. A matriz de trajectoria X (LM x
(N — M + 1)) obtida para a série multidimensional x[n] é obtida pela concatenacao de L

matrizes de trajectoria :
X =[X1, X9, ..., X1] (2.10)

ou seja,

10



Algoritmo 4 Diagonalizagdo da Matriz de Trajectoria

entrada | Matriz de dados X, M x (N — M + 1)

[M, Cl|=size(X)
y=l
for i=—M-+1:C-1

y=ly mean(diag(X),i))]

end

saida Vector vy, 1x N

[ oM -1 z[M] - x[N-—1]
@[0] @[1] - @[N — M]
2olM — 1] za[M] -+ [N —1]
X = ;2[0] @[1] - @[N—M]
elM =1 agM] - agN 1)
I QL[O] @[1] - QL[N — M]

(2.11)

em que cada coluna da matriz X é constituida pelos vectores L vectores x;. O processamento

da matriz X é efectuado tal como é descrito na secgao 2.3, excepto a opcao descrita em 2.3.6,

que devera ser efectuada por blocos.

Sao considerados L blocos e as diagonais de cada bloco sao substituidas pelas suas médias,

obtendo um sinal com dimensao igual a original, L x .

2.5 Seleccao dos parametros do algoritmo

O algoritmo Local SSA descrito nas secgoes anteriores apresenta um conjunto de parametros

que é necessario escolher: ntiimero de clusters ¢ e nimero de atrasos M. Existe um terceiro
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pardmetro que consiste no numero de direccoes k a seleccionar em cada cluster. Este
pardmetro pode ser inferido pelo critério MDL ou de uma forma constante, seleccionando
um nutmero de direcgoes fixas em cada cluster, k = 1. O parametro k£ influencia também a
performance do algoritmo e esta relacionado com os outros parametros.

A escolha do numero de atrasos para efectuar o embedding no algoritmo SSA depende da
informacao conhecida a priori da série (por exemplo, periodicidade ou frequéncias fundamen-
tais). A maior dificuldade na escolha da dimensao da janela reside no facto da variagao da
dimensao da janela influenciar fortemente as capacidades de separagao do algoritmo SSA [4].
Contudo, existem alguns principios gerais assumidos por diversos autores para a selec¢ao da

dimensao M da janela, nomeadamente:

e Se a dimensao da janela for aproximadamente metade da dimensao do conjunto de dados
(M ~ %), entao é obtida uma decomposicao detalhada e uma separacao estével da série
temporal [4].

Se a dimensao da janela for pequena, a separagdo das componentes nao é tao evidente.
Na maior parte das vezes, a escolha de janelas de dimensao elevada (quando M, K ——

o0) permite obter melhores resultados.

e Se o sinal for um sinal periddico de banda larga, de perfodo P, a dimensao da janela

deve ser superior ao periodo do sinal, M > P [4].

e Se pretendermos eliminar num sinal componentes associadas a uma determinada banda
de frequéncia, a dimensao da janela escolhida é baseada no menor valor da banda de
frequéncia de interesse, fr,

M > ;—L (2.12)

onde f4 representa a frequéncia do sinal e f1, a frequéncia mais baixa de interesse [17].

Nas secgoes seguintes, as experiéncias efectuadas tiveram como objectivo ilustrar a aplicagao
dos algoritmos SSA e Local SSA na reducao de ruido branco gaussiano aditivo em séries
temporais. Além disso, foram efectuadas varias experiéncias para estudar a influéncia dos
parametros (namero de clusters ¢, nimero de atrasos M e numero de direcgdes k) na

performance do algoritmo.

2.6 Caracterizacao dos sinais de teste

A sequéncia temporal utilizada nestas experiéncias é dada por:
z[n] = y[n] + vin] (2.13)

onde y[n] representa um sinal periddico e v[n] o ruido aleatério gaussiano adicionado.

Foi considerado um grupo de trés sinais perioédicos z[n| com diferentes bandas de frequéncia
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fundamentais: sinal de banda estreita (sinusoide), sinal de banda larga (funny) e um sinal
dente-de-serra cuja energia mais alta se encontra concentrada na banda das baixas frequéncias
(figura 2.1). A este grupo de sinais foi adicionado ruido gaussiano aleatoério, tal que, o SNR

é dado pela expressao 2.14
2

o
SNR = 10log {J—g} (dB) (2.14)
tomasse valores de 20dB e de 5dB. O parametro o2 representa a variancia do sinal e o para-

metro o2 a variancia do ruido.
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200
o
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-1 o
o 50 100 0 01 02 03 0.4
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100
o
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2 300
200
o
100
> o LA AL
o 50 100 o 01 02 03 04
(n) (x2m

Figura 2.1: Grupo de sinais artificiais utilizados: sinal sinusoidal, sinal funny e sinal dente-
de-serra representado no dominio do tempo e no dominio da frequéncia.

Para estudar a influéncia dos parametros do algoritmo, foram efectuadas vérias experiéncias
com os sinais da figura 2.1. Dos resultados obtidos, verificou-se que o SNR altera de forma
significativa a relacdo entre os parametros. Assim sendo, os resultados apresentados estao
divididos, tendo em conta a influéncia dos parametros com um SNR elevado (20dB) (figura
2.2) e um SNR baixo (5dB) (figura 2.3).

2.7 Influéncia dos parametros com SNR elevado

Nesta seccao vao ser apresentados alguns resultados que ilustram a influéncia do nimero
de clusters, do nimero de atrasos e do ntimero de direcgoes a seleccionar, em sinais com
SNR = 20dB, considerando o conjunto de dados da figura 2.1. A este conjunto de dados foi
aplicado o algoritmo SSA e o algoritmo Local SSA, considerando ¢ = 3 e ¢ = 5 clusters e
duas janelas de dimensao M = 11 e M = 36.

A escolha do namero de direcgoes principais a seleccionar em cada cluster foi obtida por dois

critérios diferentes:

e seleccao do namero de direcgoes de forma automatica, pelo critério MDL
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Figura 2.2: Grupo de sinais artificiais da figura 2.1 com um SNR=20dB.
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Figura 2.3: Grupo de sinais artificiais da figura 2.1 com um SNR=5dB.

e selecgao de um namero fixo de direcgoes (k = 1)

2.7.1 Aplicagao do critério MDL

Para SNR elevados, a dimensdo do embedding do algoritmo SSA estd relacionada com a
periodicidade do sinal [4].

Para ilustrar a influéncia do embedding na reducao de ruido gaussiano em sinais periédicos, foi
calculado o erro quadratico médio entre o sinal original e o sinal reconstruido pelo algoritmo

SSA

MSE = > ot - gt (2.15)

onde N representa a dimensao do conjunto de dados, y[n| representa o sinal original e o §[n]
representa o sinal reconstruido.

Foi considerado o sinal dente-de-serra (figura 2.1) com cinco periodos diferentes:
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P = 15,25,35,45 ¢ 55 e um SNR igual a 20dB. A dimensado do embedding variou en-
tre M =1 e M = 151. Para cada M foi calculado o erro quadratico médio centrado (figura
2.4).

0.25

(0] 50 100 150

Figura 2.4: Erro quadratico médio centrado entre o sinal dente-de-serra original e o sinal dente-
de-serra reconstruido pelo algoritmo SSA, considerando SNR=20dB. Foram considerados 5
periodos diferentes (P = 15,25,35,45 e 55) para o sinal dente-de-serra e uma janela de
dimensao M, que varia entre 1 < M < 150

O gréafico mostra que o erro quadratico médio centrado decresce abruptamente quando a
dimensao do embedding é superior ao periodo do sinal. Este resultado é valido para sinais
de banda larga, sinal dente-de-serra e sinal funny (figuras 2.5, 2.6, 2.7e 2.8, coluna 1).
Para sinais de banda estreita (sinal sinusoidal), o mesmo nao se verifica. A escolha de um
embedding inferior ao periodo do sinal permite obter um sinal no dominio do tempo e da
frequéncia, proximo do sinal original (figuras 2.5 e 2.6).

Note-se que no caso da aplicacdo do algoritmo SSA ao sinal funny com M = 11 atrasos, o
sinal reconstruido corresponde ao sinal de entrada, uma vez que o critério MDL selecciona
todas as direccoes do subespago de dimensao superior, nao havendo eliminacao do ruido
adicionado (figura 2.5).

Quando se aplica o algoritmo Local SSA a sinais de banda larga, perde-se a relagdo entre a
dimensao do embedding e a periodicidade do sinal porém a dimensao do embedding necessaria
para a reconstrucgao do sinal pode ser inferior ao periodo do mesmo (M = 11) (figuras 2.5 e
2.6, coluna 2 e 3).

Se o namero de atrasos for superior ao periodo do sinal (M = 36), todos os sinais sao

reconstruidos em toda a gama de frequéncia (figuras 2.7 e 2.8).
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Figura 2.5: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=20dB) com M = 11 atrasos e usando
o critério MDL: coluna da esquerda g = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.
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Figura 2.6: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=20dB) com M = 11 atrasos e
usando o critério MDL: coluna da esquerda ¢ =1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita g = 5.

2.7.2 Seleccao de um nimero de direcgoes fixo

Em alternativa a aplicagao do critério MDL, foi efectuado o mesmo estudo da seccao anterior,
seleccionando em cada cluster um nimero de direccoes fixo, neste caso, k = 1.

Para esta situacao, o aumento da dimensao do embedding nao altera significativamente os
resultados. Nos exemplos apresentados, foi escolhida uma janela de dimensao M = 11.

Na aplicacao do algoritmo SSA a sinais de banda estreita, a selecgdo de uma tnica direcgao é
suficiente para reconstruir o sinal, como estéa ilustrado nas figuras 2.9 e 2.10, para o caso do
sinal sinusoidal.

Se o sinal for de banda larga, o algoritmo SSA nao reconstroéi o sinal em todas as suas bandas
de frequéncia (figura 2.9 e 2.10, coluna 1).

O aumento do ntimero de clusters origina melhores resultados, pois ha uma maior sensibilidade

para a reconstrucao do sinal em toda a gama de frequéncia (figuras 2.9 e 2.10, coluna 2 e 3).
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Figura 2.7: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=20dB) com M = 36 atrasos e usando
o critério MDL: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.
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Figura 2.8: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=20dB) com M = 36 atrasos e
usando o critério MDL: coluna da esquerda ¢ =1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita g = 5.

2.8 Influéncia dos parametros com SNR baixo

Nesta seccao vao ser apresentados alguns resultados que ilustram a influéncia do nimero
de clusters, do nimero de atrasos e do ntimero de direcgoes a seleccionar, em sinais com
SNR = 5dB. Foi considerado o mesmo conjunto de dados da figura 2.1. A este conjunto de
dados foi aplicado o algoritmo SSA e o algoritmo Local SSA, para ¢ = 3 e ¢ = 5 clusters e
duas janelas de dimensao M = 11 e M = 36.

A escolha do namero de direcgOes principais a seleccionar em cada cluster foi obtida por dois

critérios diferentes:

e seleccao do niamero de direcgoes de forma automatica, pelo critério MDL

e seleccao de um nuamero fixo de direcgoes, k = 1
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Figura 2.9: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=20dB) com M = 11 atrasos e uma
unica direcgao: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.
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Figura 2.10: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=20dB) com M = 11 atrasos e
uma unica direcgao: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.

2.8.1 Aplicagao do critério MDL

Quando o SNR ¢ baixo, ou seja, quando a amplitude do v[n]| ¢ muito proxima da amplitude
das ondas periddicas, nao existe uma separagao tao evidente das direcgoes associadas ao ruido
do sinal.

Nesta situagao, o algoritmo Local SSA, apresenta melhores resultados que o algoritmo SSA
(figuras 2.11 e 2.13).
Com um SNR baixo, a dimensao do embedding deve ser superior ao periodo do sinal, evitando
a sobreestimacao da dimensao do subespaco por parte do critério MDL, nomeadamente para
os sinais de banda larga.
No caso do algoritmo SSA, a relagdo entre a dimensdo do embedding e o periodo do sinal
nao existe, porque o padrao de periodicidade do sinal é perdido com SNR baixo. Mesmo

considerando um embedding elevado, o algoritmo SSA nao consegue reconstruir os sinais de
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Figura 2.11: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=5dB) com M = 36 atrasos e usando
o critério MDL: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.

300 300 300
200 200 200
100 100 100
o (o) o
[0} 0.2 0.4 o 0.2 0.4 (o] 0.2 0.4
150 150 150
100 100 100
50 50 50 M_J
¢} (o) J o
[0} 0.2 0.4 o 0.2 0.4 [e] 0.2 0.4
200 300 300
200 200
100
100 100
o o o Ay
o 0.2 0.4 o 0.2 0.4 (o] 0.2 0.4
(x2m (x2m (x2m

Figura 2.12: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=5dB) com M = 36 atrasos e
usando o critério MDL: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro g = 3 e direita ¢ = 5.

banda larga (figura 2.11 e 2.12, coluna 1). O mesmo nao se verifica com os sinais de banda
estreita pois embedding inferior ao periodo do sinal (M = 11) é suficiente para reconstruir o
sinal (figuras 2.13 e 2.14).

No caso do algoritmo Local SSA, existe uma sobreestimagao da dimensao do subespaco (figuras
2.13 e 2.14) para o caso do sinal sinusoidal e do sinal dente-de-serra se a dimensao do embedding
for muito pequena (M = 11). Com uma dimensao do embedding elevada (M = 36) e & medida
que o namero de clusters aumenta, melhor se torna a performance do algoritmo, para os sinais
de banda larga: sinal funny e sinal dente-de-serra. Observando a figura 2.12, verifica-se que
o aumento do nimero de clusters permite reconstruir o sinal sem ruido em toda a gama de

frequéncias.
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Figura 2.13: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=5dB) com M = 11 atrasos e usando
o critério MDL: coluna da esquerda g = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.
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Figura 2.14: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=5dB) com M = 11 atrasos e
usando o critério MDL: coluna da esquerda ¢ =1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita g = 5.

2.8.2 Seleccao de um nimero de direcgoes fixo

Em alternativa a aplicagdo do critério MDL, seleccionou-se uma tnica direc¢do em cada
cluster, efectuando as mesmas experiéncias da seccao anterior.

Para esta situag@o, o aumento da dimensao do embedding nao altera significativamente os
resultados. Nos exemplos apresentados, foi escolhida uma janela de dimensao M = 11.

Os algoritmos SSA e Local SSA apresentam resultados muito semelhantes aos apresentados
com um SNR=20dB. No caso do SSA, a selec¢ao de uma tunica direcgao para sinais de banda
larga nao é suficiente para os reconstruir em toda a gama de frequéncias (figuras 2.15 e 2.16,
coluna 2 e 3), enquanto para sinais de banda estreita uma direcgao é suficiente (figuras 2.15
e 2.16, coluna 1).

No caso da aplicacao do algoritmo Local SSA, o aumento do namero de clusters permite obter

melhores resultados nos sinais de banda larga, devido ao agrupamento do sinal por diferentes
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Figura 2.15: Sinais extraidos no dominio do tempo (SNR=5dB) com M = 11 atrasos e uma
unica direcgao: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.
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Figura 2.16: Sinais extraidos no dominio da frequéncia (SNR=5dB) com M = 11 atrasos e
uma unica direcgao: coluna da esquerda ¢ = 1 (SSA), centro ¢ = 3 e direita ¢ = 5.

clusters (figuras 2.15 e 2.16, coluna 2 e 3).

2.9 Validacao dos parametros

A selecgao do nimero de clusters € um parametro dificil de estimar. Por questoes praticas, o
namero de vectores em cada cluster deve ser superior & dimensao do nimero de atrasos(N,, >
M) o que pode constituir um limite superior do ntimero de clusters.

Para a seleccao do numero 6ptimo de clusters, fez-se variar o ntimero dos mesmos e foram

efectuadas duas experiéncias :

e (Calculo do erro quadratico médio , MSE, entre o sinal original e o sinal reconstruido.

e Aplicacao da Kurtosis ao erro obtido entre o sinal original e o sinal reconstruido (#[n] =
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x[n] — g[n]),[18, 19].

As experiéncias efectuadas tiveram por base os resultados apresentados na secgao 2.8.

Sinusodide Sinal Funny Dente-de-Serra

Clusters (q) 1 3 5 1 3 5 1 3 5
M=11 0.0405 | 0.0313 | 0.3169 | 0.31 | 0.091 | 0.045 | 0.177 | 0.076 | 0.206
M =36 0.012 | 0.006 | 0.009 | 0.758 | 0.041 | 0.031 | 0.219 | 0.052 | 0.025

Tabela 2.1: Erro quadratico médio entre os sinais originais e reconstruidos apresentados nas
figuras 2.11 e 2.13.

A tabela 2.1 apresenta o MSE entre os sinais originais e os sinais reconstruidos quando é
utilizado o critério MDL e um SNR=5dB. A tabela 2.2 apresenta o MSE entre os sinais
originais e os sinais reconstruidos, quando é seleccionado o maior valor préprio em cada
cluster e usado um SNR—=5dB.

Sinusodide Sinal Funny Dente-de-Serra

Clusters (q) | 1 3 5 1 3 5 1 3 5
M =11 0.11 | 0.021 | 0.03 | 0.731 | 0.247 | 0.116 | 0.261 | 0.093 | 0.041
M =36 0.11 | 0.001 | 0.01 | 0.815 | 0.440 | 0.240 | 0.298 | 0.119 | 0.061

Tabela 2.2: Erro quadratico médio entre os sinais originais e reconstruidos apresentados na
figura 2.15.

Pela anélise da tabela 2.1 verifica-se que o niimero de atrasos e o ntmero de clusters que
minimiza o MSE é M = 36 atrasos e ¢ = 5 clusters para os trés sinais.

Quando ¢é seleccionado o maior valor proprio em cada cluster (tabela 2.2) o menor MSE é
encontrado para M = 11 atrasos e ¢ = 5 clusters, quando os sinais sao de banda larga e
M = 36 atrasos e ¢ = 3 clusters para o sinal sinusoidal.

Uma outra forma de validar os parametros deste algoritmo é calcular o valor da kurtosis do
ruido estimado ©[n] uma vez que o ruido tem uma distribuigdo gaussiana.

Os graficos da figura 2.17 mostram o nimero de clusters que minimizam o valor da kurtosis,
quando ¢ aplicado o critério MDL. O ntmero de clusters variou entre ¢ = 1,...,6, foram
consideradas duas janelas de dimensao M = 11 (Primeira Linha) e M = 36 (Segunda Linha)
e efectuadas 1000 simulagoes para cada caso.

Os graficos da figura 2.17 representam a funcao densidade de probabilidade do nimero de
clusters que minimiza o valor da kurtosis.

Observando a figura 2.17, verifica-se que o ntimero de clusters que minimiza o valor da kur-
tosis ¢ ¢ = 5 em todos os sinais, considerando M = 11 e M = 36 atrasos, excepto para o
sinal sinusoidal, quando sao usados M = 11 atrasos. Neste caso, é seleccionado g = 1 cluster,

devido a sobreestimacao do critério MDL. Este resultado confirma o apresentado nos gréficos
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das figuras 2.13 e 2.14.

Quando o nimero de direcgoes é fixo, o aumento do numero de clusters nao apresenta proble-
mas relativamente & sobreestimacao do subespaco. Nas experiéncias efectuadas nas secgoes
anteriores, foram considerados apenas ¢ = 5 clusters, para uma comparagado com os resulta-
dos obtidos do critério MDL. No entanto, quando é seleccionada apenas uma direc¢ao, um

aumento do ntimero de clusters, permite obter melhores resultados.

Sinusoide

Funny Onda Triangular
1 0.4 0.4
o) o)
0.8 0.3 0.3
S o “@O 2 ;\“-:f) 2
= =)
S04 = =
0.2 0.1 T T 0.1 T T
0 D (0] P 0 ?
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
q q q
0.8 0.4 5 0.4
0.6 o 0.3 0.3 Q
S G s
0.4 50.2 0.2
o o
0.2 0.1 T 0.1
0 0 T 0 Cf
0 2 4 6 0 2 4 6 0 2 4 6
q q q

Figura 2.17: Funcao Densidade de Probabilidade do numero de clusters que minimiza o valor
da kurtosis do erro usando SSA e Local SSA.

2.10 Conclusoes

Neste capitulo apresentou-se o algoritmo Local SSA, que se baseia no algoritmo SSA com a
introducao de dois novos passos: clustering e unclustering. Foi efectuada uma descrigao em
pseudo-codigo do mesmo, (algoritmos 1 a 4).

Fez-se um estudo com sinais artificiais, comparando o desempenho dos algoritmo Local SSA e
SSA na reducao de ruido em séries temporais perioédicas, fazendo variar o niimero de clusters e
a dimensao do embedding. Verificou-se que para um SNR elevado, o algoritmo SSA apresenta
um bom desempenho, se a dimensao do embedding for superior ao periodo do sinal. Para
um SNR baixo, h& perda da periodicidade do sinal, registando-se assim um pior desempenho
do algoritmo. Uma alternativa para reduzir o ruido elevado em séries temporais é introduzir

clusters no algoritmo SSA - Local SSA. Os clusters permitem agrupar o sinal por diferentes

23



amplitudes, havendo uma maior sensibilidade para a extrac¢ao do ruido.
Pelos resultados apresentados, conclui-se que o algoritmo Local SSA é mais eficaz na redugao
de ruido em séries temporais do que o algoritmo SSA, nomeadamente em sinais de banda

larga e com SNR baixo.
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Capitulo 3

Kernel PCA

3.1 Introdugao

O Kernel PCA é um método néo linear de andlise de componentes principais, recentemente
introduzido em [20] e baseia-se na selecgao de caracteristicas de um determinado conjunto de
dados, num espaco de dimensao elevada.

Os dados do espago de entrada sao mapeados através de uma fungéo nao linear ¢, formando
0 espago caracteristico. Posteriormente, é aplicado um PCA linear para a extracgdo das
caracteristicas associadas as principais direcgoes. A ideia principal deste método consiste em
aplicar a anélise de componentes principais a um conjunto de dados nao lineares, baseando-se

apenas na informacao dos dados do espaco de entrada.

Neste capitulo é descrita a forma de construir uma matriz de kernel e sdo também descritos
os varios tipos de kernel. Posteriormente, é descrito o algoritmo designado por KPCA e dois
métodos de reconstrucao dos dados para o espago de entrada.

Sao apresentados alguns resultados da aplicagdo do algoritmo KPCA a dois conjuntos de
dados e efectuada uma comparagao dos resultados com os resultados obtidos pelo algoritmo
Local SSA . Por fim, sdo apresentados alguns resultados que evidenciam a importéncia
da seleccao do pardmetro do kernel Radial Basis Function (RBF) na extraccao de ruido e

apresentadas algumas conclusoes.

3.2 Mapeamento dos Dados e Matriz de Produtos Internos

Seja X = [x1, ..., xn] a matriz do conjunto de dados no espaco de entrada, onde x; € RY.
O mapeamento dos dados de entrada num espago de dimensao superior corresponde a trans-

formar os dados através de uma funcao nao linear ¢:
o:x— ¢(x) €S (3.1)
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em que ®(X) = [¢(x1), p(x2), ..., o(xN)] vai representar o novo conjunto de dados no espago

[
caracteristico & [21].

Seja C' a matriz de correlagao (ndo normalizada) e K a matriz de produtos internos ou matriz

de kernel dos dados no espago caracteristico:
C=dX)oT(X) e K=0T(X)®(X) (3.2)

Note-se que a matriz C' pode ser a matriz de covariancia, se os dados forem centrados
(>3- é(x;) = 0). Por consequéncia da decomposigao em valores singulares, os valores proprios e
o vectores proprios da matriz de correlagao C' e da matriz de kernel K estao relacionados entre
si |22], conforme descrito no apéndice A. Os valores proprios das duas matrizes sao iguais
e os vectores proprios da matriz de covaridncia podem ser calculados a partir dos vectores
proéoprios da matriz de kernel:

1

U — (I)(X)’Uk)\lzi (3.3)

onde up representa o k-ésimo vector proprio da matriz de correlagdo, vy representa o k-
_1

ésimo vector proprio da matriz de kernel e A, ? representa o k-ésimo valor préprio. Esta

relacao permite calcular os vectores proprios da matriz C', conhecidos os vectores proprios e

respectivos valores préoprios da matriz K.

Exemplo 1. Consideremos um espaco de entrada X C R? e um mapeamento no espaco

caracteristico dado por
¢ L= (-%'1,.%'2) - ¢($) - (II,'%,.’I)%, \/5.’1]1.’1}2) €q= RB' (34)

O mapeamento do conjunto de dados de entrada para o conjunto caracteristico corresponde a
passar de um conjunto de dados bidimensional para um conjunto de dados tridimensional. O

produto interno dos dados no espaco caracteristico € dado por:

@) o) = ((a}a3vV2rias), (31,25, V2 2) )

2,2 2.2
= T72] + 2525 + 2x12221%2

= (2121 + 222)? = (x,2)* (3.5)

A relagao linear encontrada no espaco caracteristico, corresponde a uma relacdo quadrdtica

no espaco de entrada.

Como ilustra o exemplo anterior, é possivel calcular o produto interno entre dois pontos do
conjunto de dados do espaco caracteristico sem avaliar explicitamente as suas coordenadas,

ou seja, tendo por base apenas as coordenadas do espaco de entrada.
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1 2
Exemplo 2. Seja X = L1 o conjunto de dados de entrada.

Considerando o mapeamento do exemplo 1,eq. 3.4, os dados no espago caracteristico sao:
1 4

dX)=1] 1 1
V2 2V2

que se pode calcular usando a relagao 5.5 A matriz de Kernel dos dados X € dada por:

e 1409
K=9o (X)@(X)—_9 o5 |-
Calculando a matriz de correla¢ao nao normalizada dos dados no espago caracteristico temos
17 5 92
C=0(X)dT"(X)=1| 5 2 3V2
| 9v2 2v2 10

Decompondo a matriz de kernel e a matriz de correlacao dos dados no espaco caracteristico,
verifica-se que estas apresentam os mesmos valores proprios (0.67 e 28.32) e os seus vectores

proprios estao relacionados, conforme a equacao 3.3.

Verifica-se, assim, pelos exemplos anteriores que, através da matriz de kernel, é possivel extrair
informacao acerca da matriz de correlacao dos dados no espago de maior dimensao, manipu-
lando os dados do espaco de entrada. Calcular a matriz de kernel é suficiente para extrair
informacgao da matriz de correlacao no espaco de dimensao elevada.

Por definigao, a fungao de kernel k entre &, z € X satisfaz a condigao

k(z,z) = ($(x), ¢(2)) = ¢" (x)$(2) (3.6)

onde ¢ representa uma funcao que permite calcular as entradas da matriz de kernel, ou seja,
o mapeamento dos dados do espago de entrada. A matriz de kernel pode ser descrita como

uma matriz de Gram, da seguinte forma [22]:

K 1 2 N

1 k(x1,z1)  k(x1,z2) ... k(z1,2N)
2 k(xe,x1) k(z2,xz2) .. k(z2,zN)
N k(xzn,z1) k(zn,z2) ... klzn,zN)

Tabela 3.1: Matriz de kernel

Se considerarmos o conjunto de dados de entrada X, a matriz de Gram G é definida como
uma matriz N x N, onde as entradas da matriz sao G;; = (x4, ;). Se for usada uma fungao
de kernel para calcular o produto interno entre os vectores do espago caracteristico, através
do mapeamento ¢, as entradas da matriz de Gram sao Gyi; = (¢(x;), #(x;)) = k(x;, ;). Na
literatura, o célculo do produto interno no espaco caracteristico usando os dados de entrada

é designado por “kernel trick”.
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Em suma, os dados sao projectados num espago de maior dimensao, através da funcao de
kernel. Por consequéncia da decomposicao em valores singulares, é possivel encontrar os
vectores proprios da matriz de covaridncia do espago caracteristico associados as principais

direcgOes, usando apenas a informacao dos dados do espaco de entrada.

3.3 Fungoes de Kernel

Nesta secgao sao apresentadas algumas fungoes de kernel para o célculo da matriz 3.2. Sao

considerados dois tipos de fungoes de kernel:

e Invertiveis
Dependem apenas da distancia entre os dados no espago de entrada. Sao designados

por kernel isotrépico.
1. Gaussiano
k(, 2) = cap((x, 2)) (3.7)

2. RBF- Kernel Gaussiano normalizado

k(x,z) =

(3.8)

onde o > 0. No caso do kernel RBF, as imagens de todos os pontos tém norma 1

no espago caracteristico uma vez que k(x,x) = exp(0) = 1.

e Nao invertiveis

Dependem apenas do produto interno dos dados no espago de entrada

1. Linear
k(x,z) = (x, 2) (3.9)
2. Polinomial
k(x,z) = (x,2) + ¢)? (3.10)

onde d representa a ordem do polinémio e ¢ uma constante.
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3. Sigmoide
k(xz,z) = tanh(V (xz, z) + J) (3.11)

onde ¥ > 0 e § < 0 representam constantes.

3.4 Algoritmo Kernel PCA

O algoritmo KPCA pode ser interpretado como o calculo das componentes principais nao
lineares de um conjunto de dados, no espaco de maior dimensao a partir da informagao do
espaco de entrada.

Este algoritmo pode ser executado tendo em conta os seguintes passos (fig.3.1):

1. Mapeamento dos dados num espago de dimensao superior e calculo da matriz de kernel

e O(X) = [p(x1),d(x2), ..., 6(xN)]| representa o espago de dimensdo superior ou

espaco caracteristico

e K = ®T(X)®(X) representa a matriz de Kernel
2. Aplicagdo do PCA no espago caracteristico e calculo das principais direc¢oes

e Decomposi¢ao da matriz de kernel em valores proprios e vectores proprios (K =

VAVT)

e (Calculo dos vectores proprios e valores proprios da matriz de correlagao, tendo por

base a eq. 3.3

e (Calculo do vector das projecgoes 3, no espago de dimensao superior

3. Reconstrugao dos dados no espago caracteristico, ¢rec(2)

4. Reconstrucao dos dados no espago de entrada, calculo de 2. A reconstruc¢ao pode ser

efectuada tendo por base dois métodos:

e Método iterativo (Schoelkopf’s fix-point algorithm) [23, 24]
e Método das distancias (Kwok & Tsang )[5].

Na pratica, nunca se trabalha directamente no espago caracteristico. Como veremos mais
a frente, é possivel calcular as principais varidaveis do processo com os dados no espago de
entrada, utilizando o “kernel trick”. O mapeamento dos dados é feito directamente pela fungao
de kernel entre o espago de entrada e o espago KPCA, como esta representado pela linha a
tracejado (figura 3.1) e as pré-imagens dos dados ¢(x) no espago de entrada sao efectuadas

implicitamente a partir da matriz de kernel.
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Espaco Caracteristico

?

ﬁspa:;;o de Entrada

N

Figura 3.1: Esquema adaptado de [1]. Conceptualmente, o KPCA efectua um mapeamento

nao linear aos dados ¢(x) para projectar os vectores de entrada num espago de maior dimensao

$, (1). Posteriormente, é aplicado um PCA linear aos dados do espago caracteristico, obtendo

um espago de menor dimensao KPCA (2). Para reconstruir um vector no espago de entrada, a
representacao KPCA é projectada no espago caracteristico (3) e é efectuado um mapeamento
¢(x) inverso (4)

3.4.1 Matriz de Kernel Centrada

Tal como é efectuado no caso do algoritmo PCA, o conjunto de dados no espago caracteristico

(@) também ¢é centrado,

1 .o
(X) = o(X) - N(I)(X)JNJJI\} =o(X)(I - H) (3.12)
onde @(X ) representa o novo mapeamento dos dados no espago caracteristico, jn =
. ¢T
[1,1,...,1]7 com dimensdo N e H = %
A nova matriz de kernel centrada (f( ), obtida através da manipulagao do conjunto de dados

do espaco de entrada é dada por

K(X,X) = <i>(x>,<i>(x>>

(3.13)
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Desenvolvendo a expressao anterior temos:

KX, X) = o7'X)o(X) - H'(X)o(X) — o7 (X)®(X)H + HOT (X)d(X)H
= K(X,X)-HK(X,X)-K(X,X)H+HK(X,X)H
— K—-HK-KH+HKH
(3.14)

onde K (X, X) é a matriz de Gram representada na tabela 3.2 e K(X, X), a matriz de kernel

centrada.

Algoritmo 5 Matriz de Kernel Centrada

Entrada | Conjunto de dados X = {z1,...,zN}

K;j = k(zi,zj),4,5 =1,...N

H

% onde j = [1,1,...,1]T tem dimensdo N

K=K-HK-KH+HKH

Saida Matriz de Kernel Centrada K

3.4.2 Decomposicao da matriz de Kernel

A decomposicao em valores proprios e vectores proprios da matriz K é dada por:
K=VAVT (3.15)

onde V = [v1,va, ..., UN]| com v; = 144, Va4, ...y VNZ‘]T representa a matriz dos vectores proprios
e A = diag(A\1, A2, ..., AN) 0 conjunto dos valores proprios associados.

A matriz dos vectores ortogonais da matriz de covaridncia do espago caracteristico C' é dada
por

U=®X)A=d(X)(I-H)A (3.16)

1
em que A = [, g, ...,an], sendo o, = Ay 2

vy, obtido em termos do n-ésimo par (v, A, ),
vector proprio-valor proprio, da matriz de kernel centrada, K.

Para extrair as componentes principais nao lineares das imagens ® dos pontos z sao conside-
radas apenas as direcgoes que correspondem aos [ valores proprios mais significativos, onde
Il << N.

Calcula-se o vector de projecgao I-dimensional de ® no espago U, ou seja, sdo escolhidas
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apenas as [ principais direcgoes que vao constituir a dimensao do espaco caracteristico 3,

B = Ule(z)
= Al(I-H)To"(X)¢(2)
= A1 - H)Tk(X, 2)

(3.17)
em que 8 = [f, ...,ﬂl]T representa o conjunto das [ componentes principais nao lineares
e k(X,2z) = [k(z1,2),...,k(xN, 2)]T uma coluna da matriz de kernel [5]. Se z ¢ um dos

elementos do conjunto de treino X, entao k(X, z) representa a coluna j da matriz de kernel, ou
seja, k(X,x;) = K;;,i=1,..,N. Note-se que os vectores proprios U; nao sao explicitamente
calculados (eq. 3.16) para saber o valor das projecgoes nas direcgdes principais. Este é obtido,

recorrendo apenas & informagao da matriz de kernel (eq. 3.17).

O algoritmo KPCA néo é mais do que um PCA no espago de dimensao . O vector de entrada

é mapeado num espaco de maior dimensao onde vao ser aplicados métodos lineares.

Algoritmo 6 KPCA: Projecgoes nas direcgoes principais

entrada | matriz de Kernel centrada K
matriz de Kernel K

exemplar do conjunto de treino z = X (:,7),Vi € N

[V, ] = eig(K)
AM>A>A3> .. >N > A1 > > Ay

Seleccao dos [ valores proprios mais significativos

_1
A=loq,az,...,ap], onde oy =\, *v;

B=AT(I - H)Tk(X,z2)

saida Componentes principais nao lineares 8 = {f, ..., 5 }

Vectores proprios normalizados A = {aq, ...,y }
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3.4.3 Reconstrugao no espago Caracteristico

Para reconstruir a imagem ¢(z) no subespago de projecgao nas [ principais direcgoes do espago
$, é definido ¢rec(2), [5] dado por:

brec(z) = UB=UU"¢(z)
= &(X)(I-H)AB
= o(X)y
(3.18)

onde v = (I — H)Ap representa um vector N x 1. Se o valor de [ for suficientemente elevado
para projectar os dados em todas as direcgoes associadas aos valores proprios diferentes de

zero, temos que ¢re.(z) = ¢(z). Se o valor de | < N, entdo sao satisfeitas duas condigoes:

e 0 erro quadratico médio da reconstrucao, »_ |[¢rec(z) — ¢(2)|| torna-se menor a medida

que aumentamos o nimero de componentes

e a variancia retida das projeccoes nas principais direcgoes ortogonais do subespago &

deve ser maxima

Na prética, a eq.3.18 nunca é explicitamente usada, no entanto é necessaria para a manipulagao
algébrica dos dados quando se pretende efectuar o mapeamento inverso destes para o espago

de entrada.

3.5 Reconstrugao no espaco de entrada

Tal como esta referido em [24, 25|, a reconstrucao no espago de entrada pode ter interesse nas

seguintes aplicagoes:

e De-noising: Dado x, efectua-se o mapeamento ¢(x), selecciona-se as componentes as-
sociadas aos maiores valores proprios, obtém-se ¢ ..(x) e calcula-se a pré-imagem 2.
Nesta aplicagao, sao apenas retidas as [ principais direc¢oes, sendo as componentes des-
prezadas associadas ao ruido do sinal. Assim, o vector @ sem ruido é representado por

A~

z.

e Compressao: Dado o conjunto dos vectores proprios normalizados A e o vector das pro-
jecgoes 3 de (X)) e desconhecendo X, calcula-se a pré-imagem como uma reconstrucao

aproximada de X.

Para encontrar a pré-imagem 2 no espago de entrada existem dois métodos a considerar:
e Método iterativo (fixed-point algorithm) [23, 24].
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e Método das distancias (Kwok & Tsang )[5].

Estes métodos tém como objectivo encontrar a pré-imagem de 2, de tal forma que ¢(2) =

¢rec(z). No entanto, existem duas restrigoes:

1. Existéncia: 2 pode nao existir |20]

2. Unicidade: se 2z existir, pode nao ser tinico

3.6 Meétodo iterativo

O objectivo da reconstrugao iterativa é encontrar a pré-imagem 2, correspondente a ¢peq(x)

do espaco caracteristico de forma iterativa.

_— — e
—_— —— —

- .
> >

Figura 3.2: Representagao esquematica do Método Iterativo (Fized-Point) para encontrar a
pré-imagem no algoritmo KPCA.

A pré-imagem 2z é obtida, recorrendo a uma solugao por aproximacao que minimiza a distancia

quadréatica entre ¢(2) e ¢rec(x), distancia no espago caracteristico |23|:

p(2) = [16(2) = drec(@)|” =
= <¢( A) - ¢rec($)a ¢( A) - ¢rec(x)> =
) )

= [0(2)* = 20/ ec(®)B(2) + [ frec(@)||” =
= k(2,2) = 2. (2)p(2) + (3.19)

onde ) representa os termos independentes de 2.
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Substituindo na equagao anterior as equagoes 3.18 e 3.16, temos:

p(2) = Kk(2,2) = 2@(X)(I - H)AB) ¢(2)
= k(z,2)—2B8TAT(I - H)Tk(X,2)
= k(%,2) - 29Tk(X, %)
(3.20)

Note-se que a resolugao do problema é possivel pela eq. 3.20, sem recorrer explicitamente aos
dados mapeados no espaco caracteristico, mas apenas recorrendo & informacao da matriz de

kernel.

Para um dado extremo, o gradiente da eq. (3.20) em relagao a 2 é dado por:

EY 0z T T oz
(3.21)

Consideremos dois casos distintos:

2
_ ===
c

1. Assumindo que k(x, z) = exp( ), a equagao 3.21 é dada por:

llzg =2 o (_lza—z? .
= qi(@1—2)e T Dbyl —2)e T )+ vz - e

= X(yok(X,2)) - 2vyTk(X, 2)

2
(7 ”zN;z” )

(3.22)

onde ¢ representa o produto de Hadamard ! [23, 21]. Manipulando a eq. 3.22 obtém-se

o valor extremo:

. X(vTok(X,2))
z= ~Th(X.2) (3.23)

Considerando o algoritmo Fized-Point, é possivel encontrar iterativamente o valor de 2,
[23, 21| dado por:

. X(AT o k(X, %))
Zi+1 = Th(X %
~ ( ,Zt)

(3.24)

2. Assumindo que k(z, z) = (72 + ¢), a equagdo 3.21 é dada por [5]:

'Produto elemento a elemento de vectores
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0z
(3.25)
Manipulando a eq. 3.25 temos:
z = X |~vo 7XT£t te o
t+1  — Y ﬁg“ﬁt_f_c
- e (mE5)]
k1(2¢, 24)
(3.26)

onde ky(z,2) = (272 + ¢)¢ L.

Este método acarreta algumas instabilidades numéricas, relacionadas com a convergéncia dos
valores procurados, nomeadamente, a escolha de inicializacio Zp [23]. Se o valor de k(X 2;)
for muito pequeno (eq. 3.23), o processo nao converge e deve ser novamente inicializado com

outro valor de Zj.

3.7 Meétodo das distancias

Recentemente, foi proposto um método em [5], para encontrar a pré-imagem de um ponto do
espago caracteristico, designado por método das distancias.

Este método baseia-se no facto de ser possivel calcular as coordenadas de um novo ponto no
espaco de entrada, conhecendo as distancias desse ponto a um conjunto de pontos no espaco
caracteristico (figura 3.3). Para dois vectores e z mapeados no espago caracteristico pela

fungao ¢, ¢(x) e ¢(z), calcula-se o quadrado da distancia euclidiana entre eles

E(o(m),6(2)) = (b(x) — 9(2), d(x) — $(2))
= o@)? + le(2)]1* — 20" (x)(2)
(3.27)

Note-se que esta distancia pode ser calculada, recorrendo a matriz de kernel e nao a partir da
informacao dos dados mapeados .
Analogamente, calcula-se o quadrado da distancia euclidiana dos respectivos pontos no espago

de entrada

P(x,z) = (x—z,x—2)
= e + ||z — 22" =

(3.28)
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Algoritmo 7 Pré-imagem: Método Iterativo

entrada | Tipo de Kernel: RBF ou Polinomial
Projecgoes nao lineares B = {31, ..., G}
Vectores proprios normalizadas A = {aq, ...,y }

Valor do limiar

Calcular o valor inicial zg
vy=U—-H)AB
G=~v0k(X,2)

Caso Kernel RBF

Zip1 = g—%

Caso Kernel Polinomial
fin = X [vo (E54;)]
Parar quando

|21 — £&|? < limiar

saida Pré-imagem 2
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Figura 3.3: Representacao esquematica do Método das Distancias para encontrar a pré-
imagem no algoritmo KPCA.

Através da relagao existente entre as suas distancias, é possivel encontrar a pré-imagem 2,
como esté descrito nas sec¢oes seguintes. Este método apresenta algumas vantagens relati-
vamente ao método iterativo: nao apresenta instabilidade numérica de convergéncia, nem é

necessario escolher nenhum parametro de inicializagao.

3.7.1 Distancia no Espago Caracteristico

Para calcular o vector de distancias no espacgo caracteristico, sao calculados os produtos in-

ternos de ¢rec(z) com todas as colunas de ®(X).

& ($rec(2), ®(X)) = || brec(2)[? 57 + D = 207,..(2)®(X)
(3.29)

onde D representa a diagonal da matriz de kernel, D = diag(K (X, X)).

D = [¢" (z1)p(x1), ¢ (z2)p(T2), ... ” (T N)P(TN)] (3.30)

Pela eq.3.18
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Irec(2)IIF = (X)) (2(X))

= 7 KX, X)y

(3.31)

e

Frec(2)2(X) = yTOT(X)2(X)
= 7 K(X,X)

(3.32)

Assim, substituindo a eq.(3.31) e a eq.(3.32) na eq.(3.29), obtemos :

& (¢rec(2), 2(X)) ="K (X, X)vj" + D — 29" K(X, X)

(3.33)

Note-se que o calculo da distancia no espaco caracteristico depende apenas da matriz de kernel

e nao dos dados mapeados.

Algoritmo 8 Distancia no Espago Caracteristico

entrada | matriz de Kernel K
Projecgoes nao lineares 8 = {31, ..., G }

Vectores proprios normalizadas A = {aq, ...,y }

y=(I—-H)AB
N =~TK~
P=~TK

D = diag(K)

d=NjT +D—2P

saida Vector das distancias no espacgo caracteristico d
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3.7.2 Distancia no Espaco de Entrada

Dada a distancia no espago caracteristico entre o ponto z e os pontos da matriz X, é necessario
encontrar a distancia correspondente dos dados no espago de entrada.
Para calcular a distancia quadrada no espaco de entrada, (d?) entre o ponto z e todas as

pontos da matriz X consideram-se dois casos distintos:

1. Assumindo que k(x, z) é um kernel isotropico, ou seja, depende da distancia dos dados
no espago de entrada, existe uma relagao entre a distancia do espago caracteristico (ciz)
e a distancia do espaco de entrada (d?).

A distancia entre z e todos os pontos da matriz X no espago caracteristico é dada por:

d?(z,X) = k(z,2)j7 +D—2¢" (2)®(X)

d2
= k(z,2)j7 +D — Qexp(—m)
(3.34)
onde exp(—%) representa uma func¢ao de kernel RBF, equagao 3.8. Assim
1 -
d? = —2021n(§(k(z, 2)jT + D — d?))
1 ~

= —20%n(5T - 5@) (3.35)

uma vez que k(z,z) =1e D = jT.

2. Assumindo que o kernel é obtido pelo produto interno, como é o caso do kernel linear,
polinomial e sigmoide, existe uma relagao entre o produto interno no espago de entrada,
xT'z e o produto interno no espago caracteristico, ¢(x)” ¢(2).

A distancia entre o ponto z e todos os pontos da matriz X no espaco de entrada é dada

por:

d’> =D — 2Tzj7 — 227X
(3.36)

onde D representa a diagonal da matriz X7 X, i.e. D = ]z, ...,z N

Se a funcao de kernel usada for uma fungao invertivel, é possivel encontrar o valor de

2Tz e 27’ X de uma forma implicita & custa da distancia no espaco caracteristico. Caso

contrario, o problema nao tem solugao.

Por exemplo, se a fungao de kernel for uma fungao polinomial (equagao 3.10), entao
2le = k‘(z,m)% —c

(3.37)
considerando p um valor real impar, a solugao é tnica.
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Se a fungao de kernel for uma fungao sigmoide (equagao 3.11), entao

-1 .
sz:tanh (k;z,m)) )

(3.38)

Substituindo as equagoes 3.38 e 3.37 para o caso do kernel polinomial e sigméide, na

equagao 3.36 temos:

e Para calcular o valor 272, k(2, 2) = ¢L,.(2)¢prec(z) é 0 ponto calculado a partir da

equagao 3.31.

e Para calcular o vector 27X = [2Txq, 2T xo..2T2N]T, k(z,X) = ¢L.(2)P(X) ¢
o vector obtido pela equacao 3.32, ou seja, as equagoes 3.37, 3.38 sao calculadas

para os N pontos do vector zT X.

Conclui-se assim que, para construir o vector de distancias do espaco caracteristico (d?)
existem trés formas: sdo usadas as equagoes (3.34), (3.35) para o caso dos kernels isotropicos,
as equagoes (3.36) (3.32) (3.31) e (3.37) para o caso de kernels polinomiais e as equagoes
(3.36) (3.32) (3.31) e (3.38), para o caso de kernels sigmoides.

3.7.3 Relagao das Distancias

Como é referido na secgao 3.5, uma das restri¢oes deste método é a nao existéncia do ponto
que procuramos. Uma forma de contornar este problema ¢é considerar as n distancias entre o

¢rec(z) € 0s n vizinhos mais proximos de z, ®(X), no espago de entrada:
d? = [d2,d3,...d%]" (3.39)

Alternativamente, podem ser considerados os n vizinhos mais proximos de z no espago carac-
teristico.
Seja L = [x1, T2, ..., £n] a matriz d x n dos n vizinhos mais proximos de cada ponto do espago

de entrada. Decompondo em valores singulares a matriz centrada, apéndice A, temos
L(I—-H)=ExVT = EW (3.40)

E = [e1, e, ..., eq] representa uma matriz d x d formada por colunas ortogonais, e;, e W =
YVT = [wy,wa, ..., wy] representa uma matriz d x n em que as colunas w; representam as
projeccoes de x; nas direccoes e e H = %, com j = [11...1]7 um vector de dimensao n.

A distancia de cada ponto do espaco de entrada & origem, neste caso ao centroide dos n
vizinhos mais proximos, ¢ igual a ||ws||?, sendo d2 = [||w1]?, ..., [|wa|/*]”.

Assume-se que a imagem 2 estd contida no espago dos n vizinhos considerados. Geralmente,
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Algoritmo 9 Distancia no Espaco Entrada

entrada | matriz de Kernel K, parametros da matriz de kernel o, p, ¢, 9,6
Vector das distancias no espago caracteristico, d

Projecgoes nao lineares 3 = {31, ..., G}

Vectores proprios normalizadas A = {ay, ..., }

Caso kernel Isotrépico
D=diag(K)

d = —202%log(j7 — % ~)

Caso kernel de Produtos Internos
y=(-H)AB

N =~TK~

P =~TK ondeP = [p(1)p(2)...p(N)]

D = diag(XTX)

= kernel Polinomial

1 1 1

d=D— (Nvj7 7)) —2(p(1) 7 — p(2)r — c..p(N)» — ")

= kernel Sigmoide

d—D — [tanh’;(N)fzS]jT . 2[tanh’11(9p(l))f5 tanhill(gp(Q))fzSmtanh’l(g(N))fzS]T

saida Vector das distancias no espaco entrada d
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a pré-imagem nao existe no espago de entrada e, consequentemente, a solucao que satisfaz
estas condigoes nao existe.

Em [10] esta descrito um método para calcular o valor de 2 (Anexo B). Consideremos w a pré-
imagem que procuramos no novo espago de dimensao d x n, com n < N (espago constituido

pelos vizinhos mais proximos). O ponto w deve satisfazer a equagao 3.41:

—2WTA—d2—d2—jJ—.Td2—d2 3.41
w = ( 0) n( 0) (3.41)

Como, W% = 0 devido aos dados estarem centrados, a pré-imagem pode ser obtida
1 1
W = —§(WWT)_1W(d2 —d?) = —52_1VT(d2 —d?) (3.42)

O valor da pré-imagem deve ser expresso em termos do sistema de coordenadas definido pelos

/

e;s, ou seja, no espago de entrada. Transformando w para o sistema de coordenadas originais,
temos:
4= Ew+ L7 (3.43)
n

j L1 . N . .
em que L2 representa a média dos pontos vizinhos e 2 a pré-imagem de ¢(2).

3.8 Resultados

Foram efectuadas trés experiéncias com sinais artificiais a duas dimensées no dominio do
tempo. A primeira experiéncia evidencia uma das vantagens da aplicacao do algoritmo KPCA,
relativamente ao algoritmo Local SSA, considerando um SNR=10dB. A segunda experiéncia
compara graficamente a performance do algoritmo Local SSA e KPCA, considerando um
sinal de banda larga e um sinal de banda estreita, adicionados com SNR=20dB. A terceira
experiéncia mostra a influéncia do parametro do kernel RBF, (02), na eliminacio de ruido
gaussiano aleatério no sinal sinusoidal e no sinal dente-de-serra, considerando dois niveis de

ruido (SNR=20dB e SNR=0dB).

3.8.1 Comparagao dos algoritmos KPCA e SSA

Foi considerado um sinal sinusoidal com N = 500 amostras adicionado de ruido gaussiano
aleatorio (SNR=10dB). O sinal foi transformado num sinal a duas dimensoes (M = 2), (figura
3.4). Foi calculada a matriz de kernel RBF (eq. 3.8) do sinal representado na figura 3.4 (b),
considerando 0% = 0.55 e foi efectuada uma decomposicio em valores e vectores proprios
(figura 3.5). Ao sinal da figura 3.4 (b) foi aplicado o algoritmo KPCA e foram calculadas

as pré-imagens pelo método das distancias. O namero de direcgoes seleccionadas no espago
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Algoritmo 10 Calculo da pré-imagem

entrada

matriz dos dados X

Vector das distancias no espago entrada d
Vector das distancias no espago caracteristico d
Ntumero de vizinhos n

Kernel RBF

[dummy, inx] = sort(d);

L = X(:,inxz(1 : n)) Matriz dos n vizinhos mais proximos
Dois casos:

1. Considerando a distancia no espago de entrada
d=d(inz(1:n));

2. Considerando a distancia no espago caracteristico
d=d(inxz(1:n))

[E,%,V] =svd(L(I — H))

w=xvT

do = S [W o W1T

1. w=—32"'VT(d - do)
2. w=—32"W7(d - do)
Z=Fw+ L2

saida

Pré-imagens 2
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0.5

3\ ol

(a) Sinusoide (b) Sinusoide + 10 dB

Figura 3.4: Representacao do sinal sinusoidal e do sinal sinusoidal adicionado de ruido gaus-
siano (SNR—10dB) a duas dimensoes.
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Figura 3.5: Representacao dos 30 primeiros valores préprios normalizados, da matriz de kernel,
dos dados da figura 3.4 (b).

caracteristico do sinal foram:

e 1 direccao
e 2 direcgoes
e 3 direcgoes

e 4 direcgoes

A Figura 3.6 ilustra os resultados obtidos nos quatro casos mencionados. Verifica-se que a
medida que o nimero de direc¢oes seleccionadas aumenta, melhor se torna a reconstrugao.
Neste caso, o sinal reconstruido com quatro direccoes é o que se aproxima mais do sinal ori-
ginal (figura 3.6 (d)).

No caso da aplicagdo do algoritmo SSA a este conjunto de dados, o niimero méximo de
direccoes a seleccionar seriam duas, dado que a matriz de covariancia tem dimensao 2 x 2
(dois valores proprios). Para este caso, a aplicagao do algoritmo SSA nao permite reconstruir
o sinal. Se fosse seleccionada uma tnica direc¢@o, o sinal obtido seria uma recta e se fossem

seleccionadas duas direcgoes, o sinal obtido seria o sinal original.
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(a) 1 Direcgao (b) 2 Direcgoes

(c) 3 Direcgoes (d) 4 Direcgoes

Figura 3.6: Reconstrucao do sinal sinusoidal a duas dimensoes adicionado com ruido
(SNR=10dB) pelo método KPCA, considerando o algoritmo das distancias no célculo das
pré-imagens. O nimero de direcgoes seleccionadas da matriz de kernel variou entre k = 1 até
k= 4.

Para obtermos resultados semelhantes aos da figura 3.6(d) com o algoritmo SSA, seria neces-
sario transformar o sinal unidimensional num sinal multidimensional de maior dimensao.

No caso da aplicagao do algoritmo Local SSA, o niimero maximo de direcgoes a seleccionar
em cada cluster é também depois, porém, a seleccdo de uma tnica direccao em cada cluster
origina resultados muito semelhantes aos do KPCA com quatro direcgdes, como iremos ver

na proxima secgao.

3.8.2 Comparacao grafica dos algoritmos KPCA e Local SSA

Nesta secgao sao apresentados graficamente os resultados da aplicagdo do algoritmo KPCA e
Local SSA a dois conjuntos de dados (sinal sinusoidal a 2D e mapa de Hénon)

Ao sinal sinusoidal representado na figura 3.4(a) com um SNR=20dB, foi aplicado o algoritmo
KPCA (figura 3.7 (a)), considerando o kernel RBF com 02 = 1 e 0 método das distancias para
o célculo das pré-imagens usando os dez vizinhos mais proximos no espago caracteristico. O
numero de direcgoes seleccionadas no espago caracteristico foi k = 3.

Para além desse algoritmo, foi aplicado o algoritmo Local SSA, usando dez clusters e selecci-
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onando em cada cluster uma tnica direccao.

A figura 3.7 (b),(c),(d) ilustra a aplicagao do algoritmo Local SSA considerando trés fases
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Figura 3.7: Comparagao grafica entre o algoritmo KPCA e o algoritmo SSA na reconstrugao de
uma sinusoide a duas dimensoes com um SNR=20dB. Sao ilustradas quatro situagoes a duas
dimensoes:(a) reconstrucao pelo algoritmo KPCA- método das distancias, (b) agrupamento
dos dados pelo algoritmo k-means, (c) aplicagao do SVD a cada agrupamento - Local SVD e
(d) diagonalizagao da matriz de trajectoria - SSA.

do algoritmo:

e Distribui¢ao do agrupamento dos dados - cluster, Figura 3.7 (b)
e Aplicacao do algoritmo PCA a cada cluster - Local SSA, Figura 3.7 (c)

e Diagonalizagao da matriz de trajectoria - SSA, Figura 3.7 (d)

Como ilustra a Figura 3.7, existe uma aproximacao entre o algoritmo KPCA e o algoritmo
Local SSA.

Foi considerada uma outra sequéncia dada pela equagao nao linear 3.44
Yni1 =1 — 14y? + 0.3y, 1 (3.44)
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que apresenta um contetido de frequéncia espalhado por toda a gama. Esta sequéncia mapeada
a duas dimensoes corresponde ao mapa de Hénon (figura 3.8 (a)) [26].

Foram consideradas N = 1000 amostras acrescidas de um ruido aleatério gaussiano, cujo
SNR=20dB (figura 3.8 (b)).

Este sinal foi sujeito aos algoritmos KPCA e Local SSA, com o objectivo de eliminar o ruido

adicionado para comparagao da sua performance.
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Figura 3.8: Comparacao grafica entre o algoritmo KPCA e o algoritmo SSA na reconstrugao
do mapa de Hénon com um SNR=20dB. Sao ilustradas 4 situagoes a duas dimensoes:(a)
mapa de Hénon, (b)mapa de Hénon com ruido gaussiano (SNR=20dB), (c) reconstrugao pelo
algoritmo Local SSA, (d) reconstrugao pelo algoritmo KPCA- método das distancias.

Pelas figuras 3.8 verifica-se que em ambos os casos existe eliminagao do ruido. Na apli-
cagao do algoritmo Local SSA, foram considerados g = 15 clusters e seleccionada uma tnica
direcg@o em cada cluster, associada ao maior valor proprio. No caso do algoritmo KPCA,
foi utilizado o kernel RBF, com ¢? = 1 e aplicado o método das distancias, seleccionando
k = 4 direccoes associadas aos quatro maiores valores proprios da matriz de kernel. Foram
considerados dez vizinhos.

A eliminacao do ruido é visivel através da inspecgao visual dos graficos da figura 3.8 e através
do MSE obtido entre a sequéncia diagonalizada obtida pelos algoritmos Local SSA e KPCA
e a sequéncia original. O MSE é de 0.0096 para a sequéncia obtida pelo algoritmo KPCA e
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0.0071 para a sequéncia obtida pelo algoritmo SSA. Os resultados apresentados para o sinal
sinusoidal, sinal de banda estreita, bem como os resultados apresentados para a sequéncia
de Hénon, sinal de banda larga, permitem concluir que os algoritmos KPCA e Local SSA
apresentam resultados muito semelhantes. No caso do sinal sinusoidal, é possivel reconstruir
toda a trajectéria do sinal, enquanto para o mapa de hénon é possivel distinguir apenas duas

das trés trajectérias do sinal.

3.9 Seleccao do Parametro RBF

Nas experiéncias efectuadas com o algoritmo KPCA foi utilizada a funcao de kernel RBF
para o calculo da matriz de kernel (eq. 3.8). Esta fungao esta dependente de um parametro
(02) que ¢ descrito na literatura como sendo a variancia do sinal [22]. No entanto, resultados
experimentais mostram que a escolha deste parametro nao depende apenas da variancia
do sinal de entrada e que existe uma forte influéncia do pardmetro no funcionamento do
algoritmo. Foi efectuada uma experiéncia com o sinal dente-de-serra com um periodo P = 25.
Foi considerado um embedding M = 30 e dois niveis de ruido (SNR=20dB e SNR=0dB).

Para cada um dos casos, foi aplicado o algoritmo KPCA, fazendo variar o parametro RBF,

o2, entre 02 e 1002,

em que o2 representa a variancia do sinal e calculou-se o MSE entre o
sinal original e o sinal reconstruido. O nimero de direcgoes foi seleccionado por inspecgao
visual do decaimento dos valores proprios.

Pelas experiéncias efectuadas, verificou-se que o parametro RBF controla o decaimento dos
valores proprios da matriz de kernel. Para um SNR elevado, o pardmetro que minimizou
o MSE foi 02 = 1002, originando um decaimento lento dos valores proprios (figura 3.9-1¢
linha). No caso de um SNR baixo, se considerarmos o mesmo valor para o parametro RBF,
verifica-se que hé um decaimento lento, mas nao o suficiente para eliminar o ruido do sinal
(figura 3.9-2% linha). Nesta situacdo, a diminui¢do do parametro (02 = 202) origina um
maior decaimento dos valores proprios, havendo uma maior sensibilidade da estrutura dos
dados (figura 3.9-3% linha).

Para os trés casos apresentados foram escolhidas k = 4 direcgoes. O MSE para o primeiro
caso foi MSE=0.0338, para o segundo foi MSE=0.41 e para o terceiro caso foi MSE=0.1623.
Pelos resultados apresentados conclui-se que a extraccao de informagdo de um sinal pelo
algoritmo KPCA usando um kernel RBF esta dependente do parametro RBF (02). Este
parametro influencia o decaimento dos valores proprios da matriz de kernel, podendo ser

considerado um indicador da sensibilidade para a extraccao de informagcao do sinal.

3.10 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado o algoritmo KPCA, recorrendo a uma formulagao alternativa

da que é usualmente apresentada na literatura, [5]. Foi escolhida uma notagao matricial para a
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maioria das operacoes, simplificando a interpretacao do algoritmo. E apresentada a descricdo
do pseudo-codido de todos os passos do KPCA, para implementagao do mesmo (algoritmos
4-10).

Foi escolhido um caso particular de kernel (kernel RBF) e usado o método das distancias para
o calculo da pré-imagem. Estudou-se o desempenho do algoritmo, variando trés parametros:
o2, dimensao do embedding e o niimero de direc¢des a seleccionar no espaco caracteristico.
Os resultados obtidos foram comparados com o algoritmo Local SSA e concluiu-se que am-
bos apresentam uma performance muito semelhante. No entanto, o algoritmo KPCA é mais
complexo na selecgao dos pardmetros e necessita de um maior tempo de execucao para re-

construcao do sinal no espago de entrada.
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Figura 3.9: Reconstrugdo de um sinal dente-de-serra pelo algoritmo KPCA, usando o mé-
todo das distancias e considerando dois niveis de ruido: (a) Sinal dente-de-serra adicionado
com SNR=20dB, (b) Grafico dos valores proprios da matriz do Kernel RBF, considerando
02 = 1002 ,(c) Sinal dente-de-serra reconstruido, (d) Sinal dente-de-serra adicionado com
SNR=0dB, (e) Grafico dos valores proprios da matriz do Kernel RBF, considerando 0 = 1002
,(f) sinal dente-de-serra reconstruido, (g) Sinal dente-de-serra adicionado com SNR~0dB, (h)
Gréfico dos valores proprios da matriz do Kernel RBF, considerando o2 = 202 (f) sinal
dente-de-serra reconstruido.
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Capitulo 4

Dimensao do Sub-espaco do Sinal

A estimacao do nimero de valores proprios de uma matriz de covariancia associados ao sinal
é um problema da anélise de séries temporais na eliminagao de ruido e reconhecimento de
padroes.

Existem alguns critérios para estimar os valores proprios associados ao ruido do sinal,
nomeadamente, o critério MDL, o AIC, o Bayesian Information Criterion (BIC) e o critério

da variancia explicada, entre outros.

No presente capitulo vao ser apresentados os critérios MDL, AIC e o critério da varidncia
explicada. Foram ainda efectuadas algumas simulagoes a um determinado modelo de mistura
com o objectivo de comparar a performance dos critérios, alterando alguns parametros do

modelo. Por fim, s@o apresentadas algumas conclusoes.

4.1 Formulacao do Problema

Consideremos uma matriz de covaridncia definida por:
C =9+’ (4.1)

onde o2] representa a matriz de covariancia do ruido e 9 representa uma matriz simétrica,
semipositiva, g-dimensional com ¢ < p, i.e. (p — q) valores proprios sao iguais a zero. Conse-

quentemente, (p — ) valores préprios da matriz C sdo iguais a 021, i.e.
A1 = Agrg = . = \p = 07 (4.2)

Na pratica, a igualdade da equacao 4.2 nunca se verifica, o que torna dificil a estimacao do
namero de valores proprios (p — ¢q) associados ao ruido do sinal, sendo necessario utilizar

critérios baseados na analise residual.
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4.2 Critérios

Existem critérios para calcular o nimero de valores préprios da matriz de covariancia associ-
ados ao sinal para a redugao do ruido no conjunto de dados de entrada.
Assume-se que os valores proprios da matriz de covariancia do modelo da equacao 4.1 se

encontram por ordem descrescente:
A=A > >0, (4.3)

Nas secgoOes seguintes sao apresentados trés critérios: o critério da VE, o critério MDL e o
critério AIC.

4.2.1 Variancia Explicada

O critério usualmente mencionado na literatura para reducdo da dimensao do conjunto de
dados é baseado no “scree plot”, i.e., no grafico da soma acumulada dos valores proprios
normalizados versus o numero de componentes. A partir desse gréafico, existem algumas

consideracoes a ter em conta:

e climinar os valores préprios que tenham um valor menor do que a média de todos os

valores proprios;

e inspeccionar visualmente o grifico dos valores proprios acumulados e verificar se ha um
decréscimo acentuado entre eles. Muitas vezes é referido que se nao ha um decréscimo

acentuado entre os valores proprios, nao é possivel reduzir a dimensao do conjunto de

dados;

e seleccionar o nimero de valores proprios da matriz de correlagdo do sinal, de forma
a representarem uma determinada percentagem da variancia do sinal original [22]| (na
pratica 0.9 < VAR < 0.95). O numero de valores proprios é reduzido de p para £,
sendo desprezados (p — k) valores proprios, que se assume estarem associados ao ruido
do modelo

VE

A+ X+ A
= > VAR 4.4
)\1+)\2+~-~+)\k+-~-+)\p_ ( )

4.2.2 MDL e AIC

O critério AIC e o critério MDL foram originalmente propostos em [27] e [28| e popularizados
na andlise de processamento de sinal por [29].

Existem alguns estudos [30, 6, 7, 18] que apresentam o AIC e o MDL como critérios de selec¢ao
da estima¢ao da dimensao do subespago do sinal em diversas aplicagoes (seleccao da ordem

de modelos autoregressivos). Os critérios MDL e AIC sdo usados para estimar a ordem g,
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Algoritmo 11 Variancia Explicada

entrada | A\ > A2 > ... > A,

Valor de VAR

S:Z)\u 1= 1,...,p

Sp=2M <VAR i=1,..k

saida nova dimensao dos dados: k

baseados na aplicagao de Information Theoric Criteria (ITC), descrita da seguinte forma [29]:

AIC(k) = —2Inf(X/0) + 2K
MDL(k) = —Inf(X/0) + %Kan (4.5)

onde 6 representa a estimacao da maxima verosimilhanca dos pardmetros do vector 6, K o
namero de parametros livres de 6 e N representa a dimensao do conjunto de dados e f(X/ é)
representa a funcao de probabilidade condicional parametrizada por 6.

A matriz de covaridncia dos dados é caracterizada por
C =1+ ol (4.6)

onde 1 representa uma matriz semipositiva definida de dimensao k € {0,1,...,p — 1} e 0 um
escalar desconhecido.

Usando o teorema da representagao espectral de algebra linear, C' pode ser expressa da seguinte

forma:
k
C = Z()\Z — 02)’[)1"UZ~T + oI (4.7)
i=1
onde Aq,..., A\ € v1,...,v representam os valores préprios e os vectores proprios respectiva-

mente da matriz C. A determinagdo do subespago k é baseada na estimagdao da méaxima

verosimilhanga dos parametros do vector 6, [31]
0= ()\1, ceey )\lm 02, Uty eeny ’Uk)
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onde

(4.8)
Esta estimacao ¢ usada para encontrar o valor de L(6) = Inf(X/0)
p =
. AT
L(0)=N(p - Q)ln—HZ il (4.9)
p—k Zz k+1

onde o argumento do logaritmo depende da razao entre a média geométrica e a média arit-
mética dos (p — k) valores proprios.
O valor de K da equacao 4.5 é obtido, considerando o ntimero de paradmetros de 0 e a com-
plexidade da estimagao. Se o conjunto de dados for real

K2k Kk

K=k+1 k————=pk——+-+1 4.1
+1+p 5 5 D 2+2+ (4.10)

Se o conjunto de dados for complexo, entao a matriz C' é complexa e cada coluna tem uma
parte real e imaginaria, logo o parametro K é
2

K:k+1+2(pk—%—g)%k(2p—kz) (4.11)

Substituindo as equagoes 4.9 e 4.10 nas equagdes 4.5, obtemos a expressao geral para o critério
AIC e MDL aplicado a dados reais:

1

e N Kk
AIC(k) = —2N(p — q)ln% +20k— 5 +5+1) (4.12)
p—k Zz k+1
1
PN Kk
MDL(k) = —N(p— q)lnmk+—1 + ~(pk — — + = + 1)In(N) (4.13)
p—k Zz k+1 2 2 2

O namero de sinais k é determinado pelo valor de k € {0,1,...,p — 1}, que minimiza o AIC e
o MDL.

Assumindo que a dimensao do sinal é ¢, existem trés observagoes a fazer [30]:

1. Se os valores proprios do sinal, Aq,...,\; sao da mesma ordem de grandeza e se es-
tao nitidamente separados dos valores préprios do ruido, Ay41,...,Ap, entao a ordem

seleccionada ¢ menor do que a ordem do modelo, k < q.

2. Se os valores proprios do ruido nao se encontrarem estritamente agrupados, o I'TC pode
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Algoritmo 12 MDL

entrada | A\ > A2 > ... > A,

Dimensao dos dados: N

mdl=||

for i=0 : p-1
1
Geom=[[ A"

: 1
Arit— ﬂ Z )\Z

K=pk—5 4549

mdl = [mdl; —N(p — q)ln €2 + L KIn(N)]
end
[D pos| = min((mdl(:,1)))

if(mdl(pos,2) == 0)
k=p
else
k = mdl(pos,2)
end

saida nova dimensao dos dados: k
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Algoritmo 13 AIC

entrada | A\ > A2 > ... > ),

Dimensao dos dados: N

aic=|]|

for i=0: p-1
1
Geom=[] A"

Arit:ﬁZ)\i
_ k2 k

aic = [aic; —2N (p — q)ln o 4 2K

end
[D pos| = min((aic(:,1)))

if(aic(pos,2) == 0)
k=p
else
k = aic(pos, 2)
end

saida nova dimensao dos dados: k
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ignorar qualquer desfasamento entre os valores proprios do sinal e os valores proprios

do ruido, estimando uma ordem superior & ordem do model (k > q).

3. Se os valores proprios do sinal e do ruido nao se encontrarem bem separados e se 0s
valores proprios do ruido forem da mesma ordem de grandeza, a ordem do modelo

estimada ¢é superior & ordem do modelo (k > q).

4.3 Resultados

A selecgao da dimensao do sub-espago para um conjunto de sinais L-dimensional é um pro-
blema que surgiu da implementagao e estudo do algoritmo dAmuse [3].

Em |[3] foi considerada a VE=95% como critério para a seleccao das direcgoes principais do
primeiro passo do algoritmo.

Para estudar a performance dos trés critérios apresentados, foi considerado um conjunto de
sinais artificiais (s) (figura 2.1) misturados com uma matriz de mistura aleatoria A e adicio-
nados de ruido gaussiano (v), i.e. x[n] = As[n| + v[n].

Utilizou-se um segmento de N amostras e foram efectuados M atrasos aos sinais (equagao
2.11) obtendo um espago de entrada de dimensao LM.

A este conjunto de sinais foram aplicados os critérios MDL, AIC e VE fazendo variar alguns
parametros (nimero de amostras, dimensao da matriz de mistura e SNR).

Foram efectuados trés tipos de estudos com os sinais artificiais:

e comparacao global dos critérios;
e aplicacao dos critérios a MSSA;

e aplicacdo dos critérios ao Local SSA.

4.3.1 Comparagao global dos critérios MDL, AIC e VE

As simulacoes efectuadas pretenderam estudar a performance global dos trés critérios, na
selecgao da dimensao do subespaco, fazendo variar o SNR=0, 5, 10, 15, 20 dB e os atrasos
introduzidos nos sinais de entrada M =1,...,11. Foram considerados os sinais da figura 2.1,
misturados com dois tipos de matrizes aleatérias: uma matriz de mistura de dimensao 3 x 3
e uma matriz de mistura 5 x 3.

Foram efectuadas mil iteragoes para cada uma das combinagdes possiveis entre os dois pa-
rametros de variacao, calculando-se depois a percentagem de valores proprios seleccionados,
i.e, o coeficiente entre o niimero de valores proprios seleccionados por cada um dos critérios e
o numero total de valores proprios da matriz de correlagao dos dados, figura 4.1. Pela analise
da figura 4.1, verifica-se que os critérios MDL e AIC se comportam com a mesma tendéncia.
Tal como é também referido em [30], a ordem do modelo diminui & medida que o nimero
de atrasos introduzidos nos sinais de entrada aumenta. O critério da varidncia explicada

apresenta um comportamento inverso, ou seja, a ordem do modelo aumenta a medida que o
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numero de atrasos introduzidos nos sinais de entrada aumenta.

Se o namero de misturas for maior do que o nimero de sinais de entrada (caso da matriz
5x 3) a percentagem dos valores proprios seleccionados por cada critério é mais baixa, quando
comparada com a percentagem obtida para um nimero de misturas igual ao ntmero de
sinais. Esta situacao verifica-se porque ha um aumento artificial da dimensao do conjunto de
dados (introdugao de mais dois valores proprios proximos de zero para cada atraso efectuado
aos sinais).

Para além de terem sido feitas simulagoes com os sinais da figura 2.1, também foram
efectuadas simulagoes para um outro grupo de sinais, de banda estreita, sendo os resultados

analogos aos apresentados.

4.3.2 Aplicagao dos critérios ao MSSA

Nesta seccao vao ser apresentados alguns resultados que evidenciam a performance dos trés

critérios, tendo em conta trés factores de variagao:

e a dimensao do conjunto de dados, (N = 50 e N = 5000);
e a matriz de mistura aleatoria, (H = 3X3 e H = 5X3);

e o coeficiente sinal ruido, (SNR=5¢e¢ SNR = 20);

para um atraso fixo, M =5 e efectuando mil iteragoes.

Nas figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 (a) e (c) estao representados, na escala logaritmica, a média dos
valores proprios estimados da matriz de covaridncia normalizada [n(\;) versus o numero de
valores proprios k seleccionados em cada iteragao. Nas figuras 4.2, 4.3, 4.4, 4.5 (b) e (d) esta
representada a estimacao da Probability Density Function (PDF), do critério AIC, MDL e VE
versus o numero de valores proprios k seleccionados em cada iteragao.

Os resultados apresentados nas figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5, mostram que a selecgao da dimensao
do subespaco depende da existéncia de um decaimento abrupto dos valores proprios que é
influenciado pela dimensao do conjunto de dados, pela dispersao dos valores proprios do ruido

e pela dimensao da matriz de mistura.

Pela anélise das figuras 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5 observa-se que:

1. quanto maior for o nimero de amostras dos sinais (N = 5000) melhor é o desempenho
dos critérios MDL e AIC, sendo o critério MDL mais preciso na selec¢ao da dimensao
do conjunto de dados, figuras 4.2, 4.3,4.4 e 4.5.

2. quando o SNR é elevado, a estimacao da dimensao é mais precisa, ja que o aumento da
dimensao do conjunto de dados proporciona um desfasamento na grandeza dos valores
proprios, permitindo agrupar aqueles que estdo associados ao ruido (figura 4.2 e 4.3

(c)). Quando o SNR é baixo, nao é possivel separar de uma forma tao clara os valores
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SNR
N |20dB 10dB 5dB
50 | 0.0070 0.0520 0.0958
5000 | 0.0007 0.0095 0.0230

Tabela 4.1: Erro médio absoluto entre a varidncia do ruido e a varidncia dos valores proprios
desprezados pelo critério MDL, considerando uma matriz de mistura 5 x 3.

proprios associados ao ruido do sinal, existindo uma pior performance dos critérios de

selecgao (figura 4.4 e 4.5).

3. quando o nimero de misturas ¢ maior do que o nimero de sinais, o critério MDL

selecciona a dimensao do conjunto de dados com maior precisao (figura 4.2 e 4.3).

Pelos resultados apresentados verifica-se que o critério da varidncia explicada é apenas influ-
enciado pelo SNR. Quanto maior for o SNR, mais baixa ¢ a gama de valores seleccionados. A
medida que o SNR aumenta, mais elevada se torna a dimensao seleccionada pelo critério VE.
Comparando o desempenho do critério MDL com o critério AIC, verifica-se que o critério
MDL é mais preciso na selec¢ao da dimensao do subespago enquanto o critério AIC, na maior
parte das vezes, sobrestima essa mesma dimensao.

Foi efectuado um estudo comparando a variancia do ruido estimado pelo critério MDL com
a variancia do ruido original, através do erro médio absoluto entre as duas variancias (tabela
4.1). Foram considerados trés niveis de ruido, SNR=20dB, 10dB e 5dB, duas dimensoes dife-
rentes N = 50 e N = 5000 e uma matriz de mistura 5 x 3. A tabela 4.1 mostra a dependéncia
entre o erro de estimacao e a dimensao do conjunto de dados. Verifica-se que o erro médio
absoluto ¢ menor quando o nimero de amostras é elevado (N = 5000). Além disso, & medida
que o SN R diminui, maior é o erro de estimagao do ruido do sinal. Os resultados apresentados
na tabela 4.1 confirmam a precisao de estimacao por parte do critério MDL na seleccao da

dimensao do subespago.

4.4 Aplicagao do critério MDL ao SSA

No capitulo 2, foi aplicado o critério MDL em cada cluster, para a seleccao do ntmero de
direcgoes associadas ao ruido do sinal, considerando SNR=5dB. Os resultados apresentados
nas tabelas C.1, C.2 e C.3 do apéndice C contém a informagao do ntmero de direcgoes
seleccionadas, bem como a dimensao de cada cluster.

Analisando os graficos das figuras 2.11 e 2.13, verifica-se que para M = 11 atrasos, o aumento
do ntmero de clusters para os sinais sinusoidal e dente-de-serra, piora os resultados. Para
este caso, o critério MDL nao encontra um decaimento brusco entre os valores proprios,
sobrestimando a dimensao do subespago.

Na figura 4.6, esta representado o logaritmo dos valores proprios do sinal funny com ¢ = 3
clusters, quando sao utilizados M = 11 e M = 36 atrasos.

No terceiro cluster, para M = 11 (figura 4.6 (c)) o critério MDL seleccionou k = 11
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direcgoes, devido ao decaimento lento dos valores proprios.

Este tipo de comportamento dos valores préprios da matriz de covaridncia normalizada faz
com que os resultados apresentados na sec¢ao 2.8 nao sejam os melhores. Existem outras
situagoes idénticas & apresentada na figura 4.6. Uma dessas situagoes é o caso do sinal
sinusoidal, quando sao considerados M = 11 atrasos e ¢ = 5 clusters. Podemos ver pela
figura 4.7 que nao existe um decaimento abrupto entre os valores proprios, logo o critério

MDL selecciona todas as direcgoes, nao havendo eliminagao de ruido.

4.5 Conclusoes

Neste capitulo estudou-se a performance dos critérios MDL, AIC e VE na selecgao da
dimensao do subespago. Foram efectuadas varias experiéncias, com sinais artificiais variando
a dimensao do conjunto de dados, a matriz de mistura e o SNR.

Para um ntmero de amostras reduzido, os critérios apresentam uma mé performance. Com
o aumento da dimensao do conjunto de dados, ha um desfasamento dos valores proprios,
agrupando os valores proprios associados ao ruido e os valores proprios associados ao sinal.
Nesta situacao, o critério MDL é o que estima melhor a dimensao do subespaco.

Se considerarmos um SNR baixo, o decaimento dos valores proprios é muito lento, originando
uma sobrestimagao da dimensao do espaco por parte do critério MDL e AIC.

Comparando os resultados obtidos, conclui-se que o critério MDL estima de uma forma
mais consistente a dimensao do subespago, enquanto o critério AIC fornece dimenses mais
elevadas, revelando a inconsisténcia estatistica em sobrestimar a dimensao, nomeadamente

quando o ntimero de amostras ¢ muito elevado, como é referido em [30].
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Figura 4.1: Percentagem normalizada do ntimero de valores proprios seleccionados pelos crité-
rios MDL, AIC e VE, considerando dois tipos de matrizes de misturas (H = 3x3 e H = 5x3),
fazendo variar o nimero de atrasos ( M=1,...,11) e o SNR=(none 0 5 10 15 20).
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dos valores proprios estimados da matriz de covariancia normalizada [n(\) versus o nimero
de valores proprios k seleccionados em cada iteracao; (b) e (d) representam a estimacao da
fungao densidade de probabilidade , pdf (k) do critério AIC, MDL e VE versus o namero de
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Figura 4.3: Simulagao de 1000 iteracoes (H = 5X3, SNR = 20, M = 5) e considerando
N=50 ((a) e (b)) e N = 5000 ((c) e (d)): (a) e (c) representam o logaritmo da média dos
valores proprios estimados da matriz de covaridncia normalizada [n(A;) versus o numero de
valores proprios k seleccionados em cada iteragao; (b) e (d) representam a estimagao da fungao
densidade de probabilidade , pdf (k) do critério AIC, MDL e VE versus o nimero de valores
préprios k seleccionados em cada iteragao.
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Figura 4.5: Simulagao de 1000 iteragoes (H = 5X3, SNR = 5, M = 5) e considerando
N =50 ((a) e (b)) e N = 5000 ((c) e (d)): (a) e (c) representam o logaritmo da média
dos valores proprios estimados da matriz de covariancia normalizada [n(\) versus o nimero
de valores proprios k seleccionados em cada iteracao; (b) e (d) representam a estimacao da
fungao densidade de probabilidade , pdf (k) do critério AIC, MDL e VE versus o nimero de
valores proprios k seleccionados em cada iteragao.
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Figura 4.6: Os graficos (a), (b), (c) representam o logaritmo dos valores proprios estimados da
matriz de covariancia normalizada In(\g), versus o nimero de valores proprios k seleccionados
em cada um dos trés clusters e os graficos (d), (e), (f) representam o logaritmo dos valores
proprios estimados da matriz de covariancia normalizada In(\g) versus o niumero de valores
proprios k seleccionados em cada um dos trés clusters.

Figura 4.7: Os graficos (a), (b), (c),(d), (e) representam o logaritmo dos valores proprios
estimados da matriz de covariancia normalizada do sinal sinusoidal In(\;) versus o nimero
de valores proprios k seleccionados em cada um dos cinco clusters, quando sao considerados
M = 11 atrasos.
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Capitulo 5

Aplicacao dos algoritmos a sinais EEG

5.1 Introdugao

Neste capitulo sao apresentados alguns resultados da aplicagao dos algoritmos KPCA e Local
SSA na eliminagao de artefactos no sinal EEG. Essencialmente, os artefactos removidos
foram os movimentos oculares, a actividade eléctrica e movimentos provocados pelo paciente
ou pelos eléctrodos.

Inicialmente, descreve-se de forma sucinta as principais caracteristicas do sinal EEG para
o estudo em causa e o método de registo do mesmo. Posteriormente, sao apresentados os
resultados da aplicagao dos algoritmos Local SSA e KPCA a um canal EEG para a eliminagao
dos movimentos oculares, sendo ilustrada uma aplicacao do algoritmo Local SSA, de forma
automatica, a um grupo de canais EEG para a eliminagao de outros artefactos. Por fim, sao

apresentadas algumas conclusoes.

5.2 O Electroencefalograma

O EEG ¢é um sinal eléctrico produzido pelo cérebro, cujas flutuagoes podem variar de
amplitude, de duas a varias centenas de micro volts, quando registadas a partir de eléctrodos
colocados no escalpe. Essas flutuagoes cobrem uma variagao de frequéncias de aproxima-
damente 0.5 a 70 Hz, denominada banda de frequéncia. Esta banda é dividida em quatro

subcategorias, identificadas pelas letras gregas: alfa, beta, teta e delta (figura 5.1).

e Delta: Tem uma amplitude entre 20 a 200 4V e uma gama de frequéncia entre 0.5 e 3
Hz;

e Teta: Tem uma amplitude entre 20 a 100 4V e uma gama frequéncia entre 4 e 7 Hz;

e Alfa: Esta onda pode dividir-se em Alfa Baixo de 8 a 10 Hz e em Alfa Alto, de 11 a 13
Hz. Ambas tém uma amplitude de 20 a 60 pV;
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e Beta: Caracteriza-se por uma onda irregular com uma gama de frequéncia de 14 a 30
Hz e com uma amplitude entre 2 a 20 ©V. Em alguns casos esta onda divide-se em trés
grupos: Beta: 14 — 16Hz; Beta 1: 16 — 20H z e Beta 2: 20 — 30H z;

Ata  sa3mz | iR A b A

Beta 14 -30Hz M%Wﬁ%ﬂ@fﬁ@ﬁh@\\wuﬁwﬂm% A A

Teta 4-THz """ I"'| ﬁf‘ljlh ﬂlﬂﬂv'x“'l'l.f :"-.ir]' i 1;’:’1'\,-|h f

. s O oOAA AR 7
Delta 05 -3Hz | [\ CAVATAVATAYATAY, N er‘ljn.hﬁuj

Figura 5.1: Representacao dos sinais EEG associados a cada uma das bandas de frequéncia
fundamentais: bandas alfa, beta, teta e delta.

5.3 Electrooculograma

Durante o registo do electroencefalograma existem outros sinais que podem ser obtidos si-
multaneamente para anélise: o Electrocardiograma (ECG), o Electromiograma (EMG) e o
EOG fazem parte desses sinais e permitem, por exemplo, caracterizar a vigilia, o sono e seus
estagios.

O EOG é registado através de eléctrodos colocados nos cantos externos de ambos os olhos, no
plano horizontal. Cada um destes eléctrodos é referenciado a um eléctrodo colocado no lobo
da orelha do lado correspondente.

O sinal EOG é um registo das diferencas de potencial provocadas pelos dipolos dos globos ocu-
lares durante os respectivos movimentos. Este sinal permite identificar com maior exactidao
no sinal EEG as zonas associadas aos movimentos oculares. Na anélise de sinais com crises
epilépticas, a presenca de movimentos oculares é habitual, nomeadamente antes da crise, o
que provoca uma interferéncia no sinal, podendo atenuar a identificacao de focos epilépticos.

Nos registos dos sinais processados neste capitulo, o sinal EOG nao ¢é registado.

5.3.1 Motivagao

Os movimentos oculares, a actividade muscular, bem como o ruido, sao artefactos que se
encontram presentes no sinal EEG e que dificultam a sua andlise e interpretagao. A figura 5.2
apresenta um segmento de dois canais EEG. Os movimentos oculares sao visiveis nos canais
frontais (Fpl-Cz) e nas derivacoes dos canais occipitais (O1-Cz).

A componente ocular representa a maior variacao do sinal, como se pode ver pela figura 5.2.

A eliminagao dos movimentos oculares no sinal EEG pode ser efectuada com base no sinal
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Figura 5.2: Segmento de dois canais de um sinal EEG, Fp1-Cz e O1-Cz.

EOG quando este é adquirido, por técnicas de rejeicao e métodos de regressao, ou pode ser
efectuada através de outros métodos que tém como objectivo corrigir o sinal EEG sem o co-
nhecimento a priori do sinal EOG. O método de rejei¢ao consiste na eliminagao de segmentos
de sinal EEG que tenham a presenga de movimentos oculares. Esta técnica pode conduzir a
perda de informacao significativa. Por exemplo, no estudo de sinais epilépticos a rejeicao de
segmentos com movimentos oculares ou artefactos provocados pelos movimentos do doente
constitui um problema para a interpretacao do sinal, uma vez que a manifestacao do foco
epiléptico pode estar presente num dos segmentos rejeitados.

A rejeicao pode ser obtida de forma automaética, rejeitando segmentos acima de uma determi-
nada amplitude. A detecgdo dos segmentos pode ser feita on-line ou off-line. A vantagem da
deteccao on-line consiste na possibilidade de prolongar o registo, conseguindo-se obter mais
dados para anélise. Em [32] sao referidas estratégias para a minimizacgao das perdas de sinal,
associadas ao estudo de potenciais evocados.

Uma outra técnica tradicionalmente utilizada para a extraccao dos movimentos oculares é a
aproximagao baseada em técnicas de regressao [33|. A anélise de regressao ¢é utilizada para
estimar um sinal EOG associado ao sinal EEG. A correcgao do sinal EEG é efectuada sub-
traindo a proporgao de EOG estimada ao EEG original. No entanto, este tipo de correcgoes
nao remove apenas o sinal associado aos movimentos oculares, mas também actividade cere-
bral importante para analise e necessita do registo do sinal EOG.

Para além destas técnicas, existem outros estudos para a eliminacao dos movimentos oculares
no sinal EEG, independentes do sinal EOG, nomeadamente anélise de componentes principais
[34], Independent Component Analysis (ICA) [34], [35], [36], [37], [38] e técnicas de filtragem
adaptativa [39].

Apesar de existirem algumas técnicas para a extracgao dos artefactos no sinal EEG, nao héa
nenhum método capaz de extrair os artefactos de forma automatica. Por exemplo, no ICA a
identificagdo das componentes associadas aos artefactos é efectuada por inspeccao visual das
mesmas.

Neste capitulo, vao ser apresentados resultados da eliminacao de artefactos, aplicando os

algoritmos discutidos nos capitulos 2.4 e 3.2, nomeadamente:
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1. Eliminagdo dos movimentos oculares num canal frontal pelo algoritmo Local SSA;

2. Eliminacao dos movimentos oculares num canal frontal pelo algoritmo KPCA, usando

o método das distancias na determinacao da pré-imagem;

3. Eliminac¢ao de movimentos oculares e artefactos de um grupo de canais EEG num seg-

mento de dez segundos, usando de forma automética o algoritmo Local SSA.

A componente ocular representa a maior variacdo do sinal, como se pode ver pela figura
5.2, ou seja, estd associada as principais direc¢oes do sinal. Assim sendo, a extrac¢ao dos
movimentos oculares foi obtida, subtraindo ao sinal original a componente ocular extraida
pelos algoritmos KPCA e Local SSA.

5.4 Método de Registo do sinal EEG

Os sinais recolhidos pertencem a uma base de dados de EEG’s de rotina de doentes epilépticos,
monitorizados digitalmente. Os sinais foram adquiridos com uma frequéncia de amostragem
de 128 Hz e tém uma duracao variavel entre 1h a 4h. A gravagdo teve por base um conversor
analogico/digital de 16 bits.

Frente

Figura 5.3: Mapa esquematico da posicao dos eléctrodos na aquisi¢ao do sinal EEG segundo
o sistema internacional 10-20.

Na aquisicdo do sinal foram usados dezanove eléctrodos colocados segundo o sistema
internacional 10-20, como esté representado na figura 5.3. O sinal EOG nao foi registado.

Para a visualizagdo dos sinais EEG podem ser usadas diversas montagens. Neste caso, foi
escolhida uma montagem monopolar com referéncia a um eléctrodo (Cz) localizado na zona

central do cérebro.
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5.5 Aplicacao dos algoritmos Local SSA ao sinal EEG

Foi considerado um segmento com N = 1536 amostras (aproximadamente 12 segundos) do
canal frontal (F'pl — Cz) de um sinal EEG amostrado a 128 Hz .
Ao sinal unidimensional contaminado com movimentos oculares e ruido a 50Hz (figura 5.2)

foi aplicado o algoritmo Local SSA, considerando trés situagoes distintas:

e aplica¢do do algoritmo SSA e do critério MDL para seleccao da dimenséao;
e aplicacao do algoritmo Local SSA e do critério MDL;

e aplicagdo do algoritmo Local SSA, com k = 1.

Nas secgoes seguintes sao apresentados os parametros do algoritmo e os resultados da extrac-
¢ao dos movimentos oculares para as trés situacoes descritas anteriormente. Posteriormente,
segue-se uma seccao que mostra a influéncia dos pardmetros do algoritmo nos resultados e
uma outra, que apresenta a quantificagdo dos resultados obtidos.

Os graficos apresentados com os sinais EEG foram obtidos, recorrendo & apresentagao grafica

do software EEGLAB [40].

5.5.1 Parametros do algoritmo

O algoritmo Local SSA apresenta um conjunto de parametros que tém de ser previamente
escolhidos pelo utilizador, nomeadamente a dimensao do embedding, M, o namero de clusters
g e o namero de direc¢oes principais a seleccionar em cada cluster k.

O numero de direcgoes em cada cluster foi escolhido de forma automatica por dois critérios:

e aplicacao do critério MDL;

e seleccao de uma tnica direcgao em cada cluster, associada ao maior valor préprio;

O numero de atrasos efectuados ao sinal EEG baseou-se na relagao M > f—z, onde f; representa
a frequéncia de amostragem do sinal (128 Hz) e f1, a frequéncia associada ao sinal que queremos
rejeitar, neste caso os movimentos oculares (3.5 Hz) [17]. Assim sendo, foram considerados
M = 41 atrasos.

O niimero de atrasos efectuados ao sinal influenciam a escolha do nimero de clusters. Por
questoes praticas, o nimero de vectores em cada cluster deve ser superior ao embedding do

sinal, sendo ¢ = 6 clusters o valor adequado.

5.5.2 Extraccao dos movimentos oculares

A componente ocular representa a maior variagado do sinal, estando associada as principais

direcgoes do mesmo. Assim sendo, a extrac¢ao dos movimentos oculares é obtida subtraindo
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a componente ocular extraida pelo algoritmo Local SSA ao sinal original.

Nas figuras 5.4 e 5.5 estao representados os resultados obtidos aquando da aplicagao do
algoritmo Local SSA com seis clusters quando é aplicado o critério MDL para a selecgao
do ntmero de direcgoes e quando ¢é seleccionada uma dnica direccao em cada cluster
respectivamente. O primeiro sinal representa o sinal EEG original, o segundo sinal representa

o sinal EOG extraido e o tltimo sinal, o sinal EEG corrigido.

[

N

6
Tempo (seg.)

Figura 5.4: Canal frontal de um sinal EEG reconstruido pela aplicacao do algoritmo Local
SSA, considerando 6 clusters pelo critério MDL. No grafico estao representados : canal frontal
do sinal EEG original (1), sinal EOG extraido (2) e canal frontal do sinal EEG corrigido (3).

[N

Tempo (seg.)

Figura 5.5: Canal frontal de um sinal EEG reconstruido pela aplicacdo do algoritmo Local
SSA, considerando 6 clusters e seleccionando um valor proprio em cada cluster. No grafico
estao representados : canal frontal do sinal EEG original (1), sinal EOG extraido (2) e canal
frontal do sinal EEG corrigido (3).

Analisando a figura 5.5, verifica-se que a selecgdo de um tnico valor proprio em cada clus-
ter permite extrair a maioria das oscilagoes de grande amplitude (movimentos oculares)

verificando-se, no entanto, que ainda estao presentes algumas oscilagoes no sinal corrigido.
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Por sua vez, quando ¢é usado o critério MDL, a componente associada aos movimentos ocu-
lares é eliminada por completo, como se pode ver pela figura 5.4. Além do algoritmo Local
SSA, foi aplicado o algoritmo SSA ao mesmo segmento de dados, considerando o critério
MDL. O MSE entre o sinal EOG extraido pelos algoritmos SSA e Local SSA, foi cerca de
6.67. Podemos ver pelo grifico da funcao densidade espectral da figura 5.6 que a banda das

baixas frequéncias (< 10Hz) aumenta com o nimero de clusters [41].

40

—— Sinal Original

30 = - Sinal Corrigido — 6 Clusters -
Sinal Corrigido — 4 Clusters

¥ -_Sinal Corrigido — 1 Cluster

-50 I I I I I I
[0} 10 20 30 50 60
Frequency (Hz)

Figura 5.6: Funcao densidade espectral (dB/Hz) versus Frequéncia (Hz) do canal frontal do
sinal EEG, do canal frontal corrigido pela aplicacao do algoritmo SSA e do algoritmo Local
SSA, considerando g =4 e ¢ = 6 clusters.

Existe uma diferenca significativa nesta banda quando é aplicado o algoritmo Local SSA ou o
algoritmo SSA. E de salientar que, para além da eliminacdo da banda das baixas frequéncias,
existe a eliminagao da frequéncia associada a corrente eléctrica (50 Hz) para qualquer um dos

trés casos apresentados: SSA, Local SSA com 4 clusters e Local SSA com seis clusters.

5.5.3 Influéncia do nimero de clusters

O nitmero de clusters é um parametro que estd limitado pela dimensao do embedding no
conjunto de dados. Por razoes praticas, o ntmero de vectores em cada cluster deve ser
superior & dimensao do embedding, neste caso N, > 41 [42]. Na tabela 5.1 esta apresentado
o nimero de amostras e o niimero de direc¢oes seleccionadas em cada cluster considerando o
algoritmo SSA e o algoritmo Local SSA com g =4 e ¢ = 6 clusters.

Verifica-se que para ¢ = 6 clusters, o niimero de vectores em cada cluster é sempre superior
a 41. Se forem considerados mais do que seis clusters, o critério MDL tende a sobrestimar o
subespaco de dimensao, uma vez que origina clusters com um nimero de vectores préximo
de M.

Na figura 5.7 esta representado o logaritmo dos valores proprios resultantes da aplicagao
do algoritmo Local SSA para ¢ = 6 clusters. As linhas verticais correspondem & dimensao

seleccionada pelo critério MDL. Podemos ver pelos graficos que a estimagao do MDL coincide
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| Clusters | Dimensao (k) | Size (NV,)

sem Cluster 1 9 1624
1 7 101

4 Clusters 2 7 956
3 7 132

4 8 435

1 6 128

2 10 112

6 Clusters 3 5 754
4 7 208

5 8 324

6 10 98

Tabela 5.1: Relagao entre a dimensao do subespago k e o nimero de amostras em cada cluster,
da aplicagao do algoritmo SSA e do algoritmo Local SSA ao canal frontal do sinal EEG.

com o agrupamento dos valores proprios relacionados com o sinal residual.
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Figura 5.7: Representagao do logaritmo dos valores proprios In(Ag) versus o nimero de valores
proprios k de cada cluster quando é aplicado o algoritmo Local SSA ao canal frontal do sinal
EEG. (- - -) A tracejado esté representada a dimensao seleccionada pelo critério MDL.

A distribuicao dos vectores do embedding do sinal multidimensional em cada cluster é efec-
tuada de forma nao homogénea. A figura 5.8 representa a distribuicdo das amostras quando
sao considerados seis clusters. Podemos ver que o cluster niimero trés é o de maior dimensao
e esta relacionado com as zonas onde ha auséncia de movimentos oculares.

Tendo em conta a aleatoriedade da selecgao dos vectores-coluna da matriz de trajectoéria, foi
efectuada uma experiéncia com o objectivo de encontrar o numero de clusters 6ptimo para
este segmento EEG. Foi aplicado o algoritmo Local SSA, fazendo variar o ntimero de clusters
entre ¢ = 1 e ¢ = 7 e foram efectuadas 1000 simulagoes. Para cada simulagao, foi calculado

o cluster que minimizou o valor kurtosis do sinal corrigido. A figura 5.9 representa a fungao
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Figura 5.8: Distribuigao dos vectores coluna da matriz de trajectéria do segmento de dados,
considerando q = 6 clusters.
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Figura 5.9: Fungao densidade de probabilidade do namero de clusters (pdf(q)) versus o nimero
de clusters (q) que minimiza o valor da kurtosis do sinal EEG corrigido pelo algoritmo Local
SSA. O naimero de clusters variou entre ¢ = 1 e ¢ = 7 e para cada cluster foram efectuadas
1000 simulagoes.

densidade de probabilidade do niimero de clusters que minimiza o valor da kurtosis do sinal
corrigido versus o numero de clusters.
Analisando a figura 5.9 conclui-se que o niimero de clusters 6ptimo para este segmento é ¢ = 6

com uma percentagem de 48%.

5.5.4 Quantificacao dos resultados

Para avaliar os resultados obtidos da aplicacao dos algoritmos SSA e Local SSA com ¢ = 4
e q = 6 clusters, foi efectuado um estudo da energia instantanea do sinal no dominio da
frequéncia, considerando trés bandas de frequéncia fundamentais: teta (3.5-7.5Hz), alfa (7.5-
13Hz) e beta (13-25Hz) [42].

Para cada uma das bandas indicadas, foi calculada a energia instantanea do sinal, utilizando

uma janela de Hanning de 2s, que corresponde a uma resolu¢ao de 0.5Hz, e com 50% de
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sobreposicao, figura 5.10.
Observando a figura 5.10, verifica-se que na banda teta a energia do sinal extraido tem valores

inferiores aos do sinal original, havendo, assim, perda de informacao. Nas restantes bandas, a
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Figura 5.10: Representacao da energia instantanea do sinal ao longo do tempo para cada uma
das bandas de frequéncia fundamental. Estao representados 4 sinais : x - Canal frontal do
sinal EEG Original ; [J - Canal frontal do sinal EEG corrigido pelo algoritmo Local SSA com
q = 6 Cluster; o - Canal frontal do sinal EEG corrigido pelo algoritmo Local SSA com ¢ = 4
Cluster; V - Canal frontal do sinal EEG corrigido pelo algoritmo SSA.

perda de informagao relevante tende a ser menor, & medida que a frequéncia aumenta. Neste
caso de estudo, verifica-se que na banda beta nao existe perda de informacao, apesar de esta
ser dominante nos canais frontais.

Entre os 5.5 — 7.5 segundos, zona onde nao estao presentes movimentos oculares, existe uma
menor perda de informacao entre o sinal EEG e o sinal extraido, nomeadamente nas bandas

teta e alfa.
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Comparando os resultados obtidos pela aplicagao dos algoritmos SSA e Local SSA, verificou-se
que para q = 6 clusters os resultados sao mais satisfatorios, dado que a perda de informacgao

nas bandas teta e alfa é menor, comparativamente com os outros dois casos.

5.6 Aplicacao do algoritmo Kernel PCA ao sinal EEG

O algoritmo KPCA ¢ utilizado habitualmente em imagem para eliminacao de ruido, no reco-
nhecimento de padroes [43, 24| e no reconhecimento de formas [1].

A aplicacao do algoritmo a séries temporais ou a sinais bioldgicos é pouco usual. Em [44] é
apresentado um trabalho da aplicagdo do algoritmo KPCA para a extracgao de caracteristicas
em sinais EEG.

Nesta secgao vao ser apresentados alguns resultados da aplicagao do algoritmo KPCA ao sinal

EEG.

5.6.1 Parametros do algoritmo

Foi utilizado o mesmo segmento de sinal EEG da seccao anterior (canal frontal Fpl-Cz).
Devido a complexidade do algoritmo KPCA, o sinal EEG foi dividido em quatro sub-sinais
de trés segundos (N = 384). Os parametros utilizados no algoritmo foram obtidos de forma
experimental. Foram efectuados M = 41 e M = 21 atrasos ao sinal. A correlacdo do sinal

EEG corrigido com M =41 e M = 21 foi 0.99. A selecgao do nimero de direc¢oes da matriz

Segmentos | Dimensdo (k) | Parametro RBF

Segmento 1 8 0.05 x o2
Segmento 2 10 0.1 x o2
Segmento 3 5 0.5 x 02
Segmento 4 6 0.3 x 02

Tabela 5.2: Parametros do algoritmo KPCA usados em cada um dos segmentos do sinal EEG,
considerando M = 21 atrasos: ntmero de direcgoes seleccionadas na matriz de kernel, k, e o
valor do parametro do kernel RBF.

Segmentos | Dimensao (k) | Parametro RBF

Segmento 1 8 0.5 x o2
Segmento 2 8 0.5 x o2
Segmento 3 8 0.5 x o2
Segmento 4 8 0.5 x 02

Tabela 5.3: Parametros do algoritmo KPCA usados em cada um dos segmentos do sinal EEG,
considerando M = 41 atrasos: ntmero de direcgoes seleccionadas na matriz de kernel, k, e o
valor do parametro do kernel RBF.

de kernel e do parametro RBF foi efectuada de forma experimental. Como esta descrito na

secgao 3.9, o parametro RBF influencia o decaimento dos valores proprios. Nas experiéncias
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efectuadas, o parametro RBF foi seleccionado de forma a obter um decaimento mais lento dos
valores proprios. Nas tabelas 5.2 e 5.3 estao apresentados os parametros do algoritmo KPCA
usados em cada um dos segmentos do sinal EEG, quando se consideram M = 21 e M = 41

atrasos: namero de direcgoes (k) seleccionadas na matriz de kernel e o valor do pardmetro
2

s*

de vizinhos considerado em ambos os casos para o calculo da pré-imagem pelo método das

do kernel RBF, em fungao da varidncia dos segmentos do sinal de entrada, ¢%. O ntmero
distancias foi n = 10.

Se a dimensao do embedding for M = 41, a escolha dos parametros para os segmentos é
efectuada de forma homogénea. Se a dimensao do embedding for inferior (M = 21) a selecgao

dos parametros é diferente para cada um dos segmentos, tabela 5.2.

5.6.2 Extraccao dos movimentos oculares

Na figura 5.11 estao apresentados os resultados da aplicagdo do algoritmo KPCA aos quatro
segmentos do sinal EEG quando sao considerados M = 21 atrasos (tabela 5.2). Cada grafico
contém o sinal original, o sinal extraido e o sinal corrigido.

Verifica-se que foram eliminadas as oscilagoes de grande amplitude, nao havendo presenga de
movimentos oculares nos resultados apresentados.

Para uma melhor interpretagao dos resultados, foi efectuado o espectograma do sinal original,
do sinal extraido e do sinal corrigido para este resultado e para o resultado obtido na aplicagao
do algoritmo Local SSA com seis clusters representado na figura 5.4.

Os espectogramas da figura 5.13 representam a evolugao da frequéncia dos termos do sinal
(eixo dos yy) em fungao do tempo (eixo dos xx).  Por andlise do espectograma do sinal
original, conclui-se que existem duas zonas de maior energia: zona das baixas frequéncias
associada aos movimentos oculares(<10Hz) e a zona das altas frequéncias associada & corrente
eléctrica (50Hz). O sinal EOG extraido estda fundamentalmente associado a banda das baixas
frequéncias (< 10Hz), figuras 5.12 e 5.13.

Comparando os resultados obtidos pelos dois algoritmos, verifica-se que o algoritmo Local
SSA para além de eliminar a zona das baixas frequéncias, permite eliminar a contaminagao
da corrente eléctrica a 50H z. Quanto ao algoritmo KPCA, este elimina a zona associada as
baixas frequéncias, mas de uma forma menos acentuada do que o algoritmo SSA.

Foi calculada a frequéncia instanténea ao longo do tempo para a banda delta (0.5 — 3.5Hz),
para o sinal EEG original, para o sinal EEG corrigido pelo algoritmo KPCA e para o sinal
EEG corrigido pelo algoritmo Local SSA, considerando ¢ = 6 clusters (figura 5.14).
Verifica-se que entre os 3s e os 5s ha uma diferenga significativa dos resultados nesta banda,
no entanto o sinal EOG extraido em ambos os métodos tem uma correlagao de 0.994 e a

correlagao do sinal corrigido pelos dois métodos é de 0.81.

80



%
%

Tempo (seg.) Tempo (seg.)

(a) Segmento 1 (b) Segmento 2

2 AN

N e e Ty T e e A S M A A TR

i

6 7 8 9 9 10 11 12
Tempo (seg.) Tempo (seg.)

(¢) Segmento 3 (d) Segmento 4

Figura 5.11: Aplicacao do algoritmo KPCA para extracgdo dos movimentos oculares. Seg-
mentagao do sinal EEG em 4 segmentos de 3 segundos. Representacao do canal frontal do
sinal EEG original (1), sinal EOG extraido (2) e canal frontal do sinal EEG corrigido (3).

5.7 Aplicacao do algoritmo Local SSA a outros artefactos

A eliminagdo automaética de artefactos num sinal EEG é um problema que tem vindo a ser
abordado por diversos autores, baseado na ICA [38, 33|.

Nesta sec¢ao vai ser apresentado um resultado da aplicacao automatica do algoritmo Local
SSA a um segmento EEG de dez segundos. Este segmento de sinal pertence ao mesmo indivi-
duo das experiéncias anteriores, porém neste sinal existem crises de epilepsia. Os 10 segundos
de sinal representados na figura 5.15 antecedem uma das crises de epilepsia registadas. O sinal
foi amostrado a 128Hz e visualizado através de uma montagem monopolar com referéncia a
um eléctrodo comum (Cz). Foram considerados M = 41 atrasos e o nimero de clusters foi
obtido de forma automética, considerando dois critérios de seleccao: o ntimero de vectores em
cada cluster tem de ser superior ao embedding do sinal (N, > 41) e a dimensao seleccionada

pelo critério MDL menor do que metade do embedding (k < %, tabela 5.4). O ntmero de
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Figura 5.12: Espectograma do sinal EEG original, do sinal EOG extraido pelo algoritmo
KPCA e do sinal EEG corrigido.

clusters variou entre ¢ = 1 e ¢ = 10. Como podemos observar pela figura 5.15, nos canais Fp2,
F4, Fpl, F3 estao presentes movimentos oculares e no canal F7 estd presente um artefacto
provocado pelo movimento do paciente seguido de um movimento ocular. Os canais T4, O1
e T também foram processados para a eliminagao de possiveis oscila¢oes associadas ao arte-
facto e aos movimentos oculares existentes. Cada canal foi processado de forma individual.
Na figura 5.16 estao representados os sinais extraidos pela aplicagao do algoritmo Local SSA.
Verifica-se que os movimentos oculares foram removidos dos canais Fp2, F4, Fpl e F3, bem
como o artefacto e o movimento ocular, presentes no canal F7.

Nos restantes canais, T4 O1 e T5, foi eliminada a oscilagao existente provocada pelos movi-
mentos oculares.

Subtraindo os sinais extraidos aos sinais originais, obtemos o sinal EEG corrigido (figura
5.17).  No sinal corrigido, as oscilagoes de elevada amplitude foram removidas, assim como
o artefacto existente. A leitura e andlise do sinal corrigido torna-se mais clara, sendo pos-
sivel observar no canal F3 a existéncia de pontas que estavam atenuadas pela presenca dos

movimentos oculares.

82



Sinal EEG Sinal EOG Sinal EEG Corrigido

80

60

70

60

50
401

40

Hz

30

30

20

=710

0 5 10 0 5 10
seg. seg.

Figura 5.13: Espectograma do canal frontal do sinal EEG original, do sinal EOG extraido
pelo algoritmo SSA, considerando 6 clusters e do canal frontal do sinal EEG corrigido.

5.8 Conclusoes

Neste capitulo foi efectuado um estudo preliminar da aplicagdo dos algoritmos KPCA e Lo-
cal SSA ao sinal EEG para a extracgao de artefactos, nomeadamente movimentos oculares,
corrente eléctrica e movimentos originados pelo paciente ou pelos eléctrodos .

Dos resultados obtidos, verificou-se que ambos os algoritmos retiraram o sinal EOG de forma
muito similar. Os sinais residuais (o sinal EEG reconstruido) aparecem menos distorcidos, na
banda das baixas frequéncias, com a aplicagao do algoritmo KPCA.

Comparando o modo de execugao dos dois algoritmos, verifica-se que o KPCA apresenta uma
maior complexidade de processamento do que o algoritmo Local SSA.

Conclui-se que o algoritmo Local SSA é mais facil de configurar para extrair artefactos do

sinal EEG, de forma automética.
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Figura 5.14: Representacao da energia instantanea ao longo do tempo para a banda de frequén-
cia delta: * - Canal frontal do sinal EEG Original ; e - Canal frontal do sinal EEG corrigido

pelo algoritmo Local SSA com 6 cluster;

... Canal frontal do sinal EEG corrigido pelo algo-

ritmo KPCA.
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Tabela 5.4: Numero de clusters utilizado pelo algoritmo Local SSA para cada canal processado
do sinal da figura 5.15.
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Figura 5.15: Segmento de 10 segundos de um sinal EEG que antecede uma crise de epilepsia.

84



Fp2
F4t
c4
P4
o2
F8
T4
T6
Fplg
F3¢
C3
P3
Oo1f
F7¢
T3
ssFF 0 0 T

0.5 1.5 2.5 3.5 4.5 55 6.5 7.5 8.5 9.5 10.5
Tempo (seg.)

Figura 5.16: Sinais extraidos de forma automética pela aplicagao do algoritmo Local SSA aos
canais Fp2, F4, T4, Fpl, F3, O1, F7 e T5.
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Figura 5.17: Segmento de sinal EEG corrigido pela subtrac¢gdo das componentes da figura
5.16 ao sinal EEG original, figura 5.15.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalho Futuro

Neste trabalho foram estudadas técnicas nao-lineares para a reducao de ruido em séries tempo-
rais. As técnicas consistem na transformacao dos dados para um espago de dimensao superior,
transformacao essa que é obtida através de matrizes de trajectoéria definidas pelos algoritmos
SSA e Local SSA ou através de fungoes de kernel obtidas pelo algoritmo KPCA.

Os algoritmos foram descritos, considerando na maior parte das operagoes uma notagao ma-
tricial, simplificando a sua interpretacao. Para cada um deles foi apresentada uma descrigao
em pseudo-codigo. Alguns dos algoritmos foram implementados em ambiente Matlab, en-
quanto para outros foram usadas as implementagoes disponibilizadas pela toolbox [16]. Para
estudar a influéncia de alguns dos seus parametros, os algoritmos foram validados com sinais
artificiais.

Pelos resultados obtidos, conclui-se que os algoritmos KPCA e Local SSA apresentam resul-
tados muito semelhantes na eliminagao de ruido. Em qualquer um dos algoritmos, é preciso
escolher um conjunto de parametros de forma experimental.

No caso do algoritmo Local SSA, a selec¢ao do niimero de direcgoes no espago de dimensao
superior foi obtida comparando varios critérios, tais como o critério MDL, o critério AIC e
o critério VE. Dos resultados obtidos com sinais artificiais, concluiu-se que o critério MDL
é aquele que estima com maior consisténcia a dimensao do subespaco. Para a seleccao da
dimensao do embedding, foi considerada a relacao entre a frequéncia de amostragem do sinal
original e a frequéncia do sinal que pretendemos eliminar [17]. No caso da selecgao do nimero
de clusters do algoritmo Local SSA| esta é possivel através de um conjunto de regras obtidas
por experimentagao. O numero de clusters foi obtido, tendo em conta que o niimero de ele-
mentos em cada cluster tem de ser superior & dimensao do embedding (M) e que o nimero
de direcgoes seleccionadas pelo critério MDL tem de ser inferior a esse mesmo valor.

No caso do algoritmo KPCA, embora os estudos preliminares indiquem que deve haver um
decaimento lento dos valores proprios da matriz de kernel, controlado pela escolha do para-
metro RBF, nao se estabeleceu ainda um bom critério de escolha deste pardmetro, nem do
nimero de direcgoes a seleccionar na reconstrugao.

Os algoritmos Local SSA e KPCA foram também aplicados ao sinal EEG com o objectivo de

eliminar artefactos. Verificou-se que os algoritmos Local SSA e KPCA apresentam resulta-
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dos muito semelhantes quando aplicados a um canal frontal na eliminacao do sinal EOG. O
algoritmo Local SSA é o mais simples de utilizar na eliminagdo de artefactos, uma vez que a
seleccao dos parametros pode ser obtida de forma automatica, eliminando para além do sinal
EOG, outro tipo de artefactos, tais como a corrente eléctrica e os movimentos provocados
pelos eléctrodos ou pelo paciente.

Verificou-se que a aplicagao do algoritmo Local SSA, escolhendo apenas uma direcgao (k = 1)
em cada cluster, é uma versao simplificada deste, que pode ser utilizada quando se pretende
ter uma versao aproximada do sinal a extrair. Este foi o caso da elimina¢do da componente
da dgua num estudo de Nuclear Magnetic Resonance (NMR), em que a versao aproximada
era a entrada do algoritmo de simulated anealing [45]. Este estudo, [46], teve por objectivo
identificar quantas saidas do algoritmo dAmuse |3] contribuiram para a reconstru¢ao de um
sinal idéntico ao extraido pelo Local SSA.

Quanto & complexidade dos algoritmos, verificou-se que o algoritmo KPCA apresenta uma
grande complexidade de processamento que esta relacionada com a dimensao da matriz de
kernel, (que por sua vez depende do niimero de amostras a processar) e com o algoritmo de
reconstrugao dos dados no espago de entrada. Neste estudo, contornou-se o problema, seg-
mentando o sinal e aplicando o método das distancias. No entanto, ha formas de calcular as
direcgoes principais no espago caracteristico, seleccionando os dados relevantes no conjunto
de treino - algoritmo Greedy KPCA [47].

Pelos resultados apresentados, podemos concluir que os algoritmos KPCA e Local SSA per-
mitem eliminar ruido em séries temporais de um modo eficaz, tendo em atengao a selecgao

dos parametros dos algoritmos.

Trabalho Futuro

Os resultados obtidos neste trabalho deixam em aberto vérios assuntos para estudo futuro,

tais como:

e Selecgao de parametros do algoritmo KPCA: parametro do kernel RBF, determinagao
do ntimero de direcgoes a seleccionar na matriz de kernel e escolha do nimero de

vizinhos a considerar no caso do método das distancias.

e Redugao da complexidade de processamento do algoritmo KPCA através da implemen-
tagao e estudo do algoritmo Greedy KPCA, [47].

e Estudo comparativo dos algoritmos KPCA e Local SSA com outros métodos, para
elimina¢ao automatica de artefactos no sinal EEG [38, 34|, considerando diferentes
casos clinicos (48, 49, 50].
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e Aplicagdo dos algoritmos a um maior conjunto de sinais EEG, para validagdo dos
resultados de uma forma mais consistente. Anélise estatistica dos resultados obtidos e

quantificacao dos mesmos, com base na analise espectral.

e Implementagao do algoritmo Local SSA no software EEGLAB [40], para uma melhor

visualizagao e interpretacao dos resultados, por parte dos especialistas clinicos.
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Apéndice A

Decomposicao em Valores Singulares -
SVD

Uma matriz X (m x n) decomposta em valores singulares pode ser escrita da forma
X=UxV, (A1)

onde as colunas da matriz ortogonal U (m X m) representam os vectores proprios de X X /, as
colunas da matriz ortogonal V (n X n) representam os vectores proprios de X "X e a matriz
Y (m x n) representa a matriz diagonal dos valores singulares.

Consideremos C' = X' X a matriz de covariancia dos dados e K = XX a matriz de Kernel.

Efectuando a decomposigao em valores e vectores proprios de ambas as matrizes temos:
K=XX e C=XX (A.2)
Substituindo a eq.(A.1) nas eq. (A.2), temos:

K=XX=vsuusv =vs?V (A.3)

C=XX =UsV'VSU =US>U (A.4)

onde as colunas ortogonais u da matriz U correspondem aos vectores proprios da matriz de
covaridncia, e as colunas ortogonais v da matriz V correspondem aos vectores préprios da
matriz de kernel e V'V =T e U'U = I.

Pelas eq. (A.3 , A.4), conclui-se que a matriz de Kernel e a matriz de covariancia de um
conjunto de dados X, tem os mesmos valores préprios (32). Consequentemente UY = XV e
as k-colunas de U pode ser representada como uma combinagao linear dos vectores da matriz

de covaridncia:

=

U — X'vk)\; (A5)
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Apéndice B
Pré-Imagem - método das distancias

Seja P;, com ¢ = 1,...,n o conjunto dos n vizinhos mais préoximos da pré-imagem que é

procurada, P,11. Consideremos

Poi1 = (Wng1,15, Wnt1,2, ooy Wnt1,d) (B.1)

as coordenadas da pré-imagem d-dimensional que se pretende encontrar.
Segundo [10], para calcular a pé-imagem P, ; é necessario considerar as n equagoes quadré-

ticas das distancias do ponto procurado aos n vizinhos mais proximos

d d

dlg,n—i—l = Z(wk’n+1 — ’wk’i)Q = d72’b+1 + dz2 —2 Z W i Wk n+1 (BQ)
k=1 k=1

Devido aos termos estarem centrados e assumindo que estas equagoes estao a ser calculadas a
volta do i, o termo correspondente produto cruzado é nulo. Assim, considerando as n equagoes

temos:
n n 1 n
Z diﬂﬂ = ndiﬂ + Z dzz A d%+1 = Z d? - d127n+1 (B.3)
i=1 k=1 i=1

A partir da expressdo anterior substituimos d? 11 na equagao B.2 e obtemos:
1 n

m
—2 Z W, iWkn+1 = di — dzz,nJrl T Z(dzz,nJrl —d3) (B.4)
k=1 i=1

Representando a expressao acima em notagao matricial temos:

o TA_d2_d2_~ﬁd2_d2
oW = (d® — d3) T (a? — ) (85
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. .T
Como, W% = 0 devido aos dados estarem centrados, a pré-imagem pode ser obtida

w=—

1 ~ 1o
5(WWT) W(d? - d3) = -5 WT(d? - d2) (B.6)
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Apéndice C

Parametros dos algoritmos SSA e

Local SSA

Nas tabelas C.1, C.2 e C.3 estao apresentados os parametros da aplicagdo dos algoritmos SSA

e Local SSA ao sinal sinusoidal, sinal funny e ao sinal dente-de-serra apresentados nas secgoes

2.7.1 e 2.8.1. Foram considerados ¢ = 3 e ¢ = 5 clusters e duas janelas de dimensao M = 11

e M = 36 atrasos .

As tabelas ilustram a dimensdo de cada cluster e o numero de direccoes seleccionadas em

cada cluster pelo critério MDL.

M=36 M=11
Clusters | Dimensao (k) | Size (V) | Dimensao (k) | Size (\V,)

sem Cluster 1 2 465 2 490
3 Clusters 1 1 159 1 158
2 1 152 1 164

3 1 154 1 168

5 Clusters 1 1 86 11 106
2 1 98 11 93

3 1 93 11 90

4 1 98 11 105

5) 1 90 11 96

Tabela C.1: Relacao entre a dimensao do subespaco k e o nimero de amostras em cada cluster
da aplicagao dos algoritmos SSA e Local SSA ao sinal sinusoidal

Pela anélise das tabelas podemos concluir que:

e O sinal sinusoidal reconstruido com 5 clusters e M = 11, representa o sinal de entrada

(sinal sinusoidal adicionado de ruido com SNR=5dB), uma vez que o critério MDL

seleccionou em todos os clusters o nimero maximo de direc¢ées, nao havendo eliminagao

de ruido. O mesmo acontece para o sinal funny quando é aplicado o algoritmo SSA e

M = 11 atrasos.
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M=36

M=11

Clusters | Dimensao (k) ‘ Size (N.) | Dimensao (k) ‘ Size (N.)

sem Cluster 1 2 465 11 490
3 Clusters 1 8 174 2 64

2 11 231 3 97

3 2 60 11 239

5 Clusters 1 2 64 11 149

2 10 222 1 22

3 2 99 2 171

4 1 40 11 42

5) 3 80 3 106

Tabela C.2: Relacao entre a dimensao do subespaco k e o nimero de amostras em cada cluster

da aplicagao dos algoritmos SSA e Local SSA ao sinal funny

M=36 M=11
Clusters | Dimensao (k) ‘ Size (N.) | Dimensao (k) ‘ Size (N.)

sem Cluster 1 4 465 2 490
3 Clusters 1 3 160 1 183
2 3 140 1 124

3 2 165 1 183

5 Clusters 1 1 97 11 132
2 2 91 11 175

3 2 88 1 59

4 3 80 1 59

5 2 109 65

Tabela C.3: Relagao entre a dimensao do subespago k e o nimero de amostras em cada cluster
da aplicacao dos algoritmos SSA e Local SSA ao sinal dente-de-serra

e A diminuicdo da dimensao do embedding nos sinais origina a sobrestimacao da dimensao

do subespago por parte do critério MDL (seleccao k = 11 direcgdes).
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