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RESUMO

A presente dissertacdo tem como objetivo avaliar o comportamento dindmico de uma ponte
ferroviaria inserida numa linha de alta velocidade europeia.

Ao estudar o comportamento dindmico de uma ponte ferroviaria de alta velocidade existe um
fendmeno que merece particular atencdo, o fendbmeno de ressonéancia. No caso de pontes
ferrovidrias, a passagem de um comboio (i.e., uma sequéncia de cargas moveis
‘regularmente espacadas”) em alta velocidade constitui uma agéo periddica cuja frequéncia
se podera aproximar-se da frequéncia natural de vibracdo da estrutura — ou seja, podera
ocorrer um fendmeno de ressonancia, com as consequentes amplificacbes de esforgcos e
deformacdes estruturais.

A dissertacdo aborda, com especial atencdo, as condi¢des de resposta vertical da estrutura,
nomeadamente o deslocamento e a aceleragdo maximos, em situacdo de ressonancia com
0 carregamento — a passagem de veiculos em alta velocidade.

Para o desenvolvimento do estudo, aplica-se o Método da Decomposi¢do da Excitacdo em
Ressonéancia (DER) para analisar o comportamento dinamico face a passagem (i) de alguns
dos comboios de alta velocidade que atualmente circulam em linhas europeias (TGV, Talgo,
Eurostar, etc.) e (ii) dos 10 comboios universais que compdem o modelo HSLM-A, preconizado
na Parte 2 do Eurocodigo 1.

O viaduto de El Genil, a estrutura sobre a qual este estudo se desenvolve, localiza-se em
Espanha (na linha Cérdoba-Malaga) e apresenta um tabuleiro de betdo pré-esforgado,
simplesmente apoiado e com secgdo em caixdo monocelular.

Com a andlise dinamica, determinam-se estimativas dos valores maximos da resposta, em
termos de deslocamentos e aceleracéo vertical, comparando-se os resultados obtidos com
os reportados por Bebiano (2010), embora estes tenham sido obtidos com recurso a uma
técnica mais sofisticada, a Teoria Generalizada de Vigas (GBT).

Finalmente, faz-se um pequeno estudo paramétrico, onde se analisam os efeitos, na resposta
dindmica, (i) do espacamento dos eixos do comboio (para um comboio ficticio com os eixos
igualmente espacados) e (ii) do amortecimento estrutural.

PALAVRAS-CHAVE: Ponte Ferroviaria de Alta Velocidade, Cargas Mdveis, Andlise Dinamica,
Método DER, Ressonancia.
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ABSTRACT

The goal of this thesis is to assess the dynamic behaviour of a railway bridge on a European
high-speed railway line.

When studying the dynamic behaviour of a high-speed railway bridge, resonance is a
phenomenon requiring particular attention. A train crossing a bridge span (i.e., a sequence of
“‘equally spaced” moving loads) at high speeds constitutes a periodic action which frequency
could be close to the structure natural vibration frequency — which means, resonance could
occur, along with the consequent amplification in internal forces and deformations.

This thesis analyses the vertical response of the structure, namely in terms of maximum
displacements and accelerations, when resonance occurs due to the passage of trains at
high-speeds.

The study employs the Method of Decomposition of Excitation in Resonance (DER) to
analyse the dynamic response to the passage of (i) some real high-speed trains currently in
service on European networks (TGV, Talgo, Eurostar, etc.) and (ii) the 10 universal trains
comprising the HSML-A model, prescribed by Eurocode 1, Part 2.

The EI Genil viaduct, the structure of which this thesis is concerned, is located at the Spanish
Cdérdoba-Malaga line and involves a simply supported concrete single-cell box girder.

One determines the maximum response, in terms of vertical displacement and acceleration,
and compares the results obtained with those reported by Bebiano (2010), although these
have been obtained with a more sophisticated technique, the Generalized Beam Theory
(GBT).

Finally, a small parametric study is presented, concerning the dynamic effects of (i) the axle
spacing (for a fictitious train with uniformly spaced axes) and (ii) the structural damping ratio.

KEYWORDS: High-Speed Railway Bridges, Moving Loads, Dynamic Analysis, DER Method,
Resonance.
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1. INTRODUGAO

1.1. A FERROVIA DE ALTA VELOCIDADE

O Homem necessita de se deslocar. Para se alcancar o desenvolvimento de uma moderna
sociedade humana, € vital a existéncia de um sistema de transportes eficaz, que permita a
deslocacdo de pessoas e mercadorias entre regides. Neste contexto, a ferrovia de alta
velocidade tem vindo a assumir-se como um modo de transporte rapido, limpo e com
elevada eficiéncia energética, capaz de competir com os meios de transporte aéreo ou
rodoviario. Atualmente varios paises do mundo estdo a planear, a construir ou a ampliar as
suas proprias redes [De Angoiti, 1998] — ver Figura 1.1 e 1.2.

Do ponto de vista da Engenharia Civil, mais propriamente na vertente do projecto estrutural,
a concepcao de uma linha para alta velocidade ferroviaria envolve certas complexidades
especificas, nomeadamente a necessidade de estimar/mitigar as vibragdes transmitidas
pelos veiculos a infraestrutura (i.e., a via) e ao meio fisico adjacente (solo, edificios junto a
linha, etc.). No caso de pontes, em particular, tais vibracbes poderdo assumir amplitudes
consideraveis, na medida em que a passagem de um comboio (i.e., uma sequéncia de
cargas moveis “igualmente espagadas”) em alta velocidade constitui uma agéo periodica
cuja frequéncia se podera aproximar da frequéncia natural de vibragdo da estrutura — ou
seja, pode ocorrer um fenémeno de ressonancia [Fryba, 1999].

Este fendbmeno estrutural, descoberto ha relativamente pouco tempo (mais propriamente nos
anos 90) tem sido objeto de uma intensa atividade de investigacdo, tendo sido
desenvolvidos alguns métodos simplificados para estimar a resposta dinamica de pontes —
p.e., 0 Método da Decomposicao da Excitagdo em Ressonancia (‘DER”) e o Método da Linha
de Influéncia Residual (“LIR”). Ambos os métodos, bem como a maior parte dos modelos
estruturais geralmente utilizados, assumem que a resposta dindmica do tabuleiro se resume
ao modo de flexdo, excluindo assim o modo de tor¢éo ou, no caso de tabuleiros de parede
fina, vibragBes do tipo local/distorcional [Bebiano, 2010].
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Figura 1.2 — Previsao da rede de alta velocidade Europeia para 2025
(Fonte: UIC www.uic.org)



Introducao

1.2. OBJETIVOS

O objetivo geral deste trabalho consiste em abordar o tema do comportamento dinamico de
pontes ferrovidrias de alta velocidade. Em patrticular, aborda-se as condi¢cdes de resposta
vertical da estrutura em situacdo de ressonéncia com 0 carregamento — a passagem de
veiculos em alta velocidade.

ApGs se expor a teoria subjacente, aplica-se o Método da Decomposicdo da Excitacdo em
Ressonéancia (DER) para analisar o comportamento dindmico de um tabuleiro real, parte do
viaduto de El Genil, em Espanha. Trata-se de um tabuleiro de betdo pré-esforcado,
simplesmente apoiado e com seccdo em caixdo. Procura-se reproduzir os resultados
reportados por Bebiano (2010), embora estes tenham sido obtidos com recurso a uma técnica
mais sofisticada, a Teoria Generalizada de Vigas (GBT). No final, faz-se um estudo
paramétrico em que se analisa 0 impacto de alguns parametros na resposta estrutural.

1.3. ORGANIZACAO E CONTEUDO DA DISSERTACAO

A presente dissertacdo desenvolve-se em seis capitulos, sendo que cada um deles é
sumariamente apresentado nos paragrafos que se seguem.

No capitulo 1, encontram-se 0s objetivos da dissertagdo e apresenta-se sucintamente as
problematicas inerentes a projecdo de uma ponte ferroviaria alta velocidade, por ultimo,
apresenta-se a organizacdo da dissertacdo bem como a discricdo dos capitulos que a
compdem.

No capitulo 2, descrevem-se 0s aspetos gerais associados a andlise dinamica de uma viga
simplesmente apoiada, passando da origem da vibracdo a deducdo da equacédo de
equilibrio dindmico. Neste capitulo apresenta-se também a influéncia do carregamento
harmonico e do carregamento exercido por um conjunto de cargas moveis, através dos
modelos do (i) analitico — Fryba, e do (ii) modelo numérico — elementos finitos.

No capitulo 3, apresentam-se o0s aspetos regulamentares referentes ao dimensionamento de
pontes ferroviérias preconizados no Eurocddigo para Construgdo 1: A¢bes em Estruturas —
Parte 2: Cargas de Trafego em Pontes.

No capitulo 4, é apresentada a metodologia simplificada de analise dinamica através da qual
o estudo sera desenvolvido — Método da Decomposicdo da Excitacdo em Ressonancia
(DER). Neste capitulo sdo expostos os condicionalismos intrinsecos a utilizagdo do método,
bem como a formulagdo matematica que permite a sua aplicacao.



Capitulo 1

No capitulo 5, apresentam-se as caracteristicas inerentes ao viaduto El Genil (seccéo
longitudinal, seccdo transversal e caracteristicas geométricas) e sdo analisados
comparativamente os resultados reportados em Bebiano (2010), com os resultados obtidos
com a andlise de vibracdo (Equacao 2.36) e com a andlise dindmica (DER). Apresenta-se
ainda neste capitulo, um estudo complementar, a nivel do comportamento dindmico face a
(i) diferentes espacamentos regulares, entre os eixos dos comboios, bem como, (ii) face a
influéncia da aplicagdo de diferentes valores de amortecimento e (iii) o resultado da
consideracéo de amortecimento nulo.

No capitulo 6, apresentam-se as ilacdes globais do desenvolvimento do estudo e propdem-
se trabalhos que futuramente poderdo ser desenvolvidos.



2. COMPORTAMENTO DINAMICO DE BARRAS
SIMPLESMENTE APOIADAS

2.1 GENERALIDADES

Define-se vibragdo como o movimento, de uma particula ou de um corpo/sistema, que se
repete em torno de uma posi¢do de equilibrio estavel, de forma regular ou irregular, num
determinado espaco de tempo. As vibracdes podem igualmente ser livres ou forgcadas — no
primeiro caso ocorrem naturalmente, sem intervencdo de forcas dindmicas exteriores
(vibragBes naturais), no segundo caso surgem em resposta a for¢as excitadoras.

O tempo necessério para que o sistema complete um ciclo do movimento oscilatério
denomina-se por periodo de vibracdo (T). Ao nimero de ciclos realizados pelo sistema por
unidade de tempo chama-se frequéncia (f) — ou entdo, caso se considere o nimero de
radianos percorrido pelo vetor fase por unidade de tempo, tem-se a frequéncia angular (w),
e ambas relacionam-se por w = 2rf. Quanto ao deslocamento méaximo, medido da posicao
de equilibrio caracteriza a amplitude de vibracéo (A).

Conforme mencionado acima, ao contrario da vibragé&o livre, que corresponde ao movimento
do sistema mantido apenas pela inércia e pelas forcas de restituicdo, a vibracao forcada
ocorre quando o sistema sofre a acdo dindmica de forcas exteriores durante o tempo em
gue movimento vibratdrio existe.

As forcas exteriores podem ser denominadas como deterministicas ou aleatorias. Das varias
formas que as forcas deterministicas se apresentam, destacam-se as periédicas (que
poderdo ser harmdénicas ou ndo - Capitulo 2.3), uma vez que representam a maioria dos
fendbmenos responséaveis pelas vibragbes dos sistemas fisicos. A vibracdo deterministica
permite prever todas as caracteristicas do movimento vibratério em qualquer instante do
tempo. No que diz respeito a vibracdo aleatdria, provocada por cargas com variacao
aleatoria, a resposta ndo pode ser quantificada de forma deterministica — no entanto, a
incerteza da resposta pode ser abordada de forma racional, usando modelos probabilisticos

baseados nos conceitos de variavel aleatoria e processo aleatério.

A vibragdo de um sistema é também influenciada pelo amortecimento do sistema, conforme
se ilustra na Figura 2.1. De facto, num sistema amortecido — como sao todos os sistemas
reais — ocorre alguma dissipacdo da energia vibratéria no decorrer do tempo,
proporcionando uma diminuigdo progressiva da amplitude da vibragdo. Em sistemas ideais
ndo amortecidos a energia vibratéria ndo se dissipa, permanecendo o movimento vibratério
estacionario ao longo do tempo (mantendo-se constante a amplitude).



Capitulo 2
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Nio amortecido

== == Amortecido

Figura 2.1 - Desenvolvimento da vibragcdo em regime amortecido e ndo amortecido

2.2. VIBRACAO TRANSVERSAL EM VIGAS
2.2.1. EQUAGCAO DE EQUILIBRIO DINAMICO

Admita-se uma viga continua, como a ilustrada na Figura 2.2, com comprimento L e com
massa por unidade de comprimento, momento de inércia da seccdo e modulo de
elasticidade do material representados por m(x), I(x) e E, respectivamente, e com
condigcbes de apoio geneéricas, incluindo uma fundacéo visco-eléstica cujo coeficiente de
amortecimento e a rigidez sdo, respetivamente, c(x) e k(x), sobre a qual atua um
carregamento genérico p(x,t), variavel ao longo do tempo e do espaco. A obtengédo da
equacao de equilibrio dinamico ou seja, as equacdes que permitem determinar u(x, t) torna-
se possivel ao considerar-se um troco de comprimento infinitesimal dx, da viga, conforme
ilustra a Figura 2.3. Tratando-se de uma por¢cao com comprimento infinitesimal é permitido
admitir-se que o carregamento e as reacdes da fundagdo visco-elastica se encontram
uniformemente distribuidos.
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I

fiiltififi‘jl; )

m(x), El(x)

o[

k(x) c(x)

Figura 2.2 — Viga continua com carregamento variavel ao longo do tempo

p(x.t)
m(X) dx §(x, t) M(x,t)+M'(x,t) dx
M(x.t),” ‘
IG(.\E'::)(;)'
s L VOV (x,) dx
.................... €y
11 c(x)y (x.t)
dx

Figura 2.3 — Trogo da viga de comprimento infinitesimal dx

Para o equilibrio de for¢cas segundo a direcdo vertical (considerando positivo o sentido “para
cima”), num determinado instante de tempo (t), obtém-se a expressao:

ZF,,=O=>

(:)V(x,t)—(V(x,t)+M >+ ) Fut) o

dx 0 t2
(2.1)
—p(x, t)dx + C(X)%dx +k(ulx, t)dx =0
‘:’w +p(x,t) =mXx) ——— u(x 2 +C(X)w+k(x)u(x,t).
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De igual modo, faz-se o equilibrio de momentos em torno do ponto A (Figura 2.3), sendo
que a parcela correspondente a inércia de rotacdo é desprezada a priori (i.e., I;(x)6 = 0),
uma vez que apresenta valores na ordem de grandeza de dx3. Chega-se a expressao

ZMA=OC>

& —M(x, t) + M(x,t) + %;Ct) dx — <V(x, t) + % dx) dx + (2.2)
+ l—p(x, t)dx + c(x) ou (x )dx + k(x)ulx, t)dx + m(x) de -5 = 0

Tendo em conta que o comprimento da porgéo da viga € infinitesimal (dx « 1), os valores
com ordem de grandeza dx? s&o considerados nulos, pelo que a expressdo se simplifica e
obtém-se a conhecida relacdo entre momento flector e esforco transverso,

dM(x,t)
T = V(x, t). (23)
Substituindo (2.3) em (2.1), obtém-se
2
PHCD | pe) = m T8ED L 25D yuie. @4

Tendo em conta a relagdo momento/curvatura da teoria classica de vigas

M(x,t) = —EI(x )M, (2.5)
dx*
e introduzindo-a em (2.4) obtém-se
2
6_ —EI(x )M +plx,t) = m(x )% + c(x) au((;; 2 + k(x) u(x, t), (2.6)
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Para um troco uniforme, i.e., com caracteristicas mecéanicas uniformes — rigidez de flexao
(EI(x) = EI), massa (m(x) = m), amortecimento (c(x) = c) e rigidez da fundagéo eléstica
(k(x) = k) — a equacéo (2.6) pode ser simplificada para

4 2
£l d u(x,t) m d“u(x,t) e du(x,t)

P Y 3 + ku(x, t) = p(x,t). (2.7)

A equacdo diferencial parcial (2.7) representa o0 comportamento dindmico de uma viga geral
no modo de deformacéo por flexao.

2.2.2. VIBRAGCAO LIVRE: FREQUENCIAS E MODOS NATURAIS

Para obter as frequéncias e os modos naturais de vibracdo da viga é necessario considerar
nulos o coeficiente de amortecimento (¢ = 0) e o carregamento (p(x, t) = 0), ou seja

4 2
£l 0 u(x,t) N ma u(x, t)

P o + ku(x,t) =0. (2.8)

A solucdo da funcéo u(x,t), que depende simultaneamente das vaiaveis x e t é alcancada
com a separacdo da funcdo em duas funcdes que se multiplicam®, onde (i) uma (T(x))
representa a deformada, constante ao longo do tempo, e (ii) a outra (f(t)) representa a
variagdo da amplitude da anterior no tempo. Ou seja,

u(x, t) = ulx)f(t) (2.9)

Substituindo (2.9) em (2.8), obtém-se

f(@®) + mu(x) +ku(x) f(t) =0,

d*u(x) d*f(t) _
El o T2 (2.10)

A qual pode ser rearanjada na seguinte forma:

d*ui(x) d*f(t)
EI =g+ ku(x )] dCZ (2.11)

mu(x) VICH

| e~ . . ,
Fisicamente, esta substitui¢do corresponde a considerar-se 0 movimento como sincrono.
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Como os dois lados da igualdade anterior s6 dependem das variaveis x e t, respetivamente,
entdo é forcoso que ambos sejam iguais a uma constante. Designando, por conveniéncia,
essa constante por w?, tem-se entio

4
[Eldu(x)+k (x)] 2 2.12)
= w,
mu(x)
d*f(t)
ez |, (2.13)
IO

gue séo duas equacdes independentes, as quais se podem rearranjar do seguinte modo:

.
ﬂd;fxﬂﬁm—ﬂﬂﬂza (2.14)
2
dd’; O | wr =0 (2.15)

Assim, transformou-se a equacdo diferencial parcial (2.8), em ordem a x e t, em duas
equacdes diferenciais ordinarias, uma em ordem a x (2.14) e a outra em ordem a t (2.15) —
elas traduzem o equilibrio dindmico da barra (sem amortecimento e livre de cargas) nas
dimensdes do tempo e da direccao transversal, respetivamente.

A equacgéo (2.15) tem como solucéo geral
f(t) = Gsen(wt) + Hcos(wt) (2.16)
ou entdo, assumindo que f(0) = 0,
f(t) = Gsen(wt) (2.17)

equacdo que traduz o movimento harmoénico simples (MHS), cuja frequéncia angular é,
precisamente, w e o periodo e frequéncia ciclica se obtém de

2
sen(wT) =0 wT =2n T = ” (2.18)
1 w
=—==— 2.19
f=5=5- (2.19)

Quanto a equacéo (2.14), sabe-se da Analise Matematica que a solucao geral é

10
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uU(x) = Acosh(ax) + Bsenh(ax) + Ccos(ax) + Dsen(ax), (2.20)

4 lw?m—k
= |— 2.21
a / T (2.21)

As constantes A, B, C, e D, que definem a forma do modo de vibracdo, dependem das
condicBes de fronteira de cada barra. Deste modo, as frequéncias e os modos de vibracéo
naturais sdo obtidos com a determinacdo das constantes, mediante as condicbes de
fronteira que a barra apresenta.

onde

2.2.2.1. CASO PARTICULAR: VIGA SIMPLESMENTE APOIADA

Considerando a vibragéo livre de uma viga simplesmente apoiada, de comprimento L e sem
fundacéo elastica (k = 0), prosseguir-se-a a determinacdo das frequéncias e dos modos de
vibrag&o naturais. Por se tratar de vibragéo livre as condi¢des de fronteira ndo dependem da
variavel tempo, ou seja, sdo consideradas somente as condicbes de apoio e ndo as
condigdes iniciais.

Para a viga simplesmente apoiada, os deslocamentos e 0 momento fletor nas extremidades
sao nulos, o que se traduz nas seguintes condicdes de fronteira

u(0) =0, (2.22)
a(L) = 0, (2.23)
M@0)=0 = @'(0)=0, (2.24)
M(L)=0 = @'(L)=0. (2.25)

substituindo as condi¢fes de fronteira em (2.15) e (2.18), obtém-se

7(0) = Acosh(0) + Bsenh(0) + Ccos(0) + Dsen(0) =0 & A+ C =0, (2.26)
(L) = Acosh(aL) + Bsenh(aL) + Ccos(aL) + Dsen(aL) = 0, (2.27)
u'"(0) = aZ(Acosh(O) + Bsenh(0) — Ccos(0) — Dsen(O)) =0 A-C=0, (2.28)

u""(L) = az(Acosh(aL) + Bsenh(al) — Ccos(alL) — Dsen(aL)) =0. (2.29)

11
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Através de (2.26) e (2.28) é possivel deduzir que A = C = 0, sendo possivel escrever (2.27)
e (2.29) da seguinte forma

Bsenh(alL) + Dsen(alL) = 0, (2.30)
Bsenh(alL) — Dsen(al) = 0, (2.31)

com a soma de ambas as equacdes obtém-se

2Bsenh(al) =0 = B =0. (2.32)

Substituindo (2.32) em (2.30) ou (2.31) temos

Dsen(al) =0 = D=0 Vv sen(alL)=0. (2.33)

eliminando a solucéo trivial D = 0 (a qual conduziria a barra indeformada, com #(x) = 0)
conclui-se que

sen(alL) = 0. (2.34)

Para esta equacéo ser satisfeita € necessario que o argumento do seno seja um mdultiplo de
7, pelo que é necessério ter-se (n = 1,2,..)

oa=— (2.35)

logo, usando (2.21) chega-se a equacao que fornece as frequéncias naturais da viga
simplesmente apoiada

Wy, = (%)2 % (2.36)

onde n representa a ordem do modo de vibragdo — na Fig. 2.4 representam-se as curvas
wy (L) para os 3 primeiros modos (n = 1,2,3). Assim, usando (2.17) e (2.34)-(2.36), a funcéo
u, (x, t) que traduz a configuracéo de equilibrio dinamico do modo n é dada por

nm
u, (x, t) =, (x)f,,(t) = Gsen (T x) -sen(wyt), (2.37)

sendo representados na Fig. 2.5 os graficos de ,,(x) para os 3 primeiros modos.

12
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w)

modo 1

====modo 2

modo 3

Figura 2.4 — Gréficos das fungdes w, (L) paran =1,2,3

modo 1
(W) ====modo 2

modo 3

(t

Figura 2.5 — Formas dos modos de vibragéo (w,) paran =1,2,3

2.3. ANALISE DINAMICA: RESPOSTA A CARREGAMENTO HARMONICO

O carregamento harmonico é a forma mais simples do carregamento periédico. Embora nédo
represente a excitacdo provocada por cargas moveis, 0 seu estudo permite compreender
alguns conceitos fundamentais sobre a resposta dindmica de um sistema, em particular o de
ressonéancia. Assim, nesta sec¢ao faz-se um resumo deste tema.

Seja uma barra genérica, com amortecimento (¢ # 0) mas sem fundagédo elastica (k = 0).
Tendo em conta a equacédo (2.7), tem-se

13
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*u(x,t)  dulx, o) *u(x, t)
_ 2.38
m Py +c 5t + EI P p(x, t). (2.38)

Um carregamento harménico pode ser expressado por
p(x,t) = ﬁ(x)sen(u)ft), (2.39)
onde p(x) € a fungdo que define a forma do carregamento e w; € a frequéncia angular da

excitacdo. Aplicando o principio da sobreposicdo modal, pode-se expressar a solucdo como
uma sobreposicao de contribuicbes de N modos de vibracéo, i.e.,

N

u(x, t) = Z W @f,(0), (2.40)

j=1

onde as fungbes U;(x) ja sdo conhecidas, pois correspondem as configuragdes dos modos
de vibragdo, e pretende-se determinar as respetivas fungbes de evolucdo temporal fj(t).
Para isso, substitui-se (2.39) e (2.40) em (2.38), multiplicam-se todos os termos por U;(x) e

integram-se ambos os lados da equacao em x, no dominio [0, L], obtendo-se um sistema de
N equacbes desacopladas do género [Clough e Penzien, 1979]:

.. . P,
fa(®) + 26nwnfa(6) + Wi fa(t) = 3= sen(ayt), (2.41)
n
onde n é o0 modo de vibragdo em questao, {,, é o seu fator de amortecimento e

L
M, =m f 0, (x)2dx, (2.42)
0

L
P = f U, (x)p(x)dx, (2.43)
0

sd0 a massa e a forca generalizadas associadas ao modo n. Para cada valor de n, a
Equacéo (2.41) admite uma solucdo que se divide em duas parcelas: a solugdo homogénea
fun(®), e a solugéo particular, f,,,(t), ,

fo@) = fan(®) + fun(0), (2.44)
cujas expressodes sdo

frn(@) = e~n@nt(Asen(wpt) + Beos(wpt)), (2.45)

14
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fun(@®) = Rgsen(wst — 6), (2.46)

onde A e B sdo constantes que dependem das condi¢des iniciais do problema e w, € a
frequéncia amortecida, dada por

wp = wpy/1—72, (2.47)

no entanto, em situagdes em que o sistema € pouco amortecido é possivel considerar que
wp = w. Quanto a R,, constitui o factor de amplificacdo dindmica, que traduz a razéo
entre o deslocamento dinamico e o deslocamento estatico (i.e., devido a atuacao
estatica de p(x)), e é dado por

1
‘T A= 0D2 + (2000 (2.48)

onde Q = wy/w € arazao entre a frequéncia do carregamento e a frequéncia do modo n. Na
Fig. 2.6 representa-se graficamente a evolugédo de R; com Q (e em funcéo de ¢). Observa-
se que quando as duas frequéncias sdo muito proximas (2 = 1) o carregamento entra em
ressonancia com o modo natural n, e os deslocamentos sdo maximos — para amortecimento
nulo ({ =0) a ressonancia da-se quando as frequéncias coincidem (Q=1) e o0s
deslocamentos tendem para infinito.

Figura 2.6 — Variagdo do factor de amplificagdo dinamica (Ry) com Q.
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2.4. ANALISE DINAMICA: RESPOSTA A PASSAGEM DE CARGA MOVEL

A passagem de uma carga movel, ou de uma sequéncia de cargas maoveis, através de uma
barra constitui um carregamento dinamico diferente do considerado na secg¢do anterior. Aqui,
descrevem-se sucintamente dois possiveis métodos para efetuar a analise dindmica desse
sistema: um método analitico (modelo de Fryba (1999)) e um método numérico (Método dos
Elementos Finitos).

2.4.1. METODO ANALITICO — MODELO DE FRYBA

Para uma viga simplesmente apoiada com comprimento L, a andlise dos efeitos provocados
por uma carga movel é realizada através do modelo desenvolvido por Fryba (1999), onde se
considera que o comboio é representado por um sistema de forgas P,, que se deslocam da
esquerda para a direita a uma velocidade constante, onde n = 1,2,3..., N corresponde ao
carregamento em cada eixo N do comboio, Figura. 2.7.

ct |

Figura 2.7 — Modelo de cargas mdéveis para uma viga simplesmente apoiada

Este “carregamento” pode ser descrito matematicamente por

N

p(x,t) = Z & (0)6(x — xj)P-, (2.49)

j=1

onde N é o numero de cargas moveis (i.e., eixos do comboio), §(x) representa a fungéo
delta de Dirac (que traduz o efeito de uma carga concentrada num ponto), P; representa o
valor da j-ésima carga (i.e., 0 j-ésimo eixo do comboio) e x; representa a posi¢ao relativa
desta ultima, que é dada por

16
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Xj =ct — d] (250)

onde c representa a velocidade (constante) do comboio e d; representa a distancia entre os
eixos j e 1 (ver Figura 2.7). Finalmente, a fungéo ¢;(t) é dada por

) =H(t—t;)—H(t—T), (2.51)

onde t; e T; sdo os instantes em que a n-ésima carga entra e sai do tabuleiro, respetivamente,
sendo dados por

d.
==, (2.52)
(L+d))
T, =L, (2.53)

e H(t) é afuncéo de Heaviside (a primitiva de §(x)), dada por

0 ,t<0
H(t)={1 eo0° (2.54)

Assim, as equacoes (2.49)-(2.54) descrevem matematicamente o carregamento que modela
a passagem de um comboio sobre uma ponte. Considerando um tabuleiro uniforme e
simplesmente apoiado, (i) introduzindo (2.49) em (2.38), (ii) aplicando o principio da
sobreposicdo modal e (iii) efetuando a transformada integral de Laplace-Carlson [Fryba,
1999], obtém-se a solu¢do modal

N
1

nmc
up(x,t) =f, Z n2[n2(n? — a?)? + 4a2p2?] [nz(n2 — a?)sen (T t) _

j=1

na[n?n? — a?) — 232
_naln’( ) - 28 ]e‘fn“’ntsen(wD.nt) -

(nt -~ p4y2

(2.55)

—2naf (cos(wnt) — e‘fn“’ntsen(wn.nt))] sen (%) ’

onde f, representa 0 maximo deslocamento estatico (quando a carga atua no meio-véo da
viga), a =nc/(Lw,) e f = wp/w;.
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2.4.2. METODO NUMERICO - BREVE REFERENCIA AO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

Segundo Barbero (2001), a utilizacdo de func¢des de carga corresponde a forma mais simples
para se modelar a passagem de uma série de cargas pontuais ao longo do comprimento de
uma barra. Para que estas fun¢des sejam definidas corretamente, € necessario considerar
0S seguintes passos:

() Definir a discretizacao, i.e., 0s nds existentes ao longo da trajetdria percorrida pela carga;

(i) Sendo conhecido o tempo de referéncia t,, que corresponde ao inicio do movimento,
determinar os sucessivos tempos de chegada t;, de cada carga a cada um dos nés, tal
como ilustra a Figura 2.8;

(i) Em funcédo da velocidade de circulacdo da carga v, dos tempos de chegada a cada né
t; e das distancias entre nos, definir as fungdes de carga correspondente a cada no.

Tempot = ¢, Tempot =t,

»> * . - * -

No6 1 No 2 No6 3 No6 1 No6 2 No 3

Tempot = 3

No 1 N6 2 No 3

Figura 2.8 — Tempos de chegada da carga mével a 3 nds consecutivos

O fundamento das fun¢des de carga, consiste em associar a cada né uma percentagem da
carga aplicada num determinado instante. Assim, a carga é distribuida de uma forma
proporcional entre dois nés, verificando-se num determinado né o valor maximo quando a
carga coincide com o mesmo e correspondendo ao valor nulo quando esta coincide com o
no adjacente — ver Fig. 2.9.
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Pk

Ni(x) i

Xk

Xis1

L Lt
Figura 2.9 — Distribuigdo da for¢a nodal no n6 i, provocada pela passagem da carga mével Py .

Para uma viga discretizada em n+ 1 nés, atravessada por uma carga pontual P a uma
velocidade v, como ilustra a Figura 2.10, a funcdo de carga para o né i corresponde a:

( 0 ,paratentret;_; <t <t;
x(t) — x;_
p—~—~2 =1 ,paratentret;_{ <t <t
X; — Xi_
p=¢ it it (2.56)
x(t) — x4
P———— ,paratentret;_; <t <t
Xi = Xi—1
\ 0 ,paratentret;_; <t <t;
p
v

1 2 3 h i-1 i i+1 A n n+1

' X(t)

Figura 2.10 — Viga discretizada em elementos finitos e sujeita a carga movel.

Dado que se trata de um comboio que circula em linha reta e em velocidade de ponta, a
variagao ciclica associada a intensidade da carga deste transporte é suficientemente baixa
para poder ser desprezada (P(t) = P). Deste modo, por simplificacdo, considera-se a carga
P periddica, com velocidade e intensidade constantes, o que resulta num sistema com
funcéo triangular representada pela Figura 2.11.
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Em casos em que a forca aplicada corresponde a uma série de cargas, a funcdo de carga
resultante para um determinado no ira corresponder ao somatério das funcdes de carga
associadas a cada forga P para o n6 em andlise. A consideragdo deste carregamento na
Equacdo (2.38), e consequente resolucdo da equacao diferencial de equilibrio, conduziria a

Carga P+(t)nono 1 Carga P:(t) non6 2
Pi(t) Pa(t)

Carga P:(t)nono 3
Ps(t)

t t: .t

Figura 2.11 — Func@es de carga nos varios nos.

resposta dindmica da barra.
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3. PONTES FERROVIARIAS DE ALTA VELOCIDADE:
COMPORTAMENTO DINAMICO

Ao projetar-se uma ponte ferroviaria de alta velocidade existem trés condi¢bes fundamentais
gue devem ser verificadas: (i) a seguranca estrutural, (ii) a seguranca da via e (iii) o conforto
dos passageiros. Em patrticular, importa garantir que a passagem do comboio ndo induza a
estrutura uma resposta dindmica que possa comprometer essas condi¢coes.

O dimensionamento de pontes ferroviarias de alta velocidade a nivel Europeu, deve ser feito
com base nos Eurocodigos, que se encontram de acordo com a diretiva 96/48/EC de 1996.
Nesta diretiva encontram-se definidos os critérios de interoperabilidade para as redes
europeias de alta velocidade, que deverdo ser aplicados em todos os estados membros da
Unido Europeia a fim de garantir a compatibilidade das respetivas redes de alta velocidade.

A acdo estrutural é regulamentada por via de duas componentes dos Eurocddigos: (i) o
Anexo A2 do Eurocdodigo 0 [EN CEN 1990-A2, 2005] que estabelece algumas bases para o
dimensionamento (e.g., combinacdo de ac¢bes), e (ii) a Parte 2 do Eurocodigo 1 [EN CEN
1991-2, 2003], que fornece os modelos de carga para a analise de pontes ferroviarias —
desta ultima, é particularmente relevante para as pontes de alta velocidade a seccao 6.4,
que diz respeito aos efeitos dindmicos (incluindo a situacdo de ressonancia).

Parte das disposi¢Oes relativas a pontes ferroviarias de alta velocidade resultam da
investigacdo da comisséo de especialistas D214 do ERRI [ERRI D214/RP9, 2001]. Esta
comissdao foi organizada para responder a quatro grandes questdes:

(i) Por que motivo o coeficiente dindmico, pelo qual eram multiplicados os efeitos estéaticos
dos modelos de carga que representavam o trafego ferroviario, ja ndo é suficiente para
cobrir os efeitos dindmicos provocados pela circulagdo dos comboios atuais?

(i) Em que casos, devem ser realizadas andlises dindmicas?
(iif) Como devem ser modeladas as pontes, a via e o comboio?

(iv) Quais os critérios a serem respeitados tendo em vista 0 bom comportamento estrutural
das estruturas (ponte, via e comboio)?
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As disposi¢des regulamentares do Eurocddigos oferecem as “respostas” a essas questdes,
e neste capitulo da tese apresentam-se algumas das disposi¢cbes mais pertinentes para o
problema em estudo.

3.1 COMPORTAMENTO DINAMICO

As acles que atuam numa ponte ferrovidria podem ser de trés tipos principais: (i) as acdes
permanentes, nomeadamente o peso proprio, (i) as a¢bes variaveis, como o0 vento, a
temperatura ou as agdes devidas ao trafego e (iii) e as a¢bes acidentais, como a acdo
sismica. Segundo as normas, o trafego ferroviario impfe a estrutura agdes horizontais e
verticais. As acbes horizontais sédo originadas por: forcas centrifugas, forcas de arranque e
frenagem, forca de lacete e forgas criadas pela resposta combinada entre a estrutura e a
via. No que diz respeito as acdes verticais, estas tém origem nas solicitagcbes exercidas
pelos eixos dos veiculos (transmissao do seu peso a via/estrutura) e por eventual ocorréncia
de descarrilamento.

Os principais fatores que podem influenciar o comportamento dindmico de uma ponte
ferroviaria de alta velocidade séo [Figueiredo, 2007]:

i) A tipologia das cargas mdéveis que circulam na via, que produzem um acréscimo ou
reducéo da carga estatica equivalente;

i) A passagem sucessiva de cargas igualmente espacadas cuja frequéncia ou os seus
multiplos coincidem com a frequéncia da estrutura, podendo originar fenémenos de
ressonancia ou vibragédo excessiva do tabuleiro;

iil) A variacdo de cargas aplicadas a estrutura resultantes de imperfei¢cdes da via, do carril
ou de irregularidades da roda do comboio.

No dimensionamento de uma estrutura os fatores acima referidos, provocados pelas agdes
de trafego, devem ser tidos em conta na determinacdo dos esforcos, deslocamentos
aceleracdes, etc. Sendo que a interacdo veiculo-estrutura e as irregularidades que destes
possam advir sdo analisadas através de modelos especiais que permitem estabelecer o
equilibrio dinamico entre ponte e comboio. O estudo aplicado a interacdo veiculo-estrutura
nao sera abordado na presente dissertacao.

O impacto que os fatores inerentes a via e ao veiculo exibem no comportamento dindmico
torna-se menor a medida que o vao da ponte assume comprimentos maiores. Deste modo,
em pontes cujo vdo apresenta grandes comprimentos, o comportamento dinamico fica de
um modo geral dependente das propriedades da estrutura. Seguidamente sdo abordados os
parametros estruturais que apenas afetam o comportamento dinamico.

22



Pontes Ferroviarias de Alta Velocidade: Comportamento Dindmico

3.1.1. MASSA

A determinacdo da massa distribuida (m), em pontes ferroviarias passa nao s6 pelos
elementos estruturais, como também, pelos elementos ndo estruturais, sendo estes,
passeios, guardas, balastro, travessas, carris, dispositivos de sinalizacao, etc.

A determinacdo da massa de uma ponte tem implicacbes diretas no comportamento
dindmico da estrutura. A relacdo existente entre a frequéncia fundamental e a massa da
estrutura permite concluir que ao serem considerados valores crescentes da massa implica,
necessariamente, a diminuicdo da frequéncia fundamental e vice-versa, desde que a rigidez
da estrutura ndo se altere. O efeito faz-se sentir a nivel da amplificacdo dinamica da ponte,
que assume valores menores a medida que existe um acréscimo da massa. Esta relacédo é
resultado do aumento das forcas de inércia que se opdem diretamente a acdo provocada
pela passagem do comboio.

Deste modo ao projetar-se uma ponte ferroviaria, a amplificagdo dindmica pode ser
manipulada com o aumento a massa dos elementos estruturais, por exemplo o betdo, ou
com o aumento de massa de elementos que tém contribuicdo significativa neste parametro.
O acréscimo de massa na estrutura, quando ndo associado a alteracdo de outros
parametros, pode refletir-se negativamente no custo da estrutura.

De acordo com as normas EN CEN 1991-2 (2003) a analise dinAmica devera ser realizada
tendo em conta dois limites de massa:

i) Subestimacdo da massa, considerando uma espessura minima de balastro e
densidade de balastro limpo, onde se prevé a obtencédo de frequéncias naturais da
estrutura e velocidades de ressonancias mais elevados — permite determinar as
aceleracdes maximas;

i) Superestimacdo da massa, considerando espessura maxima do balastro e peso
volumico saturado correspondente ao balastro sujo, verificando-se nestas condicbes
frequéncias naturais da estrutura e velocidades de ressonancia mais baixas — permite
determinar estimativas conservativas da velocidade de ressonancia.

3.1.2. RIGIDEZ

A rigidez (k), dos elementos tem um efeito direto nas frequéncias préprias da estrutura. O
gue implica, que o acréscimo de rigidez numa estrutura origina, consequentemente, o
aumento das frequéncias préprias e a diminuicdo da amplitude de deslocamentos, o que,
por sua vez, leva ao aumento das velocidades criticas. A nivel da seguranca estrutural o
acréscimo de rigidez € desfavoravel, sendo deste modo orientado pelo EN CEN 1991-2
(2003), o recurso de valores inferiores deste parametro. No entanto a sobrestimagéo da
rigidez implica normalmente o aumento da massa, o que resulta em variagdes insignificantes
a nivel da frequéncia natural de vibracao.

23



Capitulo 3

3.1.8. AMORTECIMENTO

O amortecimento (£), presente em todas as estruturas reais, permite que a energia criada
com a vibracgdo livre ou for¢cada seja dissipada pelos elementos estruturais e ndo estruturais.
Estes elementos, através dos materiais que os constituem ou pelo amortecimento existente
nos apoios e juntas da estrutura, conseguem transmitir da energia do movimento ao solo.

Em situacbes de ressonancia o amortecimento € um pardmetro muito importante na
resposta dindmica, desta forma, o amortecimento a ser considerado no dimensionamento de
uma ponte devera ser estimado com coeréncia de modo a ndo subestimar a resposta
dindmica da ponte em situacfes de ressonancia.

A Figura 3.1, apresenta a variagcdo do amortecimento em funcdo do vao e do betdo que
constitui a ponte, sendo que na Tabela 3.1 encontram-se as expressdes consideradas para
o calculo deste coeficiente.

(=3

9 | ® AVLS
8 o\ /—Eﬂer beams : S:BTP 1
;\3 . / \( X TIFSA
= * x sNcFVRo N
‘2 6 t \ ® — /—|B°'3°| e LREP |
B gl 2% | RN =3 |
g g (;e \l"‘N \‘\r& = (-? . ]_:?:;:r:é?;slomado 1
g 3 7 — \\‘DX)/ x\ . il ‘ 4 Compésitos
< * A__v/ o 2 —
2 = e % ______
| v Ol : .
\“\_‘;-_B:».é_oz_.}__._..—/_/?.\ﬁ_
0 — e
0 10 20 30 40 50 60 70
Vio (m)

Figura 3.1 — Amortecimento em funcdo do véo [ERRI D214, 2001]

Tabela 3.1 — Coeficiente de amortecimento a considerar no dimensionamento de pontes [EN CEN 1991-2, 2003]

Limite inferior do coeficiente de amortecimento

Tipologia da ponte $[%]
L <20m L>=20m
Aco e Compésitos §=05+0.125(20-1) &§=05
Betdo Pré-esforcado &§=1.0+0.07(20 - L) &§=1.0
Betao Armado e “Filler Beam” &§=15+0.07(20- L) &E=15

24



Pontes Ferroviarias de Alta Velocidade: Comportamento Dindmico

O [EN1991-2, 2003] possibilita, em situacées em que o vao é inferior a 30 m, incrementar o
amortecimento ¢ com a parcela 4¢, uma vez que a interac¢ao veiculo/estrutura tende a ser
benéfica ao reduzir as amplitudes maximas de ressonancia. O incremento pode ser
calculado através da Equacdo 3.1, representada graficamente na Figura 3.2.

0.0187L — 0.00064L? o 3.1)
"~ 1—0.0441L — 0.0044L% + 0.000255L3 (%]

A8

0.7

/ L\

/L \

/ \
/ \
.~ AN

L (m)

A&(%)

Figura 3.2 — Representacgéo gréafica do amortecimento adicional 4¢ em fungéo do comprimento do véo L

3.2. CARREGAMENTO FERROVIARIO: CARACTERISTICAS DOS COMBOIOS

De acordo com o EC CEN 1991-2 (2003), a realizagdo da andlise dindmica deve ter por
base os valores correspondentes aos comboios reais que circulam a nivel europeu, como
também, os valores caracteristicos dos 10 comboios que compdem o modelo HSLM (High
Speed Load Model). Os valores dos mesmos séo seguidamente apresentados.

3.2.1. CARREGAMENTO EXERCIDO POR COMBOIOS REAIS

A Figura 3.3 representa o conjunto de comboios que circulam a alta velocidade a nivel
europeu.
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Figura 3.3 — Comboios da rede europeia de alta velocidade: (a) imagem e (b) modelo de carga (dimensdes em
[m]) [Bebiano, 2010]
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Os comboios apresentados na Figura 3.3, podem ser organizados em trés grupos
representados pela Figura 3.4.

i) Comboios convencionais

ii) Comboios articulados

i) Comboios regulares

(a)

(®)

()

o0 OO OO0 OO o0 OO 7
1 —
D dsa dss
OO OO O
— —
D dsa
/
4
o o
—

Figura 3.4 — Grupos de comboios reais: a) Convencional; b) Articulado; c) Regular

3.2.2.

O MODELO DE COMBOIOS UNIVERSAIS HSLM

O modelo de carga HSLM-A é composto por 10 comboios, sendo que cada um deles é
formado por: duas locomotivas; duas carruagens externas e carruagens interiores, conforme

representa a Figura3.5.

Nx(2xP)
4xP 3xP I A | 3xP 4P
Yy yvyy vy vy Yy \A4 \AA A vy
3525 352%

! I 1l 1| | [ 1111 1|
(I LI 1 L I LI L LI
30 110 30 du d' ds: d" ds ds d’ da: d' d= 30 110 3.0
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) Lr

Figura 3.5 — Modelo de carga HSLM-A (parametros em [m])
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O comprimento das carruagens (D), o numero de carruagens intertiores (N) e o
espacamente entre eixos de bogies (d), séo retirados da Tabela. 3.2.

Tabela 3.2 — Caracteristicas dos 10 comboios universais (Al a A10) para o0 modelo de carga HSLM
(adaptacéo de EN CEN 1991-2 (2003))

Sr‘]’:/‘ebros;ol N D (m) d (m) P (kN)
Al 18 18 2 170
A2 17 19 3,5 200
A3 16 20 2 180
A4 15 21 3 190
A5 14 22 2 170
A6 13 23 2 180
A7 13 24 2 190
A8 12 25 2,5 190
A9 11 26 2 210
Al10 11 27 2 210

3.3. RESSONANCIA E SUPRESSAO

Um dos principais problemas que se encontra no dimensionamento de pontes ferroviarias
reside no fendmeno de ressonancia. A ressonancia ocorre quando a frequéncia da acao de
excitacdo é muito proxima da frequéncia natural da estrutura ou dos seus multiplos.

Em pontes ferroviarias a excitacdo provocada pelo conjunto de cargas moveis que
representam o comboio e que caracterizam a acdo periddica pode — para velocidades
suficientemente altas (na gama da alta velocidade ferroviaria) — levar a ocorréncia de
ressonancia. Deste modo o conhecimento das caracteristicas dos comboios, espacamento
de vag0es e bogies, torna-se de elevada relevancia.

Na presenca de ressonancia existe uma amplificacdo da resposta, o que resulta num
aumento crescente da acéo, podendo provocar o colapso da estrutura, Figura 3.6.
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Figura 3.6 — Representacao do efeito de ressonancia numa ponte simplesmente apoiada

Em virtude de estabelecer o equilibrio estrutural de uma ponte torna-se essencial a
presenca de amortecimento. Uma vez que, 0 amortecimento trabalha no sentido de dissipar
a energia proveniente da excitagdo através da diminuicdo gradual da vibragdo. Contudo
existe outro fendbmeno passivel de suceder com a passagem de cargas moveis, denominado
por supressdo. A supressao, representada na Figura 3.7, resulta a favor do equilibrio
estrutural, trata-se de um fendmeno inverso da ressonancia, sendo que na sua presencga
ocorre a anulagdo das frequéncias de excitagado.
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Figura 3.7 — Representacao do efeito de supressdo numa ponte simplesmente apoiada
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3.4.

Os

FATORES QUE DETERMINAM A NECESSIDADE DE REALIZACAO DE UMA
ANALISE DINAMICA

requisitos para determinar a necessidade de realizacdo de uma analise dindmica sao

ilustrados através do fluxograma da Figura 3.8.

INiCIO

Ponte continua
(5)

Estrutura simples
U]

no dentro dos limites
Indicados na figura 2.4
6)

Nas analises Utilizar quadros F1 e F2
dindmicas incluir 2)

os modos de
torgdo e fiexdo

E suficiente
[ considerar apenas
os modos de flexdo
s Nao e negessério.realizar uma
- — - analise dinamica.
E necessario realizar uma analise Em ressondncia, n3o & necessano
dindmica. Calcular a aceleracéo efectuar as verificagbes de acsleracio e
do tabuleiro e p'an etc. fadiga. Efectuar uma andlise estatica e
de acordo com o indicado em utilizar @ de acordo com o indicado em
646 (4) 643(1)P (3)

()
@
(©)
4)
(®)
©)

@)

Valido para pontes simplesmente apoiadas com comportamento semelhante ao de uma viga ou laje sem viés;

As tabelas F1 e F2 e os respectivos limites de validade sdo apresentados no Anexo F;

Devera realizar-se uma analise dindmica caso a velocidade de operagao dos comboios reais iguale uma velocidade de
ressonancia da estrutura. Ver 6.4.6.6 e Anexo F;

®ayn € um coeficiente de amplificagéo dinédmica para comboios reais dado em 6.4.6.5 (3);

Vélido caso a ponte verifique os requisitos em termos de resisténcia e os limites de deformag&o dados no A2.4.4 do ECO
e a maxima aceleracéo nas carruagens (ou os limites de deformagédo associados) corresponda a um nivel de conforto
muito bom de acordo com o EC0-A2;

Para pontes em que a primeira frequéncia natural (n0) se situe dentro dos limites da Figura 2.4 e a velocidade maxima da
linha no local da ponte nédo exceda os 200 km/h, ndo é necessaria a realizagdo de uma analise dinamica;

Para pontes em que a primeira frequéncia natural (n0) exceda o limite superior da Figura 2.4 é necessaria a realiza¢do
de uma anédlise dindmica. Ver também 6.4.6.1.1 (7).
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Na Figura 3.8, V (km/h) representa a velocidade méaxima da linha no local da ponte; L (m) é
0 vao; np (Hz) é a 12 frequéncia natural de vibracéo por flexdo vertical da ponte; nr (Hz)
corresponde a 12 frequéncia natural de vibracdo por torcdo da porte; v, (km/h) é a
velocidade nominal méxima e (V/no)iim S&0 limites indicados no Anexo F da EN 1991-2.

Na Figura 3.9, estdo representados, em funcdo do vao, os limites superiores e inferiores
para a frequéncia fundamental da ponte a que se refere o fluxograma da Figura 3.8.

Analisando o fluxograma da Figura 3.8, é possivel concluir que o estudo de uma ponte
dispensa a analise dindmica para as situacoes:

i) V=<200km/h em pontes continuas, desde que o nivel de conforto dos passageiros seja
cumprido, de acordo com o especificado no anexo A2 da EN 1990;

i) V =< 200km/h em pontes sem continuidade, desde que a 1° frequéncia natural de
vibragédo por flexdo vertical na ponte (n,) esteja dentro dos limites especificados na
Figura 3.9;

i) V > 200km/h em pontes com comportamento equiparado a uma viga ou laje
simplesmente apoiada, com vao (L) superior a 40 m e a 1° frequéncia natural de
vibracdo por flexao vertical na ponte (n,) dentro dos limites da Figura 3.9.

150

100 =
80 £

60

40

ng [Hz]
I
\

1.0 | [N L | L
2 4 6 810 1520 40 60 80100

L [m]

Figura 3.9.- Limites da frequéncia natural da ponte nO (Hz) em fun¢&o do véo L (m)
(adaptado do EN CEN 1991-2 (2003))

Na determinagdo do limite superior da frequéncia (curva (1) da Figura 3.9) foram
considerados os efeitos dindmicos provocados pela irregularidade da via, sendo este limite
definido pela seguinte expressao:
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ny = 94.76L70748 (3.2)

Relativamente ao limite inferior da frequéncia, este encontra-se relacionado com as
amplificagdes dindmicas, sendo dado pela expressao:

80
T<=4m <L<20m

ng = (3.3)

{23.58L-0-592 «20m <L < 100m

Em casos de pontes simplesmente apoiadas, a frequéncia natural de vibragcdo por flexao
vertical pode ser estimada através da seguinte expressao:

17.75
n =
0 \/5—0
onde §, representa o deslocamento a meio-vao devido ao peso proprio do tabuleiro.

Note-se que esta expressdo constitui uma forma transformada (equivalente) da
Equacédo 2.36 (paran = 1).

34)

3.4.1. FATOR DINAMICO ¢

O fator dindmico @ representa uma combinagao de calculos realizados num conjunto de
pontes e elementos estruturais reais, tendo como objetivo a compreensdao do
comportamento dindmico resultante do trafego ferroviario.

Este coeficiente de calculo afeta os efeitos estaticos provocados pelos modelos de carga
LM71, SW/0 e SW/2, tendo em conta a amplificacdo dinAmica das tensbes e dos efeitos
vibratérios da estrutura. No entanto os fendbmenos de ressonancia nao estdo cobertos por
este fator. Nestes casos, para que os efeitos sejam avaliados corretamente, a analise
dindmica deve ser realizada.

Em funcdo da qualidade de manutencdo da via sdo geralmente utilizados dois factores
dindmicos- ®, ou @3, sendo as suas expressoes:
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i) Vias com boa manutencéo:

1.44

$, = ——+0.82 com 1.00 £ ¢, < 1.67 (3.5)
JLe — 0.2
i) Vias com manuteng&o normal:
2.16
P33 = ——+0.73 com 1.00 < &3 < 2.00 (3.6)

JLo — 0.2

Sendo Ly(M) o comprimento determinante do elemento estrutural em estudo (Tabela 6.2 da
EN 1991-2). Em situacdes onde a qualidade da via ndo é especificada, devera ser utilizado
o fator dindmico ;.

33



Capitulo 3

34



4. METODO DA DECOMPOSICAO DA EXCITAGAO EM
RESSONANCIA (DER)

4.1. GENERALIDADES

A resposta dindmica de uma ponte, provocada pela passagem de um comboio, pode ser
estimada através de diversas metodologias: analiticas; numéricas; simplificadas e empiricas.
Na presente dissertacdo, é utilizado o Método da Decomposicdo da Excitacdo em
Ressonéancia (DER), desenvolvido pela comissdo de Especialistas D214 do ERRI [ERRI
D214/RP9, 2001]. Refira-se que existe um outro método — o Método da Linha de Influéncia
Residual (LIR) — bastante semelhante.

Tendo em conta os fundamentos dos métodos, a aplicacdo do DER limita-se a pontes
isostaticas com comportamento semelhante ao da viga simplesmente apoiada, onde os
efeitos de torcdo podem ser desprezados. Refira-se que este método ndo tem em conta
fendmenos como a interacdo via-comboio.

Os métodos simplificados (DER e LIR) apresentam resultados de elevada precisao
relativamente & zona de ressonancia, estes métodos tém por base a solucdo analitica da
passagem de comboios em vigas simplesmente apoiadas e tém uma forte expressédo na
determinacgdo da agressividade dindmica provocada pela passagem do comboio, designada
por assinatura dindmica.

A metodologia simplificada permite salvaguardar o critério de interoperabilidade exigido em
ERRI, pois segundo Barbero (2001), possibilita definir a envolvente de agressividade
dindmica dos varios comboios que circulam a nivel Europeu, o que permite definir o intervalo
de interoperabilidade entre as redes ferroviarias. Tornando-se possivel projetar estruturas
com um bom comportamento em servigo ndo sé para 0os comboios inicialmente projetados,
como também, para comboios futuros, desde que a assinatura dindmica ndo seja
ultrapassada.
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4.2. FORMULAGAO MATEMATICA

Com o método da Decomposi¢do da Excitacdo em Ressonancia, a resposta dindmica da
estrutura é obtida tendo em conta, somente, 0 1° modo de vibracdo de flexdo vertical da

estrutura. A formulagcdo do método DER envolve os seguintes passos:

i) Restringir o sistema a 1 grau de liberdade

A reducdo do sistema a 1 grau de liberdade é representada pela Figura 4.1.

K* c*
px.t) l l I
I — "
—1Y(t
y(x.t) Y(t) “
F*(t)
Sistema Global Sistema de 1GL

Figura 4.1 — Equivaléncia entre o sistema real e um sistema ideal de 1 grau de liberdade

O equilibrio dindmico para esta condicdo passa a ser escrito através da expressao (uma

forma alternativa de escrever a Equacéo (2.41)):

M f(t)+ C'f(D) + K*f(t) = F*, (4.1)

sendo que M*, C*,K*, F* representam respetivamente a massa, 0 amortecimento, a rigidez e
as forcas generalizadas do sistema. De acordo com Clough e Penzien (1979), através do

principio dos trabalhos virtuais ou do principio de Hamilton é possivel obter-se

L
; L
m
M* = fmﬁ(x)dx == (4.2)
L
2
L
H d?u(x) 4E1
u(x T
* = = (4.3)
K jLE1< — >dx TR
2
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L
2

F*(t) = fp(x, t)u(x)dx. (4.4)
L

2

A eg. (4.1) pode igualmente escrever-se na forma

. . F*(t
FO) + 2%a0f @) + w3 = 2, 43
onde
w, - frequéncia natural angular do sistema
& — coeficiente de amortecimento
sendo dados pelas expressdes
K*
= [— (4.6)
Wy M- ,
C*
£ = ) (4.7)
2M*wg

Para sistemas amortecidos temos que

a)a = (1)0\/ 1 - %’2 ) (48)

no entanto, em situagdes em que o sistema € pouco amortecido é possivel considerar que
w, = wy. A solugdo da Equacdo (4.5) é obtida através do somatério da solucdo homogénea
e a solucéo particular

u(t) = up(t) +u,(t), (4.9)
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a solucdo homogénea é dada por (A e B sdo constantes que traduzem as condi¢des iniciais
do problema)

up () = e $@ot[Asen(wyt) + Beos(wgt)]. (4.10)

A obtencéo da solugdo particular é seguidamente descrita.

ii) Decompor a excitacdo exercida pelo comboio em série de Fourier;

Para que seja possivel descrever a forca generalizada em série de Fourier, € necessario
considerar que excitacdo exercida pelo comboio pode ser representada por uma funcdo
periddica de periodo T, que corresponde ao tempo necessario para que o comboio
atravesse a ponte. Deste modo a for¢ca generalizada em série de Fourier resulta em

oo
F*(t) = ay + Z a, cos(nwt) + b,sen(nwt), (4.11)
n=1
onae
w — frequéncia,

a, e b, — amplitude das forcas sinusoidais,

sdo dados por

2
w=" (4.12)
T
2L N-1
N — Py, (4.13)
o (L +xy-1) RZO K
Lnw N—-1
w3
L > x cos(nwty), (4.14)
nw

n = (L + xy_1) 1— (_) e
v

41, cos (—an) N-1
b, = 2v > Z Py sen(nwty,) . (4.15)
(L + xy_1) 1— (Lna) e~
TV
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Desta forma, a solucdo particular resulta da sobreposicdo das n respostas individuais,
expressa através da equacao

a, 1 = apcos(nwt — ay) b,sen(nwt — a;,)
u,(t) =+ Z + (4.16)
k* K ne1 LV (1 —12) + (28> Ja- %) + (281,)?
onde segundo Clough e Penzien (1979)
2
a, = arctg (1 _5212> , (4.17)
n
nw
@ (4.18)
T oo

Assim, o deslocamento a meio vao de um sistema pode ser expresso através do somatorio,
das equacdes (4.10) e (4.16), que corresponde a solucéo geral de equilibrio dindmico

u(t) = e @t [Asen(wyt) + Beos(wyt)] +

(4.19)

ao 4 1 i a,cos(nwt — ay) b,sen(nwt — a,)
K* K*
n=1

VA= 12) + (28m,)? * JA =12+ &2’

onde

1 oo
A=— Z b
K* (ao + ”) (4.20)
n=1
1 [0.0)
B=-— 7= | Qo + Z TpQn (4.21)
n=1
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Assumindo as condi¢@es iniciais nulas, obtém-se

u(t) = e ¥t [Asen(wyt) + Bcos(wot)] +
(4.22)

a, 1 - a,21,& + b, (1 — 1,,2) a,(1 —1,%) — b, 21,
—+ = E cos(nwt)| ,
K* K* 4

n=

=22 + @en)? "D T e e

Para obter a aceleracdo a meio vdo é necessério derivar duas vezes a expressao (4.22),
resultando

ii(t) = —wie @t [Asen(wyt) + Bcos(wyt)] —

(4.23)

cos(nwt)| ,

1 N an2m§ + bn(l B rnz) an(l B rnz) — by 21,8
F;(nw)z A7 + @n? MO T A 22

iii) Isolar o termo que representa a ressonancia;

O método DER considera que a aceleracdo pode ser representada, somente, pelo termo da
série de Fourier correspondente a ressonancia. Para que tal se verifique é necessario

garantir que nw = w,, logo

nw
T, = w_o =1, (4.24)
o que levaa
w% oL cos (LZ(I:;()) N-1
u(t) = |- sen(wgyt) Z Py, cos(wyty)
EK* (L + Xy_1) 1_(ﬂ2( ’ K=0 ’
v
vt (4.25)
+ cos(wgt) Pksen(wotk)> (1 —e=%@ot)
k=0
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Como simplificacéo

N-1

Cp = P.cos(wyty)
k=0
N-1

Sy = Pi.sen(wyty)
k=0

sendo que

Cpcos(woty) + Spsen(woty) = /Cﬁ + SZsen(woty — @)

Reescrevendo a equacgéao (4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

w3 2L cos (%)
i(t) = v ’Crzl + SZsen(woty — @) |[ (1 — e~$@ot) (4.29)

K (Lt aney) | (ke

iv)  Eliminar o fator tempo;

A eliminacao do fator tempo é alcangada tendo em consideracgdo as seguintes condi¢cdes

/C,Zl + SZsen(woty — @) < /C% + 52

X'N_1+L

1_3-5000’?51_3_6(”0( v )

Deste modo é possivel definir o comprimento de onda de excita¢do, 4, como

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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levando a relacdo

|
|

2 | cos (B L Ir 2mx = 2mx
() | [ e 59 + (B3|

(1 o= 1+L) (4.34)
— e

a relacdo pode ser simplificada, reduzindo o segundo termo ao produto de trés fatores

i < C,A (—) GO (4.35)
onde
C, — representa um fator constante
L . . .
A (5) — representa a linha de influencia

G (1) — representa o espectro devido a passagem do comboio

em que

¢, = <8I7Zlcz)> _ % (4.36)
A(ﬁ) _ ﬁ 437)
S (CO
L [ - 271X, 271Xy, 2]
GA) = m <Z Pkcos( )) (Z Pksen< 7l )) X
| ] (4.38)

X +L
x(l i i )
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Uma vez que o fator G(1) representa a excitagdo do comboio e a resposta da ponte em
ressonancia, considera-se desprezavel o contributo do vado da ponte (L) face ao
comprimento do comboio. Deste modo o fator (G(4)) passa a depender somente das
caracteristicas do comboio e do amortecimento estrutural, reescrevendo-se (4.38), obtém-se

v)  Considerar a existéncia de sub-comboios.

Atendendo a expresséo dada para o calculo de G(1) em (4.39), a resposta dindmica ocorre
quando o comboio atravessa na sua totalidade a ponte. No entanto existem situacoes em
gue as aceleragbes maximas sdo atingidas durante a passagem do comboio pela ponte.
Deste modo, para colmatar esta lacuna do método DER, introduz-se o conceito de sub-
comboio Figura 4.1, passando a ser considerado o espectro dos comboios como o valor
méximo obtido do conjunto de sub-comboios, cujo calculo se pode efetuar com a Equagéo
(4.40).

™~ : PR
I i

Sub=Comhboig 1 Sub-Comboia 2

L P L _IT\\ LTI Y _|T\
v v o+ v v # # v

Sub-Comboio k+1 Sub-Comboio W

Figura 4.2 — llustrag&o do conceito de sub-comboio [Ribeiro, 2004]

[
I
I

qum”%(fmmﬁm)(zwmﬁﬂﬂx
X (1 —e ’31_1)

(4.40)
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5. ANALISE DINAMICA DO VIADUTO DE EL GENIL

Neste capitulo faz-se um breve estudo do comportamento dindmico do viaduto de El Genil,
sendo os resultados comparados com os reportados em Bebiano (2010). Serd também
investigada a influéncia (i) do espacamento entre eixos do comboio e (i) de diferentes
valores do amortecimento estrutural.

5.1. CARACTERIZAGCAO DA ESTRUTURA

O viaduto de El Genil localiza-se no tramo Ill da linha ferroviaria de alta velocidade que
estabelece a ligacao Cordoba-Malaga, em Espanha. O viaduto apresenta um tabuleiro com
um desenvolvimento de 322 m, constituido por sete vigas simplesmente apoiadas, com 46
m de comprimento, como mostra a Figura 5.1.

. 32200 ‘

E1 46.00 P1 46.00 P2 46.00 P3 46.00 P4 46.00 P3 46,00 Pé 46.00 E2

[m]

Figura 5.1 — Representacao do perfil longitudinal do viaduto del Genil

O tabuleiro apresenta seccéo transversal em forma de caixdo unicelular de betdo armado
pré-esforgado, representada na Figura 5.2, e apresentam caracteristicas geométricas e
mecéanicas idénticas, sendo as propriedades mecanicas do betdo E = 36,3GPa, v =0,2,
p = 2,5ton/m3. Em termos do coeficiente de amortecimento considerou-se & =2%. O
viaduto inclui duas vias ferroviarias, sendo que o tabuleiro tem 14m de largura, 3,80m de
altura e uma distancia entre os eixos das vias de 4,70m.
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14,00

r 4.70

Figura 5.2 — Representagéo do perfil transversal do viaduto de El Genil

Tendo em conta as caracteristicas da seccado transversal, sdo obtidos os valores para as
propriedades geométricas de massa apresentados na Tabela 5.1. Sendo que a massa por
metro linear (m), assume o valor de 39,94 ton/m, que corresponde ao resultado da soma
dos massa dos elementos estruturais, onde a armadura e 0s respetivos vazios necessarios
a sua introducdo ndo sao contabilizados (pA = 26.25ton/m), e dos elementos nao
estruturais, tais como o balastro, guarda balastro, travessas e via, guarda de segurancga,
catenaria, passeios e condutas de cabos, que contribuem com 13,69 ton/m.

Tabela 5.1 — Caracteristicas geométricas e mecéanicas relevantes da sec¢éo transversal do viaduto de El Genil

A 1z m
(m?) (m*) (ton/m)
10,50 21,03 39,94
5.2. ANALISE DE VIBRACAO

A andlise de vibracdo do viaduto del Genil, que conduz a determinacdo das suas
frequéncias e respetivos modos naturais de vibracdo, é efetuada com recurso a teoria
exposta em 2.2.2.1. Na Tabela 5.2 apresentam-se os valores da 5 primeiras frequéncias
naturais de vibracdo, obtidas por via (i) da aplicacdo da eq. (2.36) e (ii) reportados por
Bebiano (2010), com recurso a um modelo da Teoria Generalizada de Vigas (GBT) — neste
ultimo caso, os valores dizem respeito a analises restritas a vibracdes por flexao (i.e., ndo

sdo incluidos os modos de tor¢cdo, nem os modos locais/distorcionais).
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Tabela 5.2 — As 5 primeiras frequéncias naturais do viaduto del Genil

y FREQUENCIA FREQUENCIA
MODO DE VIBRACAO NATURAL @ NATURAL @
A FLEXAO SIMPLES 5 (%)
(Hz)
10 3,25 3,30 -1,65
20 12,98 13,05 -0,52
30 29,21 28,75 1,60
40 51,93 49,71 4,46
50 81,14 73,91 9,78

(1) - Frequéncia natural obtida de forma analitica através da Equacéo (2.36)
(2) —Frequéncia natural obtida através da GBT por Bebiano (2010)

Comparando os resultados fornecidos pela Equagéo (2.36) e os valores obtidos por Bebiano
(2010), constata-se que a discrepancia é (i) razoavelmente baixa para os 3 primeiros modos
de vibracdo (6§ < 2%) mas (ii) significativa para os 2 ultimos. Esta diferenca, que aumenta
com a ordem do modo, pode estar relacionada com o facto de a formulacdo da GBT incluir o
efeito da inércia de rotacdo da secc¢édo, enquanto a formulacéo subjacente a Equacao (2.36)
apenas contabiliza o movimento de translacéo da seccao a flexao.

Contudo, tendo em conta que a aplicacdo do método DER tem como pressuposto a
obtencdo da resposta dindmica da estrutura somente com o 1° modo de vibragéo a flexdo
vertical (como se viu em 4.2), torna-se possivel assegurar a validade de aplicacdo do
método uma vez que se verifica uma diferenca menor que 3%, em relagdo ao método GBT
validado pelo trabalho de Bebiano (2010).

5.3. ANALISE DINAMICA
5.3.1. RESPOSTA A COMBOIOS UNIVERSAIS DO MODELO HSLM-A

O tabuleiro anteriormente descrito foi analisado com recurso ao método da Decomposicéo
da Excitacdo em Ressonancia (DER) - Anexo, tendo sido obtidos os resultados
representados através dos Graficos. 5.1 e 5.2, que representam respetivamente, os efeitos
dindmicos a nivel de descolamentos (dn.x) € aceleracdes (ama) NO Meio-vao, resultantes da
passagem dos 10 comboios universais HSLM A1-A10.
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7,0

d oy (Mm)

1,0 A10
Envolvente

0,0
50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0

V (km/h)

Gréfico 5.1 — Resposta do tabuleiro a passagem dos comboios universais do modelo HSLM: dmax vs V

2,00
1,50 A Al
— 7D
_ s A3
%, j — A\
e 1,00 —AS
s‘% s \ G
< s A7
e A8
0,50 A9
s A10
= Fnvolvente
0,00
50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0

V (km/h)
Grafico 5.2 — Resposta do tabuleiro & passagem dos comboios universais do modelo HSLM: anax vs V

Tal como em Bebiano (2010) o comboio universal HSLM - A7 assume os valores maximos
tanto a nivel de deslocamentos como a nivel de acelerac¢des, sendo o resultado da analise
dinamica para este comboio apresentando isoladamente através dos Graficos 5.3 e 5.4, que
representam respetivamente os deslocamentos e aceleracdes maximos para uma gama de
velocidades que varia entre os 50 e os 350 km/h.
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2,00
1,00
0,00

50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0
V (km/h)

Gréfico 5.3 — Resposta do tabuleiro a passagem do comboio HSLM-A7: dmax Vs V

1,80
1,60

1,40

50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0
V (km/h)

Gréfico 5.4 — Resposta do tabuleiro a passagem do comboio HSLM-A7: amax vs V

Na Tabela 5.3, estabelece-se a comparacdo entre os resultados maximos referentes (i) a
velocidade de ressonancia (V,..), (ii) ao deslocamento e (iii) a aceleracdo maximos obtidos e
os reportados em Bebiano (2010).
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Tabela 5.3 - HSLM — A7 d ;41 € Qmax (COMparacdo com GBT [Bebiano, 2010])

DER GBT [Bebiano, 2010] 5 (%)
Vies [km/h] 279,2 285 —-2,0%
Amax [mm] 5,74 6,9 ~-16,8%
Amax [M/5?] 1,55 2,13 -27,3%

Observa-se que, embora haja um bom acordo entre as duas estimativas da velocidade de
ressonancia, os valores da resposta dindmica obtidos com a aplicagdo do método DER
apresentam-se significativamente abaixo dos obtidos através da andlise GBT realizada por
Bebiano (2010). Tal diferenga, um pouco surpreendente, pode em parte ser explicada pelo
facto de o método da GBT, baseado no principio da sobreposi¢cdo modal, considerar os
modos de vibrag&do de ordem superior.

5.3.2. RESPOSTA A COMBOIOS REAIS

Foi também obtida a resposta dinAmica para a passagem de 7 comboios reais: ETR-Y,
ICE2, Virgin, Eurostar, TGV, Talgo e Thalys 2. A resposta, novamente em termos de dnax €
amax, € apresentada nos Gréficos 5.5 e 5.6.
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d;.x (mm)

Apmax (M/s?)

6,0

1,0

0,0

50,0

1,60
1,40
1,20
1,00
0,80
0,60
0,40
0,20

0,00

100,0 150,0 200,0 250,0 300,0

V (km/h)

e ETR-Y

e |CE2

s \[|IRGIN

= EUROSTAR
e TGV

s THALYS 2
e TALGO
Envolvente

350,0

Gréfico 5.5 — Resposta do tabuleiro a passagem dos comboios reais: dmax Vs V

e ETR-Y
ICE2

100,0 150,0 200,0 250,0 300,0

V (km/h)

e \/IRGIN
== EUROSTAR
—TGV

e THALYS 2
e TALGO

e Envolvente

350,0

Gréfico 5.6 — Resposta do tabuleiro a passagem dos comboios reais: amax Vs V

Como se pode ver, os valores maximos de deslocamento e aceleragdo, sdo atingidos para o
comboio Virgin, a uma velocidade de ressonancia V;..; = 278.1 km/h valor que estad em boa
concordancia com o que foi obtido por Bebiano (2010), 271km/h. Na Tabela 5.4 faz-se a
comparacdo com os valores obtidos para o comboio HSLM — A7.
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Tabela 5.4 — Comparacao entre as respostas dindmicas obtidas para os comboios HSLM-A7 e Virgin

Virgin HSLM-A7 5 (%)
Vs [km/h] 2781 279,2 —0,4%
dmax [mm] 5,18 5,74 ~10,9%
Amax [M/5%] 1,40 1,55 —10,6%

Ao comparar os valores representados nos Gréficos 5.7 e 5.8 e os valores da Tabela 5.4,
gue representam os valores maximos do conjunto dos comboios universais e reais, HSLM-
A7 e Virgin, é possivel concluir que os deslocamentos e aceleragbes do HSLM-A7
apresentam valores, maioritariamente, superiores ao comboio Virgin, pelo que seria este o

“comboio critico” a considerar no dimensionamento do tabuleiro.
7,0
6,0
5,0

4,0
—A7

d, .y (Mm)

3,0 —\/irgin
2,0
1,0

0,0
50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0

V (km/h)

Gréfico 5.7 — Comparacao entre as respostas para os comboios HSLM-A7 e Virgin: dmax
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1,80
1,60
1,40
1,20
1,00

— A7
0,80

Apax (M/$?)

0,60 —\/irgin
0,40
0,20

0,00
50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0

V (km/h)

Gréfico 5.8 — Comparagédo entre as respostas para os comboios HSLM-A7 e Virgin: amax

No entanto no que diz respeito aos deslocamentos, no intervalo de 250 a 300 km/h, os
valores de ambos chegam a coincidir. J& em relacao as acelera¢cdes maximas os valores
obtidos na analise dindmica do comboio real comboio Virgin ultrapassam os resultados do
HSLM-A7 nas velocidades entre os 250-275 km/h e 280-300 km/h.

5.4. INVESTIGACAO COMPLEMENTAR

Na seccao anterior fez-se uma analise dindmica “habitual” do tabuleiro, considerando os
parametros mecanicos e geométricos da ponte e o0s comboios preconizados pela
regulamentacdo. Nesta seccao, faz-se um pequeno estudo que se situa mais no ambito da
investigacdo, analisando a evolugédo da resposta do viaduto de El Genil com a variagdo de
dois parametros: (i) o espagamento entre eixos do comboio, para um comboio ficticio de
eixos igualmente espacados e (ii) o coeficiente de amortecimento da estrutura.

5.4.1. INFLUENCIA DO ESPACAMENTO DE EIXOS

Com o objetivo de avaliar as implicacfes do espacamento regular na resposta critica do
viaduto, considerou-se um comboio ficticio com 100 eixos igualmente espacados de D, que
se fez variar entre 10 m,14 m,18 m,... sucessivamente, adicionando sempre 4 m até ao
espacamento de D = 50 m — ver Figura 5.3. A carga por cada eixo foi tida como uniforme, e
igual a 100KN.
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p— A

Figura 5.3 — Esquema do modelo do comboio com eixos uniformemente espagados.

O estudo inerente ao espacamento regular foi desenvolvido com a folha de célculo
desenvolvida para as analises realizadas em 5.3.1 e 5.3.2, com a diferenc¢a da utilizacdo do
pardmetro que representa a resposta estatica — ou seja, 0s resultados apresentados nos
gréaficos traduzem apenas a parcela dindmica da resposta.

A resposta dindmica a passagem do referido comboio é apresentada nos Graficos. 5.9 e
5.10.

2,5
—10
2,0 14
,\ —18
= 1s } —_—22
£ 26
“é l e 30
° 10 | A 34
/ e 38
0,5 /| 42
K\ [\ 2= -
0,0 MM/' ‘\ Ax | ' >0

50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0

V (km/h)

Gréfico 5.9 — Resposta dindmica a passagem do comboio de eixos igualmente espacados: dmax-
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Grafico 5.10 — Resposta dinamica a passagem do comboio de eixos igualmente espacados: amax.

Analisando os resultados da aplicacdo do conjunto de cargas méveis igualmente espacadas
verifica-se com clara evidencia que o comboio cujo espagamento regular € igual a D =
22 m, representa os valores maximos de deslocamentos e aceleracdes para a gama de
comboios em estudo, sendo que atinge o deslocamento e aceleracdo maximos de d,,q =
2.07mm e a,, = 0.86 m/s?, a uma velocidade de ressonancia de V.., = 257.0 km/h.

z

No entanto é notério que o comboio D = 26 m também produz uma resposta dinamica
relevante, o que levou a uma estudo direcionado ao intervalo de espacamentos entre
D = 22m e D = 26m, considerou-se assim o comboio com espagamento regular cuja
distancia entre eixos é igual a D = 23 m, obtendo-se os resultados dos Graficos 5.11 e 5.12.
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Gréfico 5.11 — Resposta dinamica a passagem do comboio regular com D = 22 m,23 m e 26m: dmax.
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Gréfico 5.12 — Resposta dinamica a passagem do comboio regular com D = 22m, 23m e 26m: amax
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Com a andlise dos Gréficos 5.11 e 5.12 é possivel verificar que o espacamento D = 23 m,
gera para a velocidade de ressonancia V,., = 268.7 km/h, 0s valores mais elevados de
deslocamento e aceleragcdo, comparativamente com D = 22m e D = 26 m, acontecendo
para o espagcamento D = 23m, dygx = 2.26 mm € gy, = 0.94 m/s?,

Com este estudo é possivel concluir que, para a mesma situacao de carga, 0 espacamento
entre eixos que se revela como o critico, i.e, 0 espacamento com o qual se atinge 0s
méaximos valores de deslocamento e aceleracdo, sera igual a D.,; = L/2. Nas condi¢bes do
viaduto El Genil, sendo o L de cada viga igual a 46m, 0 espacamento critico entre 0s eixos
do comboio é de 23m.

5.4.2. INFLUENCIA DO AMORTECIMENTO

O amortecimento é um fator com significativa grande influéncia na resposta dindmica de
uma estrutura, sobretudo numa situacdo de ressonancia. Para realizar o estudo do
comportamento dindmico no viaduto El Genil face a variacdo de amortecimento, considerou-
se o comboio critico HSLM—A7, fazendo-se variar o coeficiente de amortecimento (¢), no
intervalo de 0% a 5%.

Deste estudo resultam os Gréficos 5.13 e 5.14, que representam o deslocamento e
aceleracdo maximos, respetivamente. Observa-se que, como esperado, a reducdo do
coeficiente de amortecimento proporciona um aumento significativo (ndo proporcional) em
relacdo aos maximos atingidos tanto a nivel de deslocamento como a nivel de aceleracdo —
€ de notar que, na zona do pico de ressonéancia, o grafico se assemelha muito ao da Fig.
2.5, relativo a ressonéncia devida a um carregamento harmaonico.

8,0

7, ,\

v A\
' / /\\ —0.02

5,0

4,0 //A\ 0.03

3,0

2,0 .—-QAAAﬁ ——0.04
1,0 0.05
0,0

0.01

Aoy (mm)

50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0 350,0
V (km/h)

Gréfico 5.13 — Influéncia do fator de amortecimento () na resposta ao comboio HSLM-A7: dmax-

57



Capitulo 5
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Gréfico 5.14 — Influéncia do fator de amortecimento () na resposta ao comboio HSLM-A7: amax.

A realizacdo deste estudo pretendia verificar também os valores atingidos na analise
dindmica, com a aplicacdo do método DER, considerando amortecimento nulo (¢ = 0), uma
vez que a inexisténcia de amortecimento conduz a respostas “cruas” por parte da estrutura.
Contudo verifica-se que as férmulas do método DER nao permitem a consideragéo exata de
& = 0 %. Em alternativa considerou-se & = 178 %, que permitiu desenvolver o Gréficos 5.15 e
5.16, onde se obtém valores de deslocamento e aceleragcdo com uma amplificacdo na
ordem dos 46.2 e 56.9%, respetivamente, quando comparados com os resultados obtidos

em 5.3.1.

ol

0,0

50,0 100,0 150,0 200,0 250,0 300,0
V (km/h)

350,0

Gréfico 5.15 — Resposta ao comboio HSLM-A7 para amortecimento nulo (¢ = 0): dmax-
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Gréfico 5.16 — Resposta ao comboio HSLM-A7 para amortecimento nulo (¢ = 0): amax-
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6. CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS

Neste capitulo apresentam-se algumas consideragdes finais sobre o trabalho apresentado
bem como alguns possiveis desenvolvimentos futuros.

6.1. CONCLUSOES

A elaboracado da presente Dissertacdo permitiu adquirir alguns conhecimentos Uteis relativos
ao comportamento estrutural de uma ponte sujeita a trafego ferroviario de alta velocidade.
Em particular, a andlise dindmica de uma ponte ferroviaria de alta velocidade deve ser
realizada com especial atencéo a possibilidade de ocorréncia do fendmeno de ressonancia,
passivel de ocorrer devido a periodicidade implicita na solicitag&o.

ApOs se expor a teoria subjacente, aplicou-se o Método da Decomposicdo da Excitacdo em
Ressonéancia (DER) para analisar o comportamento dinamico do viaduto de El Genil, em
Espanha. Os parédmetros de analise foram os maximos deslocamentos e aceleragbes, a
meio vao, para uma gama abrangente de velocidades de circulacdo dos comboios — onde
estes incluiram comboios reais e comboios universais do modelo HSLM-A. Concluiu-se que
o comboio critico é o HSLM-A7, que causa 0s maiores valores da resposta dinAmica para a
velocidade de ressonancia de 279.2km/h.

A comparacdo dos resultados obtidos com os reportados em Bebiano (2010), obtidos com
recurso a Teoria Generalizada de Vigas, resultou (i) muito boa em termos dos valores das
velocidades de ressonéncia e dos andamentos gerais das curvas (dmax-V € amax-V) € suas
envolventes mas (ii) significativamente inferior em termos dos valores de pico da resposta. A
explicacdo para esta discrepéncia pode estar relacionada com as simplificagbes envolvidas
na formulagdo do método DER, em particular no facto de este apenas considerar a
contribuicdo do modo fundamental de vibracéo para a resposta.

Finalmente, fizeram-se dois estudos paramétricos, para investigar o efeito (i) do espacamento
dos eixos e (i) do amortecimento na resposta dindmica da ponte. No primeiro caso,
concluiu-se que a maior resposta se da para um espacamento de D = 23m = L/2, ou seja,
metade do véo do tabuleiro. No segundo caso, verificou-se que, como bem conhecido, o
pico de ressonancia aumenta com a reducdo de ¢ — o resultado para é = 0 teve de ser
obtido de forma aproximada, pois essa condi¢do ndo é aceitavel pelas féormulas do DER.
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6.2. DESENVOLVIMENTOS FUTUROS
Possiveis desenvolvimentos futuros, incidindo sobre o mesmo tabuleiro, incluem p.e.:

(i) Analise com recurso a modelos estruturais mais sofisticados, nomeadamente
elementos finitos de barra/grelna ou de casca — enquanto 0s primeiros permitem
estimar o efeito da tor¢do, os segundos permitem também contabilizar o efeito das
eventuais deformacdes locais e distorcionais das paredes do tabuleiro.

(i) Andlise considerando a interacdo entre o veiculo e a estrutura.

(iiiy Aquisicdo de resultados experimentais do viaduto construido, e comparagdo com as
estimativas tedricas baseadas em modelos estruturais.
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ANEXO

ANALISE DINAMICA

METODO DA DECOMPOSICAO DA EXCITACAO EM RESSOANCIA
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ANALISE DINAMICA

METODO DA DECOMPOSICAO DA EXCITACAO EM RESSOANCIA

Calculo do fator constante C;:

m (ton/m) 39,94

El (kN/m®) | 7,63E+08

- (Sﬂfoz> _ 4 L (m) 46
m* 918,62

K* 381981,1

@’ (rad/s) 20,39

fP(1/s) |3,245437

\ C: (kg'm™) |0,031879 \

Célculo funcdo que traduz a linha de influéncia A(L/A):

-l (%)

A (2/1—L)2 ~1 L (m) 46

2(m) L/A A(L/A)
4 11,500 6,03272E-18
4,1 11,220| 0,001535272
4,2 10,952 | 0,002065147
4,3 10,698 | 0,001273881
4,4 10,455| 0,000326268
o 0 o
29,8 1,544 | 0,016014428
29,9 1,538 | 0,014235289
30 1,533 | 0,012437284
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Caracteristicas do comboio HSLM - A7:
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A7

N 13
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14,000
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235,763
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305,763
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Py (kN)
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190
190



Andlise Dinamica do Viaduto de El Genil

Célculo do factor que traduz a excitacao devida ao comboio e a resposta da ponte em

ressonancia, designado por espectro do comboio (G):

a; (kN)

k 1] 2 3 4] 5 36 37 38 39 40
A(m)

4 190] -3,49E-14 -190| -1,40e-13| 128,9721 8,10E-12| 128,9721] 139,5213| -128,972] -139,521
4,1 190 -21,7899| -163,318| 115,1828| 189,8606 181,1453| 71,02524| -183,208| 29,00336| 183,2082
4,2 190| 42,279 95| 181,5588| 144,0146 14,19872| -152,874| -759795| 174,1468| -112,826
43 190| -61,3473| -6,93918| 181,9441| 27,66422 86,876| -189,873| 67,87387| 2,14E-12| -179,824
4, 0| -172,83| 172,8301| -143,592| -163,403 -172,83| 20,31007| 163,4027| -163,403| 156,0699
29,8 190] 153,2409] -186,589| -171,678] -71,3197 -110,705| 22,97845] 130,0347| 13,0095] -101,57
29,9 190| 153,4782| -186,226| -172,641| -73:861 147,385 -27,8479| 88,2974| 64,56678| -53,1808
30 190| 153,7132| -185,848| -173,574| -76,3701 -173,574| -76,3701| 40,47577| 110,8728| -0,99483
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b; (kN)
k 1 l 2 3 4 5 36 37 38 39 40
A (m)
4 0 -190 1,63E-13 190| 139,5213 190| 139,5213 -128,972 -139,521| 128,9721
4,1 0 -188,746| 97,09355| 151,1056| 7,277519 -57,3269 -176,225 -50,3465| 187,7733 -50,3465
4,2 0 -185,236| 164,5448| 56,00348 -123,935 -189,469 -112,826| 174,1468 -75,9795 -152,874
4,3 0 -179,824 | 189,8732 -54,7388 -187,975 -168,975| 6,939184 | 177,4631 -190| 61,34728
4,4 0 -172,83| 172,8301 -143,592 -163,403 -172,83| 20,31007| 163,4027 -163,403| 156,0699
29,8 0| 112,3264| 35,83853 -81,4052 -176,107 -154,417 -188,605 -138,531| 189,5541| 160,5724
29,9 0 112,002 | 37,67883 -79,3413 -175,056 -119,907 -187,948 -168,237| 178,6928| 182,4056
30 0| 111,6792| 39,50322 -77,28 -173,976 -77,28 -173,976 -185,639| 154,2959| 189,9974
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SolA) =Y a? + 3, b?

k 1] 2 3 4 5
A (m)

4 190| 268,7006 190|  1,46-13 190

a1 190| 252,8238| 91,78331| 133,9872| 317,0376

4,2 190| 236,9261| 56,63606| 236,9261| 388,5366

43 190| 221,1064| 122,1277| 306,9285| 404,8542

4,4 190| 205,4435 190| 345,6602| 376,2183

29,8 190| 361,1531| 215,6213| 68,42986| 139,328
29,9 190| 361,2779| 217,2001| 72,00328| 137,5905

30 190| 361,4015| 218,5807| 75,555348| 135,9895

36 37 38 39 40
2,48E-12 190| 268,7006 190| 1,43E-11
126,7096 | 215,8373 165,932 | 35,57274| 213,1981
231,9909| 95,87059 112,51 175,4131| 130,3604
306,9028 | 120,1496| 227,9711| 188,6707 9,56617
349,1042| 207,8339| 190,9911| 207,8339| 33,79683
165,8683 | 320,4837 446,483 | 260,1675| 108,3139
194,4469 | 355,5358 | 482,2658 | 295,6783| 139,6128
218,7342| 386,6255 516,679 | 330,7435| 168,0727
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Envolvente

402,794522

370,169307

434,324146

444,888206

419,459799

86,0336107

G(2)

k 1 ‘ 2 3 4 5 36 37 38 39 40
A (m)

4 402,7945| 241,4693 1,7E-13| 219,9643 3,29E-13| 24,96535| 35,03018 | 24,07949 1,8E-12
4,1 370,1693 | 114,3693| 160,036| 360,6123 16,80483 | 28,36022 | 21,63232| 4,508274 | 26,81555
4,2 338,9988 | 69,22064 | 277,8213 | 434,3241 30,76763 12,597 | 14,66774 | 22,23076 | 16,39639
4,3 309,3243 | 146,4561 | 353,4475| 444,8882 40,70263 | 15,78712 | 29,72009| 23,91089 | 1,203205
4,4 281,156 | 223,6382| 391,0252 | 406,5157 46,29931| 27,30832 24,899 | 26,33943 | 4,250856
29,8 75,66774 | 44,14675| 13,92309 | 28,14124 17,51138 | 33,64805| 46,65727| 26,72592 | 11,07511
29,9 75,44233 | 44,30518 | 14,60289 | 27,70131 20,50049| 37,2777\ 50,32889| 30,3342 | 14,25696
30 75,21815| 44,46298 | 15,27362 | 27,29157 23,0296 | 40,48258 | 53,84783 | 33,88734 | 17,14102

85,1003584
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DESLOCAMENTOS E ACELERAOQES:

El (kN/m?) | 7,63E+08
L (m)
o’ 20,39
C 0,031879
Ysta (M) 0,002

(m)

Vsta - COrresponde a resposta estatica da estrutura

Vsta = 4 * P, * L3 /48EI

(m/s?)

Y «t - corresponde as aceleragdes

Yie =4 (%) G(A)C,

(mm)

Ydyn - corresponde aos deslocamentos

2
Yayn = (ysta + y,tt/WO ) * 1000

HSML - A7
Envolvente G A v(m/s) v (km/h) A(L/A)G(A) Y.« (Mm/s2) Yayn (MmM)
402,7945219 4 12,98175 46,7 0,000 0,000 2,02
370,1693067 4,1 13,30629 47,9 0,568 0,018 2,06
434,3241461 4,2 13,63083 49,1 0,897 0,029 2,09
444,8882058 4,3 13,95538 50,2 0,567 0,018 2,06
419,4597987 4,4 14,27992 51,4 0,137 0,004 2,03
426,0444271 4,5 14,60446 52,6 0,783 0,025 2,08
397,9817234 4,6 14,92901 53,7 0,997 0,032 2,10
401,8843614 4,7 15,25355 54,9 0,825 0,026 2,08
370,4346698 4,8 15,5781 56,1 0,262 0,008 2,04
341,7940215 4,9 15,90264 57,2 0,336 0,011 2,04
325,674711 5 16,22718 58,4 0,781 0,025 2,08
303,0165843 51 16,55173 59,6 0,932 0,030 2,09
276,6146505 5,2 16,87627 60,8 0,785 0,025 2,08
249,0947476 5,3 17,20081 61,9 0,443 0,014 2,05
222,9019218 5,4 17,52536 63,1 0,045 0,001 2,02
259,9150834 5,5 17,8499 64,3 0,387 0,012 2,05
265,125666 5,6 18,17445 65,4 0,771 0,025 2,08
267,7824595 5,7 18,49899 66,6 1,007 0,032 2,10
268,8963928 5,8 18,82353 67,8 1,048 0,033 2,10
284,0391972 5,9 19,14808 68,9 0,942 0,030 2,09
347,8232743 6 19,47262 70,1 0,743 0,024 2,08
245,164574 6,1 19,79716 71,3 0,139 0,004 2,03
220,4987317 6,2 20,12171 72,4 0,252 0,008 2,04
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229,0418429 6,3 20,44625 73,6 0,630 0,020 2,07
267,7809161 6,4 20,77079 74,8 1,083 0,035 2,10
303,331761 6,5 21,09534 75,9 1,478 0,047 2,13
329,6438059 6,6 21,41988 77,1 1,698 0,054 2,15
344,1475333 6,7 21,74443 78,3 1,674 0,053 2,15
355,0402405 6,8 22,06897 79,4 1,441 0,046 2,13
372,849875 6,9 22,39351 80,6 1,055 0,034 2,10
375,6991807 7 22,71806 81,8 0,487 0,016 2,06
364,0986315 7,1 23,0426 83,0 0,145 0,005 2,03
368,9525771 7,2 23,36714 84,1 0,778 0,025 2,08
355,2208783 7,3 23,69169 85,3 1,315 0,042 2,12
331,3943777 7,4 24,01623 86,5 1,679 0,054 2,15

338,06351 7,5 24,34077 87,6 2,066 0,066 2,18
324,0873799 7,6 24,66532 88,8 2,196 0,070 2,19
324,1361416 7,7 24,98986 90,0 2,279 0,073 2,19
348,2982605 7,8 25,31441 91,1 2,392 0,076 2,20
402,8602036 7,9 25,63895 92,3 2,541 0,081 2,21
499,6240191 8 25,96349 93,5 2,692 0,086 2,23
401,8577337 8,1 26,28804 94,6 1,674 0,053 2,15
326,1376365 8,2 26,61258 95,8 0,883 0,028 2,09
276,2348501 8,3 26,93712 97,0 0,299 0,010 2,04
236,1815845 8,4 27,26167 98,1 0,148 0,005 2,03
209,4697835 8,5 27,58621 99,3 0,494 0,016 2,06
182,6466538 8,6 27,91075 100,5 0,736 0,023 2,08
171,4287446 8,7 28,2353 101,6 0,958 0,031 2,09
172,9952426 8,8 28,55984 102,8 1,207 0,038 2,11
179,4276488 8,9 28,88439 104,0 1,463 0,047 2,13
187,4386422 9 29,20893 105,2 1,702 0,054 2,15
193,3888484 9,1 29,53347 106,3 1,882 0,060 2,16
194,5675011 9,2 29,85802 107,5 1,965 0,063 2,17
212,2483731 9,3 30,18256 108,7 2,160 0,069 2,18
229,8169195 9,4 30,5071 109,8 2,290 0,073 2,19
244,9273716 9,5 30,83165 111,0 2,322 0,074 2,20
262,8639464 9,6 31,15619 112,2 2,296 0,073 2,19
283,1885883 9,7 31,48074 113,3 2,196 0,070 2,19
300,1337976 9,8 31,80528 114,5 1,971 0,063 2,17
313,4073311 9,9 32,12982 115,7 1,630 0,052 2,14
322,8396713 10 32,45437 116,8 1,193 0,038 2,11
328,3677322 10,1 32,77891 118,0 0,682 0,022 2,07
330,0200313 10,2 33,10345 119,2 0,126 0,004 2,03
327,9028648 10,3 33,428 120,3 0,443 0,014 2,05
327,1706407 10,4 33,75254 121,5 1,013 0,032 2,10
332,7045276 10,5 34,07708 122,7 1,604 0,051 2,14
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332,4109682 10,6 34,40163 123,8 2,159 0,069 2,18
335,7476778 10,7 34,72617 125,0 2,717 0,087 2,23
337,7628931 10,8 35,05072 126,2 3,239 0,103 2,27
337,3228118 10,9 35,37526 127,4 3,699 0,118 2,30
340,5091776 11 35,6998 128,5 4,155 0,132 2,34
338,0486605 11,1 36,02435 129,7 4,490 0,143 2,36
344,1226636 11,2 36,34889 130,9 4,886 0,156 2,39
347,5778603 11,3 36,67343 132,0 5,193 0,166 2,42
356,8786075 11,4 36,99798 133,2 5,531 0,176 2,44
367,2198727 11,5 37,32252 134,4 5,829 0,186 2,47
387,2321563 11,6 37,64706 135,5 6,219 0,198 2,50
419,6033687 11,7 37,97161 136,7 6,739 0,215 2,54
469,789843 11,8 38,29615 137,9 7,460 0,238 2,59
553,6129931 11,9 38,6207 139,0 8,592 0,274 2,68
598,348165 12 38,94524 140,2 8,969 0,286 2,71
563,1161524 12,1 39,26978 141,4 8,049 0,257 2,64
492,8966951 12,2 39,59433 142,5 6,627 0,211 2,53
442,7053544 12,3 39,91887 143,7 5,513 0,176 2,44
408,1009036 12,4 40,24341 144,9 4,622 0,147 2,37
380,8121901 12,5 40,56796 146,0 3,838 0,122 2,31
356,7922288 12,6 40,8925 147,2 3,111 0,099 2,26
341,1887315 12,7 41,21705 148,4 2,480 0,079 2,21
322,6963105 12,8 41,54159 149,5 1,849 0,059 2,16
313,5411214 12,9 41,86613 150,7 1,292 0,041 2,12
299,278464 13 42,19068 151,9 0,735 0,023 2,08
283,1039684 13,1 42,51522 153,1 0,211 0,007 2,03
279,4642563 13,2 42,83976 154,2 0,279 0,009 2,04
272,9217986 13,3 43,16431 155,4 0,755 0,024 2,08
263,6954882 13,4 43,48885 156,6 1,197 0,038 2,11
252,0380271 13,5 43,81339 157,7 1,591 0,051 2,14
248,9143107 13,6 44,13794 158,9 2,009 0,064 2,17
248,7445941 13,7 44,46248 160,1 2,439 0,078 2,21
248,4177762 13,8 44,78703 161,2 2,859 0,091 2,24
247,9415233 13,9 45,11157 162,4 3,265 0,104 2,27
247,323273 14 45,43611 163,6 3,656 0,117 2,30
246,5702331 14,1 45,76066 164,7 4,027 0,128 2,33
245,6893814 14,2 46,0852 165,9 4,378 0,140 2,35
244,6874663 14,3 46,40974 167,1 4,707 0,150 2,38
243,5710081 14,4 46,73429 168,2 5,011 0,160 2,40
242,3463013 14,5 47,05883 169,4 5,290 0,169 2,42
241,0194176 14,6 47,38337 170,6 5,542 0,177 2,44
239,5962083 14,7 47,70792 171,7 5,767 0,184 2,46
238,0823087 14,8 48,03246 172,9 5,964 0,190 2,48
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236,4831421 14,9 48,35701 174,1 6,132 0,195 2,49
234,8039236 15 48,68155 175,3 6,272 0,200 2,50
233,0496652 15,1 49,00609 176,4 6,384 0,204 2,51
231,2251805 15,2 49,33064 177,6 6,467 0,206 2,51
229,3350896 15,3 49,65518 178,8 6,522 0,208 2,52
227,3838241 15,4 49,97972 179,9 6,549 0,209 2,52
225,3756325 15,5 50,30427 181,1 6,550 0,209 2,52
223,3145851 15,6 50,62881 182,3 6,525 0,208 2,52
222,4060636 15,7 50,95335 183,4 6,510 0,208 2,52
222,3815808 15,8 51,2779 184,6 6,498 0,207 2,52
222,2535313 15,9 51,60244 185,8 6,460 0,206 2,51

222,02561 16 51,92699 186,9 6,398 0,204 2,51
221,7014757 16,1 52,25153 188,1 6,310 0,201 2,50
221,2847433 16,2 52,57607 189,3 6,200 0,198 2,49
220,7789782 16,3 52,90062 190,4 6,066 0,193 2,48
220,1876907 16,4 53,22516 191,6 5,911 0,188 2,47
219,5143311 16,5 53,5497 192,8 5,735 0,183 2,46
218,7622864 16,6 53,87425 193,9 5,539 0,177 2,44
217,9348764 16,7 54,19879 195,1 5,324 0,170 2,43
217,0353514 16,8 54,52334 196,3 5,092 0,162 2,41
216,0668898 16,9 54,84788 197,5 4,844 0,154 2,39
215,0325964 17 55,17242 198,6 4,581 0,146 2,37
213,9355008 17,1 55,49697 199,8 4,304 0,137 2,35
213,337791 17,2 55,82151 201,0 4,025 0,128 2,33
213,8251364 17,3 56,14605 202,1 3,754 0,120 2,31
214,2096038 17,4 56,4706 203,3 3,466 0,111 2,28
214,4944507 17,5 56,79514 204,5 3,165 0,101 2,26
214,6829107 17,6 57,11968 205,6 2,850 0,091 2,24
214,7781874 17,7 57,44423 206,8 2,523 0,080 2,21
214,7834482 17,8 57,76877 208,0 2,186 0,070 2,19
214,7018203 17,9 58,09332 209,1 1,838 0,059 2,16
214,5363857 18 58,41786 210,3 1,483 0,047 2,13
214,2901785 18,1 58,7424 211,5 1,120 0,036 2,10
213,966181 18,2 59,06695 212,6 0,751 0,024 2,08
214,6659246 18,3 59,39149 213,8 0,379 0,012 2,05
217,1546041 18,4 59,71603 215,0 0,000 0,000 2,02
219,4495087 18,5 60,04058 216,1 0,392 0,013 2,05
221,5518582 18,6 60,36512 217,3 0,796 0,025 2,08
223,8176579 18,7 60,68966 218,5 1,212 0,039 2,11
228,1444859 18,8 61,01421 219,7 1,654 0,053 2,15
232,1967109 18,9 61,33875 220,8 2,111 0,067 2,18
235,9770983 19 61,6633 222,0 2,581 0,082 2,22
239,4890629 19,1 61,98784 223,2 3,062 0,098 2,25
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242,7365815 19,2 62,31238 224,3 3,553 0,113 2,29
245,724116 19,3 62,63693 225,5 4,051 0,129 2,33
248,4565467 194 62,96147 226,7 4,554 0,145 2,37
250,939112 19,5 63,28601 227,8 5,060 0,161 2,41
253,1773555 19,6 63,61056 229,0 5,568 0,177 2,45
255,1770788 19,7 63,9351 230,2 6,075 0,194 2,48
256,9442991 19,8 64,25965 231,3 6,579 0,210 2,52
258,4852107 19,9 64,58419 232,5 7,080 0,226 2,56
259,8061512 20 64,90873 233,7 7,575 0,241 2,60
260,9135701 20,1 65,23328 234,8 8,063 0,257 2,64
261,8140013 20,2 65,55782 236,0 8,542 0,272 2,67
262,5140378 20,3 65,88236 237,2 9,011 0,287 2,71
265,4177895 20,4 66,20691 238,3 9,554 0,305 2,75
268,421405 20,5 66,53145 239,5 10,104 0,322 2,79
273,2689793 20,6 66,85599 240,7 10,729 0,342 2,84
278,3346574 20,7 67,18054 241,8 11,370 0,362 2,89
283,0009236 20,8 67,50508 243,0 12,001 0,383 2,94
287,2699377 20,9 67,82963 244,2 12,619 0,402 2,99
291,1451822 21 68,15417 245,4 13,223 0,422 3,03
294,6313187 21,1 68,47871 246,5 13,809 0,440 3,08
297,7340582 21,2 68,80326 247,7 14,376 0,458 3,12
300,4600429 21,3 69,1278 248,9 14,922 0,476 3,16
304,8299928 21,4 69,45234 250,0 15,548 0,496 3,21
311,5991216 21,5 69,77689 251,2 16,299 0,520 3,27
318,6864502 21,6 70,10143 252,4 17,071 0,544 3,33
325,1550077 21,7 70,42597 253,5 17,814 0,568 3,38
331,0048185 21,8 70,75052 254,7 18,525 0,591 3,44
336,238703 21,9 71,07506 255,9 19,200 0,612 3,49
343,3295986 22 71,39961 257,0 19,980 0,637 3,55
353,1991697 22,1 71,72415 258,2 20,925 0,667 3,62
362,1565489 22,2 72,04869 259,4 21,820 0,696 3,69
370,1947031 22,3 72,37324 260,5 22,660 0,722 3,76
380,7069056 22,4 72,69778 261,7 23,652 0,754 3,83
392,8413805 22,5 73,02232 262,9 24,748 0,789 3,92
403,683973 22,6 73,34687 264,0 25,765 0,821 3,99
418,1219973 22,7 73,67141 265,2 27,012 0,861 4,09
432,2448349 22,8 73,99595 266,4 28,242 0,900 4,18

449,05238 22,9 74,3205 267,6 29,649 0,945 4,29

466,07925 23 74,64504 268,7 31,072 0,991 4,40
486,4593132 23,1 74,96959 269,9 32,720 1,043 4,53
508,8167426 23,2 75,29413 271,1 34,503 1,100 4,66
533,4246711 23,3 75,61867 272,2 36,440 1,162 4,81
565,7967165 23,4 75,94322 273,4 38,909 1,240 5,00
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608,9419369 23,5 76,26776 274,6 42,126 1,343 5,25
644,3880282 23,6 76,5923 275,7 44,812 1,429 5,45
670,8705016 23,7 76,91685 276,9 46,866 1,494 5,61
686,1733765 23,8 77,24139 278,1 48,121 1,534 5,71
690,3272093 23,9 77,56594 279,2 48,568 1,548 5,74
687,6742192 24 77,89048 280,4 48,505 1,546 5,74
674,7479613 241 78,21502 281,6 47,683 1,520 5,67
652,0585504 24,2 78,53957 282,7 46,137 1,471 5,56
620,5667271 24,3 78,86411 283,9 43,936 1,401 5,39
581,4144689 24,4 79,18865 285,1 41,163 1,312 5,17
535,8782253 24,5 79,5132 286,2 37,915 1,209 4,93
491,1486347 24,6 79,83774 287,4 34,706 1,106 4,68
456,9125002 24,7 80,16228 288,6 32,226 1,027 4,49
426,3086339 24,8 80,48683 289,8 29,991 0,956 4,32
399,0314228 24,9 80,81137 290,9 27,984 0,892 4,16
374,3545213 25 81,13592 292,1 26,155 0,834 4,02
352,0082278 25,1 81,46046 293,3 24,486 0,781 3,90
332,6494768 25,2 81,785 294,4 23,024 0,734 3,78
313,8760217 25,3 82,10955 295,6 21,602 0,689 3,67
298,2011469 25,4 82,43409 296,8 20,395 0,650 3,58
283,0740556 25,5 82,75863 297,9 19,227 0,613 3,49
268,809166 25,6 83,08318 299,1 18,121 0,578 3,41
257,1331253 25,7 83,40772 300,3 17,192 0,548 3,34
245,5083696 25,8 83,73226 301,4 16,270 0,519 3,27
233,9689878 25,9 84,05681 302,6 15,358 0,490 3,20
224,4956399 26 84,38135 303,8 14,586 0,465 3,14
216,0587616 26,1 84,7059 304,9 13,885 0,443 3,08
207,7160467 26,2 85,03044 306,1 13,194 0,421 3,03
199,4821167 26,3 85,35498 307,3 12,516 0,399 2,98
191,3704186 26,4 85,67953 308,4 11,850 0,378 2,93
184,2825137 26,5 86,00407 309,6 11,254 0,359 2,88
178,711872 26,6 86,32861 310,8 10,755 0,343 2,84
173,2315095 26,7 86,65316 312,0 10,265 0,327 2,81
167,8462772 26,8 86,9777 3131 9,785 0,312 2,77
162,5605151 26,9 87,30225 314,3 9,316 0,297 2,73
157,3780655 27 87,62679 315,5 8,857 0,282 2,70
152,3022868 27,1 87,95133 316,6 8,410 0,268 2,66
147,3360682 27,2 88,27588 317,8 7,975 0,254 2,63
142,4818436 27,3 88,60042 319,0 7,553 0,241 2,60
138,657907 27,4 88,92496 320,1 7,190 0,229 2,57
135,5716148 27,5 89,24951 321,3 6,869 0,219 2,55
132,555031 27,6 89,57405 322,5 6,555 0,209 2,52
129,6086946 27,7 89,89859 323,6 6,248 0,199 2,50
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126,7329755 27,8 90,22314 324,8 5,947 0,190 2,47
123,928078 27,9 90,54768 326,0 5,654 0,180 2,45
121,1940454 28 90,87223 327,1 5,368 0,171 2,43
118,5307643 28,1 91,19677 328,3 5,089 0,162 2,41
115,9379684 28,2 91,52131 329,5 4,817 0,154 2,39
113,4152438 28,3 91,84586 330,6 4,551 0,145 2,37
110,9620333 28,4 92,1704 331,8 4,293 0,137 2,35
108,5776416 28,5 92,49494 333,0 4,041 0,129 2,33
106,2612405 28,6 92,81949 334,2 3,797 0,121 2,31
104,0118747 28,7 93,14403 335,3 3,558 0,113 2,29
101,8284672 28,8 93,46857 336,5 3,327 0,106 2,27
99,70982591 28,9 93,79312 337,7 3,101 0,099 2,26
97,65464995 29 94,11766 338,8 2,882 0,092 2,24
95,66153638 29,1 94,44221 340,0 2,669 0,085 2,22
93,7289873 29,2 94,76675 341,2 2,462 0,078 2,21
91,8554173 29,3 95,09129 342,3 2,261 0,072 2,19
90,13908942 29,4 95,41584 343,5 2,067 0,066 2,18
89,05566921 29,5 95,74038 344,7 1,891 0,060 2,16
88,01065723 29,6 96,06492 345,8 1,717 0,055 2,15
87,0035012 29,7 96,38947 347,0 1,546 0,049 2,14
86,03361066 29,8 96,71401 348,2 1,378 0,044 2,12
85,10035843 29,9 97,03855 349,3 1,211 0,039 2,11
84,20308216 30 97,3631 350,5 1,047 0,033 2,10




