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Resumo: A comunicac¢do que se apresenta decorre de um estudo mais amplo, realizado
pela primeira autora, cujo objetivo foi analisar e compreender o raciocinio matematico
de alunos do 5.° ano de escolaridade na resolugdo de problemas com niimeros racionais
ndo negativos. Do ponto de vista metodoldgico, o estudo enquadra-se no paradigma
interpretativo e constitui uma investigacdo sobre a pratica. Os dados foram obtidos
através de entrevistas clinicas realizadas a dois alunos, de recolha documental e de
observacdo participante. Esta observagdo esteve associada a uma intervengdo
pedagbgica, com a duragdo de cinco semanas, concretizada pela referida autora durante
o seu estagio. Nesta intervengdo foram propostos varios problemas visando introduzir e
trabalhar conteidos matemaéticos, associados aos nimeros racionais, cujas resolucdes
eram objeto de discussdes coletivas. Os resultados da investigagdo mostram que 0s
alunos envolvidos no estudo evidenciam atividades associadas ao raciocinio matematico
como a explicagdo, a justificagdo, a formulag@o de conjeturas e a generalizacdo aquando
a exploragdo das tarefas propostas. As atividades mais frequentes foram a explicacdo e a
justificacdo, tendo a formulacdo de conjeturas e a generalizagdo surgido com menos
frequéncia. Os conhecimentos matematicos e as representagdes utilizadas pelos alunos
revelaram-se importantes recursos de apoio do seu raciocinio matematico.
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Introducio

E amplamente consensual que se se pretende que os alunos aprendam Matemética com
compreensdo ¢ essencial que participem em atividades que envolvam raciocinio
matematico (Henriques, 2012; NCTM, 2007). De facto, o raciocinio e a construgdo de
sentido para ideias matemadticas sdo dois aspetos profundamente interligados ao longo
de um continuum que vai de observagdes informais a dedugdes formais (NCTM, 2009).
Estes aspetos sdo importantes em qualquer pratica matematica quer esta se equacione ao
nivel do trabalho dos matematicos quer ao da sala de aula seja qual for o conteudo e
nivel de ensino.

Trazer para primeiro plano o raciocinio matematico conduz a importancia do ensino
deixar de ser conceptualizado como transmissdo de conhecimentos a memorizar,
independentemente dos alunos lhe atribuirem sentido, para passar a focar-se na
compreensdo do “porqué das coisas” (Boavida, 2008). Esta mudanca de perspetiva
requer, por um lado, a elucida¢do do que significa raciocinar matematicamente e, por
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outro, a identificagdo de recursos que permitam ao professor favorecer e apoiar esta
atividade.

O raciocinio em Matematica ¢ entendido, amitide, como raciocinio formal, ou prova, em
que se parte de hipdteses e defini¢cdes para se deduzirem conclusdes. Esta é, no entanto,
uma visdo bastante redutora. “O raciocinio matematico pode assumir muitas formas,
que vao desde explicagdes e justificagdes informais a deducdes formais, bem como a
observagdes indutivas” (NCTM, 2009, p. 4). Trata-se de “um processo evolutivo de
conjeturar, generalizar, investigar porqué e desenvolver e avaliar argumentos” (Lannin,
Ellis & Elliott, 2011, p. 12). Este processo, que ndo € linear, envolve ser capaz de
resolver problemas e compreender porque € que certas ideias e resultados sdo, ou ndo,
matematicamente apropriados.

Os problemas, entendidos como tarefas matematicas cuja solugdo ndo é alcangavel
através da aplicagdo direta de conhecimento imediatamente disponivel (Lampert, 2001),
a par do envolvimento dos alunos na sua resolucdo e discussdo, sdo, pois, um dos
recursos que os podem impulsionar a raciocinar matematicamente. Como bem referem
Yackel e Hanna (2003), “o raciocinio matematico ¢ uma atividade coletiva em que os
alunos participam enquanto interagem uns com o0s outros para resolver problemas
matematicos” (p. 228).

A presente comunicacdo inscreve-se num estudo mais amplo em que o principal
objetivo foi analisar e compreender o raciocinio matematico de alunos do 5.° ano de
escolaridade na resolucdo de problemas envolvendo numeros racionais ndo negativos
(Oliveira, 2015). Neste ambito, formularam-se trés questdes. A primeira focada na
caracterizagdo do raciocinio usado durante a resolugdo de problemas, a segunda nos
conhecimentos e representacdes a que recorreram para o explicitar e a terceira nas
dificuldades experienciadas. Este texto centra-se na primeira destas questdes. Esta
organizado em seis secg¢des de que a introdugdo € a primeira e a conclusdo a ultima. Nas
segunda e terceira referem-se aspetos do enquadramento teérico do estudo. Na quarta
indicam-se as principais opg¢des metodoldgicas e na quinta analisam-se dados relativos a
dois dos problemas propostos no ambito de uma intervencdo pedagogica.

Raciocinio matematico: de que falamos?

Nao ¢ simples escrever sobre raciocinio matematico pois este termo “¢ amplamente
usado tendo subjacente a hipotese implicita que hd acordo universal sobre o seu
significado (...) a maior parte dos matematicos e educadores matematicos usam o termo
sem o clarificarem” (Yackel & Hanna, 2003, p. 228).

Tipicamente, distinguem-se dois tipos fundamentais de raciocinio: o indutivo e o
dedutivo (Pimental & Vale, 2012). No primeiro tipo vai-se do particular para o geral,
isto ¢ formula-se uma generalizagdo com base na identificacdo do que € comum a vérios
casos. No segundo, ha uma relagdo de necessidade ldgica entre o que se aceita como
valido (premissas) e a conclusdo. H4 autores que referem, ainda, o raciocinio abdutivo
considerando a abducdo como “uma inferéncia ndo necessaria (...) uma hipotese
explicativa prévia” (idem, p. 38) em que as generalizagdes surgem a partir do
estabelecimento de relagdes entre varios aspetos de uma situagao.

Considera-se, amiude, que “o raciocinio matematico é por exceléncia o hipotético-
dedutivo” (MEC, 2013, p.4). No entanto, colocar em primeiro plano este tipo de
raciocinio negligenciando, nomeadamente “processos intuitivos, observagdes indutivas,
explicagdes, justificacdes e métodos informais de matematizagdo, ¢ caminhar em
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sentido contrario ao que fez progredir a Matematica, eliminando bases poderosas para a
aprendizagem” (Boavida, 2015, p. 1).

Lannin, Ellis e Elliott (2011), apresentam um modelo do processo de raciocinio
matematico (fig. 1) que é util para discernir atividades envolvidas neste processo que,
como sublinham, ndo é facil de compreender pelos alunos.

Figura 1. Um modelo do processo de raciocinio matematico (Lannin, Ellis, & Elliott, 2011, p.11)

A figura 1 revela que raciocinar matematicamente ¢ um processo ciclico que comega,
muitas vezes, com a formulacdo de conjeturas; posteriormente, estas sdo analisadas
procurando identificar razdes que permitam fundamentar porque € que sdo, ou ndo,
validas para, se necessario, voltar a revé-las. Uma vez que o processo ¢ dindmico, os
alunos podem mover-se entre as varias atividades em qualquer momento do ciclo.

Conjeturar e generalizar. “Conjeturar envolve raciocinar sobre relagdes matematicas
para desenvolver enunciados que provisoriamente se pensa serem verdadeiros, embora
ndo se saiba se o sdo0” (Lannin, Ellis & Elliott, 2011, p. 12). Esta atividade € central em
Matematica e € inquestionavel a sua importancia para a aprendizagem. O envolvimento
dos alunos na formulag@o de conjeturas permite-lhes “aprender Matematica nova e
compreender a Matematica que ja aprenderam e usaram” (Henriques, 2012, p. 141).

As “conjeturas podem ou ndo ser generalizagdes” (Lannin, Ellis & Elliott, 2011, p. 14).
Se, por exemplo, um aluno souber que 58 e 45 s@o numeros menores que 1, pode
conjeturar que 58+45 é um numero menor que 2 e formular uma nova conjetura que ¢
uma generalizacdo: a soma de uma fracdo menor que 1 com outra menor que 1, ¢
sempre menor que dois. “Os alunos generalizam quando se focam num aspeto particular
de um problema ou numa ideia e pensam nesse aspeto de forma mais abrangente”
(idem, p. 16).

Investigar porqué. Para além de formularem e investigarem conjeturas “os alunos
deverdo aprender a responder a questdo Porque é que isto resulta?” (NCTM, 2007,
p.63). Esta atividade remete para “investigar diversos fatores potenciais que podem
explicar porque é que uma generalizacdo ¢ verdadeira ou falsa” (Lannin, Ellis & Elliott,
2011, p. 12). Trata-se de um “eixo essencial no raciocinio matematico” (idem, p. 30)
que inclui atender a aspetos particulares que proporcionem insights sobre relagdes
passiveis de permitir encontrar a referida explicacao.

Justificar ou refutar. “Uma justificagdo matematica ¢ um argumento logico baseado em
ideias ja compreendidas™ (Lannin, Ellis & Elliott, 2011, p. 35). Os alunos apresentam
justificacdes “para se convencerem a si proprios e aos outros sobre o porqué de uma
afirmacdo particular ser verdadeira” (idem) e, com frequéncia, as suas tentativas iniciais
para enunciar justificacdes incluem afirmagdes validas e invalidas ou que precisam de
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ser mais aprofundadas. Independentemente disto, esta atividade ndo pode ser descurada
pois a justificacdo € “um elemento central no raciocinio matematico™ (Henriques, 2012,
p. 141) que “ndo so6 fornece razdes convincentes para as conjeturas estabelecidas, como
permite aos alunos tornar o seu raciocinio claro e aumentar a sua compreensao
conceptual” (idem).

Quando se justifica que uma afirmacgéo ¢ falsa, esta-se a refuta-la. Para o efeito, basta
encontrar um contraexemplo. Esta ideia nem sempre é de simples compreensdo pois vai
em sentido contrario a experiéncia do dia a dia: “em muitos casos, os alunos nao
consideram um contraexemplo suficiente para falsificar uma conjetura (...) em
Matematica, contudo, é importante reconhecer que um unico contraexemplo pode
invalidar uma conjetura” (Lannin, Ellis & Elliott, 2011, p. 43).

A atividade de justificar “envolve varias componentes importantes” (Henriques, 2012,
p. 141) entre as quais estdo “criar argumentos, explicar porque ¢ que sio verdadeiros e
compreender o papel das defini¢des e contra-exemplos™ (idem). Deste modo, explicar e
argumentar sdo duas atividades relevantes no processo de raciocinio matematico, tanto
mais que, na aula, a atividade de justificar aparece, muito frequentemente, entrelacada
com a de explicar (Boavida et al., 2008).

Explicar ndo é, meramente, dizer ou descrever. Trata-se de um discurso que visa tornar
inteligivel para outros o que se pensou e que pode ndo ser prontamente evidente
(Yackel, 2001). A argumentagdo em Matematica ¢ “uma tentativa de justificar uma
ideia, ou um conjunto de enunciados, a partir daquilo que se cré como verdadeiro, um
processo em que as inferéncias se apoiam, principalmente, sobre os conteudos daquilo
que se enuncia” (Boavida er al, 2008, p. 84). Esta atividade pode ndo conduzir,
necessariamente, a conclusdes verdadeiras mas tem por base ideias consideradas

verdadeiras por quem argumenta.

Em Matemadtica, a funcdo primeira da argumentacdo € a justificag@o tal como acontece
com a prova matemadtica, embora nesta ndo sejam admitidos certos tipos de raciocinio
que sdo legitimos na argumentacdo (por exemplo, raciocinios por analogia) (Boavida,
2005). Como referem Sowder e Harel (1998), as provas matematicas sdo, talvez, o
derradeiro objetivo das justificagdes. Estes autores apresentam a nogdo de esquema de
prova do aluno indicando que se refere a tudo o que constitui, para esse aluno,
confirmagdo (convencer-se a si proprio) e persuasio (convencer outros). Sublinham que,
nesta expressdo, a palavra prova deve ser entendida num sentido abrangente, ou seja,
“no sentido psicolégico de justificagdo em vez de no sentido mais restrito de prova
matematica” (p. 670). Neste ambito, organizam os esquemas de prova em trés
categorias: (i) esquemas de prova baseados externamente, (ii) esquemas de prova
empiricos e (iii) esquemas de prova analiticos. Nos primeiros, tanto o que convence 0s
alunos como o0 que estes usam para convencer os outros estd numa fonte exterior. Esta
fonte pode ser, por exemplo, uma autoridade como acontece num esquema de prova
autoritario. Os empiricos caracterizam-se por serem justificacdes baseadas em exemplos
sejam estes desenhos (esquema de prova perceptual) ou ndo (esquema de prova baseado
em exemplos). Os esquemas de prova analiticos sdo justificacdes mais elaboradas
matematicamente. Alunos que os usam preocupam-se com 0s aspetos gerais de uma
situacdo e o seu raciocinio é orientado para estabelecer a validade de afirmag¢des para o
caso geral.

Criar condi¢des para o desenvolvimento do raciocinio na aula

Desenvolver hdbitos de raciocinio. O raciocinio matematico desenvolve-se,
gradualmente, ao longo da escolaridade pelo que colocé-lo em primeiro plano implica
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proporcionar aos alunos experiéncias de aprendizagem que lhes permitam desenvolver
habitos de raciocinio matemdatico (NCTM, 2009). “Um hdbito de raciocinio ¢ uma
forma produtiva de pensar que se torna comum no processo de pesquisa matematica e
de construcdo de sentido (idem, p. 9). Segundo o NCTM (2009), entre estes habitos
estao:

*  Analisar um problema: por exemplo, identificar conceitos, procedimentos ou
representacdes que revelam informagdo importante sobre o problema e contribuem
para a sua resolucdo; fazer dedugdes preliminares e formular conjeturas;

* Implementar uma estratégia: por exemplo, usar intencionalmente procedimentos;
fazer dedugdes logicas baseadas no que se vai fazendo; monitorizar o progresso;

e  Procurar e usar conexdes entre diferentes dominios matematicos, contextos e
representacoes;

*  Refletir sobre a solu¢do do problema: por exemplo, interpretar a solug@o; considerar
a sua razoabilidade; justifica-la ou valida-la.

Para que os alunos desenvolvam os habitos de raciocinio referidos, ¢ fundamental que o
professor, nomeadamente proponha tarefas que exijam que descubram coisas por si
proprios; lhes solicite que expliquem um problema por palavras suas, incluindo
hipdteses que tenham formulado; os questione de forma a incentivar o seu pensamento —
por exemplo, “porque € que isto funciona?”; lhes dé tempo para que analisem um
problema intuitivamente e possam refletir sobre questdes; os encoraje a colocarem a si
proprios e a outros perguntas que os fagcam pensar mais profundamente; os incentive a
comunicarem o seu raciocinio usando vocabulario matematico apropriado; estabeleca,
na aula, “um ambiente em que os alunos se sintam confortdveis a partilhar os seus
argumentos matemadticos e a criticar, de forma produtiva, os argumentos de outros”
(NCTM, 2009, p. 11).

Selecionar tarefas matemdticas criteriosamente. Os professores propdem tarefas com
diversos propositos entre os quais estdo introduzir novas ideias matematicas e praticar
destrezas aprendidas. Seja qual for o proposito, ndo ha duvidas que as tarefas “fornecem
os contextos intelectuais para o desenvolvimento matematico dos alunos™ (Ponte, 2014,
p. 16) pois “exprimem mensagens sobre o que ¢ a matematica e o que significa fazer
Matematica” (Henriques, 2012, p. 144).

Ha diferentes tipos de tarefas matematicas e cada tipo tem as suas potencialidades.
Além disso, uma tarefa ndo determina a atividade dos alunos pois ¢ fundamental a
forma como ¢ explorada na aula. No entanto, ndo descurando que “actividades de
caracter argumentativo podem surgir mesmo no ambito da resolug¢do de exercicios, se o
professor estiver atento aos acontecimentos da aula e os rentabilizar incentivando a
apresentacdo de explicacdes e justificagdes” (Boavida, 2005, p. 896), se os alunos
“forem desafiados, a um nivel adequado, com tarefas ndo rotineiras (...) as
oportunidades para desenvolver o raciocinio matematico dos alunos e a sua
aprendizagem saem reforcadas™ (Henriques, 2012, p. 144). Assim, se se pretende que
estes raciocinem matematicamente, ¢ importante propor tarefas que os desafiem
cognitivamente “dando-lhes oportunidade de investigar, analisar, explicar, conjeturar e
justificar o seu raciocinio e interagir com os seus colegas” (idem). Os problemas
enquadram-se neste tipo de tarefas. Como refere Santos (2013), propor problemas aos
alunos e desafid-los a envolverem-se na sua resolu¢do é “um meio favoravel ao
desenvolvimento (...) do raciocinio matematico” (p. 26).
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Diversificar representagdes e conectd-las. Quaresma e Ponte (2013), defendem que “s6
¢ possivel compreender o modo de pensar e de raciocinar dos alunos observando as suas
representacoes” (p. 279).

No essencial, “pode descrever-se uma representagdo matematica como uma constru¢ao
mental ou fisica que descreve aspetos da estrutura inerente de um conceito ¢ as inter-
relacdes entre o conceito e outras ideias” (Tripathi, 2008, p. 438). Neste ambito, “uma
representacdo pode incluir componentes concretas, verbais, numéricas, graficas,
contextuais, pictdricas ou simbolicas, que retratam aspectos de um conceito” (idem).
Apesar de, na literatura, surgirem vdrias categorizacdes de representacdes, hd uma ideia
que é comum: a importdncia das conexdes entre diferentes representagdes pois
“representa¢des distintas focam, geralmente, aspectos diferentes de relagcdes ou
conceitos complexos” (NCTM, 2007, p. 77).

Possibilitar que os alunos contactem e usem diversas representacdes do conhecimento
matematico, incentiva-os a criarem as suas proprias representacdes para resolver
problemas (Coelho, 2010). Além disso, ao interpretarem representacdes dos alunos, os
professores poderdo aperceber-se do seu raciocinio e do conhecimento que tém sobre
conceitos matematicos (NCTM, 2007).

Metodologia

Face ao objetivo do estudo de que esta comunicagdo decorre, optou-se por enquadra-lo,
do ponto de vista metodologico, numa abordagem qualitativa (Bogdan & Biklen, 1994)
e num paradigma interpretativo (Erickson, 1986). Além disso, porque o estudo foi
realizado, pela primeira autora, durante o seu estdgio em que concebeu e concretizou
uma intervenc¢do pedagdgica, constitui uma investigacdo sobre a propia pratica (Ponte,
2002).

Esta intervencdo decorreu num periodo de cinco semanas numa turma do 5.° ano. Entre
0s seus objetivos estavam ajudar os alunos a compreender contetidos relacionados com
0s numeros racionais, a mobilizar os seus conhecimentos na resolucdo de tarefas de
diverso tipo e a criar condi¢cdes para que raciocinassem matematicamente tendo por
ponto de partida problemas matematicas. A figura 2 ilustra o modo como estas tarefas
foram exploradas nas aulas.

Figura 2. Etapas da exploracdo das tarefas matematicas em sala de aula.

Uma das técnicas de recolha de dados foi a observagdo participante: todas as aulas da
interveng¢do pedagdgica foram registadas em video e audio e, sobre cada uma,
elaboraram-se notas de campo. Além disso, foram recolhidas produgdes dos alunos
associadas a resolucdo de tarefas propostas. Ademais, e porque se pretendia obter um
conhecimento mais aprofundado acerca dos raciocinios matematicos de alunos do 5.°
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ano, optou-se por realizar quatro entrevistas clinicas (Hunting, 1997) a cada uma de
duas alunas: Filipa e Marcia. Nestas entrevistas, também registadas em video e dudio,
foram revisitadas duas tarefas apresentadas na aula (Problema na distribuicdo de
baguetes ¢ Terrenos nas aldeias) e propostos novos problemas. Com base nos dados
recolhidos durante a intervencdo e nas entrevistas, que foram objeto de uma analise de
conteudo qualitativa orientada por categorias tematicas, foram elaborados dois estudos
de caso instrumentais: um por aluna.

Os problemas como promotores do raciocinio matematico

Nesta seccdo apresentam-se dois dos problemas propostos e analisam-se aspetos da
atividade matematica dos alunos no decurso da sua resolucdo procurando dar evidéncia
a raciocinios que emergiram.

Problema na distribuicio de baguetes

Esta tarefa (anexo 1) surge na primeira aula da interven¢do pedagdgica. Foi apresentada
recorrendo a um diapositivo (fig. 3) em que a turma poderia visualizar o nimero de
alunos de cada grupo que participou numa visita de estudo bem como a quantidade de
baguetes que lhe foi distribuida. Pretendia-se analisar se a distribuicdo foi justa e
descobrir que quantidade de baguete coube a cada pessoa. A tarefa foi considerada um
problema uma vez que os alunos tinham um conhecimento bastante elementar sobre o
conceito de frac;€103.

PROBLEMA NA DISTRIBUICAO DE BAGUETES }*-H:.:.,

Numero de alunos Niamero de baguetes

Planetério 5 3
Centro Ciéncia Viva 4 I 3
Museu de Arte Moderna 5 4

g ' 7
Total | 22 Alunos [ 17 baguetes

Biblioteca Nacional

Figura 3. Diapositivo com a distribuicdo de baguetes por cada grupo de alunos

Apoés a apresentacdo da tarefa, seguiu-se uma discuss@o no sentido de perceber se os
alunos consideravam justa a distribui¢do de baguetes e de se chegar a um consenso
sobre o significado de “justo”. Estes ndo hesitaram em dizer que ndo tinha havido
justica e, de imediato, sugeriram que teriam de aumentar o nimero de baguetes para que
cada pessoa comesse uma. O verdadeiro desafio surgiu quando foram confrontados com
a impossibilidade dessa ideia (episédio 1).

Episodio 1
4 . .y .
1. P": Cada um comia uma. Mas pronto, ja vimos que
isso ndo ¢ possivel. O que € que vocés acham...

3 x . , x
Usa-se o termo fragfo para designar um niimero representado sob a forma de fragio.
4 .
P — Abreviatura de Professora.

217



EIEM 2016

(..)

2. Filipa: Nédo. Vamos dividir as baguetes pelo numero
de alunos.

(..)

3. P: Ha algum grupo que come mais ou comem todos o
mesmo?

. Filipa: O da biblioteca nacional come mais.
. P: Porqué?

. Filipa: Porque tem mais baguetes.

4
5
6
7. P: Entdo e em relagdo ao nimero de alunos?
8. Joana: S3o mais do que as baguetes.

9

. P: Diz 14 Daniela.

10. Daniela: Nos outros [grupos] também sio mais
alunos do que baguetes.

11. P: O que é que ¢ ser justo? O que ¢ que significa ser
justo?
(TA?)
O episddio revela que os alunos interpretaram o problema e comecaram a partilhar
ideias para a sua resolugdo. Por exemplo, Filipa (§2) apresenta uma pista que pode
permitir resolver a tarefa; em seguida elege um dos grupos como sendo aquele em que
cada pessoa “come mais” (§4) mas a justificagdo que apresenta (§6) é rebatida por uma

colega (§10). Por esta via, comeca a esbogar-se a ideia de que ndo se podem considerar
os numeros (de baguetes e de alunos) separadamente e tém que se relacionar.

Apobs o episodio 1, a turma foi dividida em grupos sendo pedido a cada um que
construisse um cartaz para apresentar, posteriormente, as estratégias de resolugdo. No
inicio desta apresentacdo foi muito dificil estabelecer um clima de discussdo coletiva
que era algo a que os alunos estavam pouco habituados. Ndo questionavam os colegas
que apresentavam as suas resolugdes e, na maioria das vezes, dirigiam as questdes a
professora. Apesar disso, a apresentagdo e analise dos cartazes, constituiu um momento
importante para que raciocinassem matematicamente uma vez que, para além de
verbalizarem a forma como pensaram o que incrementou a possibilidade de reflexdo
sobre as estratégias utilizadas, permitiu o estabelecimento de conexdes entre diferentes
estratégias e representacgdes.

Apresentam-se, em seguida, cartazes elaborados pelos grupos de Filipa e de Mércia bem
como o que dizem estas alunas sobre os modos como pensaram.

* TA designa transcri¢io de um episodio de aula.
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PROBLEMA NA DISTRIBUICAO DE BAGUETES

Figura 4. Cartaz do grupo de Filipa

Episédio 2

1.

Filipa: Nos fizemos o numero de alunos e o nimero de
baguetes [referindo-se a fig. 4]. Depois dividimos as
baguetes a0 meio ¢ deu uma metade para cada um e
sobrou outra metade que dividimos em cinco porque
eram cinco alunos. E entdo, como este equivale a cinco,
este também equivale. Entdo, cada metade equivale a
cinco [partes] logo ¢ dez, cada baguete. Entdo comiam
seis décimos porque comiam um bocadinho daqui e um
bocadinho daqui, entdo era seis décimos.

P (apontando para metade da baguete): Entdo qual ¢ a
fragdo deste bocadinho?

Filipa: E um meio.

P: Um meio ... e como € que juntaste um meio com ...
Isto ¢ o qué? Qual é a fracdo deste bocadinho
[apontando para uma das divisdes de baguete
correspondente a 110]?

Filipa: Um décimo.
P: Como ¢ que sabes que é¢ um décimo?

Filipa: Porque se este estd dividido em cinco, este
também devia estar dividido em cinco.

P: Entdo, no total ... explica 14 melhor.

Filipa: No total ¢ dez porque aqui tem cinco. Cinco
mais cinco da dez.
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(EF1°)

Analisando a figura 4 e o episodio 2, constata-se que Filipa explica a forma como o seu
grupo pensou para distribuir trés baguetes por cinco alunos (§1). Além disso, porque
sabe que se uma metade esta dividida em cinco partes, o total tera de ter dez partes,

justifica que 15 de uma metade ¢é igual a 110 e que 12 ¢ igual a 510 recorrendo a
argumentos matematicamente validos.

A figura 5 representa o cartaz elaborado pelo grupo de Marcia.
FF

| Prosuesa xa pistRiBricAO D) E1ES 3

Metade de uma baguete

Um quinto de metade de uma
baguete

Baguete distribuida a um
segundo aluno do grupo do
planetario

Metade de uma baguete

Um quarto de uma baguete

¥ v
Metade de uma Um quinto de uma Um quinto de metade de
baguete baguete uma baguete

Figura 5. Cartaz do grupo de Marcia

A figura 5 revela que o grupo utilizou duas estratégias distintas: o algoritmo da divisao
e a representacdo do quociente num numeral decimal; a divisdo, em partes, de tiras de
papel colorido, distribuidas a turma, e a representagdo da quantidade correspondente a
cada parte através de fragdes e linguagem natural. Em todas as tiras de papel, o nimero
1 indica a por¢do de baguete distribuida a um aluno; no grupo do planetério o nimero 2
indica a quantidade de baguete distribuida a um outro aluno. A proposito de como
pensou, Mércia diz:

No planetario havia cinco alunos. Mas s6 eram trés
baguetes. Entdo eu fui dividir as trés baguetes pelos
cinco alunos, que ndo me deu um numero inteiro, deu
0,6. E depois, para ser mais facil, para se perceber
melhor, fomos... pegamos em trés papéis, a fazer que
eram baguetes, ¢ fomos dividir. E cada... cada um
comia um meio de uma baguete e depois ainda comia

6 . -~ . . . a1e
EF e EM designam extratos da transcri¢do das entrevistas realizadas, respetivamente, a Filipa e a
Marcia. Os numerais justapostos indicam o niimero da entrevista.
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mais um quinto de uma metade de uma baguete. Ao
todo, comiam seis décimos.

(EM1)

Marcia explica que dividiu as trés baguetes pelos cinco alunos, obtendo 0,6 (§1). Para o
efeito, recorre ao algoritmo da divisdo como se pode observar na figura 5. A analise
desta figura revela, também, que esta foi a estratégia privilegiada para descobrir a
quantidade de baguete distribuida a cada aluno dos varios grupos da visita de estudo. A
aluna apenas recorreu a divisdo das folhas de papel em partes quando incentivada e, nas
suas palavras, “para se perceber melhor”. E que havia colegas do seu grupo que nio
entendiam o que tinha sido feito.

A estratégia usada pelo grupo de Marcia que envolve o recurso ao algoritmo da diviséo,
¢ passivel de se utilizar para qualquer caso, independentemente do nimero de alunos ou
do numero de baguetes considerado podendo, por essa razdo, considerar-se que se esta
perante uma generalizagao.

Terrenos nas aldeias

Esta tarefa (anexo 2) foi proposta com o objetivo de trabalhar conhecimentos sobre a
adicdo e subtrag@o de fra¢des. Os alunos tinham de identificar a fracdo correspondente
ao terreno de cada familia (fig. 6) e, posteriormente, conjeturar um algoritmo para
adicionar e subtrair fragdes.

Aldeia Amarela Aldeia Branca

Lopes Castro

Faro Duarte Alves

Moura Ilidio

Figura 6. Representacdo das duas aldeias

O problema foi resolvido a pares e, para além da representacdo das aldeias (fig. 6),
foram distribuidos pedacos de papel. Cada pedago era geometricamente igual a um dos
retangulos da figura e a cada terreno correspondia uma cor diferente. Na aula seguinte
decorreram as apresentagdes das resolugdes da tarefa. Os episddios 3 e 4 correspondem
a duas destas apresentagdes.

Episodio 3
1. Joana: Na aldeia amarela fomos dividir as familias
todas. (...) Dividimos primeiro tudo e depois... e
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depois fomos contar... como se fosse aquilo tudo uma
unidade e vimos que tudo era um oitavo.

P: Sim... E o que € que descobriram?

3. Joana: Descobrimos que a familia Moura tem dois
oitavos.

4. Delfim: Igual a um oitavo mais um oitavo.
Joana: E a familia Ilidio tem um oitavo.

Delfim: O Faro tem dois oitavos € o Lopes mais um
oitavo...

7. Joana: O Lopes tem trés oitavos, um oitavo mais um
oitavo mais um oitavo.

(TA)

Episodio 4
1. P: Entdo como ¢ que vocés comegaram? Expliquem 14,
comegaram a partir de onde?

2. Beatriz: Ndos comegamos pela Faro.
P: Porqué? Explica l4... viram o qué?

Beatriz: Porque vimos que o Faro valia um quarto, que
¢ 25%. (...) o Lopes também era um quarto, aqui...
[sobrepondo no terreno da familia Lopes o pedago de
papel correspondente a familia Moura e referindo-se a
essa parte] depois vamos fazer esta parcelazinha [da
familia Ilidio] assim por todo o terreno [referindo-se a
toda a toda a aldeia amarela] e vimos que dava um
oitavo.

(TA)

A andlise dos episodios 3 e 4, revela dois modos distintos de pensar sobre a tarefa.
Joana explica (§1) que optaram por dividir a aldeia Amarela partindo da familia com a
quantidade mais pequena de terreno (Ilidio), que através desta divisdo observaram que a
aldeia ficou dividida em oito partes e que este terreno correspondia a 18. No §7
justifica, recorrendo a um argumento matematicamente valido, que a fragdo do terreno
da familia Lopes ¢ 38.

Em contrapartida, Beatriz explica que comegaram pela familia Faro (§2) e utiliza a
designacdo de uma fra¢do (um quarto) e percentagens (25%) para representar a parte da
aldeia amarela desta familia (§4). Para justificar que a fracdo de terreno da familia é um
quarto desta aldeia viram que esse terreno cabia quatro vezes na aldeia. Posteriormente,
justifica porque ¢ que o terreno da familia Ilidio corresponde a 18 Neste ambito, usa

argumentos empiricos: cobre toda a aldeia amarela com os pedagos de papel relativos
aos terreno das familias Faro e Ilidio. No entanto, o recurso a percentagens ndo permite
ao grupo identificar as fracdes correspondentes aos terrenos das restantes familias,
tendo, posteriormente, utilizado a estratégia de Joana.
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Estes episddios mostram a importancia da partilha de estratégias de resolucdo. Neste
caso, um dos grupos concluiu que a estratégia apresentada pelos colegas era mais eficaz
do que a sua para chegar a solugdo.

As figuras 7 e 8 representam os algoritmos apresentados pelos grupos de Filipa e de
Marcia para adicionar e subtrair fracdes (segunda parte da tarefa).
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Figura 7. Extrato do cartaz elaborado pelo grupo de Filipa — algoritmo para adicionar e subtrair fragdes

“1. Os denominadores tém de

s ser iguais. Se o denominador
for diferente temos de
encontrar fragdes equivalentes
com o mesmo denominador.
Se os denominadores forem
iguais s6 se soma os
numeradores”

Figura 8. Algoritmo apresentado pelo grupo de Marcia para adicionar fragdes

Filipa (fig. 7) comega por conjeturar como pode adicionar ou subtrair fragdes que tém,
ou ndo, o mesmo denominador. Posteriormente, tenta validar a sua conjetura recorrendo
a um esquema de prova baseado em exemplos (Sowder & Harel, 1998).

Marcia (fig. 8) conjetura, também, um procedimento para adicionar fra¢gdes com o
mesmo denominador e com denominadores diferentes. Valida a conjetura apenas para o
primeiro caso, recorrendo a representagdes iconicas. No entanto, ndo o consegue fazer
para fragcdes com denominadores diferentes, o que s vem a acontecer na entrevista em
que recorre a outros exemplos (fig. 9).
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Figura 9. Exemplo de como adicionar e subtrair fragdes

A aluna representa ambas as fragdes usando dois circulos distintos e, em seguida, divide
o circulo onde estd representado 12 em quatro partes, para que fique com o mesmo
nimero de partes do outro circulo. Posteriormente usa um novo circulo (o da direita)
para representar a soma de 12 com 14, ou seja, 34, como indica. Assim, para validar a
sua conjetura, Marcia utiliza esquemas de prova empiricos perceptuais e baseados em
exemplos (Sowder & Harel, 1998).

Quando questionada sobre a necessidade das fragdes terem o mesmo denominador para
se poderem adicionar, Marcia diz: “temos de encontrar denominadores iguais (...) para
podermos somar ou subtrair (...) as unidades tém de estar divididas a mesma... em
quantidades iguais” (EM2). Apesar de revelar alguma dificuldade em expressar, com
clareza, a justificacdo que apresenta, pode colocar-se a hipdtese da aluna se ter
comegado a preocupar com aspetos gerais da situagdo, o que, a ser verdade, podera
indiciar que esta a iniciar um percurso que a podera conduzir, mais tarde, a um esquema
de prova transformacional (Sowder & Harel, 1998).

Em suma, constata-se que as alunas raciocinaram matematicamente sempre que
explicaram e justificaram a forma como pensaram para resolver as tarefas propostas e
também quando se envolveram em atividades de conjeturar, generalizar e investigar
porqué.

Conclusodes

Procurou-se evidenciar que, ao longo do estudo desenvolvido, houve a preocupagido de
promover habitos de raciocinio, tentando que os alunos pensassem produtivamente
sobre as tarefas propostas, usassem representagdes relevantes para a sua resolugdo e
construissem sentido para conceitos e procedimentos matematicos. Simultaneamente,
procurou-se desvelar raciocinios que emergiram durante a exploracdo de dois
problemas.

As atividades associadas ao raciocinio matemdatico que surgiram com maior frequéncia
foram a explicacdo e a justificacdo que, amiude, se entrelacaram. As justificacdes
apresentadas foram, em muitos casos, baseadas em argumentos matematicamente
validos embora houvesse excecdes. Por exemplo, Filipa, usa um esquema de prova
autoritario (Sowder & Harel, 1998) para fundamentar o procedimento que usou para
comparar 610 e 34: “como a professora ensinou” (EF1).

A formulag¢do de conjeturas e a generaliza¢do foram menos frequentes, o que pode estar
relacionado com o tipo de tarefas que, nalguns casos, ndo apelavam a necessidade de
conjeturar e generalizar. Apesar disso, considera-se que a resolu¢do e exploracdo dos
problemas propostos permitiram que os alunos raciocinassem matematicamente. Como
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refere Boavida (2008), “em salas de aula em que € valorizado o raciocinio, a explicagéo,
a justificagdo e a argumentacdo sdo aspectos-chave da actividade dos alunos™ (p. 1).

Ao raciocinarem matematicamente os alunos recorreram a varios recursos: (i) conceitos,
procedimentos e representagdes matematicos. As representagdes revelaram ser
importantes ferramentas de apoio ao seu raciocinio, facilitando a interpretagdo, a
comunicagdo e a discussdo de ideias matematicas, como salienta Tripathi (2008).

Nao ¢ simples criar condi¢des para que os alunos raciocinem matematicamente e
progridam no desenvolvimento deste raciocinio. No entanto, uma escolha criteriosa de
tarefas cognitivamente desafiadoras e adequadas aos alunos, a criacdo de uma cultura de
sala de aula que favoreca e apoie a aquisi¢do de habitos de raciocinio (NCTM, 2009) e a
existéncia de tempo para que haja confronto e discussdo de estratégias e resultados,
parecem ser vias prometedoras.
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Anexo 1

O problema na distribuicio das baguetes!

No ano passado, eu e uma das minhas turmas decidimos fazer uma visita de estudo
para recolher informagdes para um projeto que estavamos a desenvolver. Pedimos a
colaboragio de alguns pais que estavam disponiveis para nos acompanhar e, cada um dos
grupos de trabalho_foi visitar um local diferente ja que tinha um adulto perto.

Cinco alunos foram para o Planetario, quatro foram para o Centro de Ciéncia Viva,
cinco foram para o Museu de Arte Moderna e, por ultimo, oito foram para a Biblioteca
Nacional. Ficou combinado que a funcionaria do bar prepararia baguetes, daquelas muito
grandes, para o lanche. O problema é que fez apenas dezassete baguetes e distribuiu-as
do seguinte modo: deu trés baguetes aos quatro alunos que foram para o Centro de Ciéncia
Viva e quatro aos cinco que foram ao Museu de Arte Moderna; os oito que foram a
Biblioteca ficaram com sete baguetes e as trés restantes deu-as aos cinco alunos do
Planetario.

Na aula seguinte, conversamos sobre como tinha corrido a visita de estudo. Alguns dos
meus alunos queixaram-se de que a distribuig3o das baguetes ndo tinha sido justa, pois
alguns tinham tido mais comida do que outros. O que pensam disto? Sera que tinham
razao?

! Retirado de: Fosnot. C. T, & Dolk, M. (2002). Young Mathematicians at work - Constructing
Fractions, Decimals and Percents. Portsmouth: Heinemann.
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Anexo 2

Terrenos nas Aldeias’
Parte 1: Aldeia Amarela ¢ Aldeia Branca

Em duas aldeias vizinhas algpumas das famibias possusm terrenos de cultivo que estio
distribuidos conforme mostra a figura seguinte.

1. Que fragio dos terrencs de cultivo da respetiva aldeia possui cada um dos
propnetarios? Explica o teu raciocinio.

2. Algumas familias venderam os seus terrenos a outros proprietanos:
Aldeia Amarela Aldeie Brance

Lopes Castro

Faro Duarte Alves

- A famiha Lopes comprou todo o terreno da famikia Moura.
-Aﬁmﬂthﬂe\mdeungseulmemiﬁmihaCmo.

a) Qual a fragio dos terrenos que posswi, agora, cada uma das familias?

 Adaptado dg; Mesezes, L, Rodrigues, C,, Tovares, F, & Gomes, H (2009) Nimero: racionaiz ndo

negative: - Torgfas para ¢ 5.° Ano. Lishos: Ministario da Educagdo

Parte 2: Em busca do algoritmo

Quando precisamos adicionar ou subtrair € necessario dispor de um conjunto de
procedimentos que conduzam rapidamente ao resultado pretendido. Esse conjunto de
procedimentos chama-se algoritmo.

Um algoritmo s6 € Gtil se descrever claramente e de forma compreensivel os passos a
seguir e se conduzir sempre ao resultado correto.

1. A partir das questdes anteriores (Parte 1), descreve um algoritmo para adicionar
fragbes. Regista o algoritmo de forma clara, tal como se fosses envia-lo a alguém com
quem ndo tivesses oportunidade de conversar e que, por isso, lendo a tua mensagem
deveria compreender perfeitamente as tuas instrugdes.

2. Cria agora um algoritmo para subtrair fragdes. Regista o algoritmo de forma clara, tal
como se fosses envia-lo a alguém com quem n3o tivesses oportunidade de conversar e
que, por isso, lendo a tua mensagem deveria compreender perfeitamente as tuas
instrugdes.

3. Experimenta os teus algoritmos e verifica se funcionam, ou ndo, nos casos que se
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