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APRESENTACAO

Ao longo dos tempos, a reflexdo sobre o pensamento
matematico e os diferentes modos de raciocinio tem ocupado um
lugar de destaque quer no desenvolvimento da matematica quer
da investigacdo em educacdo matematica. Ao raciocinio
matematico estdo associadas diversas formas de pensamento
importantes para todos aqueles que fazem Matematica, tais
como: prever resultados, essenciais para a formulagdo de
conjeturas; questionar solucbes, mesmo as corretas; procurar
padroes; recorrer a representagdes alternativas; analisar e
sintetizar. O desenvolvimento do raciocinio matematico ocupa
um papel de relevo nos curriculos da generalidade dos paises.

Nos programas de matematica portugueses, tanto do ensino
bésico como do ensino secundario, e como algum reflexo dos
resultados da investigacdo em educacdo matematica, € dada
especial atencdo ao raciocinio matematico, como capacidade
transversal a qualquer tema ou topico matematico. O
desenvolvimento desta capacidade transversal € visto como
essencial ao sucesso dos alunos ndo s6 na escola mas também-na
sua vida futura.

As experiéncias de aprendizagem que sdo proporcionadas aos
alunos, e que influenciam fortemente o que eles aprendem e a
qualidade dessas aprendizagens, dependem ndo sO das
orientacBes curriculares mas também da visdo da matemaética
escolar que predomina na sala de aula. Se a matemaética é
encarada como um conjunto de regras, impostas externamente
para serem aplicadas de forma mecanica e sem necessidade de
compreensdo, aprender matematica reduz-se a ouvir a
explicacdo ou exposicdo do professor e a imitar oS seus
processos de resolucdo de tarefas semelhantes, enfatizando o
saber fazer e ndo perceber o que se faz. Por outro lado, se a
matematica € vista como uma construcdo dindmica de
conhecimento, onde é necessario atribuir significado a férmulas,
simbolos, procedimentos e processos usados na resolucdo de
tarefas de natureza diversificada, estabelecendo uma rede de
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RACIOCINIO MATEMATICO

conceitos interligados, entdo aprender matematica envolve um
leque variado de métodos como a formulacdo de conjeturas, a
observacdo de regularidades, a procura de generalizagdes, a
explicacdo e justificacdo de ideias matematicas. Para além do
saber fazer enfatiza-se a compreenséo do que se faz e os motivos
por que se faz.

As tarefas que sdo propostas em sala de aula bem como 0s
recursos (em particular os recursos tecnoldgicos e 0s materiais
manipulaveis) que sdo disponibilizados para apoiar a sua
implementacdo influenciam o desenvolvimento do raciocinio
matematico dos alunos. A par do papel que as tarefas
desempenham devemos ter em conta o contributo do professor
na conducdo de toda a atividade matematica dos alunos
resultante do seu envolvimento nas tarefas. A valorizacdo de
raciocinios incompletos ou mesmo imprevistos devem ser vistos
como trampolins para uma discussdo matematica rica. A
comparacao e contraste entre diferentes estratégias de resolucéo
de uma mesma tarefa, a explicacdo e justificacdo das ideias ou
processos usados por terceiros, etc. sdo exemplos dos aspetos
complexos que o professor deve equacionar de modo a
promover o desenvolvimento do raciocinio matematico dos
alunos.

Mas, afinal, o que é o raciocinio matematico? Usa-se o termo
raciocinio partindo do principio que existe um entendimento
comum sobre o seu significado — utilizando-se, também, o termo
pensamento com o mesmo sentido. Os varios textos incluidos
neste nimero da Investigacdo em Educacdo Matematica sdo um
exemplo claro da multiplicidade de abordagens possiveis ao
tema, da diversidade de termos que estdo associados ao
raciocinio  (raciocinio geométrico, raciocinio algébrico,
raciocinio espacial, raciocinio visual, raciocinio indutivo,
raciocinio  abdutivo, raciocinio  dedutivo, intuicéo,
demonstragdo, argumentacgdo, etc.). Urge, por que se acredita
que tal € uma questdo teorica que pode ter implicacdes para o
processo de ensino e aprendizagem da matematica, procurar um
maior entendimento sobre o que é o raciocinio matematico e
como é que ele pode ser desenvolvido nos alunos. Estes textos
foram sujeitos a um processo de revisdo por pares e referem-se
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as comunicacBes e posteres apresentados no Encontro de
Investigacdo em Educacdo Matematica — EIEM2013 — realizado
nas Penhas da Saude, Covilhd, nos dias 18 e 19 de maio de
2013, subordinado ao tema Raciocinio matematico.

Nesta publicacdo existem cinco secg¢fes. A primeira sec¢do é
uma evocacdo a Paulo Abrantes, por ocasido do décimo
aniversario do seu desaparecimento, a sua pessoa e, sobretudo,
ao seu trabalho vasto e marcante em educacdo matematica no
nosso pais e além fronteiras. Destacando algumas ideias centrais
de Paulo Abrantes sobre o raciocinio matematico, 0 seu
significado e importancia no desenvolvimento curricular,
Leonor Santos desafia os participantes no EIEM2013 a
perspetivar o futuro olhando o presente, detendo-se, entre outros
aspetos, nas acdes do professor de matematica que podem
promover o desenvolvimento do raciocinio matematico nos
alunos, no desenvolvimento de uma aprendizagem matematica
com compreensdo, e no lugar e papel do raciocinio matematico
num curriculo centrado na preparacdo de um cidaddo
responsavel, critico e participante.

Na segunda seccdo sdo apresentadas as conferéncias plenarias
do Encontro. Maria Alessandra Mariotti, da Universidade de
Siena, Itdlia, no artigo intitulado Mathematical reasoning:
Conjecturing and proving in a Dynamical Geometry
Environment, debruca-se sobre a complexidade do
funcionamento dos ambientes de geometria dindmica com o
intuito de discutir as potencialidades didaticas das varias
ferramentas que lhes estdo associadas. A luz da Teoria de
Mediacdo Semiotica, descreve como os significados emergem
em diferentes processos exploratérios (modalidades de
arrastamento com respeito a nogdo de conjetura geométrica) e
como se relacionam com as premissas, as conclusdes e as
ligagdes condicionais entre estas. O segundo artigo é da autoria
de Ana Barbosa, da Escola Superior de Educacdo do Instituto
Politécnico de Viana do Castelo, e tem como titulo O contributo
da visualizacdo no desenvolvimento do raciocinio funcional.
Tendo como objetivo global a compreensdo do modo como
alunos do 6.° ano de escolaridade resolvem problemas
envolvendo a generalizacdo de padrdes, em contextos visuais, a
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autora foca-se nas estratégias de generalizacéo privilegiadas por
quatro alunos, no papel que a visualizagdo tem no raciocinio
funcional que evidenciam. Além disso, discute como alguns
fatores poderdo influenciar as opcGes dos alunos em termos de
estratégias de generalizacdo. As tarefas que envolvem a
exploracdo de padrGes em contextos visuais surgem como
facilitadoras do aparecimento de estratégias de generalizacdo
variadas mas a compreensao, pelos alunos, das potencialidades e
limitacbes de cada estratégia mostra-se essencial para o
desenvolvimento de um raciocinio (funcional) mais flexivel.

Cada uma das trés secgOes seguintes é dedicada ao conjunto de
comunicacdes que constitui cada grupo de discussdo do
EIEM2013. Estes grupos ndo foram constituidos a priori mas
surgiram apds a submissdo de trabalhos para o EIEM2013
agregando os textos conforme as tematicas gerais que estes
abordam. As comunicac6es do grupo de discussdo 1 reunem-se
em torno da tematica do Raciocinio em Geometria. Discutem-se
tipos de raciocinio (indutivo, abdutivo e dedutivo) ancorados em
situacdes de ensino-aprendizagem de topicos de Geometria ou
em contextos visuais, ao longo de todos os ciclos de
escolaridade. Ao papel das tarefas de aprendizagem no
desenvolvimento de processos variados de raciocinio
(relacionados com a intuicdo, formulacdo e teste de conjeturas,
explicacdo, justificacdo, prova) € dada especial atencdo, bem
como as caracteristicas, potencialidades e limitacdes, dos
ambientes de geometria dindmica que contribuem para esse
desenvolvimento.

No segundo grupo de discussdo, dedicado ao tema Raciocinio
em Numeros e Algebra, ¢ feita uma reflexdo sobre aspetos
tedricos, de aprendizagem e do ensino, focando a prética
profissional do professor de Matemaética e o desenvolvimento
curricular. As experiéncias de ensino e aprendizagem referidas
englobam alunos desde o pré-escolar ao ensino secundério e,
ainda, alunos futuros professores de Matematica. Sdo levantadas
questdes quanto as inteligéncias maltiplas postas em movimento
na sala de aula e sobre o significado dos termos raciocinio
matematico e pensamento matematico. Ao processo de
generalizacdo é dada bastante énfase, bem como a sua relacdo
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com as representagdes e 0s processos de significacdo. Discute-se
também o processo de abstracdo e a sua relagdo com a
generalizacdo matematica, problematizando-se a passagem da
aprendizagem da Aritmética para a Algebra. A ligacdo entre
comunicacdo e raciocinio é questionada, refletindo-se, ainda,
sobre a coordenacdo do conceito de fracdo com o raciocinio
multiplicativo, bem como o desenvolvimento do raciocinio do
professor de Matematica a partir da discussdo, interpretacdo e
atribuicéo de significado a produgdes de alunos.

Finalmente, a quarta seccdo desta publicacdo é dedicada aos
trabalhos recebidos que abordam a tematica do Raciocinio e
Demonstracdo, correspondendo ao grupo de discussdo 3, que se
organiza em torno da demonstracdo, do pensamento matematico
avancado e do conhecimento matematico. Ao nivel da
demonstragdo s&o discutidas diversas dimensdes que englobam
problemas em contexto historico, as diferentes fungdes da
demonstracdo e a compreensdo do método de demostracdo
direto. A aprendizagem dos conceitos matematicos e a qualidade
dessas mesmas aprendizagens sdo discutidas a luz das teorias do
pensamento matematico avancado, procurando-se evidenciar 0s
raciocinios dos alunos que lhe estdo inerentes. O recurso a
taxonomias revela-se uma ferramenta Util para categorizar os
diferentes raciocinios e aferir a qualidade das aprendizagens. O
conhecimento matematico ¢é abordado a partir do paradigma das
inteligéncias multiplas e do conhecimento matemético que o
professor mobiliza para desenvolver os processos de raciocinio
dos alunos.

Para este nimero da Investigacdo em Educagdo Matematica,
dedicado ao tema Raciocinio matematico, contribuiram muitos
autores, a quem se agradece a colaboracdo prestada, o
importante papel na discussdo do tema e no avanco trazido ao
conhecimento e investigagdo acumulados em Educacgéo
Matematica. Dos trabalhos discutidos, e aqui reunidos, emergem
implicacbes varias para 0 ensino e a aprendizagem da
matematica, bem como para a formac&o de professores e para o
desenvolvimento curricular. Juntamente com essas implicacdes,
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novas questbes se levantam (e outras persistirdo), abrindo
caminho para investigacdes futuras.

Antonio Domingos
Manuel Joaquim Saraiva
Rosa Antdnia Tomas Ferreira
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ENTRE EUCLIDES E A ACTUALIDADE: UM
PROBLEMA DE OTIMIZACAO

Ana Elisa Esteves Santiago

UIED — FCT Universidade Nova de Lisboa
elisa_santiago@hotmail.com

Maria Teresa Gonzalez Astudillo

Facultad de Educacion de la Universidad de Salamanca
maite@usal.es

RESUMO

Os problemas de otimizacdo sdo um tema importante tanto na matematica como
no ensino da matematica.

Nesta comunicacéo apresentamos parte de uma investigacéo historica acerca dos
problemas de otimizagdo em que comecdmos por analisar algumas obras
historicas, passando depois aos programas oficiais portugueses e, por fim, alguns
manuais escolares portugueses. Essa investigacdo teve como objetivo identificar
as obras, programas e manuais que abordavam os problemas de otimizacdo bem
como caraterizar esses problemas e respetivas demonstragdes ou resolugdes.

A primeira referéncia que encontramos nos livros historicos foi na obra Elementos
de Euclides no século IV. a. C., ou seja, antes de se usar a derivada. Assim, nesta
comunicagdo iremos apresentar um problema de otimizagdo presente na obra de
Euclides e um problema idéntico, um caso particular, que atualmente se encontra
nos manuais escolares do ensino secundario que, tal como na obra de Euclides, é
resolvido sem o recurso & derivada. Vamos analisar cada um deles e verificar o
tipo de raciocinio utilizado na sua demonstragéo ou resolucéo.

Palavras chave: Raciocinio dedutivo, raciocinio heuristico,

problemas de otimizacdo, manuais escolares, historia do ensino
da matematica.

Introducéo

Desde que os problemas de otimizacdo surgiram nos manuais
escolares portugueses, estes sdao resolvidos, maioritariamente,
atraves do célculo da derivada de uma funcéo. Mas, que tipo de
problemas e como se resolviam antes de surgir a derivada? Sera
que a introducdo do uso da calculadora grafica no Ensino
Secundario acarretou alguma alteracdo? Os manuais escolares
atuais contemplam problemas de otimizagdo idénticos aos das
obras histdricas? Existe alguma relagdo entre os raciocinios
utilizados na resolucéo?
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Ana Santiago, Maria Teresa Astudillo

Tendo como base estas questdes, elabordmos um estudo
histérico acerca dos problemas de otimizacdo. Verificamos
quando surgiram na Histéria da Matematica, quais 0s
matematicos que os estudaram e a forma como estes 0S
resolviam antes e depois de surgir o conceito de derivada.
Verifichmos ainda quando foram inseridos nos programas
oficiais e nos manuais escolares portugueses, que tipo de
problemas eram apresentados e como se realizava a sua
resolucéo.

Ao longo deste texto, entenda-se problema de otimiza¢do como
um problema em que se pretende determinar a solugdo Otima.
Apesar de haver muitos métodos para resolver estes problemas,
vamos restringir-nos aqueles em que intervém duas variaveis
relacionadas mediante uma conexao a partir da qual se obtém
uma funcdo de uma s6 variavel, definida num intervalo do
conjunto dos nUmeros reais.

Nesta comunicagdo iremos apresentar parte desta investigacao.
Analisaremos um problema de otimizacdo de uma obra
historica, os Elementos, de Euclides, datada do século 1V a.C.,
bem como a sua demonstracdo. Por fim analisamos um
problema de otimizacdo idéntico, de um manual escolar recente,
Infinito 10, de Jorge e outros, datado de 1997, bem como a sua
resolucdo, ambas sem recorrer ao calculo da derivada. Para
melhor compreender o contexto em que surgem os problemas de
otimizacd0 nos manuais escolares, sem recurso & derivada,
iremos fazer ainda uma breve analise do programa oficial.

Sera possivel identificar algumas semelhancas entre as duas
formas de resolugdo? Utilizam o mesmo raciocinio?

Metodologia de Investigacdo

Tendo em consideracdo que esta investigacdo tem um caracter
histdrico e didatico procuramos nas obras de Bisquera (1989),
Berrio (1997), e Schubring (1987, 1989) a fundamentagéo para a
metodologia de investigacéo historica a utilizar.

Foram ainda importantes a obra de Gonzalez (2002) que
apresenta uma caracterizacdo das representacfes dos pontos
criticos presentes nos manuais escolares espanhdis e em livros

458



Raciocinio Matematico

histéricos e a obra de Sierra (2003) acerca da evolugdo do
ensino da Analise Matematica e da Algebra.

O livro de Boyer (1993), Histéria da Matematica, foi um
importante ponto de partida uma vez que ai pudemos encontrar
informacdo acerca de quando surgiram o0s problemas de
otimizacdo, bem como referéncia aos matematicos que 0s
estudaram. De igual modo foi possivel encontrar dados
importantes ndo so6 acerca da evolucdo o Calculo Diferencial
como importantes referéncias bibliogréaficas que nos permitiram
ir ao encontro dos classicos da Matematica que abordam o tema.

Para complementar essa informagdo foram também
fundamentais as obras de Struik (1989), Edwards (1979) e
Boyer (1959), acerca da historia da Matematica ou historia do
Célculo.

Com base na informagdo que conseguimos recolher nos livros
acima referidos, elaboramos um indice cronoldgico de autores
que consideramos estarem relacionados com o estudo de
problemas de otimizacdo. A partir do indice cronoldgico,
levamos a efeito uma pesquisa com o objectivo de identificar as
obras existentes de cada um dos autores ou acerca dos mesmos.
Apbs um primeiro exame a cada uma das obras, seleciondmos
para andlise detalnada dos problemas de otimizacdo
encontrados, uma ou duas dos respectivos autores de cada
época. Passamos entdo a analise dos problemas de otimizacdo
presentes em cada uma das obras bem como das respetivas
demonstragdes/resolucgdes.

Passamos depois ao estudo dos programas oficiais. De entre as
obras de que nos servimos para contextualizar a evolugdo dos
sistemas educativos destacamos a Historia do Ensino em
Portugal de Rémulo de Carvalho (Carvalho, 2001) e a obra O
Sistema de Ensino em Portugal (Séculos XIX-XX) de Maria
Céandida Proenca (Proencga,1998). Outra fonte, fundamental foi a
legislagéo e programas publicados.

Para a analise didatica tivemos por base as quatro fases de
resolucédo de problemas propostas por George Polya (1995).
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Um problema de otimizagdo da obra de Euclides

A primeira obra histérica onde identificAmos problemas de
otimizag&o foi na obra Elementos, de Euclides, datada do século
IV a.C., ou seja, significativamente anterior ao calculo
diferencial.

Euclides (c. 330 a. C. - 260 a. C.) foi um dos primeiros
gedmetras e é reconhecido como um dos matematicos mais
importantes da Grécia Classica e de todos 0s tempos.

Existem poucas informacdes sobre a sua vida. Foi chamado para
ensinar Matematica na escola criada por Ptolomeu Soter (306 a.
C. - 283 a. C.), em Alexandria, mais conhecida por "Museu".

Embora se tenham perdido mais de metade dos seus
livros, ainda restaram, para felicidade dos séculos vindouros, 0s
treze famosos livros que constituem os Elementos. Publicados
por volta de 300 a. C., ai estd contemplada a aritmética, a
geometria e a algebra (Boyer, 1993).

O trabalho de Euclides é muito vasto. Os seus trabalhos foram
inicialmente traduzidos para arabe, depois para latim, e a partir
destes dois idiomas para outras linguas europeias.

Embora alguns conceitos ja fossem conhecidos anteriormente a
sua época, 0 que impossibilita uma analise completa da sua
originalidade, pode-se considerar o seu trabalho genial. Ao
recolher tudo o que entdo se conhecia, sistematiza os dados da
intuicdo e substitui imagens concretas por nogdes abstractas,
para poder raciocinar sem qualquer apoio intuitivo (Boyer,
1993).

O texto dos Elementos, de Euclides, esta dividido em treze
capitulos, chamados Livros. Em cada livro estdo presentes
pontos diferentes: defini¢bes, proposicdes, porismas, lemas,
postulados e nogdes comuns (Heath, 1956).0s livros
distinguem-se entre si pelo contetdo. Assim, o livro primeiro,
segundo, terceiro, quarto e sexto estudam a Geometria no Plano,
0 quinto esta dedicado a teoria da proporc¢éo, o sétimo, oitavo e
nono tratam da teoria de ndmeros, o décimo fala sobre os
irracionais e o décimo primeiro, décimo segundo e décimo
terceiro falam sobre a Geometria no Espaco (Heath, 1956).
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E exatamente nos livros acerca de Geometria no Plano que
vamos encontrar proposi¢cdes que podem ser interpretadas como
problemas de otimizacéo.

As quatro primeiras surgem no livro 1ll: proposi¢do 7,
proposicdo 8, proposicdo 15 e proposicdo 16 e estdo
relacionadas com o circulo. A quinta surge posteriormente no
livro VI: proposicdo 27 relacionada com as proporgdes de
figuras planas. As proposic¢des de Euclides sdo de dois tipos: Ou
sdo construcgdes (dividir uma recta, construir um quadrado) ou
séo teoremas enunciados em forma condicional como é o caso
das proposicOes relacionadas com problemas de otimizacéo
(Santiago, 2008). As demonstracdes sdo feitas com base num
raciocinio dedutivo.

Apresentamos a seguir o Gltimo problema de otimizacdo que
encontramos na obra de Euclides bem como a sua resolucéo.

Livro VI — Proposicdo 27 (enunciado = prétasis)

De todos os paralelogramos aplicados a uma mesma recta e com os defeitos®® de
figuras paralelogramas semelhantes a figura descrita sobre a metade da dita recta,
e semelhantemente postas, 0 maximo é aquele que ¢ aplicado a metade da mesma
recta, e é semelhante a figura paralelograma que falta (Heath, 1956, Vol. II, p.
257).

Vejamos como Euclides demonstra esta proposicéo:
Primeira parte
Exposicao (ékthesis)
Seja AB uma recta bissectada por C. Apliquemos a recta AB o paralelogramo AD

com o defeito da figura paralelograma DB descrita sobre a metade de AB, seja ela
CB;

D E

SRR
s

A C K B

15 0 método de construgdo do paralelogramo cuja &rea seja equivalente a de uma recta com uma
longitude dada, diz-se que se faz por justaposicdo (parabole ton chorion) diz-se que é por
excesso (hipérbole) se a area é maior que a longitude da linha e por defeito (elleipsis) caso
contrario. Estas denominages transportaram-se posteriormente as conicas. Esta proposicéo,
juntamente com a 28 e a 29 foi considerada como o equivalente geométrico da forma algébrica
mais generalizada de equacOes quadraticas quando tem uma raiz real positiva. Constitui o
fundamento do livro X e do estudo realizado por Apolénio das cénicas.
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Determinacéo (diorismas)

Eu disse que, de todos os paralelogramos aplicados em AB e com os defeitos de
figuras paralelogramas semelhantes e de forma semelhante situada em BD, AD é
0 maior.

Construcéo (kataskeue)

Apliquemos a recta AB o paralelogramo AF com a falta da figura paralelograma
FB semelhante e situada de forma semelhante a DB;

Determinacéo (diorismas)
Eu disse que o paralelogramo AD era maior do que o paralelogramo AF.
Demonstracédo (apodeixis)

Seja primeiramente a base AK do paralelogramo AF maior do que a recta AC.
Como o paralelogramo DB é semelhante ao paralelogramo FB, entdo eles tém a
mesma diagonal. [V1.26]

Tracemos essa diagonal DB, produzindo a recta KF até ao ponto L. Como o
paralelogramo CF é igual a FE, e FB é comum, entéo a totalidade de CH € igual a
totalidade de KE. [1.43]

Mas CH é igual a CG, pois AC também é igual a CB. [1.36]

Entdo GC também é igual a EK.

Juntemos-lhe o paralelogramo CF;

Entdo o paralelogramo AF ¢ igual ao gndmon LMN, e por isso o paralelogramo
CE, isto é, o paralelogramo AD serd maior do que o paralelogramo AF.

Em segundo lugar seja a base AK do paralelogramo AF menor do que a recta AC.

Suposta a mesma constru¢do, como os paralelogramos DH, DG séo iguais, pois
HM é igual a MG, entdo DH é maior do que LG.

Mas DH é igual a DK.

Logo DK é maior do que LG.

Concluséo (syumpérasma)

Por isso juntando a uma e outra parte o mesmo paralelogramo AL, o
paralelogramo DB, ou seja AD, ¢ maior do que o paralelogramo AF. (Heath,
1956, Vol. Il, p. 257).

Nesta demonstracdo séo utilizados os seguintes resultados:

—  Os paralelogramos que estdo postos sobre bases iguais, e entre as
mesmas paralelas, sdo iguais [1.36];

—  Em qualquer paralelogramo os complementos dos paralelogramos, que
existem ao redor da diagonal, sdo iguais entre si [1.43];

—  Se de um paralelogramo for tirado outro paralelogramo semelhante ao
total, e semelhantemente posto, e que tenha um &ngulo comum ao
mesmo total, o paralelogramo que for tirado, existird ao redor da
diagonal do paralelogramo total [V1.26].

Posteriormente esta proposicdo é utilizada para demonstrar o
resultado seguinte:

Aplicar a uma linha recta dada um paralelogramo igual a um rectilineo dado, e
com o defeito de uma figura paralelograma semelhante a outra dada. Mas o
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rectilineo dado, ao qual se quer que seja igual ao paralelogramo que se pede, ndo
deve ser maior que o paralelogramo, que se aplica a metade da recta dada, sendo
semelhantes entre si os defeitos, tanto do paralelogramo que se pede com o defeito
da figura paralelograma semelhante a outra dada [V1. 28].

O primeiro aspeto que salta a vista € o facto de, tanto o
enunciado como a demonstracdo apresentarem um texto
extenso, ndo se utilizando qualquer simbolo que simplifique a
escrita, tornado assim o problema de mais complexa
compreensdo. Por outro lado, a explicacdo dada ao longo da
resolucdo também € muito mais minuciosa do que o que se
apresenta atualmente, uma vez que a escrita matematica sofreu
uma vasta alteracdo desde o tempo de Euclides até a aos nossos
dias.

Relativamente as expressfes utilizadas, Euclides designa por
reta os segmentos de reta. O paralelogramo é designado apenas
por dois vértices de uma diagonal e ndo pelos quatro vértices
gue o constituem, como se indica atualmente.

A demonstracdo é feita por comparacdo entre areas de
paralelogramos e fundamentando com base em proposicdes
apresentadas e demonstradas anteriormente, utilizando um
raciocinio dedutivo. E possivel fragmenta-la em seis partes: O
primeiro pardgrafo, denominado exposicdo refere-se ao caso
particular do desenho sobre o qual se vai fazer a demonstracéo,
contrariamente ao enunciado que é completamente geral; o
paragrafo a seguir, designado por determinacédo indica qual € o
objetivo que se pretende alcancar em funcdo da figura que se
apresenta como exemplo para tragar a demonstragdo. Costuma-
se iniciar com as palavras “digo que...”; depois completa-se a
figura com os elementos necessarios para desenvolver a
demonstragdo, a esta parte denominamos construcdo; Surge no
paragrafo seguinte, novamente, a determinacdo: depois, na parte
mais extensa é apresentada a demonstracdo. Apesar de no
raciocinio se fazer referéncia a uma figura, as proposicées em
que se baseia sdo gerais pelo que a validez do raciocinio é
também geral; a demonstracdo termina apresentando a
concluséo.
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Esta proposicédo é, sem ddvida, muito importante pelo fato de ser
geometricamente equivalente a solucéo algébrica da maioria das
equacdes quadraticas com uma solugdo real e positiva.

Este problema, particularizado ao caso do retangulo, surge na
maioria dos manuais escolares que abordam os problemas de
otimizacao.

Os problemas de otimizagé@o nos programas oficiais
portugueses

Ap6s o estudo dos problemas de otimizacdo nos livros
histéricos, passamos a analise dos programas oficiais de
matematica. Com base na informagdo encontrada na obra de
Carvalho (2001) e na obra de Aires (2006), localizamos o0s
programas oficiais portugueses publicados desde o inicio do
século XX até a atualidade. De seguida identificamos os que
referiam o estudo de problemas de maximos e minimos ou, mais
concretamente, problemas de otimizacao.

A primeira referéncia que encontrdmos foi no programa oficial
datado de 1954 (Decreto n° 39807 do Diario de Governo n° 198
de 7 de Setembro de 1954) em que se refere o “estudo das
aplicagdes das derivadas”, no 6° ano do ensino liceal, no
capitulo dedicado & Algebra. Nos programas posteriores também
se contempla o estudo dos problemas de maximos e minimos,
seguido ao estudo das derivadas, ou seja, como uma aplicacéo
destas.

No entanto, s6 depois da publicacdo da Lei de Bases do Sistema
Educativo, a 14 de outubro de 1986 se refere, explicitamente, 0
estudo dos problemas de otimizacdo. Com a Lei de Bases do
Sistema Educativo os problemas de otimizagdo deixaram de
fazer parte de um unico ano letivo, uma vez que o conceito de
derivada passou a ser abordado no 11° e no 12° ano. Mais ainda,
tendo em conta que no 10° ano se estudam varios tipos de
fungdes, em particular a funcdo quadratica, também neste ano
surgem problemas de otimizacdo. Assim, a partir da publicacéo
da Lei de Bases do Sistema Educativo, os problemas de
otimizacdo passam a estar incluidos em todos os anos do Ensino
Secundario, antes e depois de se abordar o conceito de derivada.
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Todos os programas das reformas que se seguiram contemplam,
nos trés anos do ensino secundario, o estudo dos problemas de
otimizacdo. No 10° ano sem recurso a derivada e no 11° e 12°
ano como aplicacgéo desta.

A abordagem dos problemas de otimizagdo num manual
escolar portugués

Feita a andlise dos programas oficiais, passamos a recolha e
analise dos manuais escolares publicados para cada uma das
reformas tendo localizado os primeiros problemas de otimizacao
no manual, publicado em 1958, da autoria de Sebastido e Silva e
de Silva Paulo para 0 6° e 7° ano do ensino liceal.

Apesar de a Lei de Bases do Sistema Educativo, publicada a 14
de outubro de 1986, ser a reforma que traz mais alteragdes,
relativamente aos problemas de otimizacdo, tais alteracbes nao
sdo significativas nos manuais escolares analisados. Mesmo
existindo ja problemas de otimizacdo nos manuais escolares do
10° ano, estes ndo apresentam qualquer tipo de resolucdo. Em
contrapartida, o reajustamento de 1997 marca a diferenca no
tratamento dos problemas de otimizagdo, quer no que diz
respeito a quantidade, quer no que diz respeito a diversidade de
problemas e resolugbes. E precisamente esta reforma que
introduz a utilizacdo da calculadora grafica no ensino
secundario.

Este reajustamento apresenta como um dos temas transversais o
raciocinio matematico. Silva (2001) refere que “No ensino
secundario, o estudante devera ser solicitado frequentemente a
justificar processos de resolugdo, a encadear raciocinios, a
confirmar conjecturas, a demonstrar férmulas e alguns
teoremas” (p. 11).

No topico relativo ao estudo de fungdes refere que:

Deve ser dada énfase especial a resolugdo de problemas usando métodos
numéricos e graficos, nomeadamente quando forem usadas inequagbes. A
resolugdo numérica ou grafica deve ser sempre confrontada com conhecimentos
tedricos. Deve ser usada a resolugdo analitica sempre que a natureza do problema
o0 aconselhar, por exemplo quando for conveniente decompor um polinodmio em
factores. O estudo analitico dos polindmios deve ser suscitado pela resolucédo de
problemas e ai integrado. A resolucdo analitica de problemas deve ser sempre
acompanhada da verificagdo numérica ou grafica (Silva, 2001, p. 28).
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Também o NCTM (2007), refere que o raciocinio matematico
deve ser desenvolvido dando oportunidades aos alunos de
explorar, investigar, representar, conjecturar, explicar e justificar
matematicamente. Os alunos desenvolvem o seu raciocinio
matematico, em particular o raciocinio indutivo e dedutivo,
atraves dos processos de identificacdo de regularidades,
formulacdo e verificagdo de conjecturas, generalizacéo,
justificacdo de propriedades, elaboracdo de cadeias de raciocinio
e argumentacdo em defesa de um processo de resolucdo e
demonstracdo. O raciocinio e a demonstracdo permitem aos
alunos organizar as suas observacgdes e proceder a abstraccdes,
tendo muitas vezes como ponto de partida um raciocinio
informal.

Em relacdo ao problema que estamos a analisar verificamos que,
antes da Lei de Bases do Sistema Educativo, este ja surge nos
manuais escolares, mas resolvido recorrendo ao célculo da
derivada da fungéo, ou seja, como uma aplicacdo da derivada ao
calculo de maximos e minimos de uma funcdo. A partir dai
surge também como problema concreto no estudo das fungdes
quadraticas. S0 na reformulacdo de 1997 encontramos, pela
primeira vez, a resolucdo deste problema, num manual escolar
do 10° ano, feita de formas diferentes: geometricamente,
algebricamente e complementado com a calculadora gréfica.

Desta forma, a introducdo do uso da calculadora grafica na sala
de aula foi um ponto importante para a evolugdo no estudo e na
abordagem feita aos problemas de otimizacdo abordados no
Ensino Secundario em Portugal, influenciando assim a forma de
raciocinio utilizada pelos alunos.

Vejamos um problema de otimizagéo, baseado no problema de
Euclides, que encontramos num manual escolar recente, relativo
a reformulacdo de 1997. Optdmos por um manual do 10° ano,
Infinito 10, da autoria de Jorge e outros pois é nestes que
encontramos a resolucéo de problemas de otimizacdo sem que se
faca uso da derivada. Vamos analisar o enunciado e a sua
resolucéo.

466



Raciocinio Matematico

Este manual estd dividido em dois volumes. O primeiro
dedicado a Geometria no Plano e no Espaco e o segundo trata
das Funcdes e Graficos e da Estatistica.

Os problemas de otimizacdo estdo no capitulo dedicado as
funcBes e gréficos. Este capitulo contempla o estudo dos
seguintes pontos:

Nocdo de funcdo; grafico e representacdo grafica de uma
funcéo

Estudo intuitivo de propriedades das fungbes e dos seus
gréficos

Funcéo afim. Resolucéo de problemas

Funcdes definidas por ramos. Aplicacdes
Funcéo quadrética. Resolucéo de problemas
Funcdes polinomiais. Polindmios numa variavel

Operagdes com fungbes. Funcdo soma, funcdo diferenca e
funcdo produto.

Zeros de uma fungdo polinomial.

Pela analise dos temas abordados pelo manual, nota-se uma
preocupacdo em apresentar para cada tipo de funcédo, problemas
concretos e aplicacdes.

Os problemas de otimizacdo surgem na parte dedicada as
funcbes quadréticas e na parte dedicada as funcdes polinomiais,
detetamos aqui 10 problemas de otimizacdo. O primeiro
problema de otimizagdo presente neste manual é, curiosamente,
intitulado de “O problema de Euclides”. Observemos o
enunciado e a resolugéo apresentada.

O enunciado do problema € apresentado de uma forma genérica,
sem referéncia ao valor do perimetro da figura. No entanto é
sugerido ao aluno que explore o problema por via geomeétrica,
algébrica ou recorrendo & calculadora grafica, particularizando a
rectangulos de perimetro igual a 40 cm.

467



Ana Santiago, Maria Teresa Astudillo

Problema de Euclides — Entre os problemas para os quais se procura uma solucéo considerada dptima

Um velho problema de destaca-se, pela sua simplicidade e riqueza, aquele que serd, porventura, o mais

optimizacdo antigo problema de optimizacdo conhecido e se encontra tratado na obra de
Euclides: ‘

“De todos os rectangulos com o mesmo perfmetro, qual o que tem area

méxima?"

Explore o problema considerando, por exemplo, os rectangulos de perimetro
igual a 40 cm e tenha em conta que a solugdo pode ser encontrada por via
geométrica, por via algébrica ou recorrendo a calculadora gréfica.

fio tem comprimento fixo.

Figura 1 — Enunciado (Jorge e outros, 1997, vol. 2, p. 232)

Na pagina seguinte do manual surgem as diferentes abordagens.
Vejamos

I. Geometricamente

A observacao de diversos rectangulos, todos eles com o mesmo perimetro,
sugere-nos que o quadrado é o que tem a maior drea
A demonstracao geométrica € muito simples e sugestiva

Partindo de um quadrado,
i constréi-se um rectangulo, que
Al | tem uma dimensdo um pouco

maior ¢ a outra, outro tanto
‘ = | menor do que o lado do
| | | quadrado.

A barra roxa é maior que a barra azul, logo a drea do
quadrado inicial € maior do que a do rectangulo

Figura 2 — Resolucdo geométrica (Jorge e outros, 1997, vol. 2, p. 233)

Este problema é semelhante ao problema do paralelogramo, que
identificamos na obra Elementos de Euclides, particularizado a
um retédngulo. Apresenta, obviamente, um enunciado muito mais
simples que o de Euclides e possui uma resolugéo interessante,
visto ser feita de formas diferentes: geometricamente,
algebricamente e complementada com a calculadora gréfica,
permitindo aos alunos visualizar a diferenca entre a area e o
perimetro.
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E utilizado um raciocinio heuristico, uma vez que “ndo se
considera final e rigoroso, mas apenas provisorio e plausivel,
tendo como objectivo descobrir a solugédo do problema que se
apresenta” (Polya, 1995).

A primeira resolugdo € feita com base num raciocinio
geométrico. Utiliza papel quadriculado e, partindo de um
quadrado de perimetro 20, sdo construidos rectdngulos com o
mesmo perimetro, verificando-se que a area destes € inferior a
area do quadrado. O papel quadriculado tem aqui também um
papel importante pois basta contar as quadriculas para ver qual a
figura com maior area.

Na segunda resolucdo utiliza-se um raciocinio algébrico, parte-
se de um quadrado de lado 10 e calcula-se a area de sucessivos
rectangulos, com o0 mesmo perimetro, alterando o comprimento
e a largura, verificando-se que estes tém uma &rea inferior & area
do quadrado de lado 10.

Por fim, na resolucdo através da calculadora grafica,
consideram-se todos os retangulos cuja soma da medida do
comprimento com a da largura é de 20 unidades. Considera-se
que um dos lados mede x e, consequentemente, 0 outro mede 20
— X; de seguida traca-se o grafico da funcdo que nos da a area
destes retangulos (y = x (20 — x)). Verifica-se entdo,
graficamente, que a é&rea maxima € do retangulo cujo
comprimento e a largura coincidem.

Assim, este problema promove a verificagdo, por parte do aluno,
de que é possivel utilizar mais do que um tipo de raciocinio na
resolucdo de problemas e salienta a importancia do recuso a
calculadora grafica para confirmagdo das conclusdes ja
apresentadas.
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II. Algebricamente

Se considerarmos um quadrado com 10 cm de lado e diminuirmos
sucessivamente uma unidade a um dos lados acrescentando-a ao outro, obtemos
areas progressivamente menores:

10X 10=100

[ (10+1)(10-1)=99
6511 — (10+2)(10-2)=96
s 10— (10+3)(10-3)=91
T X 6284 (10+4)(10-4)=84
15 275, i (10+5)(10-5)=75

Constata-se que 10 + " vezes "10 - +" & menor que 10 X 10 & que, quanto
maior for +, menor é o valor do produto.

0 enunciado algébrico correspondente ao resultado estabelecido
geometricamente por Euclides é, entao, o sequinte:

Se.p+q for constante, entdo p X q é mdximo quando p=q.

Todos 0s rectangulos acima considerados tém o mesmo perimetro (40 cm); o de
maior rea é precisamente o quadrado com 10 cm de lado.

Figura 3 — Resolucdo algébrica (Jorge e outros, 1997, vol. 2, p. 233)
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I1. Recorrendo a calculadora gréfica
Consideremos ainda a familia dos rectangulos cujo comprimento e largura
somam 20 unidades.

Se considerarmos que a largura vale x, entdo o comprimento é igual a 20 — x.

Introduzindo na calculadora as funcoes

Yy =
y,=20-x
Y2=Y1 XY,

obtemos, depois de definir adequadamente o rectangulo de visualizacao os seguin-
tes gréficos:

A linha curva — uma parabola — corresponde a representacéo grafica da funcao
definida por y = x(20 — x) ou seja, a fungdo que representa a area do rectangulo
de largura x e comprimento 20 — x.

A leitura das coordenadas do vértice da parabola — ponto correspondente ao
valor maximo da funcao — conduz-nos a:
x=10ey =100 (este dltimo é o valor da drea maxima).
Fig. 4 — Resolucdo recorrendo a calculadora grafica (Jorge e outros,
1997, vol. 2, p. 234)
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Conclusao

Observamos que a demonstracdo apresentada por Euclides €
uma demonstragdo geométrica feita por construcéo, comparando
areas de figuras com o mesmo perimetro, verificando por fim
qual a solucdo 6tima, utilizando para tal um raciocinio dedutivo.
Em contrapartida, a resolucdo apresentada no manual escolar
ndo é feita de forma Unica, levando a que o aluno perceba que
ndo ha apenas um caminho na resolucdo dos problemas, esta
pode ser feita por Varios processos, uns mais intuitivos e outros
mais formais, promovendo varias formas de chegar ao resultado,
tal como é recomendado no programa oficial, com base num
raciocinio heuristico.

Na resolucdo geometrica utiliza-se a no¢do da medida da area
para comparar a area de retangulos com o mesmo perimetro. As
resolugdes que se seguem vao aumentando o0 grau de
formalidade. A resolucéo algébrica € uma comprovacao de casos
particulares, ndo demonstra o caso geral. Por fim, na resolucdo
com a calculadora grafica surge uma funcdo quadratica no
estabelecimento do plano, facilitando a visualizagdo da solucao
Otima. A partir daqui seria possivel a resolucdo deste problema
por via mais formal, determinando analiticamente o Vvértice da
parabola.

Apesar de os autores apresentarem as trés resolucdes separadas,
podemos verificar que, a resolucdo algébrica auxilia na escolha
dos valores a utilizar na resolucdo algébrica e que esta nos
auxilia na determinacdo das funcBes a utilizar na resolucédo
através da calculadora grafica.

Comparando a resolucdo geométrica apresentada por Euclides e
a resolucdo geométrica apresentada no manual escolar
verificamos que ambas sdo feitas por comparacdo de areas,
partindo da area do quadrado e verificando que os retangulos
com o0 mesmo perimetro tém area inferior a do quadrado.

Observamos ainda que o manual vai ao encontro das
recomendagOes propostas pelo programa oficial uma vez que,
apresentando este tipo de resolugdes, ¢ “dada énfase a resolucéo
de problemas usando métodos numéricos e graficos”.
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Na resolucdo deste problema a calculadora gréfica € utilizada
para confirmacdo dos resultados a que se tinha chegado nas
resolugdes anteriores, no entanto, teria sido possivel utiliza-la
como meio de descoberta da solucdo do problema. Para tal
bastaria que o aluno comecasse por determinar a fungdo que nos
permite determinar a area do retangulo em funcdo da medida
dos lados e depois utilizar a calculadora gréafica para
determinacéo da solucdo 6tima.

Assim, 0s tempos trouxeram-nos simplicidade, quer na escrita,
quer na resolucdo dos problemas. Passamos de um raciocinio
dedutivo, unicamente geométrico para um raciocinio heuristico
centrado em questbes aritméticas e algebricas, sendo a
calculadora grafica uma mais valia na exploracdo dos
problemas.
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