MEMORIAS
DA

ACADEMIA DAS CIENCIAS
DE

LISBOA
CLASSE DE CIENCIAS

TOMO XLV

A matematica da evolugao e a
evolucao da matematica

FABIO CHALUB

ACADEMIA DAS CIENCIAS
DE LISBOA

LISBOA « 2018






A matematica da evolucao e a evolucao da matematica

FABio CHALUB

Inicialmente gostava de agradecer a Academia das Ciéncias de Lisboa, particularmente ao Prof. Jodo
Paulo Dias, o convite para falar num dos varios eventos comemorativos do ano Darwin. E bom notar
que a matematica ndo foi esquecida nem se omitiu desta efeméride. De facto, hd um consenso cada vez
mais alargado da relevancia da matematica nas ciéncias da vida, o que pode ser visto consultando algu-
mas das referéncias bibliogréficas [1,2].

O propésitos destas notas é discutir, brevemente, o que poderia ser chamado de “a matematica da
evolugdo”, ou seja, aqueles resultados, de cariz nomeadamente matematico cuja interpretagao bioldgica
é direta e, pelo outro lado, quais problemas originados na biologia precisam ainda de desenvolvimentos
matematicos que permitam sua melhor compreensao.

E um pouco dificil estabelecer uma data para o que poderia ser o inicio da biomatematica; por vezes
arbitramos o problema dos coelhos de Fibonacci, de 1202 (“Um casal de coelhos demora um més para o
amadurecimento sexual; a partir deste momento, produz um novo casal por més. Comecando com um
unico casal, quanto casais estardo presente no més n?”) [3]. No entanto, apesar da inspiragdo bioldgica,
este era apenas um problema perdido entre vérios cujo objectivo era o de ilustrar algumas técnicas mate-
maticas.

Também Euler trabalhou em problemas de dindmica populacional [4]; apesar de seu trabalho mostrar
uma abordagem correcta e em larga medida moderna tanto do ponto de vista matematico como de
modelacdo, sua motiva¢ao nao era propriamente bioldgica: seu objectivo primdrio era mostrar que toda
a populagao da Terra poderia ter sido gerada a partir apenas de um casal em alguns milhares de anos
(“e ndo em centenas de milhares de anos como propdem alguns, em desacordo com as escrituras”).

Muitos trabalhos, no entanto, deveriam ser mencionados (e nao serao) como os de Bernoulli [5], sobre
a variola (que poderia ser considerado, sem muita dificuldade, o primeiro trabalho que retine de forma
original as técnicas matematicas da época na solu¢ao de um problema biolégico relevante), Leslie e as
populacoes estruturadas (ainda hoje chamamos as matrizes usadas naquele trabalho de “matrizes de
Leslie”) [6] ou os de Verhust sobre a equacao logistica [7]. Estes tém um perfeito balanco entre a motiva-
¢ao bioldgica, o uso da matematica na formulagao e solu¢ao de um problema e a interpretacao do resul-
tado obtido, voltando ao ponto de partida: a realidade. Uma recente revisao destes trabalhos, combinando
a perspectiva historica com o contetido cientifico pode ser visto em [8].

Nosso ponto de partida sera no entanto diferente: quando, no inicio do século XX um grupo de
investigadores, muitos dos quais com formacao em fisica e matematica se uniu para produzir o que ficou
conhecido como “sintese evolutiva moderna” [9]. Nosso caminho, ao longo deste artigo nao terd nem
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ambicoes de ser historicamente rigoroso, menos ainda de ser exaustivo. Inicialmente enunciaremos
alguns resultados de cariz essencialmente matematico que deve convencer o leitor que uma boa com-
preensdo da dindmica populacional envolve o estudo da matemadtica; posteriormente mostraremos
alguns resultados que, na opinido do autor, ainda necessitam de novas técnicas rigorosas para sua melhor
compreensao.

Quando Darwin formulou a teoria da evolucado [10], em meados do século XIX, ndo havia a menor
indicagdo do mecanismo da hereditariedade; de alguma forma imaginava-se que o filho era uma mistura
mais ou menos homogénea das caracteristicas de seus genitores (a teoria do “blending”). Desta forma,
dado tempo suficiente uma populacdo deveria ser homogenizada: ou seja, todos os individuos seriam
idénticos. Isto estava em 6bvio desacordo com a realidade.

A explicacdo estava ja disponivel. G. Mendel descobrira a genética mais ou menos a mesma época
em que Darwin desenvolveu os conceitos centrais da evolugdo [11]. Mas, ao contrdrio do inglés que
recebeu muita atencao ainda em vida, os experimentos de cruzamentos de ervilhas do austriaco foram
largamente ignorados em seu tempo.

A sua redescoberta, ja no inicio do século XX, permitiu resolver o puzzle da variablilidade genética, e
esta ndo apenas era compativel com a evolugao, como era a peca que faltava. Neste contexto, gostava de
aqui destacar o primeiro resultado essencialmente matematico de interesse para a genética: a lei de
Hardy-Weinberg, cujo nome refere a trabalhos independentes, mas quase simultaneos de G. Hardy,
matematico inglés e W. Weinberg (médico alemao) [12,13].

Teorema: Se: i) os acasalamentos forem aleatorios; ii) a populagio for de tamanho infinito; iii) ndo houver
enerals natural; 1v) nido houver mutagdes; v) ndo houver migragdo; entdo nio hd evolugdo (ou seja, as frequéncias
de cada gene sio invariantes no tempo).

A demonstracao é, do ponto de vista matematico, bastante elementar, usando apenas alguns resulta-
dos cléssicos de combinatéria. No entanto, este teorema explicou algo que aquela época intrigava os
bidlogos: como a evolucdo nao leva a eliminagao dos genes recessivos. A partir da segunda geracao,
mostra a lei de Hardy-Weinberg, se ndo houver nenhuma forca evolutiva presente, as frequéncias nao
mais mudam. Ademais, a remogao de cada uma das hipéteses acima, isoladamente, leva a alteragdes na
composicao da populagao, mostrando que cada condigao acima é suficiente para vermos evolugao em
uma populagao.

Um segundo resultado fulcral na evolucao matemética é o Teorema Fundamental de Fisher, formu-
lado por R. Fisher em 1930 [14], envolvendo um dos conceitos centrais da biologia evolutiva: o de fitness,
ou seja a probabilidade de um certo individuo deixar descendentes na geracao seguinte:

Teorema: A taxa de crescimento do fitness médio de uma populagio é idéntico a varidncia do fitness médio a
cada momento.

A formulagao acima é uma das mais usuais do teorema de Fisher; no entanto sua boa compreensao
exige uma olhar mais apurado na demonstragao. De facto, o que esté por trds deste teorema é um lema

que afirma que dada uma certa caracteristica quantificdvel (trago) e que se mantenha de pai para filho,
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entdo a diferenca do valor médio deste traco entre duas geracdes sucessivas é igual a covariancia entre
o traco e o fitness da geracdo antecessora. Aplicando o lema ao proprio fitness, temos o teorema acima.
(A equagao de Price generaliza o resultado de Fisher para ambientes varidveis, mas nao veremos este
resultado aqui [15].)

Como a variancia é sempre ndo negativa, entdo uma consequéncia imediata é que o fitness médio é
nao decrescente, sendo constante apenas quando assume o mesmo valor em todos os individuos.

No entanto, a afirmagdo de que o fitness se mantém de pai para filho é extremamente forte:
exclui uma grande categoria de caracteristicas cuja modelagao requer, geralmente, o uso da teoria
de jogos.

Esta foi introduzida por Von Neumann e Morgenstern [16] no estudo de jogos e do comportamento
econémico. Posteriormente, Nash introduziu o conceito de equilibrio que leva o seu nome. Nash era
sobretudo um matematico, e apresentou duas demonstragdes distintas da existéncia de equilibrio, ambas
baseadas centralmente em resultados generais. No primeiro caso, no teorema do ponto fixo de Kakutani
[17]; no segundo, no teorema de Brouwer [18], um resultado geral que garante a existéncia de um ponto
fixo em qualquer aplicagdao continua do disco de qualquer dimensao em si préprio.

O equilibrio de Nash tornou-se um conceito central em economia: a existéncia, em condi¢des muito
gerais, de uma configuragao onde cada agente econémico maximiza a sua utilidade. Para isto, foi neces-
sario introduzir, do ponto de vista da modelagao do problema real, o conceito de “racionalidade”: cada
um escolhe a estratégia que maximiza seu ganho.

Na biologia, evidentemente, ndo podemos usar tal conceito; no entanto, Maynard Smith e Price [18,19]
pensaram na teoria de jogos de forma dinamica: cada individuo faz aquilo para qual é geneticamente
programado a fazer. Alguns destes comportamento serdo bem sucedidos, outros nem por isto. O resul-
tado é que a quantidade de descendentes deixada por cada tipo presente na populacao sera variavel,
gerando uma dindmica nas frequéncia. Os pontos de equilibrio desta dindmica serdao, em algum sentido,
o equivalente ao equilibrio de Nash para os jogos evolutivos.

Assim, introduziram o conceito de estratégias evolutivamente estaveis (ESS). Dizemos que uma certa
estratégia € um ESS se existir uma barreira de invasdo positiva para qualquer grupo de individuos de
estratégia distintas (mutantes). Como o conjunto de estratégias possiveis é compacto, existe uma barreira
global. Isto significa que qualquer grupo pequeno de mutantes, ao entrar em uma populagao, terd um
fitness médio inferior ao dos residentes. Desta forma sua frequéncia diminuird na geragao seguinte e
tendera a desaparecer com o tempo.

Apesar da ideia apelativa, um ESS ndo é necessariamente um atrator da dindmica; antes pelo
contrario € um estado que, ao ser atingido nao é possivel escapar (pelo menos com uma quantidade
pequena de mutantes; quando permitimos grandes quantidades de individuos desviantes, a situacao
é distinta).

Claramente, as ideias dindmicas percorrem a discussdo anterior. Isto permitiu a Taylor e Jonker [20]
definir a dindmica do replicador. A taxa de variagao (derivada temporal) da frequéncia relativa de um dado
tipo é proporcional a diferenga entre o fitness do tipo e o fitness médio da populagao. Imediatamente este
€ um sistema de n-1 equagdes diferenciais (onde n é o niimero de tipos presentes na populagao). As
técnicas de estudo sdo aquelas classicas da teoria de equagdes diferenciais ordindrias, e, evidentemente,
de sistemas dindmicos. Veja também [21].
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Uma ideia que estd sempre por tras do uso de equacoes diferenciais na dindmica populacional é que
a quantidade de individuos na populacdo em estudo é infinita. Claro que esta hip6tese é irreal; no entanto
(e esta é a expectativa), deve servir como boa aproximagao quando a populacao é, de facto, muito grande.

Para corresponder a expectativa acima, devemos modelar uma populagao finita (e hd muitas manei-
ras de fazer isto) e verificar se os resultados de interesse obtidos neste caso convergem (em algum dos
muitos sentidos que esta palavra adquire em uma teoria matematica) para aqueles obtidos com o uso de
equagoes diferenciais.

Uma primeira maneira de modelar a evolu¢ao de uma populacao finita é usar o chamado processo
de Moran [21] (os resultados abaixo mantém-se mesmo quando usamos o mais realista processo de
Wright-Fisher [9,22]; de facto, é expectativa do autor que eles valham em condi¢des muito mais gerais
do que aquelas exigidas por estes dois processos).

O processo de Moran é definido de uma forma muito simples: considera-se uma populagao de tama-
nho fixo N, composta por dois tipos de individuos. Calcula-se o fitness de cada um dos tipos (a forma
exata de calculo depende da modelacao do problema, sendo o mais usual considerar todos os possiveis
pares, calcular o fitness a partir de sua identificagao, em cada encontro, com o ganho dado por uma certa
matriz dada e usando os conceitos de teoria de jogos; ou entdo simplesmente considerar os fitness cons-
tantes — o que é um caso particular do anterior); depois escolhe-se um individuo para morrer com pro-
babilidade 1/N e outro (possivelmente o mesmo) para reproduzir com probabilidade proporcional ao
fitness.

Continuamos este processo até que um estado estacionario seja obtido. Nao € dificil perceber que os
tnicos pontos fixos desta dindmica sdo dados pelos estados homogéneos (ou seja, toda a populagao de
um mesmo tipo). Portanto, estes devem ser o estado final, sendo possivel calcular a probabilidade de
fixagao (ou extin¢ao) de um dado tipo.

Parece, a primeira vista, que temos um resultado em desacordo com o uso de equacoes diferenciais
no mesmo problema, pois neste caso é possivel termos estados estaciondrios para populacdes ndo homo-
géneas (como é o caso do exemplo que motivou a criagdo da teoria evolutiva dos jogos, o jogo conhecido
como de Pombas e Falcdes, que modela a evolucao da agressividade animal).

O ponto central é que os processos discretos possuem estados transientes que, grosso modo, duram
um tempo crescente com N. Desta forma, quanto maior a populac_;éo, mas relevante serd este estado. Uma
populagdo infinita, quando modelada via equacdes diferenciais, deve ser comparada com com o estado
transiente e ndo com o estado final.

Do ponto de vista da dlgebra linear, a modelagao usando um processo discreto baseia-se em matrizes
estocésticas. Estas tém sempre um valor préprio unitdrio, que descreve os estados estaciondrios finais.
A equacao diferencial surge a partir do estudo do maior valor préprio menor do que um, ou seja, do
segundo valor préprio (que descreve o estado transiente mais relevante).

Assim, considerando que uma populagdo é, na verdade, sempre finita, temos que a validade de uma
equagcao diferencial como modelo para a dindmica de uma populagao finita serd necessariamente limitada
no tempo (tdo maior sera a validade quanto maior for a populagao). Para estendermos a validade além
deste limite devemos usar um modelo baseado em equagdes com derivadas parciais.

Mais especificamente, partindo da matriz de transigao do processo de Moran, considerando popula-
¢Oes progressivamente maiores e intervalos entre as sucessivas geragoes At cada vez mais pequenos (mais
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geralmente, relacionando ambos por At=1/N?), e assumindo uma hipétese conhecida como “weak selec-
tion principle” (que ndo serd discutido) obtemos que a p(t,x), que descreve a densidade de probabilidade
de encontrarmos uma eneral x de mutantes no instante ¢ satisfaz uma equacao a derivadas parciais

0 = 502 (2(1 — 2)p) = 8 (a1 ~D)FP(z) — ¥ (2)p)

definida para x no intervalo fechado de 0 a 1 [23].

A equacao acima é a adjunta (num sentido classico, chamado backward/forward de Kolmogorov)
de uma importantissima equacdo de genética populacional, chamada a equagao de Kimura [24,25].

Esta equacao tem coeficiente de difusdo degenerado (igual a zero na fronteira do intervalo) o que
gera alguma dificuldade em sua andlise. Desta forma, € impossivel fixar condic¢oes de fronteira (as fron-
teiras sdo absorventes, e portanto nada do que aconteca na fronteira pode afetar o interior do intervalo);
assim a unicidade da solugao (que deve ser o limite da solucao do caso discreto) é garantida por outra
via. Temos que obter leis de conservacao do caso discreto (que sao dadas pelos enerals proprios da matriz
de transigdo adjunta) e eneralso-las para o caso limite.

Uma boa parte da matemética necessaria para o estudo da equagao acima teve que ser desenvolvida
pelos autores. Infelizmente, varios resultados sao especificos, e a situagao geral ainda nao esta clara. De
qualquer forma, como muitos outros exemplos de limites continuos de processos discretos estdo a ser
trabalhados, temos a expectativa de que através de uma profusao de exemplos, a situagao global comece
a ser clarificada.

A andlise toda acima omite um fator que dia ap6s dia vem sendo considerado fundamental para a
analise da evolugao. Esta é, naturalmente, um processo em multi-escala [26]. Ou seja, genes organizam-
-se em individuos, individuos em sociedade, com todo tipo de organizagdo intermédia. A evolucao atua
em todos estes niveis. No entanto, apesar de ser possivel simular a evolucdo em vérios niveis ha uma
caréncia clara na formulacao de conceitos (como equilibrio de Nash, por exemplo) para jogos com este
grau de sofisticacao.

Jogos de varios niveis tem sido usado com sucesso para o estudo por exemplo da evolucdo da ética,
da cooperagdo e das normas sociais [27,28,29]. De facto, é genericamente aceite que a evolugao em multi-
-nivel é mais relevante para o estudo da evolugao social do que da evolucao bioldgica (é importante que
haja um fluxo migratério relevante das unidades basicas de evolugao — os genes no caso da biologia e os
memes no caso da evolugado social — de forma que haja alguma forma de generalizagao entre os vérios
niveis). Tais estudos tem sido feito, quase sem exe¢do, de forma numérica, havendo uma enorme lacuna
de conhecimento matematico no estudo do que alguns chamam de “metapopulagdes”. Este é apenas
mais um exemplo onde mais trabalho rigoroso se mostra fortemente necessario.

Gostava finalmente de terminar chamando a atengao dos estudantes que a relagao entre matematica
e biologia vai muito além das “aplicagdes da matematica a biologia”. Apesar de a histéria nao ser tao
longa quanto a das relacdes com a fisica, ndo ha divida que este campo de trabalho ndo é mais uma
promessa para o futuro, mas ja um dos assuntos mais ativos da ciéncia moderna.
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