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Resumo

Modelos de esteira oscilante

A dindmica de uma estrutura esbelta sujeita a um escoamento transverso
¢ um problema que se enquadra no contexto das Vibracoes Induzidas por Vor-
tices (VIV). A sua abordagem recorre geralmente a modelos semi-empiricos
tais como, os modelos de esteira oscilante, cujas solugoes permitem descrever
a dinamica referida. Sao compostos por duas equagoes diferenciais acopladas:
uma equagao diferencial nao linear de 2% ordem que descreve a esteira os-
cilante, normalmente a equacao de Van de Pol, acoplada a uma equacao
diferencial linear de 2% ordem que descreve o comportamento da estrutura
esbelta.

Neste trabalho, vdrias formulagoes para os modelos de esteira oscilante
sao apresentadas e discutidas. Um estudo numérico das respostas vibratérias
da esteira e da estrutura para o acoplamento em aceleracao, em velocidade
e em deslocamento, separadamente e também para uma combinagao dos
trés acoplamentos, é apresentado. Para esta ultima formulagao, recorre-se
ainda a dados experimentais e a técnica de Simulacao do Recozimento, para
calibragao dos pardmetros desconhecidos. O desempenho de cada formulagao
¢é apresentado e discutido.

Palavras-chave: Vibragoes induzidas por vértices (VIV), modelos de es-
teira oscilante
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Abstract

Wake oscillator models

The dynamics of a slender structure subjected to a transverse flow is a
complex problem that fits in the context of Vortex-Induced Vibrations (VIV).
The understanding of such dynamics is of great interest in the design and
maintenance of numerous systems with great economic impact in areas of
civil engineering and maritime structures among many others. The study of
these phenomena generally involves the use of semi-empirical models such as
the wake oscillator models whose solutions can describe this dynamics. Wake
oscillator models consist of two coupled differential equations: a second-order
nonlinear differential equation (typically the Van der Pol equation) describing
the wake, coupled with a second order linear differential equation describing
the behaviour of the slender structure.

In this work, different formulations for the wake oscillator models are pre-
sented and discussed. Based on numerical simulations, the vibratory response
of both wake and structure, is analyzed. One approach consists in study each
coupling - acceleration, velocity and displacement - separately. In the other
approach, a combination of these three couplings is presented. In order to
deal with the unknown parameters that emerge from this last approach, the
Simulated Annealing method was implemented, based on experimental data.
Each formulation performance for the wake oscillator models is presented
and discussed.

Keywords: Vortex-Induced Vibrations (VIV), Wake-oscillator models
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Prefacio

Esta dissertacao de mestrado encontra-se dividida em 4 capitulos, cuja es-
trutura se apresenta de seguida.

No capitulo 1, que constitui a introducao, apresenta-se uma abordagem
inicial ao tema das vibragoes induzidas por vortices. Enfatiza-se a importan-
cia do estudo desta temadtica e a motivacao no contexto de aplicagoes com
interesse tedrico e econémico para a Marinha. Uma abordagem possivel para
modelar o fenémeno de libertagao de vortices é o desenvolvimento de modelos
de esteira oscilante. Providenciam-se, ainda, aplicacoes para estes modelos e
definem-se os objetivos propostos para este trabalho.

No capitulo 2, elaborou-se o enquadramento tedrico necessario para a re-
alizacao e compreensao deste trabalho. Este capitulo estd dividido em vérias
seccoes, nomeadamente, vibragoes mecanicas, mecéanica de fluidos, vibragoes
induzidas por voértices, equagoes diferenciais nao lineares, modelos de esteira
oscilante e otimizacao.

No capitulo 3, inicia-se o estudo dos modelos de esteira oscilante, onde
as suas diversas formulacoes sao apresentadas e discutidas. Comeca-se por
descrever as formulagoes dimensional e adimensional, passando por estudar
numericamente cada acoplamento (aceleragao, velocidade e deslocamento) e
inserindo a possibilidade de uma combinacao dos trés acoplamentos. Para
esta ultima vertente, estabelecem-se as equacoes que permitem calibrar os
parametros desconhecidos, formula-se o algoritmo que incorpora a técnica de
simulagao de recozimento e apresentam-se os resultados obtidos. Realiza-se,
ainda, um estudo numérico para este acoplamento combinado.

No capitulo 4, discutem-se as conclusoes relativas as diversas formulagoes
de modelos de esteira oscilante e apresentam-se propostas de trabalhos fu-
turos.

Em apéndice, encontram-se detalhes explicativos de cada formulacao, gra-
ficos de simulagoes temporais criados com o objetivo de testar as varias formu-
lacoes e, ainda, artigos cientificos realizados e apresentados em conferéncias
da drea da presente dissertacao.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Neste trabalho introduziremos os fenémenos de interacao fluido-estrutura, as
vibragoes induzidas por escoamentos e as vibragoes induzidas por vértices.
A importéancia destes tépicos serd sublinhada no contexto das atividades de
projeto e manutencao de estruturas. Seguidamente, abordaremos a caracte-
rizacao e levantamento das propriedades fisico-matemadticas relevantes asso-
ciadas ao fenémeno de libertacao de vértices. Caracterizaremos e estabele-
ceremos os modelos de esteira oscilante destinados a descrever os fenémenos
oscilatorios associados & ocorréncia de escoamentos exteriores em torno de
estruturas esbeltas. A motivacao e a importancia do adequado estudo destes
modelos serao desenvolvidas no contexto de aplicacoes com interesse técnico
e econémico para a Marinha.

Sabe-se que as estruturas flexiveis vibram naturalmente. A vibragao das
estruturas quando excitadas é um fenémeno frequente e, as vezes, até de-
sejado. A excitagao das estruturas pode ter origem em diferentes processos
naturais entre os quais podemos referir o efeito dos escoamentos dos fluidos, o
ar e a dgua, por exemplo, em que as estruturas estao mergulhadas. Os efeitos
dos ventos e das correntes sobre as estruturas, o comportamento que desen-
cadeiam e alimentam, sao bem conhecidos pela comunidade cientifica, veja-se
(Blevins, 1990), (Axisa and (Eds.), 2007) ou (Nakamura et al., 2013). O es-
tudo destes fenémenos é particularmente complexo, nomeadamente quando
o comportamento do fluido e da estrutura nao pode ser realizado separada-
mente e tem de ser abordado no contexto da interagao fluido-estrutura.

A medida que a velocidade do escoamento aumenta, uma condicio critica
pode ser atingida, dando-se a libertacao de vortices. A libertacao de vortices
na zona da esteira, de estruturas esbeltas expostas a escoamentos exteriores,
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transversos, € um fenémeno bem conhecido da engenharia e da fisica. Este
fenémeno produz flutuagoes de pressao em torno da estrutura esbelta su-
jeita ao escoamento referido e é capaz de excitar a referida estrutura. Em
certas condigoes particulares, nao s6 podem vir a ser excitados movimentos
vibratoérios desconhecidos até ai, como também as amplitudes oscilatérias
atingidas podem comprometer gravemente a estabilidade da estrutura quer
de forma catastréfica quer por fadiga. A compreensao da dindmica das vi-
bragoes induzidas por vértices e dos modelos de esteira oscilante adquire,
desta forma, especial relevancia no dimensionamento, projeto e manutencao
de numerosos sistemas com grande impacto econémico em dreas da enge-
nharia civil, mecénica e estruturas marftimas. Por exemplo, o colapso da
ponte de Tacoma, em 1940 pode ser interpretado no contexto da interacao
fluido-estrutura (Billah and Scanlan, 1991).

Os modelos de esteira oscilante descrevem o comportamento duma es-
trutura esbelta sujeita a um escoamento transverso dum fluido. A liber-
tagao periddica de vortices (von Karman street) e correspondente produgao
de forgas periddicas que excitam a estrutura constituem um fenémeno desig-
nado por Vibragao Induzida por Vértices (VIV). Existe uma vasta literatura
sobre este fenémeno, nomeadamente (Marris, 1964), (Bishop and Hassan,
1964), (Lienhard et al., 1966), (Novak, 1971), (Blevins, 1990).

1.2 Libertacao de vértices

Quando uma estrutura esbelta é sujeita a um escoamento exterior transverso,
estaciondrio, de um fluido, pode observar-se uma libertacao periédica de vor-
tices cuja frequéncia f de libertagao se relaciona diretamente com o didmetro
exposto ao escoamento D, a sua velocidade média U e o nimero de Strouhal

S7, nas seguintes condigoes:

U

fs=8r5 (1.1)

Se a estrutura esbelta exposta ao escoamento transverso for, por exemplo, um
tubo de didmetro D, verifica-se que, para uma extensa gama de velocidades
de escoamento, o nimero de Strouhal S mantém-se praticamente constante
(White, 2017) e assume o valor Sy ~ 0.2. Este valor depende da geome-
tria da estrutura e existem tabelas, veja-se por exemplo (Blevins, 1990),
que relacionam as caracteristicas geométricas da estrutura com o nimero de
Strouhal.

Em muitas situacgoes, as flutuagoes de pressao produzidas pela libertagao
de vortices sao audiveis. E o caso dos silvos "aeolianos" que podemos ouvir
quando cabos elétricos suspensos sao fustigados pelo vento.
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Em certas circunstancias, como ja foi referido, o comportamento de um
fluido em escoamento e da estrutura em movimento no seu seio, nao pode ser
realizado separadamente. O escoamento do fluido e o movimento da estrutura
interagem entre si influenciando-se reciprocamente. Pode afirmar-se, tecni-
camente falando, que os fenémenos descritos estao acoplados. Verificando-se
o acoplamento entre o escoamento e a oscilagao da estrutura, a periodicidade
de libertacao de vortices pode passar a ser pilotada significativamente pela
frequéncia natural oscilatéria da estrutura. Este fenémeno é designado ha-
bitualmente por "lock —in". Quando tal acontece, as amplitudes oscilatérias
da estrutura podem rapidamente evoluir para valores catastréficos. Edifi-
cios esbeltos, tabuleiros de pontes, cabos submarinos, cabos de fixacao de
plataformas flutuantes, perfis sustentadores, hélices, feixes tubulares em per-
mutadores de calor, constituem apenas alguns exemplos de estruturas sujeitas
ao fenomeno acabado de descrever, veja-se (Facchinetti et al., 2004).

1.3 Modelos de esteira oscilante

A dindmica de uma estrutura esbelta sujeita a um escoamento transverso é
um problema complexo (com condigoes de fronteira méveis) que se enquadra
no contexto das Vibragoes Induzidas por Vortices. A sua abordagem recorre
geralmente a modelos semi-empiricos tais como, os modelos de esteira os-
cilante, cujas solucoes permitem descrever a dinamica referida.

Estes modelos conseguem descrever fisico-matematicamente as principais
caracteristicas dindmicas das respostas oscilatérias de estruturas esbeltas su-
jeitas a escoamentos transversos, nomeadamente o fenémeno de “lock-in”.
Sao compostos por duas equacoes diferenciais acopladas:

e Uma equagao diferencial linear de 2* ordem que descreve comporta-
mento da estrutura e;

e uma equacao diferencial nao linear de 2* ordem que descreve a esteira
oscilante, normalmente a equacao de Van de Pol.

Consulte-se (Facchinetti et al., 2004) para uma completa andlise deste
tema.

Nesta dissertacao, os modelos de esteira oscilante serao alvo de estudo
aprofundado, bem como, testados numericamente por via da escolha apro-
priada das varidveis de acoplamento utilizadas.

O papel da equagao de Van der Pol (equagao auto-excitada) no modelo
de esteira oscilante mimetiza o papel do escoamento exterior no fornecimento
da energia necesséria & manuten¢ao (ou mesmo amplificagdo) da amplitude
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de oscilagao da estrutura. Consultar (Srinil and Zanganeh, 2012), para um
estudo mais aprofundado deste fenémeno.

1.4 Algumas aplicacoes para os modelos de
esteira oscilante

A compreensao da dinamica destes sistemas tem muito interesse no dimen-
sionamento, projeto e manutencao de numerosos sistemas com grande im-
pacto econémico em &dreas da engenharia civil e estruturas maritimas (edi-
ficios esbeltos, torres, cabos, pontes, plataformas petroliferas, bombas sub-
mersiveis, por exemplo), na industria aerondutica (perfis sustentadores), na
industria dos transportes maritimos (lemes, hélices), nas industrias ligadas
a produgao de energia, industria nuclear (permutadores de calor, armazena-
mento de barras de combustivel nuclear), industria quimica (de processa-
mento), na actstica musical (flauta de bisel) e na bioengenharia (cordas
vocais), nomeadamente.

Estudar os efeitos do fenémeno das vibragoes induzidas por vortices nas
fases de aquisicao, de projeto, de reformulacao e de readaptacao de estru-
turas é crucial para a manutencdo (preventiva e corretiva) dessas mesmas
estruturas. A criacdo e a disseminacao de conhecimento nesta drea, na Ma-
rinha, poderd ter um impacto muito positivo, quer em termos econémicos
quer operacionais.

1.5 Objetivos

O objetivo deste trabalho é estudar os modelos de esteira oscilante uma vez
que estes modelos tém elevado potencial de aplicagao na Marinha. Neste
sentido, serd feito um estudo e andlise das abordagens clédssicas, nomeada-
mente, os acoplamentos isolados em aceleracao, velocidade e deslocamento.
E serao, ainda, ensaiadas novas abordagens, nomeadamente, acoplamentos
combinados. Desta forma, os principais objetivos deste trabalho sao:

e Estudar os modelos de esteira oscilante tendo em vista a disponibiliza-
¢ao interna de conhecimento nesta drea (passivel de ser conhecido e
utilizado);

e Estabelecer melhorias, criando conhecimento novo, na materializagao
destes modelos por via da escolha apropriada das varidveis de acopla-
mento utilizadas;
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e Estabelecer melhorias, criando conhecimento novo, na materializagao
destes modelos por via de novas abordagens de formulacao.

O trabalho desenvolvido ird assentar na determinacao numérica das so-
lugoes temporais dos diferentes modelos e na identificacao dos principais
parametros vibratorios revelados. Os resultados serao analisados, avaliados,
discutidos e comparados com dados existentes na literatura.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

2.1 Vibracoes mecéanicas

2.1.1 Descrigcao de um sistema mecéanico

Um sistema mecanico caracteriza-se por um conjunto de particulas que inte-
ragem umas com as outras. Os sistemas mecénicos flexiveis sao constituidos
por componentes estruturais (vigas, chapas...) com massa e elasticidade,
estes sao considerados sistemas continuos, com um nimero infinito de graus
de liberdade. Por esta razao, as vibracoes destes sistemas reais sao estabele-
cidas através de equacoes diferenciais parciais que envolvem varidveis depen-
dentes do tempo e das coordenadas espaciais. Para o estudo das vibragoes é
preferivel simplificar os sistemas reais em sistemas discretos, com um nimero
finito de graus de liberdade. Estes sao representados por uma massa con-
centrada, elementos eldsticos discretos (molas de translagao e torgao) e ele-
mentos de amortecimento discretos (amortecedores). Os sistemas mecéanicos
com 1 grau de liberdade podem, geralmente, ser modelados por uma equacao
diferencial de segunda ordem.

Para determinar a posicao de um sistema mecanico, sao precisos exata-
mente n parametros. Estes sao necessdrios para uma caracterizagao inica da
configuragao do sistema e denominam-se de n graus de liberdade (degrees of
freedom - DOF’s). O numero de graus de liberdade corresponde ao niimero
de pardmetros independentes necessdrios para definir a posicao de todas as
massas num referencial. Por exemplo, se existirem /N massas num sistema
confinado apenas a translacao na direcao x e y, entao este sistema terd 2NN
graus de liberdade.

O modelo de um sistema mecénico tem tantos DOF’s como os necessérios
para especificar o seu estado de deformacao, dependendo do tipo de proble-
ma que se pretende resolver. Pode-se modelar uma estrutura como sendo

7



8 Fundamentos tedricos

continua (nimero infinito de DOF’s), como um sistema de multiplos graus
de liberdade (nimero finito de DOF’s) ou como um sistema de apenas um
grau de liberdade.

Vejam-se os seguintes exemplos: 1 grau de liberdade - Um corpo rigido
rodando sobre um eixo fixo; 2 graus de liberdade - Uma particula movendo-se
numa determinada superficie; 3 graus de liberdade - Um corpo rigido rodando
sobre ponto fixo (no topo, por exemplo) (Lanczos, 1949).

2.1.2 Classificacao das vibracoes

As vibragoes das estruturas podem apresentar diferentes graus de liberdade.
Para cada classe de graus de liberdade, diferentes tipos de excitacao sao
considerados. As excitacoes a que uma estrutura estd sujeita vao influenciar
o tipo de comportamento vibratério que estas irdo experimentar. As vibracoes
podem ser classificadas em (Vladimir, 2012):

e Vibragoes livres amortecidas - Ocorrem na auséncia de uma forca ex-
terna. Uma deslocacao na posicao de equilibrio do sistema, ou o forne-
cimento de uma velocidade inicial ao sistema sao causas possiveis para
este tipo de vibragao. A vibracao de cordas dedilhadas ¢ um exemplo
de vibracao livre, como se pode ver na Figura 2.1.

. . ~ . . . ~ *
Figura 2.1: Vibragao livre amortecida: vibracao de cordas.
*Retirado de Vladimir,2012.

e Vibragoes forgadas - Causadas por forcas externas. Neste caso, essa
forca externa fornece continuamente energia ao sistema. Essa excitagao
pode ser proveniente de, por exemplo, uma forca harmoénica ou de um
deslocamento dependente do tempo, veja-se a Figura 2.2.
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Fit) = F, cos {(w1)

J x
Mss

spring

Figura 2.2: Vibracao forcada: Sistema for¢ado por uma forga externa har-

4 : . *
monica (esq.); e por um deslocamento dependente do tempo (dir).
*Retirado de Vladimir,2012.

e Vibracgoes auto-excitadas - Oscilagao periédica e deterministica. Em
certas condicoes, o estado de equilibrio de um sistema torna-se instavel
e qualquer distirbio provoca o aumento de perturbacoes, até que algum
efeito as limite, geralmente um efeito nao linear. A forca é fungao de
varidveis de movimento (deslocamento, velocidade ou aceleragao), vari-
ando, portanto, com o movimento que produz. As vibragoes induzidas
por escoamentos inserem-se neste grupo, assim como a sustentacao na
asa de um aviao, ver Figura 2.3, que se verifica imprescindivel para que
este consiga sustentar-se no ar.

rigid support
| |

torsion spring

air velocity WING >
P —_
aerodynamic center center of oravity

rigid support

. . ~ . ~ o~ *
Figura 2.3: Vibragao auto-excitada: Sustentacao na asa de um aviao.
*Retirado de Vladimir,2012.

As vibracoes podem ter diversos impactos nas estruturas, nomeadamente,
aumento de tensoes, perda de resisténcia, desgaste adicional e fadiga. Por
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exemplo, uma das consequéncias mais graves das vibracoes forcadas é a
ressonéancia dos sistemas mecénicos.

2.1.3 Sistema massa-mola-amortecedor

No ambito do comportamento vibratério bédsico de uma estrutura, o modelo
linear estrutural de um sistema mecénico com um grau de liberdade, como o
tipico sistema massa-mola-amortecedor (mma), serd apresentado e caracte-
rizado. No sistema mma, o corpo é representado pela sua massa que comega
a vibrar quando é deslocada da sua posicao de equilibrio estdvel. O corpo
continua em movimento a volta da sua posicao de equilibrio devido & forga
eldstica associada & mola. Este sistema elementar de vibragao tem o nome
de oscilador mecanico.

7

%

7k

QWNMWL . F(t)
Ze >
1

2
T

. . . *
Figura 2.4: Sistema com um grau de liberdade.
*Retirado de Thomsen, 2003.

No caso de amortecimento nulo, o sistema mma experimenta um movi-
mento periédico harménico com amplitude, frequéncia de vibracao w e deslo-
camento constantes. Neste caso, a energia mecénica é conservada, fazendo
com que o movimento harménico se mantenha ao longo do tempo (William
E. Boyce, 2001).

Nos casos em que o amortecimento é diferente de zero, verifica-se uma
diminuicao da energia mecanica total, da amplitude de vibragao e do deslo-
camento ao longo do tempo (Vladimir, 2012).

O modelo mma, esquematizado na Figura 2.4, é caracterizado por uma
massa, m, um coeficiente de rigidez, k, um coeficiente de amortecimento vis-
coso, ¢, e uma forga de excitagdo F'(t) e pode ser representado pela Equacao
diferencial linear de 2%ordem (2.1), cuja solu¢ao ¢ um movimento oscilatério
forcado:

mi + ct + kx = F(t) (2.1)
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onde & = dx/dt e i = d*x/dt?. Esta equacio representa um sistema com
um grau de liberdade uma vez que a descricao do seu estado depende do
conhecimento de apenas uma varidvel, a posicio z. E uma equacao diferencial
linear de 2% ordem de coeficientes constantes, cujas raizes (r) tém a forma:

—c+ 2 —4mk

2m

T2 = (2-2)

Suponha-se que,

& —4mk < 0, (2.3)

fazendo com que o amortecimento, ¢, tenha de ser menor que 2v/mk . Este
valor (2v/mk) tem o nome de amortecimento critico (c,) e a razdo entre c e
¢, designa-se por amortecimento reduzido (.

Como ¢* — 4mk < 0, vem que:

0<(=—<1 (2.4)

Cr

Deste modo e com as devidas simplificagoes, a Equagao (2.2), assume a forma:

T2 = —Cw + iwp\/1 — ¢? (2-5)

onde w,, representa a chamada "velocidade angular natural nao amortecida".

k

o Wn . m
Jn= 27 27
A frequéncia natural nao-amortecida, f,,, representa a frequéncia da resposta
oscilatéria da equagao se o amortecimento for nulo, isto é, se ¢ = 0.

Por ser uma equacgao diferencial linear de coeficientes constantes, as so-
lugoes reais da equagao passam a ser:

(2.6)

xy (1) = w = e %t cos [(wn 11— C2> t} (2.7)
xo (t) = %{w = ¢ “nlgin [(wnM) t] (2.8)

e a solugao geral do problema homogéneo:

Tan (t) = Ae™ ! cos [(wn\/W) t] + Be “*sin [(Mﬂ/@) t] (2.9)

A Equagao (2.9) também pode ser escrita na forma compactada:
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vap (t) = Ae”“tsin [(wnﬂ> t+ T:| (2.10)

onde A se relaciona com a amplitude da resposta oscilatéria e representa
o deslocamento méximo da massa a partir da sua posicao de equilibrio. O
pardmetro adimensional 7 representa a fase e mede o deslocamento da onda
a partir da sua posicao inicial, correspondente a 7 = 0. O periodo do movi-

mento é dado por:
2T m
T=—=2m/—. 2.11
=M (2.11)

E habitual designar f por frequéncia natural amortecida

- w/1-C @

f=""F—"""=— (2.12)
27 27

e w por velocidade angular natural amortecida. Nestas circunstancias a solucao

da equacao homogénea associada assume a seguinte forma:

rap (1) = Ae”'sin (Ot + 7). (2.13)

A frequéncia natural amortecida esta presente nos casos em que ¢ > 0, esta
constante de amortecimento tem em conta uma for¢a proporcional & veloci-
dade, mas que atua na sua direcao oposta.

A forga presente na Equacao (2.1) faz com que o sistema amortecido se
denomine oscilador harmoénico forcado. A excitacao externa fornece energia
ao sistema que apresentard uma resposta de maxima amplitude a frequéncia
@w. A resposta terd uma amplitude infinita na auséncia de amortecimento.
Este fenémeno, onde a amplitude de oscilacao é méxima com o sistema a
vibrar a sua frequéncia natural, designa-se ressonancia (Timoshenko et al.,
1974).

2.2 Mecanica dos fluidos

2.2.1 Descricao de um escoamento
Dois tipos de abordagem

Os fenémenos verificados na interagao fluido-estrutura envolvem conhecimen-
tos e conceitos da Mecanica de Fluidos que serdo brevemente explicados. E
importante enquadrar escoamentos exteriores quanto ao seu regime e carac-
terizar certos parametros adimensionais relevantes.



Fundamentos tedricos 13

Para analisar o comportamento de um fluido podem ser consideradas duas
abordagens (White, 2017):

e Na abordagem "Euleriana" escolhe-se um intervalo de tempo ou uma
seccao de volume e consideram-se todas as particulas que por af passam.
O volume de controlo é fixo no espago e o escoamento passa livremente
por este, pretende-se observar o que se passa dentro desse volume de
controlo;

e Na abordagem "Lagrangeana" descreve-se o movimento de cada par-
ticula ao longo do escoamento. Nesta abordagem, o movimento das
vérias particulas de um fluido é seguido ao longo da respetiva trajetéria.
O volume de material é composto por parcelas especificas de um fluido
que sao transportadas com o escoamento, nesta perspetiva determinam-
se a posicao e propriedades do volume de material.

Estas descricoes sao matematicamente equivalentes, isto é, pode-se obter
qualquer uma delas a partir da outra.

Classificagao de fluidos

Os fluidos podem ser classificados em compressiveis ou incompressiveis, vis-
cos0s ou nao viscosos, liquidos ou gases (White, 2017).

Um fluido diz-se incompressivel se, para o mesmo volume de controlo,
a massa volimica de cada particula de fluido, se mantém constante, mesmo
que exista uma alteragao de pressao. Pelo contrério, um fluido é compressivel
se experimenta variagoes de densidade significativas, & medida que a pressao
se altera.

Podem, ainda, classificar-se os fluidos em viscosos ou nao viscosos. A
viscosidade mede a resisténcia de um fluido ao escoamento, ou seja, a re-
sisténcia que oferece a fluir. Assim, um fluido muito viscoso oferece grande
resisténcia a deformacao, ao contrdrio de um pouco viscoso, em que essa, re-
sisténcia é pequena. Esta propriedade relaciona as tensoes locais num fluido
em movimento com a taxa de deformacgao do elemento fluido e varia com a
temperatura e a pressao:

e A viscosidade aumenta pouco com a pressao;
e Para os gases, a viscosidade aumenta com a temperatura,;
e Para os liquidos, a viscosidade diminui com a temperatura.

As caracteristicas dos fluidos (compressivel ou incompressivel, viscoso ou
nao viscoso) influenciam as caracteristicas dos escoamentos.
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Escoamentos

Os escoamentos podem ser classificados de acordo com a sua natureza em
estaciondrios ou nao estaciondrios. Nos escoamentos estaciondrios (steady
flow) as caracteristicas principais, como velocidade, pressao ou caudal, em
qualquer posicao, nao se alteram com o tempo. Por outro lado, nos es-
coamentos nao estaciondrios (unsteady flow) existe variacdo temporal destas
caracteristicas.

Os escoamentos estaciondrios, podem ainda ser divididos em internos ou
externos. Um escoamento interno encontra-se confinado por paredes, ao con-
trario de um escoamento externo que nao tem esta limitacao espacial. O
fenémeno das vibragoes induzidas por vértices (VIV) insere-se no grupo dos
escoamentos externos associados a fluidos viscosos.

Os escoamentos podem também ser uniformes ou nao uniformes. Nos
escoamentos uniformes a velocidade em qualquer instante, nao se altera es-
pacialmente (diregdo do escoamento, por exemplo), ao contrdrio de um es-
coamento nao uniforme, onde existe esta variacao espacial de velocidade.

Os escoamentos podem ainda ser rotacionais e irrotacionais. A vortici-
dade é o campo vetorial que quantifica a rotacdo (curl) das particulas num
fluido em movimento. O seu valor é igual ao dobro da velocidade angular e
define a curvatura do vetor velocidade:

curl V.= 2w (2.14)

Os escoamentos com vorticidade zero designam-se irrotacionais e tém ve-
locidade angular negligencidavel. Os escoamentos irrotacionais permanecem
irrotacionais, a menos que passem numa regiao em que os efeitos viscosos
se fazem sentir. Pelo contrario, nos escoamentos rotacionais as particulas
estao sujeitas a velocidade angular. Um fluido que seja viscoso, é também
rotacional uma vez que a viscosidade provoca rotacao das particulas.

Os escoamentos também se podem dividir em turbulentos ou laminares.
Um movimento desorganizado das particulas existentes no volume de con-
trolo, caracterizado por uma grande interagao entre as massas de fluido,
representa um escoamento turbulento. Nestes escoamentos, verificam-se vari-
acoes irregulares de velocidade. Além disso, estao associados a mimeros de
Reynolds mais elevados, uma vez que as forgas de inércia dominam as forgas
de viscosidade. E nos escoamentos turbulentos que se da a libertacdo de vor-
tices. Num escoamento laminar, pelo contrario, o movimento das particulas
é feito ordeiramente e verifica-se a nimeros de Reynolds mais baixos. Neste
caso, o efeito da viscosidade sobrepoe-se aos movimentos desordenados das
particulas, ou seja, a turbuléncia é amortecida.
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Principios de conservagao da massa, de energia

Existem diversos principios que se aplicam aos escoamentos, nomeadamente
os de conservagao de massa, de movimento e de energia.

e O principio de conservacao de massa define que a taxa de acumulacao
temporal de massa no interior de um volume de controlo é constante ao
longo do tempo. Este cédlculo é feito através da diferenga entre a massa
que entra e a que sai desse volume de controlo, num dado instante.

e O principio de conservacao da quantidade de movimento (ou momento)
estabelece que a diferenga entre o momento que abandona o volume e
0 que entra no volume, num dado instante, é igual & soma das forcas
aplicadas nesse volume.

e Também se aplica o principio da conservagao de energia. Considerando
um volume elementar de fluido ao longo de uma linha de corrente, a
energia ¢ constante ao longo dessa linha.

Linhas de corrente

Uma das formas de representar o padrao de um escoamento é através de
linhas de corrente. As linhas de corrente (streamlines) sdo o caminho que
uma particula sem massa percorre ao longo de um escoamento. Estas linhas
sao tangentes ao vetor velocidade em cada ponto e referem-se sempre a um
certo instante, veja-se a Figura 2.5. Préximo das fronteiras do sélido sujeito
ao escoamento, as linhas de correntes sao paralelas entre si e a essas fron-
teiras. Nos locais do escoamento onde as linhas se encontram mais juntas, a
velocidade do fluido é alta e onde se encontram mais afastadas, a velocidade
do fluido é mais baixa.

. . k
Figura 2.5: Linhas de corrente.
*Retirado de White, 2002.
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Associada as linhas de corrente existe a fungao corrente (stream function
- 1), uma linha de escoamento que tenha a stream function constante, repre-
senta uma streamline desse escoamento. A fungao corrente permite visualizar
o padrao do escoamento e pode definir-se da seguinte forma: "O volume de
escoamento que passa entre 2 pontos é igual a diferenga da fungao corrente
nesses 2 pontos."(White, 2017). Tem ainda uma interpretagao relevante no
que toca a direcao de um escoamento, e que se pode ver na Figura 2.6.

e O escoamento movimenta-se da esquerda para a direita se a funcao
corrente aumenta;

e O escoamento move-se da direita para a esquerda se a funcao corrente
diminui.

. Wa < B -
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Figura 2.6: Direcao do escoamento: a) move-se para a direita se a ¢ aumenta,

. . . *
b) move-se para a esquerda se a ¢ diminui.
*Retirado de White, 2002.

Camada limite

Como referido anteriormente, um fluido viscoso oferece resisténcia a fluir e
a deformacdo. Ao passar ao longo de uma parede sélida (ao contrario de
um fluido ndo viscoso) vai interagir com esta. A velocidade do fluido ao
atingir a parede vai igualar a velocidade de deslocamento dessa parede. Ao
afastar-se da parede, a velocidade do escoamento vai variar significativamente
até atingir o valor da velocidade registado na zona do escoamento onde nao
hé interacao com a estrutura. A regiao onde esses gradientes de velocidade
ocorrem, denomina-se camada limite (boundary layer), onde se verificam
perdas de energia devido aos efeitos viscosos.
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A Teoria da Camada Limite, proposta por Ludwig Prandtl em 1904,
estuda o comportamento de estruturas sujeitas a escoamentos externos. A
partir dela, podemos concluir que os escoamentos externos, sao em parte
viscosos e em parte nao viscosos (White, 2017). Verificam-se efeitos viscosos
perto da superficie do corpo e na sua esteira mas, praticamente, em toda a
regiao longe do corpo, o escoamento é nao viscoso.

Esta teoria prevé a separacao do escoamento, fenémeno que ocorre na
camada limite. Idealmente, quando um escoamento passa por uma estrutura,
surgiria uma fina camada limite a volta do corpo e, na sua parte de tras, uma
estreita esteira viscosa (ver alinea a) da Figura 2.7). Na realidade, forma-se
a camada limite estreita na frente da estrutura (a pressao diminui, criando-se
um gradiente de pressao favordvel) mas na parte de tras do corpo, a camada
limite experimenta um aumento de pressao (gradiente de pressao adverso)
e ocorre separagao, dando origem a uma esteira agitada (ver alinea b) da
Figura 2.7).

Beautifully behaved
but mythically thin
boundary layer

- —— Outer stream grossly
(a) perturbed by broad flow
separation and wake

Thin front
boundary layer

Figura 2.7: Interacao entre a regiao viscosa e nao viscosa de um corpo sujeito

. %
a um escoamento : a) escoamento ideal; b) escoamento real.
*Retirado de White, 2002.
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A espessura da camada limite pode ser entendida como a distancia a
estrutura, a partir da qual deixa de haver gradiente de velocidade transversal.
A velocidade passa de nula (na parede da superficie) a um valor maximo
(no topo da camada limite), passando a ser novamente estdvel. Quando
a espessura da camada limite aumenta, o que se verifica a medida que se
avanga no escoamento, hd uma diminuicao do movimento junto & parede.
Esta espessura relaciona-se com o niimero de Reynolds, na medida em que é
tanto menor quanto maior for o nimero de Reynolds.

Parametros importantes

Existe um conjunto de parametros utilizados para descrever as vibracoes
de uma estrutura eldstica sujeita a um escoamento estdvel. O objetivo da
maioria dos problemas de vibragoes induzidas por escoamentos/ vortices,
é prever a amplitude adimensional dessa vibracao em fun¢ao dos restantes
parametros referidos. Nesta seccao alguns desses pardmetros, bem como
conceitos importantes para uma andlise completa deste tipo de vibracao, sao
definidos.

e Geometria — parametro mais importante ao determinar a forca que o
fluido exerce na estrutura e pode ser especificada através da razao de
finura:

i _ comprimento (2.15)
D largura

e Velocidade reduzida (reduced velocity) — Devido a vibragao do modelo
no escoamento, ¢ desenhada uma trajetoria, cujo comprimento por cada
ciclo é ¥, onde U é a velocidade do escoamento livre e f é a frequéncia
de oscilagao. Esse comprimento em relagao ao didmetro da estrutura é
a velocidade reduzida. Esta grandeza é o inverso da frequéncia adimen-
sional. Se a velocidade reduzida for baixa, o modelo interage fortemente
com as componentes peridédicas da esteira préximas:

U
— 2.16
5 (216)
A largura, D, da seccao exposta ao escoamento é usada uma vez que a
largura da esteira tende a seguir o didmetro da estrutura. Estes valores
relacionam-se, como ja foi referido, através do nimero de Strouhal,
veja-se a Equagao (1.1).
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e Amplitude adimensional (dimensionless amplitude) — O diametro do
objeto, em relacdo & amplitude de vibracao (A,) é a amplitude adi-
mensional:

A,

Y 2.17

= (217)

e Massa voliumica (p) - de um corpo é o quociente entre a massa (m) e
o volume (V') desse corpo. Mede o grau de compactagao desse corpo,
em kg/m?3:

p=" (2.18)

e Pressao (p) - Forga aplicada por unidade de drea, em Pascal (Pa):

= 2.19
P=7 (2.19)
e Coeficiente de viscosidade (7)) - relaciona a forga necessdria para manter
o gradiente de velocidade (3—;) em determinada drea. Mede a resisténcia
de um fluido ao escoamento:

F/A

= Go/ds (2.20)

n

2.2.2 Numeros adimensionais

Existem, ainda, pardmetros adimensionais, que sao importantes para uma
andlise completa do comportamento de uma estrutura quando sujeita a es-
coamento transverso. Exemplos desses pardmetros sao o nimero de Reynolds
e o nimero de Mach.

e Numero de Reynolds — racio entre as forgas inerciais e as viscosas de
um escoamento:

pUD UD  forgas inerciais
Re = = =

= : (2.21)
1% v forc;as V1SCOSas

onde, p é a massa volimica, U a velocidade do escoamento, D o didmetro do
cilindro, p a viscosidade dindmica do fluido e v é a viscosidade cinematica
do fluido.
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Este pardmetro é uma medida da espessura da camada limite e da tran-
sicao do escoamento laminar para turbulento. A separagao do escoamento
da parte de trds da estrutura depende do niimero de Reynolds. Este, por sua
vez, depende da geometria do fluido e da rugosidade da superficie.

Nimeros de Reynolds pequenos indicam um escoamento laminar com
variacoes suaves e regulares das particulas, onde as forcas viscosas se so-
brepoem as inerciais. Numeros de Reynolds moderados caracterizam a fase
de transicao de um escoamento laminar para um turbulento, passando de es-
tavel a agitado. Nimeros de Reynolds elevados sao caracteristicos de escoa-
mentos turbulentos. Pode observar-se entao que o aumento deste parametro
provoca instabilidade no comportamento laminar e o escoamento torna-se
progressivamente mais turbulento. No caso dos escoamentos turbulentos as
flutuacoes nao sao periédicas, sao antes aleatérias e situam-se num largo
espectro de frequéncias.

Para nimeros de Reynolds maiores que 1000, a libertagao periédica de
vortices ocorre a uma frequéncia dada pela Equacao (1.1):

SU
="p

com St aproximadamente igual a 0.2; A ressonincia do modelo com liber-
tacao de vortices da-se quando f = fs. O primeiro pico de vibracao deve-se,
portanto, & libertacao de vortices. Aumentar consideravelmente o amorteci-
mento, limita este tipo de vibragao.

e Nimero de Mach — Tendéncia de um fluido de se comprimir ao encon-
trar uma estrutura, este pardmetro mede a sua incompressibilidade:

g B velocidade do fluido (2.22)
¢ velocidade do som no fluido '

2.3 Vibracgoes induzidas por vértices

2.3.1 Contexto na interagao fluido-estrutura

O escoamento do fluido e o movimento da estrutura interagem entre si
influenciando-se reciprocamente, verificando-se o acoplamento entre o escoa-
mento e a oscilagao da estrutura.

Como vimos, ¢ na camada limite (na vizinhanca imediata da estrutura)
que hé transigao entre o escoamento exterior e a parede do sélido (velocidade
nula).
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Nos casos em que o nimero de Reynolds é pequeno, os efeitos viscosos
dominam a dindmica do escoamento junto & superficie. Aqui, as linhas de
corrente adaptam-se a forma do corpo e a vorticidade produzida na camada
limite, dissipa-se na proximidade do corpo, o escoamento passa a ser nova-
mente uniforme. Nesta situacao a camada limite mantém-se ligada ao corpo
e os efeitos do fluido encontram-se confinados a uma esteira estreita.

Pelo contrario, para nimeros de Reynolds elevados, os efeitos viscosos
apenas sao dominantes numa regiao muito pequena da camada limite, onde
se produz grande vorticidade. Pelo facto da vorticidade gerada ser elevada,
esta nao se dissipa, fazendo com que o escoamento atras do corpo forme duas
camadas de corte (shear layers), ver alinea a) da Figura 2.8. Uma camada de
corte é de natureza instéavel devido aos vértices que nela se formam. Uma vez
que se formam duas dessas camadas, estas vao interagir. Esta instabilidade
acoplada cria vértices alternadamente, ver alinea b) da Figura 2.8, num fené-
meno conhecido por libertagao de vértices (vortex shedding) que afeta toda a
esteira. Estes vortices podem provocar, em condigoes especificas, oscilagoes
auto-excitadas na estrutura, a uma frequéncia bem definida ou em multiplos
desta (frequéncia de libertacao de voértices - f).

A libertacao de vortices ocorre em escoamentos viscosos, onde devido as
tensoes viscosas se gera rotacao, e dé-se perto das superficies sélidas, na zona
da camada limite.

- H

(b)

Figura 2.8: a) Duas camadas de corte formadas no perfil de escoamento

. ~ L, . *
resultando em b) libertagao de vortices.
*Retirado de Paidoussis, 2011.
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2.3.2 Acoplamento fluido-estrutura

A medida que uma particula de fluido se movimenta ao longo de um escoa-
mento até ao bordo de ataque (trailing edge) de um cilindro, a pressdo na
particula aumenta. Criando-se camadas limite em ambos os lados do cilindro.
Estas camadas acabam por se separar da superficie do cilindro e formar duas
camadas de escoamento livre que seguem o escoamento principal e limitam a
esteira. Uma vez que a zona interna destas camadas se move bastante mais
devagar do que a zona externa, por esta se encontrar em contacto com o es-
coamento livre, ambas as camadas come¢am a ganhar movimentos rotativos
e formam vortices. Cria-se um padrao de vértices na esteira que interage
com o movimento do cilindro, de onde resultam as vibragoes induzidas por
vortices.

Qualquer estrutura com um bordo de ataque suficientemente esbelto,
liberta vértices ao estar em contacto com um fluido subsénico (velocidade
do fluido inferior & velocidade do som). As grandes amplitudes oscilatérias
que podem ser atingidas, fazem com que as vibragoes induzidas por vortices
em estruturas eldsticas tenham grande interesse pratico uma vez que tém
efeitos destrutivos numa grande diversidade de infraestruturas e equipamen-
tos como, pontes, antenas, cabos ou permutadores de calor.

O escoamento e a estrutura sao sistemas que interagem entre si. En-
contram-se acoplados pela forca exercida pelo fluido na estrutura, esta forca
causa deformacao da estrutura. Ao deformar-se, a estrutura muda a sua ori-
entagao de acordo com o escoamento, fazendo com que o préprio escoamento
possa sofrer alteragdes (Blevins, 1990)

O acoplamento fluido-estrutura pode ser entendido através do seguinte
mecanismo de interagao dindmica (Axisa and (Eds.), 2007):

e O movimento do sélido provoca o movimento do fluido;

e O movimento do fluido provoca tensoes flutuantes (incluindo pressao
flutuante) no sélido através das forgas que atuam na parede deste;

e O movimento do sélido é, deste modo, modificado.

Pode observar-se que o fluido resiste ao movimento no entanto, nao o
impede. A sua energia cinética, provocada pelo movimento do sélido, faz
com que as forcas de resisténcia, devido a frequéncia e amplitude de oscilacao.
Assim, o movimento real do fluido é muito mais complexo que o do sélido
pois este depende, nao s6 da geometria do sélido, mas também da diregao/
angulo de inclinagao do movimento do sélido.

Pode concluir-se que o fluido entra em movimento unicamente devido &
vibracao do sélido.
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2.3.3 Numeros adimensionais

e Razao de massa (mass ratio) — é o racio entre a massa da estrutura e
o deslocamento do fluido que esta provoca. E uma medida dos efeitos
de flutuabilidade e de inércia do modelo relativamente ao fluido. Mede
a suscetibilidade de uma estrutura leve as vibracoes induzidas por es-
coamentos. Quanto maior for a razao entre a densidade do fluido e
a densidade da estrutura, mais propicio é o fenémeno de vibracao in-
duzida pelo escoamento:

mass ratio = (2.23)

pD?
onde p é a massa voltimica do fluido e D é o didmetro do cilindro.

e Coeficiente de arrasto (Cp ) - representa a resisténcia aerodinamica:

 2Fp
- pU2A

onde A ¢ a drea de referéncia (D x ).

Cp (2.24)

e Numero de Scruton - nimero adimensional utilizado para caracterizar
as vibragoes induzidas por escoamentos (Belloli et al., 2015).

2mmp&
Sc=—F= 2.25
D? (2.25)
onde my; é a massa por unidade de comprimento da estrutura e £ é o
amortecimento estrutural adimensional.

e Nimero de Strouhal - nmimero adimensional que relaciona a frequéncia
de libertacao de vértices (fs) com a velocidade do escoamento livre (U),
dividida pela largura do cilindro (D), j4 referido na Equagao (1.1).

_fD
U

Em escoamentos com movimento periédico, o nimero de Strouhal est4
associado as oscilagoes do escoamento provocadas pelas forcas inerciais
relativamente as mudancas de velocidade que se devem a aceleragao do
escoamento. Para nimeros de Strouhal elevados, as oscilagoes dominam
o escoamento, enquanto que a nimeros de Strouhal baixos, as oscilagoes
sao enfraquecidas pelo movimento rapido do escoamento. A valores
intermédios, ocorre a libertacao de vortices.

Sy (2.26)
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Consoante os valores do nimero de Reynolds, varios pares de vértices
sao formados na parte de tras do cilindro num arranjo desalinhado. A
frequéncia de libertacao de vértices depende linearmente da velocidade
do escoamento e o espacamento entre os vortices depende do nimero
de Strouhal. O numero de Strouhal, por sua vez, é funcao do nimero
de Reynolds e da geometria do objeto (Katopodes, 2019).

2.3.4 Separagao

Como referido anteriormente, devido & interagao fluido-estrutura, surge uma
regiao no escoamento em que os gradientes de velocidade sao significativos
e onde se dao perdas de energia, devido aos efeitos viscosos. Essa regiao é
a camada limite, e é onde se dd o fenémeno de separacao. O fenémeno da
libertacao de vortices sé se verifica se, anteriormente, ocorrer a separacao,
tal como se verifica na Figura 2.9.

Camada
limite

—

—

— -

—_— Regiao da
Escoamento esteira de

vortices.

. ~ . . *
Figura 2.9: Separacao da camada limite.
*Retirado de Sandri, 2010.

Os perfis de escoamento ocorrem em sequéncia, a medida que a camada
limite progride ao longo da superficie do corpo.

O fenémeno de separagao relaciona-se com o nimero de Reynolds, da
seguinte forma:

e Para pequenos mimeros de Reynolds, o escoamento nio se separa. A
medida que este pardmetro aumenta, um par de vértices forma-se ime-
diatamente atrds da estrutura. Se o nimero de Reynolds aumentar
ainda mais, os vértices prolongam-se pelo escoamento até que um deles
se separe e crie uma esteira periédica e uma estrada de vértices;

e Para nimeros de Reynolds até, aproximadamente 150, a estrada de
vértices é laminar;
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e Para nimeros de Reynolds de 150 a 300, a estrada de vortices é turbu-
lenta e torna-se num escoamento completamente turbulento. Dos 300
aos 3 x 10%, atinge-se a regido subcritica, onde a libertacao de vértices
ocorre a uma frequéncia bem definida. Na zona de transicao, a fre-
quéncia de libertagdo de vértices nao é constante (dé-se num espectro
de frequéncias de vibragdo em vez de numa frequéncia bem definida) e
a forca de arrasto diminui bastante.

e Para nimeros de Reynolds ainda maiores, na chamada regiao super-
critica, a estrada de vortices volta a restabelecer-se.
A estrada de vortices evolui constantemente & medida que se afasta da
parede do cilindro.

2.3.5 Movimento da estrutura

Como referido anteriormente, as vibracoes induzidas por vértices inserem-se
no contexto de uma interacao entre o fluido e a estrutura. Neste sentido,
nao s6 o escoamento tem influéncia no movimento do cilindro, como o com-
portamento vibratério do cilindro influencia o escoamento. A vibragao do
cilindro a uma frequéncia préxima ou igual & da libertacao de vortices, e
perpendicular ao escoamento livre pode:

e Aumentar a intensidade dos vértices;

e Aumentar a correlagdo entre o comportamento da esteira e o escoa-
mento (devido a diminuigao dos efeitos tridimensionais com o aumento
da envergadura);

e Provocar o efeito de lock —in (sincronizagao da frequéncia da libertagao
de vortices com a frequéncia de vibragao do cilindro);

e Aumentar a intensidade da forca de arrasto.

A medida que a amplitude de vibracdo do cilindro aumenta, o padréo
simétrico de libertacao de vértices deixa de existir. Esta quebra na simetria
implica que as forcas induzidas por vortices no cilindro, sejam auto-limitadas
pela amplitude de vibracao do cilindro. Esta quebra no padrao de simetria
pode ser observada nas Figuras 2.10 e 2.11. Onde numa fase inicial se observa
um padrao estdvel de libertacao de vértices, com a formacao de 2 vortices
por ciclo 2.10, e & medida que a amplitude de vibragao do cilindro aumenta,
observa-se um padrao instdvel, com a formacao de 3 vértices por ciclo 2.11.
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Figura 2.10: Estrada de voértices estdvel com 2 vértices formados por ciclo

. ~ *
de vibracao.
*Retirado de Blevins, 1990.

(b)

Figura 2.11: Estrada de vortices instdvel com 3 vortices formados por ciclo

. ~ *
de vibragao.
*Retirado de Blevins, 1990.

O fenémeno de lock —in, que se verifica quando se dé a sincronizacao das
frequéncias natural da estrutura com a de libertagao de vortices, transfere
energia para a estrutura, fazendo com que grandes amplitudes vibratérias
sejam produzidas.

Uma andlise generalizada que integre tanto o campo do escoamento, como
o movimento do cilindro ainda nao existe para a maioria dos casos praticos.
Existem apenas modelos desenvolvidos para descrever a interacao fluido-
estrutura que incorporam varios efeitos dindmicos experimentalmente ob-
servados. Um destes modelos é o de esteira oscilante, objeto deste estudo, e
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que interpreta a esteira proxima como um oscilador nao linear, auto-excitado
e acoplado a estrutura.

2.4 Equacoes diferenciais nao lineares

Existem diversas formas de classificar as equagoes diferenciais, sendo que
uma das mais importantes tem a ver com a sua linearidade.
Uma equagao diferencial da forma (William E. Boyce, 2001):

Flt,y,y,...y™) =0 (2.27)

diz-se linear se F ¢ uma funcio linear das varidveis t,y,7/,...,y™. Caso
contrario, diz-se nao linear.
Por exemplo, a equacao:

y/// 4 26ty” 4 yy/ — t4 (228)

¢ nao linear por causa do termo 3y’ e a equacao:

2
O 9 ng— 0 (2.29)
a2 L

que, representa a oscilacao de um péndulo, é nao linear devido ao sin da

funcao incégnita presente no 2° termo.

A teoria e os métodos matemaéticos para resolver equacoes lineares estao
altamente desenvolvidos. Pelo contrério, a teoria associada as equacoes nao
lineares é mais complexa e os métodos sao menos satisfatérios. Dai que
muitos problemas nao lineares sejam aproximados por equagoes lineares, este
processo chama-se linearizacao. No entanto, esta abordagem nem sempre é
valida, uma vez que existem fenémenos que, devido a sua complexidade, nao
podem ser representados adequadamente por equagoes lineares.

Nas equagoes lineares verifica-se o teorema da existéncia e da unicidade
de solucao dos problemas de valores iniciais, ou seja, dado um problema de
valores iniciais, este tem solugao e essa solugao é tnica, em:

Y +p(t)y = g(t) com y(to) = yo (2.30)
Veja-se (William E. Boyce, 2001). No caso das equagbes nao lineares esse
teorema tem de ser reformulado: a funcao f em:

y' = f(t,y) com y(to) = yo

tem de ser continua para que se assegure a existéncia de solugao da equacao,
no entanto, a sua unicidade nem sempre consegue ser assegurada.



28 Fundamentos tedricos

Além disso, a solucao da equagao linear existe ao longo de qualquer in-
tervalo que contenha t = t,, desde que p e g sejam continuas. Ao contrario
das equagoes nao lineares, onde o intervalo que contém a solucao pode ser
dificil de encontrar.

Outro aspeto relevante prende-se com a dependéncia das condigoes inici-
ais. Nas equacoes nao lineares as singularidades da solu¢ao dependem forte-
mente das condigoes iniciais e da prépria equacao diferencial, o que nao se
verifica nas equagoes lineares, onde mesmo que se alterem as condicoes inici-
ais, a solucao continua a ser facilmente encontrada.

E ainda importante referir que ao contrério das equacdes lineares, as nio
lineares nao possuem, em geral, uma férmula resolvente.

2.4.1 Sistemas dinadmicos

Um sistema dindmico é um sistema cujo estado se modifica com o tempo.
A sua evolucao governa-se por regras que especificam o estado do sistema
para valores discretos ou continuos de t. Se a evolugao do sistema se basear
em valores de tempo discretos, descreve-se através de sistemas de equagoes
algébricas. Caso contrario, se os valores de tempo forem continuos, a evolucao
é descrita através de um sistema de equacoes diferenciais.

A solugdo de um sistema dindmico pode ser constante ou varidvel no
tempo. Uma solucao constante designa-se por ponto fixo, ponto de equilibrio
ou solucao estaciondria, enquanto que uma solucao dindmica também se pode
denominar por solucao varidvel no tempo.

No contexto das equagoes diferenciais, um ponto critico é considerado o
mesmo que um ponto fixo. Considerando a sua defini¢gao, um ponto critico
de um sistema do tipo:

T = f(x) (2.31)
¢é todo o ponto x* em que todas as derivadas sao nulas.
f(z*)=0. (2.32)

Podem ainda dividir-se os sistemas dindmicos em auténomos e nao auté-
nomos. Os sistemas auténomos sao do tipo:

i =F(z,y),y=G(z,y), (2.33)

em que F' e (G sao funcoes que nao dependem da varidvel independente, ¢,
apenas dependem das varidveis x e y. Por outro lado, se F' e G dependerem
explicitamente de ¢, entao o sistema é nao auténomo.
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Solugoes varidveis no tempo - ciclos limite

A dindmica dos sistemas pode ser analisada através de referenciais onde a
cada grau de liberdade corresponde a posi¢ao de uma particula do sistema
e a sua velocidade ou momento. Assim, existe um espaco multidimensional,
onde cada ponto serd representado pela posicao e velocidade. Este espaco
designa-se por espaco de fase. O conjunto de estados do sistema tragados
ao longo do tempo definem uma linha, designada por érbita, cujos pontos
traduzem a evolucao do sistema ao longo do tempo.

Como referido anteriormente, a solucao de um sistema dindmico pode ser
uma solugao de equilibrio (ponto fixo) ou uma solugao varidvel no tempo. Um
ponto fixo é, como vimos, um ponto da funcao em que a primeira derivada
é zero, correspondendo a situacoes de equilibrio e solucoes de um sistema de
equacoes diferenciais onde a velocidade de resposta é zero.

As solugbes periédicas de um sistema dindmico (especialmente dos sis-
temas continuos no tempo) ao contrario das solugoes de equilibrio, tém esta-
dos varidveis no tempo. As solugoes periddicas X = X (t) sao caracterizadas
pela existéncia dum periodo fundamental 7', tal que

X(t+T)=X(t) e X(t+71) % X() (2.34)

para0 <7 <T.

Um caso especifico de uma solucao periédica (associada, neste caso, a um
sistema auténomo) ¢ um ciclo limite (Ali H. Nayfeh, 1995).

Uma solucao periédica é um ciclo limite se nao existem outras solugoes
periédicas suficientemente proximas dessa, tal que essa solugao periddica é
isolada e corresponde a uma érbita fechada no espaco de fase. Qualquer tra-
jetdria iniciada perto de um ciclo limite tem a particularidade de se aproximar
deste tanto para t — oo como para t — —oo. Assim, um ciclo limite estd as-
sociado a uma superficie no espaco de fase para o qual as trajetoérias tendem
a convergir.

Os ciclos limite podem ser de vérios tipos, veja-se (William E. Boyce,
2001) e a Figura 2.12 ilustra cada um deles:

e Estdveis (representam atratores) - Se todas as trajetérias que comegam
nas proximidades do ciclo limite formam uma espiral na direcao desse
ciclo (aproxima-se deste) a medida que t — o0;

e Semiestdvel - Se as trajetérias de um dos lados do ciclo limite formam
uma espiral na direcao desse ciclo e no outro lado, formam uma espiral
na dire¢ao oposta (afastam-se deste);
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e Instdvel (representam repulsores) - Se as trajetérias de ambos os lados
do ciclo formam uma espiral que se afasta desse ciclo & medida que
t — oo.

trajectorias trajeciorias
x2 convergentes X divergentes x A

X3 convergente
divergente

ciclo _ciclo -. ciclo
limite limite limite

Estavel Instavel Semi-estavel

. . . . . *
Figura 2.12: Tipos de ciclos limite.
*Retirado de Rosa, 2015.

Os ciclos limites apenas ocorrem em sistemas nao lineares e sao impor-
tantes em muitas aplicacoes cientificas. Um exemplo sao as vibracoes auto-
excitadas, que como j& foi referido, sao excitadas pelo seu préprio desloca-
mento. Os ciclos limite servem também para modelar sistemas com oscilacoes
auténomas, como é o caso do oscilador de Van der Pol.

Caos

Por vezes no mundo real, existem sistemas que apresentam comportamentos
imprevisiveis, atualmente este tipo de comportamento designa-se por caos.

Uma solucao cadtica nao pode ser representada por fungoes matematicas
elementares. Além disso, o caos nao se verifica nem em sistemas lineares
nem quando, ao se reescrever as equagoes do movimento através de equacoes
auténomas de primeira ordem, se utilizam menos de trés dessas equacoes
(Thomsen, 2003).

O caos, tipicamente, observa-se quando certos parametros do sistema se
encontram dentro de determinados intervalos, fora deles, o comportamento
muitas vezes é regular. As transi¢oes verificadas entre o estado regular e o
cadtico ocorrem através de bifurcagoes.

As bifurcagoes s6 ocorrem em sistemas estruturalmente instdveis, ou seja,
em sistemas que nao mantém as suas propriedades qualitativas ao verem
os seus parametros de controlo ligeiramente perturbados. Os diagramas de
bifurcacao descrevem a variagao de comportamento de um sistema dindmico
a medida que um certo pardmetro é alterado.
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Pode concluir-se que o termo cadtico descreve um determinado compor-
tamento nao periédico de um sistema dindmico. Um sistema é cadtico num
certo intervalo se mostra grande dependéncia das condigoes iniciais, ocorrem
orbitas periddicas instaveis muito frequentemente e as iteradas dos intervalos
se tornam desordenadas.

Testes feitos computacionalmente mostram a existéncia de condigoes nu-
méricas caracteristicas de comportamento cadtico, na equagao de Van der
Pol. Os resultados mostram a tendéncia desta equacao para um compor-
tamento cadtico, quando se considera a sua forma nao auténoma, ou seja,
quando o sistema é excitado por uma forga externa periédica do tipo (Tsat-
sos, 2006):

Asin(wt) (2.35)

2.4.2 Sistemas auto-excitados

Os sistemas auto-excitados sao um tipo de sistemas dinamicos e caracterizam-
se por comecarem a vibrar por si préprios espontaneamente e a sua amplitude
aumenta até que algum efeito nao linear a limite. A energia fornecida a es-
tas vibragoes é obtida a partir de uma fonte uniforme de energia associada
ao sistema, a qual, devido a mecanismos inerentes ao sistema, faz suscitar
forcas oscilatérias. Nas vibracoes auto-excitadas, a forca que mantém o movi-
mento é criada ou controlada pelo préprio movimento, quando o movimento
é interrompido, esta for¢ca desaparece. Este conceito é diferente do de vi-
bracao forcada, onde a forca que sustenta o movimento é independente deste
e mantém-se quando o movimento vibratério se interrompe.

A ocorréncia de vibracoes auto-excitadas estd associada a estabilidade
nos pontos de equilibrio do sistema. Se o sistema é perturbado da sua
posicao de equilibrio, normalmente aparecem forcas que, fazem o sistema
voltar a aproximar-se desse ponto de equilibrio (ponto de equilibrio estével)
ou afastar-se (ponto de equilibrio instavel). Estas forcas dependem ou do
deslocamento, ou da velocidade, ou de ambos. Se as forcas dependentes do
deslocamento aparecerem e provocarem um afastamento do sistema do ponto
de equilibrio, o sistema diz-se estaticamente instavel. As forcas dependentes
da velocidade causam um recuo do sistema em relacao ao seu ponto de equi-
librio, criando-se uma instabilidade dindmica (Allan Piersol, 2009).

As vibragoes auto-excitadas sao caracterizadas pela presenca de um me-
canismo a partir do qual o sistema ird vibrar a uma frequéncia préxima da
sua frequéncia natural, independente da frequéncia de quaisquer estimulos
exteriores. O movimento é descrito através da solucao homogénea instavel
das equagoes do movimento. No caso das vibracoes forcadas, a frequéncia
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de oscilagao é dependente da frequéncia da funcao de excitacao externa ao
sistema. Um exemplo de sistema auto-excitado é o oscilador de Van der Pol
em que o amortecimento nao linear é o fator que limita a sua amplitude de
oscilacao.

Quando um sistema é perturbado da sua posicao de equilibrio, apenas
devido a sua prépria natureza ou ao seu deslocamento, as vibracoes livres
que surgem destas condicoes podem reforcar a excitacao. Este fenémeno pode
amplificar a oscilagao e conduzir ao colapso do sistema.

As vibragoes auto-excitadas inserem-se nas dreas do design e operacao
de sistemas fisicos, onde o movimento ou pardmetros dependentes do tempo
estao envolvidos. Sistemas aeromecanicos, aerodindmicos, mecanicos ou hi-

draulicos, sao alguns exemplos.

2.4.3 Estabilidade

A estabilidade de um sistema de equagoes relaciona-se com a sensibilidade
de resposta desse sistema quando se verifica uma alteracao em certos para-
metros.

De uma forma geral, um ponto de equilibrio p* de um sistema auténomo
de equacoes diferenciais, é estavel se as trajetorias que comegam perto de p*,
permanecem perto de p*, & medida que o tempo passa. O termo estabili-
dade surge em muitos contextos e com significados diferentes, é importante
clarificar os véarios conceitos.

Para sistemas continuos de equagoes diferenciais:

T = f(t,x, 1) (2.36)

onde z(t) é o vetor das varidveis do estado do sistema e pu(t) o vetor dos
parametros de controlo.

O conceito de estabilidade de um sistema pode ter vdrias interpretagoes
mas relaciona-se sempre com a sensibilidade de resposta do sistema quando
se verifica uma alteracdo em certos parametros (Thomsen, 2003).

2.4.4 Equacoes diferenciais nao lineares: algumas abor-
dagens

Como referido anteriormente, as equagoes diferenciais governam os sistemas
dindmicos e a sua resolucao permite prever o comportamento desses sistemas.

As técnicas analiticas de resolucao de equagoes diferenciais tém como
objetivo encontrar uma expressao exata da solucao no entanto, em muitos
problemas da engenharia estes métodos nao se aplicam ou sao muito dificeis
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de usar. Quando isto acontece, recorre-se a outros métodos para obter uma
aproximacao satisfatéria para a solucao do problema. Alguns exemplos sao
os métodos numeéricos, os perturbativos, os assintéticos ou os homotépicos.

Métodos numeéricos

Os métodos numéricos permitem obter uma boa aproximacao da solucao de
um problema de valores iniciais. Um dos métodos utilizados neste trabalho
¢ o método de Runge-Kutta, que constitui uma classe de métodos, onde se
inserem, por exemplo, o0 método de Euler ou a férmula de Heun. O método
Runge-Kutta 4%/5* ordem, tem um erro de truncatura local proporcional a
h?, fazendo com que seja mais preciso que o método de Euler ou o de Heun.
Outra das vantagens deste método é a sua adaptabilidade, é possivel escolher
o tamanho do passo (step size) mais apropriado (William E. Boyce, 2001).

Este método consiste em determinar uma iterada com base nas anteriores,
de acordo com um certo passo h. Para isso, faz-se uma média ponderada de
valores de y/(t,y) em diferentes pontos do intervalo t,, <t < t,,1. O método
Runge-Kutta de ordem 4 (RK-4), utilizado nesta dissertacao, pode ser escrito
como:

h
Yk+1 = Yr + 6 (K4 + 2K+ 2K5 + Ky) (2.37)
h h
Ki=f(ty, y) , Ko = f tk+§, yk+§K1 ,

h h
Ky=f <tk + 5 Uk + §K2> , Ky = f(ter, yr + hiKs)

em quei=1,2,.... N, h = At e M corresponde a ordem do método. O RK-
4 requer o célculo de 4 valores possiveis para (¢, y) no intervalo [t,t + 1].
Faz-se depois uma média ponderada desses valores, atribuindo-se mais peso
aos valores intermédios (K3 e K3).

Métodos perturbativos

Uma equagao diferencial que explique um fenémeno fisico, seja este linear
ou nao, envolve certos parametros. Ao alterar estes parametros ligeiramente
(ou seja, ao perturbé-los) a solucao do problema pode variar ligeiramente
ou sofrer uma grande mudanca. Uma das técnicas mais utilizadas consiste
em expressar a funcao desconhecida numa expansao de série de poténcias
em termos do parametro de perturbacao e obter os sucessivos termos da
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expansao. As técnicas que se baseiam nesta formulagao designam-se por
técnicas perturbativas (Radhika and Rani, 2015).

A ideia dos métodos perturbativos é comecar com uma forma simplifi-
cada do problema original e ir acrescentando, gradualmente, corregoes ou
perturbagoes, de forma a que a solucao coincida com a solucao do problema
original. Assume-se que a solucao de um problema de perturbacao ¢ uma
série infinita em termos do parametro de perturbacao, esta série denomina-
se série de perturbacgao e assume a forma:

y(x) = yo(x) + eyr(v) + 2ya(z) + ..., (2.38)

com ¢ sendo o pardmetro de perturbacao.

Assim, yo(x) é a solugdo da forma simplificada do problema original e
os restantes termos descrevem o desvio da solugao causado pelo desvio em
relagdo ao problema original. Os termos y;(z), y2(z), ys3(z)... representam
termos de ordem superior e sao encontrados iterativamente.

Meétodos assintdticos

Os métodos assintéticos fornecem a solucao para o problema em termos de
uma série infinita, que nao precisa de ser convergente. A principal caracteris-
tica destas solucoes é que, apesar da sua natureza divergente, haverda uma
soma parcial particular que corresponde & melhor aproximacao da fungao
solucao da equagao diferencial em questdao (Radhika and Rani, 2015). As
técnicas assintéticas podem ser implementadas em problemas fortemente nao
lineares. E uma vantagem em relagao aos métodos perturbativos, que apenas
podem ser implementados em problemas pouco nao lineares. Além disso, as
solucoes analiticas aproximadas calculadas sao véalidas para todo o dominio
de solucao (Bayat et al., 2012).

Métodos homotépicos

Os métodos homotdpicos fornecem solugoes analiticas aproximadas em ter-
mos de séries de funcoes da varidvel independente. As fungoes na solugao
constituem um conjunto de fungoes base (estas sao fungoes linearmente inde-
pendentes). Um dos métodos homotdpicos mais recentes e que tem vindo a
ganhar relevancia é o HAM (Homotopy Analysis Method), desenvolvido por
Liao, em 1922.

O método HAM veio ultrapassar algumas das limitagoes verificadas nos
métodos assintdticos ou perturbativos e é uma técnica semi-analitica utilizada
na resolucao de equacoes diferenciais ordindrias e de derivadas parciais que
se baseia no conceito de homotopia para gerar uma solucao convergente para
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problemas nao lineares. O HAM permite escolher fungoes base diferentes de
polinémios, cuja escolha se baseia no problema dado. Fornece um controlo
na zona de convergéncia e a taxa de convergéncia da solucao, através de
um parametro de controlo da convergéncia e de uma funcao auxiliar que sao
introduzidos no problema original (Radhika and Rani, 2015).

2.4.5 A equagao de Van der Pol

A equagao de Van der Pol (nao forcada) é a equagao diferencial nao linear
ite(®—=1)i+z=0, (2.39)

onde z é a coordenada da posigdo (que ¢ uma funcdo do tempo t) e o
parametro € regula a intensidade do amortecimento nao linear. Esta equacao
foi introduzida e estudada em 1920 pelo fisico Holandés Balthazar Van der
Pol no contexto da modelacao do comportamento oscilatério da corrente
elétrica numa valvula eletrénica de tipo triodo (Almeida et al., 2018).

O sistema dindmico modelado pela equacao de Van der Pol constitui
um sistema auto-excitado que evolui para uma resposta oscilatéria estédvel.
Estes sistemas apresentam tipicamente, de forma esponténea, oscilacoes de
amplitude crescente (associadas a um amortecimento negativo) que evoluem
para um ciclo limite.

Pelo facto de numerosos e importantes fenémenos eletrénicos, mecanicos,
geoldgicos e biolégicos, entre outros apresentarem comportamentos dinaAmicos
com respostas oscilatérias tipicas de sistemas auto-excitados o estudo deste
tipo de modelos é particularmente importante. A equagao de Van der Pol é
um dos componentes dos modelos de esteira oscilante que descrevem o com-
plexo processo oscilatério observado em estruturas expostas a escoamentos
transversos de fluidos (Blevins, 1990).

Ciclo limite estavel da equagao de Van der Pol

O oscilador de Van der Pol é descrito pela Equacao (2.39). Este oscilador é
auténomo, nao conservativo e tem amortecimento nao linear.

A tnica situacao em que o oscilador é conservativo é quando ¢ = 0. Nesse
caso, a equacao passa a Ser:

i+z=0, (2.40)

Para ¢ pequenos, as oscilagoes auténomas do oscilador sao préximas das
oscilacoes harmonicas simples, com uma frequéncia de 1, um periodo de 27
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e amplitude especifica. A medida que ¢ aumenta, as oscilacdes desviam-se
mais da frequéncia natural (Rozov, 2011).

Quando ¢ > 0, o segundo termo da Equacao (2.39) que representa a
resisténcia, é proporcional a & e tem coeficiente:

e (2 —1). (2.41)

Para valores elevados de x, este termo é positivo e atua como redutor da
amplitude de resposta. No entanto, para x pequenos, o termo de resisténcia
é negativo e provoca o crescimento da resposta.

Para qualquer ¢ > 0 a Equagao de Van der Pol nao forgada (2.39) tem
um tnico ciclo limite (estdvel) para o qual a solugao oscilatéria evolui in-
dependentemente das condigoes iniciais (desde que diferentes da origem das
coordenadas (Hafeez et al., 2015). Este ciclo limite é caracterizado por uma
resposta de amplitude A e frequéncia natural w. A solucao oscilatéria apre-
senta uma amplitude com valores préximos de 2 no ciclo limite dependendo
o valor exato dessa amplitude do valor de ¢ (Lopez et al., 2009).

Também é possivel descrever o oscilador através de um sistema de equagoes
de 1¢ ordem, em alternativa a equacgao de 2* ordem. Esta é forma mais uti-
lizada em andlise de sistemas dindmicos:

=y
{ y =—x+e(l—a?)y (242)

onde o 1nico ponto critico é a origem. A origem é um ponto que forma uma
espiral instavel para 0 < £ < 2 e um né instdvel para e > 2. Em qualquer caso,
uma solucao que comece perto da origem, cresce & medida que ¢ aumenta.

Observacoes experimentais indicam que a equagao de Van der Pol tem
uma solugao periédica estdvel de periodo e amplitude dependentes do valor
de . Analisando os grificos das trajetérias no plano de fase e de posicao-
tempo é possivel perceber o comportamento periddico deste sistema.

Para um amortecimento de ¢ = 0.2, observem-se as Figuras 2.13 e 2.14
elaboradas em MATLAB, que coincidem com as conclusoes verificadas na
literatura, nomeadamente em (William E. Boyce, 2001):

O Grafico 2.13 mostra duas trajetérias, uma que se inicia nas proximi-
dades da origem, com tragado azul e outra que comega no ponto (—3,2), com
tracado vermelho, esta escolha tem como objetivo, evidenciar uma trajetoria
que comeca dentro do ciclo limite e outra que comeca fora deste. A trajetéria
que comeca na origem forma uma espiral para fora no sentido dos ponteiros
do relégio, o que é consistente com o comportamento aproximadamente line-
ar perto da origem. A trajetdria que comega perto do ponto (—3,2), forma
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Equagéo de van der Pol, =0.2

Figura 2.13: Trajetorias da equagao de Van der Pol para ¢ = 0.2.

uma espiral para dentro, também no sentido dos ponteiros do relégio. Am-
bas as trajetérias se aproximam de uma curva fechada que corresponde &
solugao periddica estavel. No Grafico = versus ¢ (posi¢ao-tempo) 2.14 pode
observar-se que a solugao que ¢ inicialmente mais pequena (a azul), aumenta
a sua amplitude gradualmente, enquanto que a solucao de maior amplitude
inicial (a vermelho), vai decrescendo. Pode, entao, concluir-se que ambas as
solugoes se aproximam de um comportamento periédico estavel, que corres-
ponde ao ciclo limite. A forma deste gréfico é praticamente sinusoidal que se
manifesta pelo ciclo limite quase circular para € = 0.2.

Ao aumentar o coeficiente de amortecimento, para por exemplo € = 5, as
trajetorias continuam a mover-se no sentido dos ponteiros do relégio, mas o
ciclo limite é bastante diferente de um circulo, assumindo uma forma mais
alongada, veja-se a Figura 2.15. O Gréfico de x versus ¢ 2.16 mostra que a
forma da onda do ciclo limite é muito diferente de uma funcao sinusoidal,
evidenciando a nao-linearidade do sistema.

Os Griéficos 2.13, 2.14, 2.15 e 2.16 mostram que o oscilador de Van der
Pol tem comportamentos oscilatérios diferentes dependendo do valor de €.
As representacoes de x versus t, mostram que a amplitude de oscilacao varia
pouco com £ mas que o periodo aumenta com este valor. Ao mesmo tempo, a
forma da onda varia de quase sinusoidal para formas bem mais irregulares. A
presenca de um movimento periédico singular que atrai praticamente todas
as solugoes, ou seja, um ciclo limite estdvel, ¢ um dos fenémenos carac-
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Equagédo de vander Pol, =02

Figura 2.14: Gréfico de x vs t para a trajetéria de € = 0.2.

Equacédo de vanderPol, «=5

Figura 2.15: Trajetoérias da equacao de Van der Pol para € = 5.
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Equagdo de vander Pol, - =5

Figura 2.16: Grafico de = vs t para a trajetéria de € = 5.

teristicos associado a equagoes diferenciais nao lineares (William E. Boyce,
2001).

Oscilador de Van der Pol forgado

O oscilador de Van der Pol também pode ser for¢cado, adicionando-se uma
funcao que excite o sistema e que, tal como vimos, é da forma sinusoidal:

Asin(wt) (2.43)

A equacao diferencial assume a forma:

2
C;T;U +e(2®—1) Ccll_:z[':j + 2 = Asin(wt) (2.44)
onde A é a amplitude (ou deslocamento) da onda e w é a velocidade angular.
Neste caso, o sistema passa a ser nao auténomo e assume, tal como
referido acima, um comportamento caético. Os testes feitos computacional-
mente a cada das condigoes caracteristicas do caos, que se encontram na
equacao de Van der Pol, mostram a sua tendéncia para um comportamento
cadtico, nomeadamente quando o valor da frequéncia angular w é alterado.
Este comportamento apenas se verifica quando o sistema é excitado forga
externa periédica do tipo (2.43).
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Em (Tsatsos, 2006) é possivel concluir que se w? — 1 for da mesma ordem
de A, a frequéncia livre ou natural do sistema se sincroniza com a frequén-
cia de excitacao. Este fenémeno designa-se por lock — in. Se o oscilador
for excitado por uma frequéncia ligeiramente diferente da do ciclo limite
nao forcado, o comportamento do sistema vai depender do valor de A. Se
A for pequeno, verifica-se o aparecimento do ciclo limite com um periodo
ligeiramente diferente de 27, devido ao aparecimento da forca de excitacao.
Se A for suficientemente grande, espera-se que a forca externa domine as
vibragdes auto-excitadas e que o oscilador experimente sincronizagao (Chat-
terjee, 2009).

2.5 Modelacao das vibracoes induzidas por
vortices

Ao abordar a dindmica duma estrutura esbelta sujeita a um escoamento
transverso e o seu enquadramento nas Vibracoes Induzidas por Vértices,
é frequente recorrer-se a modelos semi-empiricos tais como, os modelos de
esteira oscilante, cujas solugoes permitem descrever a dinamica referida.

Uma vez que a maioria das estruturas tém deformagoes praticamente
lineares, podem ser consideradas como osciladores lineares.

A natureza da auto-excitagao associada a libertacao de vértices, sugere
que o comportamento do fluido possa ser modelado por um oscilador nao
linear simples. As ideias béasicas de mecéanica de fluidos em que os modelos
de esteira oscilante se baseiam sao as seguintes:

e Um escoamento nao viscoso é uma boa aproximagcao para o campo de
escoamento fora da esteira proxima;

e Cria-se uma estrada de vértices com uma frequéncia de formacao de
vértices bem definida;

e A vorticidade gera-se apenas na camada limite do cilindro e os vértices
crescem de forma uniforme até atingirem uma forca méxima;

e O escoamento é bidimensional;

e A forca exercida no cilindro pelo escoamento depende apenas da ve-
locidade e da aceleracao de um escoamento médio relativamente ao
cilindro.

Através de vérios factos experimentais é possivel concluir que (Blevins,
1990):
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e Os modelos de esteira oscilante mostram que a frequéncia natural do
oscilador de fluido é proporcional ao racio entre a velocidade do escoa-
mento livre e o didmetro do cilindro;

e Estes modelos conseguem prever que um cilindro ird exibir grandes
amplitudes de oscilacao quando a frequéncia de libertacao de voértices
é proxima ou igual & frequéncia natural desse cilindro. A resposta do
cilindro é fung@o do ricio entre estas duas frequéncias (fs e f), do
amortecimento viscoso estrutural e do récio entre a massa de fluido
deslocada e a massa do cilindro;

e O modelo exibe um efeito de sincronizagao (um exemplo é a sincroniza-
gao de fs e f), este aumenta com a diminui¢do do amortecimento es-
trutural e com o aumento do ricio entre a massa de fluido deslocada
e a massa do cilindro (exceto nos casos em que o amortecimento es-
trutural é muito pequeno). A medida que o amortecimento estrutural
se aproxima de zero, o modelo prevé que a vibragao induzida por vér-
tices atinja uma amplitude méaxima limitativa. Este limite deve-se a
reducao da componente de excitacao da for¢a do fluido com o aumento
de amplitude;

e O pico de amplitude de ressonancia pode ser expresso através de apenas
uma varidvel, o amortecimento reduzido. A amplitude aumenta com a
diminuicao desta varidvel, até atingir um limite maximo de amplitude.

2.6 Otimizacao

Muitas vezes é necessario determinar fungoes que aproximem dados experi-
mentais, para isso utiliza-se a otimizacao. As técnicas de otimizacao con-
sistem em encontrar a melhor combinacao de pardmetros para maximizar
ou minimizar (dependendo do tipo de problema) uma fungao, normalmente
designada por fungao objetivo ou funcao aproximadora.

A funcao aproximadora, f, recorre a parametros cuja escolha permite
obter o ajuste pretendido de f a esses dados. E importante definir o erro as-
sociado a aproximacao feita, para este efeito, é frequente calcular o quadrado
da norma Euclideana do residuo. Este serd zero se a funcao interpolar exa-
tamente os dados experimentais.

Seja f a fungao aproximadora e (z1,¥1), (Tm, Ym), 0s dados a aproximar,
vetor residuo (R) define-se por:

R=(f(x1) =y, f(22) = 2y oo [ (@) = Ym) (2.45)
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e o quadrado da norma Euclideana do residuo permite definir o erro £ da
aproximacao:

E=| R|? (2.46)

O método dos minimos quadrados baseia-se na escolha dos pardmetros

que definem f, que minimize o erro E. Ap6s definir a fungao objetivo (através

deste ou outro método), esta serd minimizada através das técnicas de otimiza-
Gao.

2.6.1 Técnicas de otimizacao

Existem dois grandes tipos de técnicas de otimizacao, as cldssicas e as heurfs-
ticas, dependendo da natureza do problema. As técnicas cldssicas apoiam-se,
normalmente, em argumentos analiticos deduzidos a partir do conhecimento
das taxas de crescimento, derivadas, derivadas parciais, da funcao objetivo a
otimizar. A sua utilizacao exige, em geral, que as varidveis do problema se
localizem no seio dum espaco suficientemente regular e que a funcao objetivo
seja suficientemente “suave”. O método dos gradientes conjugados é um
exemplo de técnica cldssica, ver (Press et al., 2007).

Ja as técnicas heurfsticas mimetizam, normalmente, processos naturais
evolutivos e sao suscetiveis de ser aplicadas na resolucao de problemas de
otimizacao para os quais as abordagens cldssicas sao inapropriadas como é
o caso de problemas de otimizagao combinatéria. Os algoritmos genéticos
que se inserem no contexto dos algoritmos e métodos evolutivos sao exemplo
duma importante técnica heuristica de otimizacao, inspirada em processos
naturais evolutivos, consultar (Holland, 1992). Em (Goldberg, 1989) e em
(Michalewicz, 1998) pode encontrar-se a formulagdo deste método devida-
mente enquadrado e com aplicagoes relevantes. Também a técnica de simu-
lated annealing constitui um exemplo de método heurfstico de otimizacao.

2.6.2 Simulacao de recozimento

A técnica de simulated annealing (simulagao de recozimento) foi original-
mente desenvolvida por Metropolis e colaboradores, ver (Metropolis et al.,
1953) tendo sido aplicada de forma eficiente na resolugao do conhecido proble-
ma do caixeiro viajante. E uma técnica heuristica que consiste numa analogia
com a termodindmica, uma vez que é inspirada na técnica de recozimento de
metais no contexto das tecnologias dos materiais.

O processo de recozimento de um sélido (de preferéncia um metal) con-
siste em expo-lo a temperaturas elevadas, até que este atinja a sua tempera-
tura de fusao, passando ao estado liquido. Depois de derreter, o metal terd
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de arrefecer lentamente para evitar que este atinja um estado pouco estédvel.
Ao diminuir lentamente a temperatura do metal, as moléculas ajustam-se e
rearranjam-se até que a rede cristalina atinja um estado de energia minima
(Press et al., 2007).

Da mesma forma que o recozimento de um metal tem como objetivo atin-
gir um estado de energia minima, a simulacao de recozimento como técnica
de otimizacao, tem como propdsito encontrar uma solucao que permita mini-
mizar a funcao objetivo. Este método adequa-se a problemas de otimizacao,
onde o extremo global desejado se encontra entre um conjunto de vérios
extremos locais e a sua implementagao inclui os seguintes elementos:

1. Descricao das configuragoes possiveis para o sistema;

2. Criagao de arranjos na configuragao, estas alteracoes serao as opgoes
apresentadas ao sistema;

3. Fungao objetivo £ (analogia com energia) que se pretende minimizar;

4. Parametro de controlo 7' (analogia com temperatura), com respetivo
nimero de passos e tamanho.

O método de simulacao do recozimento tem a particularidade de apresen-
tar uma implementacao intuitiva e sem grandes complexidades e que constitui
uma abordagem eficaz a problemas de otimizacao nao lineares em dominios
de pesquisa complexos (Press et al., 2007). Esta técnica sera adotada na
resolu cao deste tipo de problemas de otimizacao, na seccao referente ao
estudo do acoplamento combinado deste trabalho. A técnica serd utilizada
para calibracao de parametros desconhecidos, que serao ajustados com base
em dados experimentais.
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Capitulo 3

Modelos de esteira oscilante:
acoplamentos isolados

Nos capitulos 3 e 4 iremos estudar os modelos de esteira oscilante. A abor-
dagem aos modelos de esteira oscilante, neste capitulo, consiste no estudo
de cada acoplamento individualmente (acoplamento em aceleragao, acopla-
mento em velocidade e acoplamento em deslocamento).

Inicialmente serd feita uma distincao entre a formulagao dimensional
(modelo com dimensoes fisicas) e a formulacao adimensional (em que se tra-
balha com as equagoes adimensionalizadas) deste tipo de modelo. Realgando
a adimensionalizagao com referéncia a frequéncia da esteira, seguida neste
trabalho e baseada no trabalho de Facchinetti (Facchinetti et al., 2004).

Posteriormente, serd feito um estudo numérico dos diferentes tipos de
acoplamento separadamente. Numa primeira fase, as simulagoes numéricas
serao feitas com base nos dados fisicos e geométricos de Facchinetti e, numa
segunda fase, serao feitas com base em dados fisicos e geométricos retirados
de (Belloli et al., 2015), por forma a reforgar as conclusoes e resultados que
se obtiverem.

3.1 Formulacao dimensional

Tipicamente, os modelos de esteira oscilante sao constituidos por duas equa
coes diferenciais acopladas: uma equagao diferencial nao linear de 2% ordem
(normalmente, a equagdo de Van der Pol), que descreve a esteira e uma
equagao diferencial linear de 2* ordem que descreve o comportamento da
estrutura esbelta. Esta abordagem foi inicialmente introduzida em (Hartlen
and Currie, 1970), seguindo sugestoes apresentadas em (Bishop and Hassan,
1964). Em (Wu and Kareem, 2012), encontra-se uma interessante abordagem
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a modelacao das vibragoes induzidas por vértices em cilindros.

A formulacao, que a seguir se apresenta, permite modelar a oscilacao
transversa em translacao da estrutura que estd associada ao desenvolvimento
de forcas de sustentacao. Na equacao de Van der Pol, que modela o fluido,
observa-se uma analogia entre a varidvel da esteira () e essas mesmas forgas.
Além disso, o oscilador de Van Der Pol é um elemento importante no modelo
pois traduz o processo de transferéncia de energia por parte do escoamento
para a estrutura, o que permite amplificar e manter a oscilacao, mesmo exis-
tindo forcas dissipativas.

E de salientar que as duas equaces do modelo se encontram acopladas, o
que permite representar a influéncia que a estrutura exerce na esteira (modi-
ficando a forga de sustentagao) mas também a influéncia da esteira (através
dessa mesma sustentagdo) na estrutura.

E possivel formular diferentes acoplamentos neste modelo: sabe-se que
a estrutura é excitada pela forca de sustentacao associada a resposta da
esteira e que a esteira é excitada (na equacao de Van der Pol) pela resposta
da estrutura. No entanto, tanto se pode excitar a esteira com a aceleragao da
estrutura, como com a sua velocidade, como com o seu deslocamento. Daqui
resultam trés possiveis implementacoes de acoplamentos, o acoplamento em
aceleracao, em velocidade ou em deslocamento, respetivamente.

E importante referir que durante a interacdo fluido-estrutura, que aqui se
pretende modelar, desenvolvem-se forgas de arrasto. Neste modelo, por ser
de apenas um grau de liberdade, nao é possivel modelar o efeito destas forgas,
no entanto, se se acautelarem mais graus de liberdade, é possivel considerar
este efeito. Por outro lado, o modelo aqui apresentado é, em grande medida,
puramente fenomenolégico e, por isso, apresenta limitagoes decorrentes desse
facto.

De seguida, apresenta-se o modelo com dimensoes fisicas, tendo por base
o acoplamento em aceleracao.

SejaY =Y (T') o movimento do cilindro, em func¢ao do tempo T, excitado
pela forga de sustentacao (lift force) Fr, = Fp, (T') que depende do coeficiente
de sustentagao C;, = Cp (T). Assumindo que a oscilagdo da esteira @ =
Q (T') é proporcional a Cp:

_20,(T)

Q1) = =%

(3.1)

onde Cpg representa um coeficiente de sustentacao apropriado (de Langre,
2006).

A forga de sustentacdo, F7, pode ser escrita como (Facchinetti et al.,
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2004):

1
FL = §pU2DLCL, (32)

onde p e U representam respetivamente a massa voltimica do fluido e a ve-
locidade do escoamento uniforme. D representa o didmetro do cilindro e L,
0 seu comprimento.

O movimento de um cilindro rigido, de didmetro D, elasticamente su-
portado, com um grau de liberdade e excitado pela varidvel da esteira @)
proporcional a sustentacao, pode ser descrito por:

.. . 1
(ms+mp)Y + (rs +rp)Y +hY = ZPUQDCLOQa (3:3)

onde mg, rs € h sao a massa, o amortecimento e a rigidez do movimento do
cilindro no vécuo e (+) representa a derivada temporal. O amortecimento, rg,
do movimento do cilindro pode ser descrito por:

rs =2(mg+ mp) \/ ﬁf (3.4)
S F

Qs

onde & representa o amortecimento reduzido da estrutura. {2g representa a
velocidade angular natural da estrutura em fluido estaciondrio, associada a
frequéncia f de oscilagao da estrutura.

/ h
QS’ mg+mpg
f= o = 9 (3.5)

O efeito do fluido no escoamento deve ser analisado considerando, a massa
de fluido acrescentada, mp e o amortecimento de fluido acrescentado, rpg:

1
mp = ZﬂpD2CM (3.6)
rE = QWSV;#vaDQ (3.7)
——
Qs

T

O coeficiente de fluido acrescentado, v, relaciona o coeficiente de arrasto,
Cp, com o nimero de Strouhal, através de:

Cb

= 1S, (3.8)

Y
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A oscilacao da esteira @@ = @ (T') é descrita pela equagao de Van der Pol,
veja-se (Facchinetti et al., 2004):

Q+ e, (Q*—1) Q+ QgT Q= %Y, (3.9)

onde (g, = 2w fg representa a velocidade angular de libertacao de vortices
(associada & frequéncia angular de Strouhal):

QST = 27T5’TTU, (310)

Em relacao a equacao da esteira, pode observar-se que esta estd a ser exci-
tada pela aceleragao da estrutura, Y. Neste caso, e tal como em (Facchinetti
et al., 2004), o tipo de acoplamento é em aceleragao. Existem trés variantes
possiveis para a excitacao da esteira, o deslocamento, velocidade ou acele-
ragao da estrutura. Para escolher o tipo de acoplamento a estudar, basta
inserir na equacao de Van der Pol, o termo Y, Y ou Y, para o acoplamento
em deslocamento, em velocidade e em aceleracao, respetivamente.

Para o acoplamento em aceleragao, o modelo de esteira oscilante, assume
entao a seguinte forma:

{(ms +mp)Y + (rs +rp)Y +hY = $pU*DCroQ (3.11)

G20, (@ 1O+ Q= A

As duas Equagoes (3.11) encontram-se acopladas uma vez que, por um
lado, a estrutura é excitada pela forca de sustentacao associada & resposta
da esteira e, por outro lado, a esteira é excitada pela resposta da estrutura.

Apesar do acoplamento em aceleragao (Facchinetti et al., 2004) se reve-
lar a tendéncia atual, existem autores que adotaram outros acoplamentos.
Nomeadamente, (Landl, 1975), (Hartlen and Currie, 1970), (Skop and Grif-
fin, 1973) e (Iwan and Blevins, 1974), utilizaram o acoplamento em veloci-
dade e (Krenk and Nielsen, 1999), o acoplamento em deslocamento. Uma
vertente deste trabalho passa pelo estudo da possibilidade de considerar a
opc¢ao de uma combinacao linear que envolva as trés componentes referidas
da resposta da estrutura: o deslocamento, a velocidade e a aceleragao. Uma
forma de o fazer é elaborar uma perspetiva de calibragao apropriada dos coe-
ficientes de acoplamento tendo em vista, nao sé, validar a tendéncia atual do
acoplamento em aceleracao, mas também, tentar aperfeicoar o modelo atual
dotando-o de um acoplamento distinto e mais adequado. Esta abordagem
encontra-se no capitulo 4.



Modelos de esteira oscilante: acoplamentos isolados 49

3.2 Formulacao adimensional

Estabelecida a formulagao dimensional, passou-se ao estudo do modelo na sua
forma adimensional. Partindo das dimensoes fisicas e tornando-as adimen-
sionais, obtém-se uma forma mais simples do modelo e as equagoes passam a
depender de menos fatores. Além disso, a adimensionalizacao permite agru-
par num menor nimero de classes dinamicamente equivalentes o fenémeno
em estudo, permitindo levar mais longe a respetiva andlise, utilizando um
idéntico nimero de testes.

Apresentam-se de seguida dois tipos de adimensionalizagao do modelo de
esteira oscilante em estudo. A formulagdo adotada por (Facchinetti et al.,
2004), realiza a adimensionalizacao da varidvel temporal tendo por base o
movimento da esteira. Ja na formulagao adotada por (de Langre, 2006), a
adimensionalizacao da varidvel temporal é realizada tendo por base o movi-
mento da estrutura.

Para as simulagoes numeéricas utilizaremos a formulacao adimensional do
modelo de esteira oscilante adotado por (Facchinetti et al., 2004), por forma a
facilitar a comparacao dos nossos resultados com os de Facchinetti. Por uma
questao de completude apresentam-se, de seguida, ambas as formulacoes.
Pese embora apresentem formas diferentes, as equagoes homogéneas obtidas
para a estrutura e a esteira, nos dois modelos, sao equivalentes.

De realcar que as formulacoes introduzidas dizem respeito & modelagao
de oscilacoes transversas, com um grau de liberdade, de um cilindro rigido
elasticamente suportado e exposto a um escoamento uniforme e estaciondrio.

3.2.1 Adimensionalizacao com referéncia a oscilacao
da esteira

No trabalho de Facchinetti, a adimensionalizacao da varidvel temporal em
(3.11) ¢ feita tendo como referéncia a frequéncia da esteira (3.10).

StU
QST = 27?%.

Na deducao deste modelo e adotando a metodologia de (Facchinetti et al.,
2004), admite-se que o acoplamento das equagdes que o constituem é reali-
zado com base na resposta da esteira e na aceleracao da estrutura.

O movimento de um cilindro rigido, de didmetro D, elasticamente supor-
tado, com um grau de liberdade, pode ser descrito pela Equacao (3.3). Para
obter a sua forma adimensional, considerando a frequéncia de oscilacao da
esteira, veja-se:
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. - h
v+ (2595 + X, ) vy -5 (3.12)
[/ m m
onde p representa a viscosidade dindmica do fluido e S define a forca de

excitagao.

ms +mp
= - _]_
1 2
§ = 2pUDCrQ (3.14)

Tendo em conta estes e os outros parametros ja apresentados e utilizados
da seccao anterior, nomeadamente m = mg + mp, mp = }ﬁrpDzCM, rg =
2mSlgE, rp = QST vpD?, pretende-se chegar a uma descricao adimensional
da Equagao (3.3). Para isso, consideremos a frequéncia €}, da esteira e as
seguintes mudancgas de varidvel:

t =0T, (3.15)
Y (T
v =" (3.16)
q(t)=Q(T). (3.17)
Definindo ¢ como a frequéncia angular reduzida da estrutura:
Qs
0= ) (3.18)
Q,

somos conduzidos, apds algumas manipulacoes algébricas, & expressao adi-

mensional: 2y N dy
=zt (255 + ;) yris 5%y = s. (3.19)
A forca de excitacao s resultante é
s=MQ (3.20)
em que
M= %@ (3.21)

A oscilagao da esteira @@ = @ (1) pode, como vimos, ser descrita pela
Equagao de Van der Pol (3.9).

Q+eQ, (*-1)Q+Q Q= %Y,
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Considerando o seu primeiro membro, chamando % a forga de excitacao da
esteira e tendo por base as mudangas de varidvel (3.15 e 3.17).
No dominio temporal, obtemos

Q+ Q. (Q*-1) Q+ QgT Q= %, (3.22)

e deduz-se a expressao procurada:

2
%+5(q2—1)%+q:f. (3.23)
Neste modelo adimensional a excitacao f da esteira que utilizaremos nas
simulagoes, andlises e discussoes terd origem no deslocamento, na velocidade
e na aceleragao da estrutura.

Resumidamente, as equagoes adimensionalizadas do modelo de esteira
oscilante, tendo como referéncia a frequéncia da esteira, sao:

d*y 7Y\ dy
— L2654+ L) L4+ 8% = 3.24
dt2+<£+u)dt+ y=s (3.24)
d?q 9 dq
-1 —1) = =
gz tel@ 1) g ra=1
onde o .
L0
S:chomM:TSWQS%,u
e

f=Ay, f=Ay ou f =Ay".

Em sintese, os principais pardmetros e varidveis a utilizar sao:

Q
5= s
Q,
7= 47TST
Mg +mp
= —IODQ
oo
ms +mp
Q. = 27TSZU

Para mais detalhes, consulte-se o Apéndice (A.2).
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3.2.2 Adimensionalizacao com referéncia a oscilacao
da estrutura

No trabalho de E. de Langre, (de Langre, 2006), a adimensionalizagdo de
(3.11) é feita tendo como referéncia a velocidade angular natural da estrutura
em fluido estaciondrio, (g, associada a frequéncia f de oscilacao da estrutura

(3.5).
\/ msZmF .

Qg
f—g— 2T

Também na deducao deste modelo e adotando a metodologia seguida
por (de Langre, 2006), se admite que o acoplamento das equagoes que o
constituem é realizado com base na resposta da esteira e na aceleracao da
estrutura.

Para obter a forma adimensional de (3.3), considerando a frequéncia an-
gular natural da estrutura em fluido estaciondrio e as mudancas de varidvel
(3.25, 3.16 e 3.17):

t=QgT, (3.25)
Y (T)
)=~~~
y(t) o
q(t)=Q(T)
obtém-se: P p
Y Yy 2
— = = MQ 3.26
Ta TA Y q, (3.26)
2nU

onde 2 = S7U, representa a frequéncia adimensional e U, = Qsp lepresenta
a velocidade reduzida. Definam-se ainda A (3.27), M (3.21) e u (3.13).

A =26+ 1Q, (3.27)
!
G 1
2 8m2SEiu’
Mg +mp

De forma semelhante e tendo por base a Equagao (3.9):

Q+e9, (@®-1)Q+2 Q= %Y,

deduz-se a correspondente formulagao adimensionalizada da equagao da es-
teira:
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d*q dgq d*y
T o -1) Y+ 02g=aYY 3.98
g e — 1) = A, (3.28)

Tendo em conta, o significado dos parametros usados e definidos acima, o
modelo de esteira oscilante adimensional, de acordo com (de Langre, 2006),
assume a forma:

Py dy

—_ _— f— 2

s + /\dt +y=MQqe (3.29)
d*q dgq d*y
“ (P —1) L4 Q2= A2,
g Pe @ ) g e = A,

onde () representa a frequéncia adimensional, atrds definida. Para mais de-
talhes, consulte-se o Apéndice (A.1).

Tal como referido anteriormente, a formulagao em que a adimensionali-
zacao é feita com referéncia a frequéncia da estrutura, é aqui apresentada
por uma questao de completude. O modelo adotado nesta dissertagao, é o
utilizado por Facchinetti, a formulagao em que a adimensionalizacao é feita
com base na frequéncia de oscilagao da esteira.

3.3 Simulacoes numeéricas

Por forma a estudar o modelo de esteira oscilante introduzido, realizaram-se e
analisaram-se simulacoes numeéricas para prever o comportamento oscilatério
de uma estrutura cilindrica genérica, e as forcas de sustentacao que daf re-
sultam. Nesta sec¢ao, os modelos de esteira oscilante serao materializados
por via da escolha apropriada das varidveis de acoplamento utilizadas.

Tendo por base a adimensionalizacao do modelo baseada na frequéncia
da esteira, os dados fisicos e geométricos de Facchinetti e o acoplamento em
aceleracao, velocidade e deslocamento (estudados separadamente), as prin-
cipais peculiaridades exibidas pelo modelo serao apresentadas, discutidas e
ilustradas com simulacoes numéricas.

Os coeficientes C); (coeficiente de massa acrescentada) St, Crg e 7y serdo
considerados constantes. Em (Blevins, 1990) mostra-se que Cyy = 1, Sy =
0.2 no espectro subcritico do nimero de Reynolds, 300 < Re < 1.5 x 10°
e que Crp = 0.3 num grande espectro de niimeros de Reynolds. Assume-se
ainda que 7 = 0.8. Assumiremos, também, preliminarmente que ¢ = 0.3 e
A =12, valores estes considerados adequados em (Facchinetti et al., 2004).

O desempenho dos diferentes tipos de acoplamento serd também ilustrado
com dados geométricos e fisicos distintos (retirados de (Belloli et al., 2015) e
que podem ser consultados nas Tabelas 4.1 e 4.3, para o nimero de Scruton
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(Se) = 0.50 e para Sc = 3.60, respetivamente) por forma a reforcar as
conclusoes e resultados que se obtiverem.

Para cada um dos acoplamentos serd feita uma andlise, com base nas
simulacoes numéricas realizadas, das respostas vibratorias da estrutura e da
esteira antes, durante e depois do lock—in. Como referido anteriormente, este
fenémeno verifica-se num intervalo de velocidades durante o qual a frequéncia
de vibragao da estrutura coincide com a frequéncia da esteira (a de libertagao
de vértices). Neste intervalo de velocidades, as amplitudes oscilatérias da
estrutura aumentam muito e verificam-se alteracoes nas diferencas de fase
entre a esteira e a estrutura.

Nas Tabelas 3.1 e 3.2 apresentam-se os valores fisicos adotados nas simula
¢Oes numéricas, utilizando as unidades do Sistema Internacional (SI).

D [m] | ms [kg/m] | ¢ | A [N/m?
0.02 0.3 001 | 10°

Tabela 3.1: Principais pardmetros estruturais.

‘p[kg/mg'] v |Cyv|Cro|St| € |A/B/C
| 1000 [0.8] 1 [0.3[0.2[0.3] 12

Tabela 3.2: Principais parametros do fluido, do escoamento e da esteira.

Apesar de ter utilizado o modelo adimensional (3.24) nos célculos, optou-
se por apresentar, nas tabelas, os resultados usando os pardmetros com sig-
nificado fisico.

Os diferentes tipos de acoplamento serao testados, para que se possa
analisar o que apresenta melhores resultados. Para testar o acoplamento em
deslocamento, em velocidade e em aceleragao, substituiremos em (3.24), f
por [ =Cy, f = By ou f = Ay”, respetivamente.

Para as integracoes temporais das equagoes utilizou-se a rotina ode45 do
MATLAB, que implementa o algoritmo Runge-Kutta de 4*/5% ordem.

Inicialmente realizaram-se as respostas temporais. Para isso, optou-se
por fazer os célculos para um ciclo de velocidades reduzidas (U,.) de 1 até 10,
com intervalos de 0.5. Estes graficos mostram, por um lado, o movimento
do cilindro (y) em funcdo do tempo e, por outro lado, a resposta oscilatéria
da esteira (¢) em func¢ao do tempo (). Qualquer uma destas respostas os-
cilatérias e o tempo encontram-se na sua forma adimensional. Procedeu-se
também ao cdlculo da diferenca de fase instantdnea entre o sinal correspon-
dente a esteira e o sinal correspondente ao cilindro. Para isso, utilizou-se
a Transformada de Hilbert, que permite detetar o &ngulo de fase num sinal
temporal (Corinthios, 2007).
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Com base nas respostas temporais calcularam-se as Transformadas de
Fourier discretas, a partir das quais se determinaram os vetores de densi-
dade de energia espectral, um associado ao cilindro (linha a vermelho), outro
associado a esteira (linha a preto). A densidade espectral representa a dis-
tribuicao de poténcia no dominio da frequéncia e corresponde ao quadrado
da amplitude da Transformada de Fourier do sinal (James, 2011). Os gréficos
de respostas frequenciais, mostram, para cada valor de U,, a densidade de
energia espectral em funcao da frequéncia adimensional.

Por 1ltimo, tendo em vista ilustrar a evolucao da densidade de energia
espectral em funcao da velocidade, elaborou-se a construgao de um gréfico
waterfall. O gréfico waterfall vai incorporar todos os resultados anteriores
e além de mostrar a sequéncia das vdarias densidades de energia espectral
calculadas, apresenta também a linha de Strouhal. Quando a frequéncia do
cilindro é igual & frequéncia da esteira, ou seja, quando no gréfico, o quociente
f/fs éigual a 1, a densidade de energia espectral experimenta um aumento
acentuado em amplitude, aproximando-se da linha de Strouhal. Quando se
dé este aumento de amplitude, estamos perante o fenémeno de sincronizacao
(lock —in). Criou-se um grafico waterfall relativo ao movimento do cilindro e
um referente ao movimento da esteira, provenientes do grafico de densidade
espectral do cilindro e da esteira, respetivamente.

3.3.1 Acoplamento em aceleragao

Como referido anteriormente, as simulagoes temporais mostram o movimento
oscilatério do cilindro (y) e a resposta oscilatéria da esteira (¢), ambos em
funcao do tempo (t). Mostram também o desfasamento (instantaneo e médio)
entre a resposta da esteira e a da estrutura. Relativamente as respostas
frequenciais, a linha vermelha representa a resposta do cilindro e a linha
preta indica a resposta da esteira.

Nas Figuras 3.1 e 3.2 podemos observar a resposta temporal e frequen-
cial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 2, referente ao
acoplamento em aceleracao.

Pode observar-se, a partir da resposta temporal, que a amplitude de os-
cilacao da estrutura y nos picos, é cerca de 0.01, j& a amplitude oscilatéria da
esteira ¢, ¢ muito pequena inicialmente, atingindo depois o valor de 2. Em
relac@o a resposta frequencial observa-se que, para o quociente f/fs igual a
1, nao existem picos na densidade de energia espectral. Estas observagoes
levam a concluir que, para a velocidade reduzida de U, = 2, as respostas
vibratérias da esteira e da estrutura ainda nao se encontram em [ock — in.

Nas Figuras 3.3 e 3.4 podemos observar a resposta temporal e frequen-
cial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 5, referente ao



96

Modelos de esteira oscilante: acoplamentos isolados

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 2 [Adim: Ui(f S*D]]
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Figura 3.1: Resposta temporal para Ur = 2.0 - acoplamento em aceleracao.
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Figura 3.2: Resposta frequencial para Ur = 2.0 - acoplamento em aceleragao.
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acoplamento em aceleracao.
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Figura 3.3: Resposta temporal para Ur = 5.0 - acoplamento em aceleracao.
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Figura 3.4: Resposta frequencial para Ur = 5.0 - acoplamento em aceleragao.
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Pode observar-se que a resposta oscilatéria da estrutura y, aumenta bas-
tante, passando para 0.2, a amplitude oscilatéria da esteira ¢, fixa-se bem
mais cedo no valor de 2. Em relagao a resposta frequencial observa-se que,
para o quociente f/fs igual a 1, hd um pico acentuado de densidade de e-
nergia espectral. Estas observagoes levam a concluir que, para a velocidade
reduzida de U, = 5, as respostas vibratérias da esteira e da estrutura se
encontram em lock — in.

Como se sabe, o lock —in pode verificar-se num intervalo de velocidades,
que constitui uma vizinhanca de U, = 5. Veja-se o apéndice (B.1) onde se
encontram todas as simulacgoes temporais e onde se pode constatar que os
picos de frequéncia, de amplitudes de oscilagao e de densidade espectral se
verificam, pelo menos, até a velocidade de U, = 7.

Nas Figuras 3.5 e 3.6 podemos observar a resposta temporal e frequen-
cial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 9, referente ao
acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 9 [Adim: UI(f S*D]]

y [Adim:YiD]

0 100 200 300 400 500 600 700 800

q [Adim]

Inst.
Média|:

Desfasamento []

100 200 300 400 500 600 T00 800
t [Adim: T*(2°pi"St'UID]]

Figura 3.5: Resposta temporal para Ur = 9.0 - acoplamento em aceleracao.

Pode observar-se, pela resposta temporal, que a amplitude de oscilacao
da estrutura y volta a diminuir para 0.01, j4 a amplitude oscilatéria da es-
teira ¢, mantém-se no valor de 2. Os picos na densidade de energia espectral
verificados na resposta frequencial encontram-se, para esta velocidade, deslo-
cados da zona do quociente f/fs igual a 1. Pode concluir-se, deste modo,
pelas respostas vibratorias da estrutura e esteira, que para uma velocidade
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 9 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura 3.6: Resposta frequencial para Ur = 9.0 - acoplamento em aceleragao.

reduzida de U, = 9, o sistema se encontra na fase do pds lock — in.

Relativamente ao gréfico waterfall do acoplamento em aceleracao, obser-
vem-se as Figuras 3.7 e 3.8 que representam o movimento do cilindro e o
movimento da esteira, respetivamente. Neste tipo de grafico, incorporam-se
as conclusoes discutidas anteriormente, observa-se o pico na densidade de
energia espectral (PSD), para a velocidade reduzida de U, = 5, na linha que
representa o lock —in (f/fs = 1).
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Figura 3.7: Waterfall cilindro - acoplamento em aceleragao.

Deste modo, conclui-se que, para o acoplamento em aceleracao, até se
atingir o lock — in, até a velocidade reduzida de U, = 5 (por exemplo, a
U, = 2) o sistema experimenta um aumento das amplitudes de oscilagao
da estrutura e da esteira. As mdximas amplitudes sao atingidas quando a
frequéncia de oscilagao do cilindro iguala a frequéncia de oscilagao da esteira,
também nesta fase, se verifica um pico na densidade de energia espectral,
o que se dd numa vizinhanca de velocidades reduzidas de U, = 5. Apds
o lock — in, a velocidades reduzidas maiores (por exemplo a U, = 9), as
amplitudes de oscilacao da esteira e da estrutura, bem como a densidade de
energia espectral, comecam a diminuir novamente.

Os restantes gréficos representativos das simulacoes temporais, referentes
ao acoplamento em aceleragdo encontram-se no apéndice (B.1).

Simulagoes numéricas complementares

Tendo em vista estudar adicionalmente este tipo de acoplamento (acele-
ra ¢ao) num sistema diferente, realizaram-se diversas simulagoes numéricas
exploratérias tendo por base dados geométricos e fisicos substancialmente
diferentes, recolhidos de (Belloli et al., 2015). Nas simulacoes apresentadas
considerou-se o coeficiente de acoplamento A/B/C = 12 e € = 0.3, seguindo
as recomendacoes de Facchinetti. Os dados geométricos e fisicos utilizados
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Aot

fif [Hz]

Figura 3.8: Waterfall esteira - acoplamento em aceleragao.

apresentam-se nas Tabelas 3.3 e 3.4.

D [m] | mg [kg/m] | St | p kg/m3| | Cyr | Cro | A/B/C | ¢
0.2 6.5 0.18 1225 1 0.3 12 0.3

Tabela 3.3: Principais pardmetros geométricos e fisicos, para qualquer Sc.

Cp| &
Sc=0.50 | 3.8 | 0.0006
Se=3.60| 1.7 | 0.0041

Tabela 3.4: Parametros fisicos para Sc = 0.50, Sc¢ = 3.60.

Para o acoplamento em aceleracao, aplicado aos dados de Belloli referen-
tes a Sc¢ = 0.50 (presentes na Tabela 4.1), veja-se a Tabela 3.5 representativa
dos resultados e a Figura 3.9 representativo da resposta temporal em lock—in.

Para o acoplamento em aceleracao, aplicado aos dados de Belloli referen-
tes a Sc = 3.60 (presentes na Tabela 4.3), veja-se a Tabela 3.6 representativa

dos resultados e a Figura 3.10 representativo da resposta temporal em lock —
mn.
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Movimento do cilindro adimensional: U , = 5.5556 [Adim: UI(f ;D]]
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Figura 3.9: Resposta temporal, em lock — in, para Sc = 0.50 - acoplamento
em aceleragao.

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 5.5556 [Adim: UI(f ;D]]
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Figura 3.10: Resposta temporal, em lock —in, para Sc = 3.60 - acoplamento
em aceleragao.
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Sec=0.50 y min ymax | gmin | ¢max
U =42 | =1 x1073 | 1x1073 | =2 2
U.=5.6 —0.1 0.1 -3 3
U =69 | —2x103|2x107%| -2 2

Tabela 3.5: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, para Sc = 0.50
- acoplamento em aceleracao.

Sc=3.60 Yy min ymax | gmin | gmax
U =42 | -1x103 |1x107%| —2 2
U. =56 —-0.1 0.1 -3 3
U =69 | —2x1073 [2x1073 | -2 2

Tabela 3.6: Amplitudes de oscilacao da esteira e da estrutura, para Sc = 3.60
- acoplamento em aceleracao.

Comparando os dados de Belloli, com estes resultados, verifica-se que
os valores de y e de ¢ se assemelham aos de z/D e Cp. Conclui-se que o
acoplamento em aceleragao se adapta satisfatoriamente a realidade dos dados
experimentais.

3.3.2 Acoplamento em velocidade

As simulagoes realizadas para o acoplamento em velocidade seguem o mesmo
raciocinio das do acoplamento em aceleracao. Observem-se as Figuras 3.11 e
3.12 que representam a resposta temporal e frequencial, respetivamente, para
uma velocidade reduzida de U, = 2, referente ao acoplamento em velocidade.

Tal como no acoplamento em aceleracao, a amplitude de oscilacao da es-
trutura y e a amplitude oscilatéria da esteira ¢ sao muito pequenas, para
a velocidade reduzida de U, = 2. Através do grifico da resposta frequen-
cial observa-se que os dois sistemas respondem, como esperado, & mesma
frequéncia; Esta frequéncia nao corresponde a frequéncia da estrutura o que
explica o facto da oscilagao da estrutura ser pequena, verificam-se também
alguns harmonicos devido & nao-linearidade do oscilador. Conclui-se assim
que, para o acoplamento em velocidade o sistema ainda nao se encontra em
lock —in, a uma velocidade reduzida de U, = 2. Enquanto que para o acopla-
mento em aceleracao, o lock — in se dd a uma velocidade reduzida de cerca
de U, = 5, para o acoplamento em velocidade, este fenémeno dé-se a uma
velocidade superior. Pode confirmar-se pelo grafico correspondente a veloci-
dade U, = 5 (no apéndice B.2) que o sistema, para essa velocidade, ainda nao
experimenta as maximas amplitudes de oscilacao nem o pico da densidade
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r

Movimento do cilindro adimensional: U = 2 [Adim: U/(f ;D]]
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Figura 3.11: Resposta temporal para Ur = 2.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura 3.12: Resposta frequencial para Ur = 2.0 - acoplamento em veloci-

dade.
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de energia espectral.

Observem-se agora as Figuras 3.13 e 3.14 que representam a resposta
temporal e frequencial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de
U, = 8, referente ao acoplamento em velocidade.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 8 [Adim: U/(f S*Dl]
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Figura 3.13: Resposta temporal para Ur = 8.0 - acoplamento em velocidade.

Nestas figuras ja se pode observar um aumento considerdvel na resposta
oscilatéria da estrutura y e da esteira q. Em relacao a resposta frequencial
observa-se que, para o quociente f/f; igual a 1, hd um pico acentuado de
densidade de energia espectral. Estas observagoes levam a concluir que, para
a velocidade reduzida de U, = 8, as respostas vibratérias da esteira e da
estrutura se encontram em [ock —in. Tal como no acoplamento em aceleracao,
este fenémeno déd-se numa vizinhanca de velocidades e pode constatar-se que,
os picos de frequéncia, de amplitudes de oscilacao e de densidade espectral
se verificam até & velocidade de U, = 9.

Vejam-se, ainda, as Figuras 3.15 e 3.16 que representam a resposta tempo-
ral e frequencial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 10,
referente ao acoplamento em velocidade.

Claramente, para a velocidade reduzida de U, = 10, o sistema jd nao
se encontra em lock — in. As amplitudes de oscilacao da estrutura e da
esteira voltam a diminuir, assim como as respetivas frequéncias e também a
densidade de energia espectral.
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Resposta frequencial: Ur = 8 [Adim: UI(f ;D]]
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Figura 3.14: Resposta frequencial para Ur = 8.0 - acoplamento em veloci-
dade.

Movimento do cilindro adimensional: 1’.)‘r = 10 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura 3.15: Resposta temporal para Ur = 10.0 - acoplamento em velocidade.
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Resposta frequencial: v'.J'r = 10 [Adim: U/(f _"Dj]
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Figura 3.16: Resposta frequencial para Ur = 10.0 - acoplamento em veloci-
dade.

Relativamente ao gréfico waterfall do acoplamento em velocidade, obser-
vem-se as Figuras 3.17 e 3.18 que representam o movimento do cilindro e o
movimento da esteira, respetivamente. Neste tipo de grafico, incorporam-se
as conclusoes discutidas anteriormente, observa-se o pico na densidade de
energia espectral (PSD), para a velocidade reduzida de U, = 8, na linha que
representa o lock —in (f/fs = 1).

Deste modo, conclui-se que, para o acoplamento em velocidade, até se
atingir o lock — in, até a velocidade reduzida de U, = 8 o sistema experi-
menta um aumento das amplitudes de oscilagao da estrutura e da esteira. O
pico destas amplitudes atinge-se quando a frequéncia de oscilacao do cilindro
iguala a frequéncia de oscilacao da esteira, também nesta fase, se verifica
um pico na densidade de energia espectral, o que se d4 numa vizinhanca de
velocidades reduzidas de U, = 8. Apds o lock — in, a velocidades reduzidas
maiores (por exemplo a U, = 10), as amplitudes de oscilacao da esteira e da
estrutura, bem como a densidade de energia espectral, comecam a diminuir
novamente.

Os restantes graficos representativos das simulagoes temporais, referentes
ao acoplamento em velocidade encontram-se no apéndice (B.2).
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1.5
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U, [Adim] 0 o if [Hz]

Figura 3.17: Waterfall cilindro - acoplamento em velocidade.
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s

Figura 3.18: Waterfall esteira - acoplamento em velocidade.
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Simulagoes numeéricas complementares

Nas simulagoes apresentadas de seguida considerou-se (o coeficiente de acopla-
mento A/B/C =12 e ¢ = 0.3), seguindo as recomendacoes de Facchinetti e
os dados de Belloli.

Para o acoplamento em velocidade, aplicado aos dados de Belloli referen-
tes a Sc = 0.50 (presentes na Tabela 4.1), veja-se a Tabela 3.7 representativa

dos resultados e a Figura 3.19 representativa da resposta temporal em lock —
m.

Sc=0.50

7 min ymax | gmin | ¢max
U =42 | -1x107% | 1x107% | —2 2
U. =556 —0.02 0.02 -2 2
U =69 | —2x1073 [2x1073 | -2 2

Tabela 3.7: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, para Sc = 0.50
- acoplamento em velocidade.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 5.5556 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura 3.19: Resposta temporal, em lock —in, para Sc = 0.50 - acoplamento
em velocidade.

Para o acoplamento em velocidade, aplicado aos dados de Belloli referen-
tes a Sc = 3.60 (presentes na Tabela 4.3), veja-se a Tabela 3.8 representativa
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Sc = 3.60 y min ymax | ¢min | ¢max
U =42 | -1 x1073 |1 x1073 | =2 2
U. =56 —0.02 0.02 —2 2
U =69 | —2x1073 |2x1073| =2 2

Tabela 3.8: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, para Sc = 3.60
- acoplamento em velocidade.

Movimento do cilindro adimensional: U F = 5.5556 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura 3.20: Resposta temporal, em lock —in, para Sc = 3.60 - acoplamento
em velocidade

dos resultados e a Figura 3.20 representativa da resposta temporal em lock —
m.

Comparando os dados de Belloli, com estes resultados, verifica-se que
os valores de y e de ¢ se assemelham aos de z/D e Cp. Conclui-se que o

acoplamento em velocidade se adapta satisfatoriamente a realidade dos dados
experimentais.

3.3.3 Acoplamento em deslocamento

As simulagoes realizadas para o acoplamento em deslocamento seguem a
mesma metodologia das do acoplamento em aceleracao e em velocidade. Para
este acoplamento, ao fixar o coeficiente de acoplamento, C', em 12, obtiveram-
se respostas temporais e frequenciais diferentes dos restantes acoplamentos,
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esta particularidade é analisada mais a frente. Ao fixar C' em —12, este
problema deixa de existir e as respostas obtidas ji sao coerentes com os
restantes acoplamentos.

Observem-se as Figuras 3.21 e 3.22 que representam a resposta tempo-
ral e frequencial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 2,
referente ao acoplamento em deslocamento.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 2 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura 3.21: Resposta temporal, para Ur = 2.0 - acoplamento em desloca-
mento.

Pode observar-se, pela resposta temporal, que a amplitude de oscilagao
da estrutura y e da esteira ¢ ainda nao atingiram os seus valores méximos.
Em relagao a resposta frequencial observa-se que, para o quociente f/ f; igual
a 1, o pico na densidade de energia espectral, também ainda nao foi atingido.
Estas observacoes levam a concluir que, para a velocidade reduzida de U, = 2,
as respostas vibratoérias da esteira e da estrutura ainda nao se encontram em
lock — in.

Vejam-se agora as Figuras 3.23 e 3.24 que representam a resposta tempo-
ral e frequencial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 5,
referente ao acoplamento em deslocamento.

Pode observar-se que ambas as amplitudes das respostas oscilatérias, da
estrutura e da esteira, aumentam bastante. Em relacao ao grafico de densi-
dade de energia espectral, este atinge o seu pico para o quociente f/fs igual
a 1. Estas observacoes levam a concluir que, para a velocidade reduzida de
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Resposta frequencial: Ur = 2 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura 3.22: Resposta frequencial, para Ur = 2.0 - acoplamento em desloca-
mento.

Movimento do cilindro adimensional: U . = 5 [Adim: UI(f ;D]]
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Figura 3.23: Resposta temporal, para Ur = 5.0 - acoplamento em desloca-
mento.
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 5 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura 3.24: Resposta frequencial, para Ur = 5.0 - acoplamento em desloca-
mento.

U, = b5, as respostas vibratérias da esteira e da estrutura se encontram em
lock — in.

Vejam-se, ainda, as Figuras 3.25 e 3.26 que representam a resposta tempo-
ral e frequencial, respetivamente, para uma velocidade reduzida de U, = 9.5,
referente ao acoplamento em deslocamento.

Pode observar-se, pela resposta temporal, que mesmo depois do pico de
amplitude, a oscilacao da estrutura y se mantém elevada, a prépria resposta
oscilatéria da esteira ¢, nao experimenta uma diminuicao em amplitude. O
que poderia levar a concluir que o lock — in se mantém durante um espectro
maior de velocidade, para o acoplamento em deslocamento. No entanto, os
picos na densidade de energia espectral verificados na resposta frequencial,
para velocidade de U, = 9.5, ja se encontram deslocados da zona do quociente
f/fs igual a 1. Deste modo, nio se pode concluir que para uma velocidade
reduzida de U, = 9, o sistema se encontra na fase do pés lock — in. Uma
hipotese é considerar que, para este acoplamento, o lock — in se mantém
durante mais tempo, fazendo com que a fase do pds lock — in seja mais
tardia.

Relativamente ao grafico waterfall do acoplamento em deslocamento, ob-
servem-se as Figuras 3.27 e 3.28 que representam o movimento do cilindro e
o movimento da esteira, respetivamente. Neste tipo de grafico, incorporam-
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 9.5 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura 3.25: Resposta temporal, para Ur = 9.5 - acoplamento em desloca-
mento.

Resposta frequencial: Ur = 9.5 [Adim: U/(f ;D]]
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Figura 3.26: Resposta frequencial, para Ur = 9.5 - acoplamento em desloca-
mento.
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se as conclusoes discutidas anteriormente, observa-se o pico na densidade de
energia espectral (PSD), para a velocidade reduzida de U, = 5, na linha que
representa o lock —in (f/fs =1).

x10%

U, [Adim] 0 o fif_[Hz]

Figura 3.27: Waterfall cilindro - acoplamento em deslocamento.

Deste modo, conclui-se que, para o acoplamento em deslocamento, até se
atingir o lock — in, até a velocidade reduzida de U, = 5, o sistema experi-
menta um aumento das amplitudes de oscilagao da estrutura e da esteira. O
pico destas amplitudes atinge-se quando a frequéncia de oscilagao do cilindro
iguala a frequéncia de oscilagao da esteira, também nesta fase, se verifica um
pico na densidade de energia espectral, o que se dd4 numa vizinhanca de ve-
locidades reduzidas de U, = 5. No entanto, para este acoplamento, os valores
de amplitudes verificadas nos picos, mantém-se, fazendo com que a fase do
pos lock — in, seja mais tardia, relativamente a acoplamento em velocidade
ou aceleracao.

Os restantes graficos representativos das simulacoes temporais, referentes
ao acoplamento em deslocamento encontram-se no apéndice (B.3).

Simulagoes numeéricas complementares

Apesar de se ter verificado uma particularidade no comportamento vibratério
do acoplamento em deslocamento, ao fixar o coeficiente de acoplamento C
em 12, optou-se, ainda assim, por aplicar o acoplamento em deslocamento
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Figura 3.28: Waterfall esteira - acoplamento em deslocamento.

com as indicagoes de Facchinetti (C' = 12 e ¢ = 0.3) aos dados de Belloli.
Assim, aplicando-o aos dados de Belloli referentes a Sc = 0.50 (presentes na
Tabela 4.1), veja-se a Tabela 3.9 dos resultados e a Figura 3.29 representativa
da resposta temporal em lock — in .

Sc=0.50 y min ymax | gmin | ¢max
U =42 | -1 x10% | 1x107° —2 2
U.=5.6 —0.01 0.01 -2 2
U.=69 | —2x10%|2x1073 —2 2

Tabela 3.9: Amplitudes de oscilacao da esteira e da estrutura, para Sc = 0.50
- acoplamento em deslocamento.

Para o acoplamento em deslocamento, aplicado aos dados de Belloli refe-
rentes a Sc = 3.60 (presentes na Tabela 4.3), veja-se a Tabela dos resultados
3.10 e a Figura 3.30 representativa da resposta temporal em lock —in .

Comparando os dados de Belloli, com estes resultados, verifica-se que
os valores de y e de ¢ se assemelham aos de z/D e Cp. Conclui-se que o
acoplamento em deslocamento se adapta satisfatoriamente a realidade dos
dados experimentais.
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 5.5556 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura 3.29: Resposta temporal, em lock —in, para Sc = 0.50 - acoplamento
em deslocamento.
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Figura 3.30: Resposta temporal, em lock — in, para Sc = 3.60 - acoplamento
em deslocamento.
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Sc = 3.60 y min ymax | ¢min | ¢max
U =42 | -1 x1073 | 1x1073 | =2 2
U. =56 —0.01 0.01 —2 2
U =69 | —2x1073|2x1073| =2 2

Tabela 3.10: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, para Sc =
3.60 - acoplamento em deslocamento.

Atenuacgao

Verificou-se uma particularidade no comportamento vibratério, relativamente
ao acoplamento em deslocamento. Ao fixar o coeficiente de acoplamento, C,

em 12, obtiveram-se as seguintes respostas temporais e frequenciais 3.31 e
3.32.

Movimento do cilindro adimensional: U ;- 5 [Adim: U/(f S*D]]
1072

10

y [Adim:Y/D]

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Resposta da esteira

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
¢t [Adim: T*(2'pi*St"'UID)]

Figura 3.31: Atenuacdao do comportamento vibratoério, resposta temporal,
para Ur = 5.0 - acoplamento em deslocamento.

Pode constatar-se que, para a velocidade a que se espera ocorrer lock —in
(na vizinhanga de U, = 5), em vez de se observar picos na amplitude de
oscilagao da esteira/ estrutura, observa-se que estes dois movimentos se can-
celam reciprocamente. Verifica-se uma atenuacao do comportamento vi-
bratério, para esta velocidade, no caso do acoplamento em deslocamento.
Apés constatar esta peculiaridade para o acoplamento em deslocamento,
averiguou-se se esta atenuagao no comportamento vibratério também tem
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Figura 3.32: Atenuacao do comportamento vibratério, resposta frequencial,
para Ur = 5.0 - acoplamento em deslocamento.

lugar para os restantes acoplamentos.

Assim, nas Tabelas 3.11, 3.12 e 3.13 testaram-se diferentes combinagoes
de sinais dos coeficientes A (aceleracao), B (velocidade), C' (deslocamento) e
M (coeficiente da esteira), para a velocidade tipica de ocorréncia de lock —
in. A coluna relativa ao comportamento vibratério toma as designacoes de
"atenuacao" se o comportamento vibratério foi atenuado, de "atraso" se os
picos de amplitudes se encontram em f/f; < 1, de "avango" se os picos de
amplitudes se encontram em f/fs > 1 ou de "normal" se o comportamento
vibratério nao sofreu alteracoes.

|C|=12 | C | M | Comportamento
+ | + Atenuagao
+ | - Normal
- | + Normal
- | - Atenuagao

Tabela 3.11: Atenuacao do comportamento vibratério, acoplamento em
deslocamento.

Pode constatar-se que para os acoplamentos em deslocamento e em ace-
leracao, se verifica atenuacao do comportamento vibratério para certas com-
binagoes de sinais dos coeficientes. J4 para o acoplamento em velocidade, ha
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| B|=12 | B | M | Comportamento
+ | + Avanco
+ | - Atraso
— | + Atraso
- | = Avango

Tabela 3.12: Atenuacao do comportamento vibratério, acoplamento em ve-

locidade.

| A|=12 Comportamento

M
+ Normal
+

RS

Atenuagao
Atenuagao
Normal

Tabela 3.13: Atenuacao do comportamento vibratério, acoplamento em ace-
leragao.

apenas um desvio dos picos de amplitude oscilatéria, o lock — in verifica-se
a mesma, apenas se encontra atrasado ou adiantado em relacao a velocidade
de U, =~ 5.

O fenémeno de atenuacao estard relacionado com a ocorréncia de proces-
sos de re-alimentagao negativa que ocorre no sistema, por efeito do sinal dos
termos de excitagdo (no 2° membro das equagoes) em cada equagao, que fi-
carao em oposicao de fase relativamente a frequéncia de oscilagao natural de
qualquer das equacoes. No caso do acoplamento em velocidade, como o termo
de excitagao ja se encontra em oposicao de fase, ao ser forcado com sinal ne-
gativo, deixa de estar em oposicao de fase, fazendo com que o fenémeno de
atenuacao nao se verifique.

3.4 Conclusoes

Nesta seccao foi feito um estudo numérico de cada acoplamento individu-
almente. Inicialmente realizaram-se simulacoes numéricas, com dados fisi-
cos e geométricos de Facchinetti e posteriormente elaboraram-se simulagoes
numeéricas com os dados experimentais de Belloli, combinados com parame-
tros de Facchinetti (A/¢). Testaram-se, ainda, diferentes combinagoes de
sinais dos coeficientes de acoplamento e verificou-se uma atenuacao no com-
portamento vibratério, do acoplamento em deslocamento, averiguou-se se
esta peculiaridade também constava nos restantes acoplamentos.
Observando os dados experimentais (Figura 11 de (Belloli et al., 2015)),
em lock — in, os pardmetros z/D e Cp, assumem os valores absolutos de,
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aproximadamente, 0.1 e 0.75, respetivamente. Nas simulacoes realizadas
nesta fase de testes, obtiveram-se valores absolutos de y (0.01 < y < 0.1)
e de q (2 < g < 3) muito semelhantes aos dados. Conclui-se que qualquer
acoplamento isolado se adapta bem & realidade dos dados experimentais.

Com este conjunto de testes reforca-se a ideia, presente na literatura, de
que o acoplamento em aceleracao ¢ o mais adequado a modelar comporta-
mento vibratério do sistema estrutura/esteira.

Conclui-se, ainda, que o acoplamento em aceleracao é o mais eficaz na
excitacao de sistemas a frequéncias elevadas e que o acoplamento em deslo-
camento tem a propriedade contraria.

Relativamente & atenuacao do comportamento vibratério, constatou-se
que para os acoplamentos em deslocamento e em aceleragao, se verifica este
fenémeno para certas combinacoes de sinais dos coeficientes de acoplamento.

O facto de serem detetadas diferencas no comportamento qualitativo e-
xibido pelos diferentes tipos de acoplamento reforca a possibilidade de se
ensaiar combinacoes lineares dos 3 acoplamentos, tendo em vista procurar
reproduzir melhor o comportamento qualitativo/quantitativo dos sistemas
reais.



82

Modelos de esteira oscilante: acoplamentos isolados



Capitulo 4

Modelos de esteira oscilante:
acoplamento combinado

Apesar de nao existir unanimidade, o acoplamento em aceleracao é o que
reine um maior consenso por parte da comunidade cientifica. No entanto,
iremos testar, neste capitulo, uma combinagao dos trés acoplamentos (acele-
ragao, velocidade e deslocamento). Para isso, utilizaremos as equagoes adi-
mensionalizadas com base na frequéncia da esteira, e iremos excitar a estru-
tura, como habitualmente, por Mg e excitar a esteira com uma combinacao
linear das respostas da estrutura em aceleracao, velocidade e deslocamento.
Designemos este acoplamento por acoplamento combinado.

O oscilador acoplado que se obtém desta nova formulagao (acoplamento
combinado) contém parametros desconhecidos, nomeadamente, os coeficientes
de cada acoplamento (A, B e ('), o coeficiente de acoplamento M da varidvel
de esteira ¢ e o parametro de Van der Pol (¢). Tendo como objetivo ca-
librar estes parametros, houve necessidade de utilizar dados experimentais
sincronizados referentes as varidveis (qo, %o, w, @) que descrevessem o sis-
tema durante a ocorréncia do fenémeno de lock — in, pois é nesta fase que o
comportamento do sistema apresenta caracteristicas nao-lineares que nos in-
teressa modelar. De realcar que nesta situacao, as frequéncias oscilatérias da
esteira e da estrutura coincidem, e a estrutura pode apresentar uma resposta
cuja amplitude pode comprometer a sua integridade.

Os dados experimentais utilizados foram recolhidos a partir do trabalho
recente de Belloli (Belloli et al., 2015). As equagoes destinadas a implementar
o ajuste e calibragao dos parametros foram obtidas recorrendo & metodologia
de balanco harmoénico. O ajuste e calibracao foi feito através do método de
otimizacao Simulated Annealing.

83
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4.1 Balanco harmdnico

A obtencao das equacgoes destinadas a calibrar os parametros ajustdveis é
feita com base na metodologia de balanco harménico. O balanco harménico
consiste em postular a resposta harmonica da estrutura e da esteira com uma
frequéncia comum (a frequéncia de lock —in) e diferenca de fase o e determi-
nando, assim, as relacoes entre as amplitudes da excitacao e resposta em cada
uma das equagoes. Os procedimentos de balango harménico conduziram as
Equagoes (4.7).

Considere-se novamente a equacao adimensionalizada com referéncia a
frequéncia da esteira, que representa o oscilador-fluido (3.23):

d*q

E—Fa(qQ—l)@—l—q:f(t)

dt

Determinemos a relacao entre as amplitudes das respostas da esteira ¢ =
o cos (wt) e da estrutura y = yo cos(wt). Utilizemos, para excitar a esteira,
uma combinacao linear de forcas harménicas com origem no deslocamento
da estrutura, y = g cos(wt — ), que apresenta uma diferenga de fase «
relativamente & oscilacao ¢ do fluido:

f(t) = —Ayow? cos(wt — a) — Byowsin(wt — a) + Cyp cos(wt — ) (4.1)

Os termos de f sao proporcionais ao deslocamento, & velocidade e a acelera-
¢ao da estrutura, representando A, B e C, coeficientes a determinar.

Substituindo no oscilador fluido (3.23), ¢ por ¢ = ¢o cos (wt) e f(t) por
(4.1), obtém-se, apds algumas simplificagoes, as duas equagdes do oscilador
fluido:

(C — Aw?) cosa 4+ Bwsina = B (1—w?) (4.2)
Yo
4o '

(C — Aw?)sina — Bwcosa = —¢ew < — ZO> (4.3)
Yo

Observe-se agora a equacao adimensional com referéncia a esteira, que
representa o oscilador estrutura (3.19):

d’y . dy
—S N2y =M
gz g ToY T M
com \ = 2§ + %
Substituindo no oscilador estrutura, y por y = o cos(wt — «) e ¢ por

q = qo cos (wt). Obtém-se as duas equagoes do oscilador estrutura:
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(6° —w?) cosa + \wsina = M@, (4.4)
Yo

(6> —w?) sinar — Awcosa = 0 (4.5)

Para o oscilador acoplado, tem-se assim 4 equagoes, duas referentes ao
fluido e duas referentes a esteira:

(C' — Aw?) cosa + Bwsina = £ (1 — w?)
Yo )
(C' — Aw?)sina — Bwcosa = Lew (1 - q—°>
Yo (4.6)
(02 —w?)cosa + Awsina = M
(62 —w?)sina — Awcosa = 0
Apresentam-se de seguida 4 equagoes equivalentes a (4.6) e que, por serem
mais simples, sao as que utilizaremos na formulagao do problema de otimiza-
Gao.

sina = \ y(;

- (0% —w?)
(1—w)cosa+€w< 4>sma:y0 (A — Cw?) (4.7)
(1—w2)sina—€w< —%)cosa:Bq—ow

Ccosa =

Detalhes explicativos e simplificacoes podem ser consultados nos apéndices
(D.1e E.1).

Os parametros a determinar neste oscilador acoplado, nomeadamente, os
coeficientes de cada acoplamento (A, B e ('), o coeficiente de acoplamento
M da varidvel de esteira q e o pardmetro de Van der Pol ¢, serao determina-
dos recorrendo ao método Simulated Annealing (Simulagao de Recozimento),
descrito no capitulo dos Fundamentos tedricos.

4.1.1 Resposta da esteira forcada harmonicamente

Também Facchinetti adotou uma metodologia de balango harménico para
estudar os acoplamentos associados a excitacao da esteira em aceleracao,
velocidade e deslocamento. Foi a partir desta metodologia que determinou
as curvas K para cada um dos acoplamentos referidos, consultar Figura 3 de
(Facchinetti et al., 2004). Por forma a estudar o balanco harménico, seguiu-
se o mesmo raciocinio que Facchinetti, chegando-se a Figura 4.1, que ilustra
o conceito acabado de descrever.
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Considere-se um movimento harménico de amplitude adimensional y, e
de frequéncia angular w, nomeadamente y = yo cos(wt). A esteira oscilante
vai ser forcada por f que, de acordo com o acoplamento escolhido vem: f =
—Aw?yp cos(wt), f = —Awygsin(wt) e f = Aygcos(wt), para o acoplamento
em aceleragao, velocidade e deslocamento, respetivamente.

O objetivo nesta secgdo é relacionar a amplitude da esteira (gg) com a
amplitude da excitagao (|| f]|), tendo em conta que em lock — in existe sin-
cronizacao harménica e frequencial. Assim, a resposta da esteira é da forma
q = qo cos(wt + @), onde qq é a amplitude e ¢ a fase, ambas independentes do
tempo.

Substituindo ¢ por gy cos(wt + ¢), na Equagao (3.23):

d*q ) dg
—_— —_— 1 — pr—
g el -1 g ra=1

Obtém-se:

||ng|| = \/(1 —w?)’ + (m - iéwqg)Q (4.8)

De onde se conclui que ¢q é solugao do polinémio bictibico:

2 2\ 2
1_
(M) 16 = ¢f — 8¢% + 16 1+< — ) ]qg (4.9)

Ew

A partir deste polinémio é possivel relacionar a amplitude harmoénica
(yo) com a frequéncia de excitagdo da resposta (w). Para isso, considera-se
um coeficiente de amplificagao da forca de sustentacao com valor unitario
(K = 1) que corresponde a gy = 2, cujo objetivo é representar o lock — in.
Esta relacao é feita para cada um dos acoplamentos.

Tendo em vista assegurar a comparabilidade com (Facchinetti et al., 2004)
adotou-se A = 12 e ¢ = 0.3. A relagdo (yo,U,) estd representada na Figura
4.1.

A figura representa a esteira e a resposta da estrutura forcadas harmoni-
camente, o que constitui um exemplo da metodologia de balanco harménico.
Pode verificar-se que os resultados obtidos, coincidem com os apresentados
em (Facchinetti et al., 2004). E também possivel observar os dominios de
lock — in para cada um dos acoplamentos e concluir que a diferenca no
comportamento dindmico de cada acoplamento se deve ao fator w em || f||.
Podemos também verificar que os valores adotados para A e € se adequam
aos trés acoplamentos.

Os detalhes explicativos, podem ser consultados no apéndice C.1.
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Figura 4.1: Relagao entre amplitude harménica y0 e frequéncia Ur da res-
posta.

4.2 Formulacao do problema de otimizacao

Observando as duas primeiras Equagoes de (4.7) conclui-se que o unico
parametro suscetivel de ser ajustado nessas equacoes, é M, fazendo com que
o seu ajuste seja implementado independentemente do ajuste dos restantes
parametros. Verifica-se um claro desacoplamento entre as duas primeiras
equagoes (que podem ser utilizadas para determinar M) relativamente as
duas tltimas (para a determinagao de A, B, C,¢).

Considerando as 4 equagdes, os 5 parametros a ajustar (A, B,C, M,¢) e
os parametros reais adimensionais (qo, Yo, @, w) retirados dos dados experi-
mentais (Belloli et al., 2015), o problema de otimizac¢ao tem a seguinte for-
mulagao:
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Parametros a ajustar Parametros reais adim.
O—Al( M : G0, Yo, 0, W ) = Mgysina — yodw  (4.10)
0 = Ay (M; qo, Yo, o, w) = Mggcosa — yo (62 — w?) (4.11)
0= A3 (A7B7C78; QanO;Oéaw) (412)

2
= qogw(l - %) sin o + qo(l - wQ) Ccos (v — yO(A — CwQ)
0= A4(147 370755(]073/0704700) (413)
2
= qo(l — w2) sin o — qoew(l — %) cosa — ypBw

Os detalhes de formulagao que permitiram chegar as equacgoes estabele-
cidas, encontram-se no apéndice (E.1).

Tendo em conta estas equagoes estabelecidas, de seguida, formula-se a
metodologia para proceder ao ajuste tendo por base dados experimentais.

Definiram-se dois funcionais a minimizar, um para determinar M e outro
para determinar (A, B, C,¢).

Relativamente a (4.10 e 4.11):

Parametros a ajustar Parametros reais adim.

0=A4A M ; Qos Yo, 0, W = Mgosina — yoAw

0 = Ay (M;qo, Yo, o, w) = Mggcosa — yo (62 — w?)

o ajuste de M pode ser feito minimizando o seguinte funcional:
= (AYNM; P) + A (M; P) (4.14)
=1

em que P; representa a sequéncia de parametros experimentais e m o nimero

de dados.

com P; = (qo, Yo, ,w),, i =1,...,m.

Em (Facchinetti et al., 2004), refere-se que o valor de M pode ser inter-
pretado como (3.21):

2 8m2S2u
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terd interesse comparar esta interpretacao com o valor de M que obtivermos
por ajuste.
Relativamente a (4.12 e 4.13):

0= A3(*’47 B7 075; QOa?JOaOéaW)

2
= q0€w<1 — %) sin o + qo(l — w2) cosa — yO(C — Aw2)
0= A4(*’47 B7 075; QOa?JOaO%W)

2
= qo(l — wz) sin o — q0€w<1 — %0) cos o — Yo Bw

o ajuste dos restantes pardmetros podera ser implementado minimizando o
funcional:

E(A,B,Cie)=)Y (A}(A B,C,e;P)+A}(A B,C.e; P)) (4.15)

=1

em que P, representa a sequéncia de pardmetros experimentais e m o niimero
de dados.
‘Pi = (Qanma,w)i, 1= 1,...,m.

O ajuste de curvas e calibragao dos pardmetros a determinar, serd feito
recorrendo & técnica heurfstica conhecida por Simulagao de Recozimento.
Tal como referido nos Fundamentos Tedricos, esta técnica de otimizacao,
tem como propdsito encontrar uma solucao que permita minimizar a funcao
objetivo. Uma vez que as fungoes objetivo a minimizar (4.14 e 4.15) s@o nao
lineares e o espaco de pesquisa é multidimensional, justifica-se a escolha de
uma abordagem heurfstica. Além disso, o0 método de Simulagao de Recozi-
mento é de simples programacao (Press et al., 2007).

4.3 Estabelecimento do algoritmo de otimi-
zZa cao

O algoritmo de otimizagao que implementa o método de simulagao de recozi-
mento, foi desenvolvido em MATLAB e permite ajustar as equagoes encon-
tradas aos dados experimentais, para obter os parametros desconhecidos.
No programa principal invocam-se os dados experimentais, definem-se os
restantes pardmetros necessarios, escolhe-se a configuragao que se pretende
testar (Sc = 0.50, S¢ = 2.18 ou Sc¢ = 3.60), convertem-se os valores experi-
mentais (de acordo com a Tabela 4.5) e formulam-se as adimensionalizagoes
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necessarias. Define-se, ainda, o universo inicial de parametros que vai ser
perturbado apds cada avaliacao da fungao objetivo.

Posteriormente, inicia-se o método de Simulagao de Recozimento. Para
isso, constroem-se as matrizes A, cujas entradas (i, j) satisfazem para uma
sequéncia de dados experimentais (qo, yo, &, w);, Uma sequéncia de parametros
de ajuste (A, B, C, g)j ou (M);. Tem-se duas matrizes A; e Ay, que represen-
tam (4.10 e 4.11) e duas matrizes Az e Ay, correspondentes a (4.12 e 4.13).
Ao calcular o somatério dos quadrados de cada um das A,,, estamos a calcu-
lar o erro associado a cada aproximacao dos pardmetros de ajuste aos dados
experimentais. Os representantes das melhores aproximagoes sao guardados
para, numa nova corrida, a partir deles, se gerarem novos representantes,
com erros cada vez menores. De seguida, calculam-se novamente as matrizes
A,, e respetivo somatério dos quadrados de cada uma delas, desta vez, para
os representantes perturbados. No final, cria-se um vetor que representa o
melhor representante e a respetiva configuragao de (M) e de (A, B,C,¢).

4.4 Calibracao dos parametros

Nas Tabelas 4.1, 4.2 e 4.3 podemos encontrar transcritos os dados experimen-
tais extraidos de (Belloli et al., 2015) que serao usados no processo de ajuste/
calibragao. Os dados dizem respeito & amplitude adimensional (z/D), am-
plitude da forca de sustentagao (C), récio de frequéncia (f*) e fase () em
funcao da velocidade normalizada (U*) e encontram-se adimensionalizados.

Uma vez que a adimensionalizacao feita por Belloli, nao coincide com a
adimensionalizagao seguida nesta dissertacao, na Tabela 4.5 apresenta-se a
conversao dos dados. Cada tabela estd associada a um nimero de Scruton
(Sc), a Tabela 4.1 corresponde a Sc = 0.50, a Tabela 4.2 corresponde a
Sc = 2.18 e a Tabela 4.3 corresponde a Sc = 3.60.

O nimero de Scruton pode ser visto como uma medida de amorteci-
mento estrutural, veja-se a Equagao (2.25). Assim, um numero de Scruton
menor (0.50) corresponde a um grau de amortecimento reduzido, em que as
respostas vibratdrias sao mais exuberantes e um nimero de Scruton maior
(3.60) corresponde a um grau de amortecimento elevado em que o compor-
tamento vibratério é menos exuberante.
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(U] | [z/D] | [CL] | [f*] | lo]
0.89 | 0.056 | 010|099 | O
091 | 0.03 | 0.08 | 0.98 | 20
093 | 0.04 | 050 | 094 | 5
0.95| 0.05 | 0.35 | 0.96 | 15
0.97 | 0.07 | 0.90 | 0.97 | 10
099 | 0.08 | 090 | 097 | 5
1.02 | 0.10 | 0.75 | 0.98 | O
1.04 | 0.15 | 1.40 | 0.98 | 5
1.06 | 0.17 | 1.90 | 0.98 | 10
1.09 | 0.20 | 2.00 | 0.98 | 5
1.11 | 027 | 225 | 098 | 5
1.14 | 0.57 | 3.20 | 0.99 | 10
1.16 | 0.60 | 3.40 | 0.99 | 10
1.18 | 0.65 | 3.60 | 0.99 | 10
1.23 | 0.78 | 4.00 | 1.01 | 12
1.26 | 090 | 4.20 | 1.02 | 20
1.28 | 1.10 | 3.75 | 1.03 | 25
1.32 | 0.18 | 0.10 | 0.98 | 140
1.33 | 0.15 | 0.09 | 0.98 | 137
1.35 | 0.13 | 0.09 | 0.98 | 135
1.37 | 0.10 | 0.09 | 0.98 | 125
1.40 | 0.05 | 0.07 | 0.98 | 120

Tabela 4.1: Dados experimentais referentes a Sc = 0.50.

0T [ /D] [ Gl [ 71 ] Tl
0.93 0.04 0.09 | 0.99 | 25
0.95 0.05 0.50 | 0.96 | —5
0.97 0.07 0.35 | 0.97 | 15
1.01 0.09 0.85 | 0.97 | 10
1.03 0.10 1.25 | 0.97 | 10
1.05 0.12 0.85 | 0.97 | 30
1.07 0.15 1.60 | 0.98 5
1.08 0.17 1.30 | 0.98 | 10
1.09 0.18 1.40 | 0.98 15
1.12 0.20 1.50 | 0.98 | 20
1.14 0.23 1.65 | 0.98 15
1.16 0.27 1.80 | 0.99 | 17
1.19 0.48 240 | 099 | 20
1.22 0.55 2.60 | 0.99 | 25
1.24 0.60 2.80 | 1.00 | 25
1.27 | 0.68 3.00 | 1.00 | 25
1.29 0.06 0.09 | 0.99 | 125
1.31 0.05 0.09 | 0.99 | 65
1.33 0.04 | 0.09 | 0.98 | 65

Tabela 4.2: Dados experimentais referentes a Sc = 2.18.
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(U] | [z/D] | [CL] | [f7] | [e]
094 | 0.04 | 035|094 | 10
0.96 | 0.05 | 040 | 0.96 | O

0.98 | 0.07 | 075|096 | O

1.01 | 0.09 | 0.85 | 0.97 | 25
1.03 | 0.10 | 0.75 | 0.97 | 40
1.06 | 0.12 | 0.85 | 0.98 | 25
1.08 | 0.14 | 0.80 | 0.98 | 40
1.11 | 0.16 | 0.35 | 0.98 | 55
1.13 | 0.18 | 0.75 | 0.98 | 55
1.15 | 0.12 | 0.20 | 0.99 | 105
1.17 | 0.10 | 0.19 | 0.98 | 115
1.18 | 0.08 | 0.17 | 0.98 | 95
1.21 | 0.07 | 0.15 | 0.99 | 120
1.24 | 0.05 | 0.13 | 0.99 | 65
1.26 | 0.04 | 0.10 | 0.99 | 215
1.30 | 0.04 | 0.09 | 1.00 | 165

Tabela 4.3: Dados experimentais referentes a Sc = 3.60.

Relativamente aos parametros a ajustar, respetivos intervalos de variagao
e resolugoes, veja-se a Tabela (4.4).

Significado Simbolo | Intervalo de variacao | Resolugao
Coef. acoplamento y C [0, 20] 4
Coef. acoplamento y B [0, 20] 4
Coef. acoplamento §j A [0, 20] 4
Coef. acoplamento ¢ M 0, 15] 0.5
Parametro Van der Pol 5 [0, 2] 0.4

Tabela 4.4: Parametros a ajustar.

No processo de otimizacao escolheram-se 20.000 épocas e em cada uma
delas, guardam-se os 20 melhores resultados.

Os parametros reais adimensionalizados por Belloli sao: qg, yo, @, w, estes
necessitam de ser convertidos para a nossa formulacao (adimensionalizagao
referida a frequéncia da esteira), veja-se a Tabela 4.5.
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Parametro Simbolo Relagao com parametro fisico
qo Amplitude adim. esteira q=2Cr/CL,, CL, = 0.3 (*¥)
Yo Amplitude adim. cilindro z/D =yD
Q Diferenca de fase cilindro-esteira e
w Frequéncia estrutura/esteira adim | w = %, Q, = ST% (¥*)
U, Velocidade reduzida lU* =U,St

Tabela 4.5: Parametros reais adimensionalizados.

(*) CL, ~ 0.3 Num extenso intervalo de variacdo de Re (Blevins, 1990);
(Pantazopoulos, 1994). C,— Coeficiente de sustentagao dinamico (flutuante),
FL = %pUzDLCL

(**) Numero de Strouhal S ~ 0.18 (Belloli et al., 2015) para um regime
sub-critico, 300 < Re = 22 < 1.5 x 10°.

Através das constantes conhecidas (estas podem ser consultadas no apén-
dice (E.2)), podemos ajustar estes dados a realidade do nosso problema.

4.5 Resultados obtidos

Apresentam-se de seguida os resultados do programa de ajuste de parametros,
em que M foi ajustado de forma independente dos restantes parametros. As
seguintes tabelas mostram o ajuste dos dados correspondentes a cada um dos
nimeros de Scruton, onde Desemp. M e Desemp. A, B, C, e representam o
desempenho do termo ajustado associado ao ajuste de M e de A, B,C, ¢,
respetivamente. Este valor é uma forma de avaliar o erro associado ao ajuste
dos pardmetros em questao.

Os resultados obtidos para o ajuste dos parametros, para Sc = 0.50,
encontram-se na Tabela 4.6, para Sc = 2.18, na Tabela 4.7 e para Sc = 3.60,
na Tabela 4.8.

Desemp. M |Desemp. A, B,C, e C B A € M
337.533383 22.285386 -0.688940 | 3.887878 |-14.104726 | 0.000152 | 0.729915

Tabela 4.6: Resultados alcancados para Sc = 0.50.

Desemp. M |Desemp. A, B,C,¢e C B A € M
190.062506 3.321896 18.866771(1.401553 | 11.418080 |-0.001723 | 0.679460

Tabela 4.7: Resultados alcancados para Sc = 2.18.
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BF M [BF A,B,C,c C B A € M
98.443087| 1.052537 |-10.172677|5.003200 |-15.317062 [0.009016 | 0.585747

Tabela 4.8: Resultados alcancados para Sc = 3.60.

Tal como se tinha proposto, procedeu-se também ao célculo de M de
forma analitica, baseado na Expressao (3.21). Desta forma, é possivel com-
parar o valor de M obtido através do programa de ajuste com o valor inter-
pretado por Facchinetti e averiguar se os resultados sao favoraveis.

O valor de M calculado analiticamente ¢ 4.3942 x 1074, este valor é subs-
tancialmente mais pequeno que qualquer valor de M calculado por ajuste.

Pode verificar-se que o ajuste dos parametros associados a Sc = 3.60 é o
que tem melhor desempenho, basta observar os valores de desempenho para o
ajuste de M  (98.443087) e para o ajuste de A B,C,e
(1.052537). Ao comparar estes valores com os associados a Sc¢ = 0.50 e
Sc = 2.18, verifica-se que, para Sc = 3.60, sao substancialmente mais pe-
quenos, o que representa um erro de ajuste menor.

No entanto, é de referir que estas dissemelhancas entre os valores obtidos,
para os diferentes nimeros de Scruton, nao sao promissoras, pois o ajuste
deveria ser praticamente independente da geometria/estrutura, uma vez que
se estd a trabalhar com um sistema adimensionalizado.

Pode ainda constatar-se que os resultados relativos a Sc¢ = 2.18 nao sao
adequados uma vez que o valor de € é menor que zero, o que nao tem sentido
fisico.

Apresentam-se ainda os gréficos representativos da evolucao do desem-
penho em cada época, para Sc = 0.50. A Figura 4.2 representa, para
Sc = 0.50, a evolugao do desempenho associado a calibracao de M e a

Figura 4.3 representa a evolucao do desempenho associado & calibracao de
A, B,Ce.

Pelos graficos acima apresentados, observa-se que o desempenho estd a
evoluir no sentido esperado, ou seja, o erro associado ao ajuste diminui com
as épocas, acabando por estabilizar. Esta é uma evidéncia de que, de época
para época, os valores obtidos representam configuragoes dos pardmetros
cada vez mais adequados, acabando os seus valores por estabilizar. Para os
restantes Sc¢, a evolucao do desempenho dé-se no mesmo sentido.
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Figura 4.3: Evolucao da calibragao de A, B, C, e, para Sc = 0.50.
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4.6 Estudo numérico do acoplamento combi-
nado

Apresentam-se, nesta seccao, as simulacoes numeéricas desenvolvidas tendo
por base os pardmetros calibrados através do programa de ajuste anterior-
mente implementado. Para o acoplamento combinado, com base nas simu-
lacoes numéricas realizadas, serd feita uma andlise das respostas vibratérias
da estrutura e da esteira antes, durante e depois do lock — in.

O programa de ajuste foi implementado para os 3 conjuntos de dados de
Belloli, cada um associado a um mimero de Scruton, no entanto, uma vez
que os resultados para Sc = 2.18 sao desadequados (¢ < 0), nas simulagoes
numéricas apresentaremos apenas os resultados relativos a Sc¢ = 0.50 e Sc =
3.60.

Na Tabela 4.9 apresentam-se os valores geométricos e fisicos adotados nas
simulagoes numéricas, utilizando as unidades SI, comuns a todos os nimeros
de Scruton. Na Tabela 4.10 apresentam-se os valores fisicos que variam de
acordo com o niimero de Scruton.

D [m] | mg [kg/m] | Sy | p [kg/m’] | Cas | Cro
0.2 6.5 018 | 1225 1 103

Tabela 4.9: Principais parametros geométricos e fisicos, para qualquer Sc.

Cp| &
Sc=0.50 | 3.8 | 0.0006
Se=3.60 | 1.7 | 0.0041

Tabela 4.10: Parametros fisicos para Sc = 0.50, Sc¢ = 3.60.

Para estas simulagoes construiram-se trés programas em MATLAB:

e O programa (womf combinado.m) define o sistema de equagoes re-
presentativo do acoplamento combinado, com referéncia a frequéncia
da esteira.

e O programa (mainwomf combinado.m), permite escolher o nimero
de Scruton, define os pardmetros a utilizar, resolve o sistema de equacoes
(através da rotina ode45 do MATLAB ) e guarda a informagao num
ficheiro .mat.

e O programa (pos_womf combinado.m) carrega o ficheiro .mat e faz
o processamento dos dados.
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Com base nas simula¢ées numéricas realizadas, as respostas vibratérias
da estrutura e esteira antes, durante e no pés lock — in, sao apresentadas
e discutidas. Os resultados das simulagoes feitas com base na combinacao
otimizada dos acoplamentos, serao comparados com os valores dos dados
experimentais que se encontram na Figura 11 do trabalho de Belloli, (Belloli
et al., 2015).

Para cada Sc¢, com base em todos parametros calculados pelo programa de
ajuste (inseridos nas Tabelas 4.6 e 4.8), escolheu-se um ciclo de velocidades
que permite analisar as respostas antes (U, < 5), durante (U, ~ 5) e no pés
lock—in (U, > 5). Uma vez que o valor ajustado para M é bastante diferente
do seu valor real (4.3942 x 10~%), também se reproduziram as simulagdes com
este pardmetro calculado analiticamente e com os restantes calculados por
ajuste.

Mostram-se, de seguida, através de tabelas os resultados das simulacoes
numéricas. Cada tabela corresponde a um nimero de Sc e mostra as ampli-
tudes de oscilagdo minima e méxima da estrutura (y) e da esteira (¢q), para
o espectro de lock — in.

Para, Sc¢ = 0.50 e Sc = 3.60 e com todos os parametros (A, B, C,e,M)
calculados pelo programa de ajuste, vejam-se as Tabelas 4.11 e 4.12.

Sc=0.50 ¥y min ymax | gmin | ¢gmax
U-=42 | —1x10° | 1 x10° | —2000 | 2000
U.-=56 | —2x10° | 2 x10° | —4000 | 4000
U, =6.9 | —4x10° | 4 x 10° | =5000 | 5000

Tabela 4.11: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, com M
ajustado, para Sc = 0.50.

Sc=3.60 y min ymax | ¢gmin | gmax
U, =4.2 —100 100 —50 50
U =56 | —1x10* | 1x10* | =300 | 300
U =69 | —2x10* | 2x10* | =500 | 500

Tabela 4.12: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, com M
ajustado, para Sc = 3.60.

Para Sc¢ = 0.50 e Sc¢ = 3.60, apenas com (A, B,C,¢) calculados pelo
programa de ajuste e M calculado analiticamente, vejam-se as Tabelas 4.13
e 4.14.

Vejam-se também, para Sc = 0.50 e Sc = 3.60 e com todos os pardmetros
(A, B,C,e,M) calculados pelo programa de ajuste, os Graficos 4.4 e 4.5, que
mostram a resposta temporal da estrutura e da esteira em lock — in.
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105 Movimento do cilindro adimensional: U F = 5.5556 [Adim: UI(f s“D]]
X

(]

o

y [Adim:Y/D]
=

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800

Resposta da esteira
4000

2000

g [Adim]

-2000 -
-4000

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t [Adim: T(2"pi*St"UID)]
Diferenca de fase

Inst.
Média |

Desfasamento []

600 800 1000 1200 1400 1600 1800
t [Adim: T*(2°pi*St'UID)]

Figura 4.4: Resposta temporal, em lock—in, para Sc = 0.50, com M ajustado
- acoplamento combinado.
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Figura 4.5: Resposta temporal, em lock—in, para Sc = 3.60, com M ajustado
- acoplamento combinado.
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Sc=0.50

¥y min

Yy max g min g max
U =42 | =5x1073% | 5x107° ) )
U.=56 -3 3 —100 100
U =69 | -1x10°%| -1x10°| -5x10° | 5x107°
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Tabela 4.13: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, com M
analitico, para Sc = 0.50.

Sc=3.60 1 min ymax | gmin | ¢gmax
U =42 | -1x107° | 1x107°% | -2 2
U. =556 —0.2 0.2 -7 7
U =69 | -1x103 | 1x103| -1 1

Tabela 4.14: Amplitudes de oscilagao da esteira e da estrutura, com M
analitico, para Sc = 3.60.

Vejam-se também, para Sc = 0.50 e Sc = 3.60 e apenas com os para-
metros (A, B, C, ¢) calculados pelo programa de ajuste e M calculado analiti-
camente, os Gréficos 4.6 e 4.7, que mostram a resposta temporal da estrutura
e da esteira em lock — in.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 5.5556 [Adim: UJ(f S’D]]

¥ [Adim:Y/D]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000

Respostada esteira

q [Adim]

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
t [Adim: T*(2"pi*St*UID)]
Diferencade fase

14000 16000 18000

Desfasamento []

i i i i 'l 1
8000 10000 12000 14000 16000 18000

t [Adim: T(2pi*St'UID)]

0 2000 4000 6000

Figura 4.6: Resposta temporal, em lock—in, para Sc = 0.50, com M analitico
- acoplamento combinado
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 5.5556 [Adim: UI(f s’D]]
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Figura 4.7: Resposta temporal, em lock—in, para Sc = 3.60, com M analitico
- acoplamento combinado

Ao observar os graficos da Figura 11 de (Belloli et al., 2015), verifica-se
que, em lock — in, os pardmetros z/D (correspondente a y, neste trabalho)
e Cr(q), em lock — in (U/UST), tém o valor de, aproximadamente, 0.1 e
0.75, respetivamente. Ao fazer a comparagao com os resultados das nossas
simulacOes numéricas, verifica-se que a situacao em que se obtém melhores
resultados é para Sc = 3.60, com M analitico, em que y e ¢, assumem o0s
valores de, aproximadamente, 0.2 e 7, respetivamente. Esta observacao pode
prender-se com o facto de S¢ = 3.60 corresponder a um comportamento
vibratdério menos exuberante.

4.7 Conclusoes

Relativamente ao estudo do acoplamento combinado, pode verificar-se que,
para qualquer um dos nimeros de Scruton, os resultados do programa de
ajuste nao parecem refletir adequadamente a realidade. Obtiveram-se valores
de desempenho elevados, o que indica que o ajuste dos pardmetros nao se
efetivou como seria de esperar. Ainda assim, os resultados obtidos para
Sc = 3.60 sao melhores do que para Sc = 0.50 ou Sc = 2.18.

As simulagoes numéricas permitiram comparar os resultados obtidos por
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calibracao com os dados obtidos experimentalmente, nomeadamente através
dos valores de z/D e C}, retirados de (Belloli et al., 2015). Verificou-se,
mais uma vez, que a situacao em que se obtém melhores resultados é para
Sc = 3.60.

Uma vez que as simulagoes numéricas realizadas mostram diferencas con-
siderdveis no comportamento oscilatério da estrutura e da esteira, para os
diferentes niimeros de Scruton, podemos concluir que a formulagao do acopla-
mento combinado é muito dependente da geometria e fisica de cada proble-
ma. Por este motivo, esta formulacao carece de generalidade de aplicagao,
tornando-se muito especifica e, portanto, com espectro de utilidade pequeno.

Pode também constatar-se que o acoplamento combinado ainda carece de
uma andlise profunda, bem como de ajustes e verificacoes. Este modelo e a
escolha da combinacao de pardmetros ainda nao se encontram completamente
consolidados.
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Capitulo 5

Conclusoes e trabalho futuro

5.1 Conclusoes

O objetivo deste trabalho consistiu no estudo dos modelos de esteira oscilante.
Para isso, estudaram-se e analisaram-se abordagens cldssicas ja existentes
(acoplamentos isolados) e ensaiaram-se novas abordagens para formular estes
modelos (acoplamento combinado).

E importante referir que os modelos de esteira oscilante sio puramente
fenomenoldgicos descrevendo essencialmente, qualitativamente, o fenémeno
modelado. Ainda assim, conseguem descrever satisfatoriamente o comporta-
mento qualitativo do fenémeno de lock — in. Podem ainda ser, facilmente,
aplicados a 2 e 3 dimensoes, constituindo uma ferramenta adequada & com-
preensao deste fenémeno.

Ao estudar cada acoplamento isoladamente (aceleragao, velocidade e deslo-
camento), concluiu-se que qualquer um dos acoplamentos se adapta bem a
realidade dos dados experimentais.

Os resultados obtidos no estudo numérico do acoplamento em aceleracao
e os resultados provenientes da sua aplicacao aos dados experimentais de
Belloli, foram ambos satisfatérios. Reforcou-se, assim, a ideia, presente na
literatura, de que o acoplamento em aceleracao ¢ o mais adequado a modelar
o comportamento vibratério do sistema estrutura/esteira.

Conclui-se, ainda, que o acoplamento em aceleracao é o mais eficaz na
excitagao de sistemas a frequéncias elevadas e que o acoplamento em deslo-
camento tem a propriedade contraria.

Nao obstante, com o estudo de cada acoplamento isoladamente e com-
paracao dos resultados com a literatura j& existente, verificou-se que os varios
acoplamentos exibiam diferencas de comportamento qualitativo. Este facto
levou a ensaiar a utilizagao de combinagoes lineares de coeficientes de acopla-
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mento A, B, C, tendo em vista procurar reproduzir melhor o comportamento
qualitativo/quantitativo dos sistemas reais.

Para testar o acoplamento combinado, recorreu-se a dados experimentais
presentes na literatura. Os resultados obtidos através de metodologia de
ajuste, baseados nesses dados, nao se revelaram satisfatérios, tornando o
estudo insuficientemente esclarecedor.

A falta de rigor verificada na obtencao e utilizacao dos dados, pode ex-
plicar parcialmente as dificuldades verificadas. A validagao do conceito de
acoplamento combinado exige a utilizagao de dados rigorosos, o que nao foi
possivel obter em tempo 1itil.

Além disso, verificou-se que a abordagem ao acoplamento combinado es-
tava muito dependente das condicoes fisicas e geométricas do problema. Este
facto leva a admitir esta formulacao pouco generalizada, diminuindo a sua
utilidade. Pelo contrario, a utilizagao de um acoplamento isolado, apesar de
nao permitir um ajuste tao bom, confere generalidade ao modelo.

Pode, por fim, concluir-se que o modelo de acoplamento combinado, a
metodologia de ajuste e de escolha da combinacao de pardmetros, ainda
carecem de verificacao e andlise profunda.

5.2 Trabalho Futuro

Com o objetivo de continuar a desenvolver o estudo dos modelos de esteira
oscilante, propoe-se os seguintes possiveis passos:

e Reverificar o conceito de acoplamento combinado e respetiva abor-
dagem, com dados experimentais suficientemente rigorosos, para a sua
possivel validacao e publicacao das conclusoes;

e Formular o modelo de esteira oscilante utilizando a equacao de Duffing
em substituicao da equagao de Van der Pol;

e Estudar a inclusao de pardmetros adicionais de ajuste, por forma a
ajustar melhor o modelo a realidade;

e Estudar a inclusao de uma equacao adicional que acautele a variagao
de certos pardmetros que no atual modelo sao considerados invariantes;

e Ensaiar a utilizacao de acoplamentos nao lineares entre a estrutura e
a esteira recorrendo, por exemplo a combinacoes nao lineares do deslo-
camento, da velocidade e da aceleracao da estrutura.
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A.1 Adimensionalizacao referida a estrutura

Considere-se a massa mg, o amortecimento rg (3.4) e a rigidez do movimento
do cilindro no vécuo h.

O efeito do fluido no escoamento deve ser analisado considerando, a massa
de fluido acrescentada mp (3.6) e o amortecimento de fluido acrescentado
(3.7):

1
mrp = Zﬂ'pD2CM
SrU
rEp = 2%%7pD2
N——
Q..

Como vimos, o coeficiente de amortecimento acrescentado pelo fluido ~ pre-
sente em 7, relaciona o coeficiente de arrasto C'p com o nimero de Strouhal
(3.8):
7= 47 ST

Considere-se Y = Y (7') como o movimento do cilindro, em func¢ao do
tempo T, excitado pela forga de sustentacao (lift force) Fr, = Fr, (T') que de-
pende do coeficiente de sustentagao C, = C, (T'). Assumindo que a oscilagao
da esteira @ = @ (T') é proporcional a C'f,, vem que (3.1):

20 (T)
Q (1) = =2
T ==
onde Cpg representa um coeficiente de sustentacao apropriado (de Langre,

2006).
A forga de sustentagao, Fp,, pode ser escrita como (3.2):

1
F = 5pU2DLCL,

onde p e U representam respetivamente a massa volimica do fluido e a ve-
locidade do escoamento uniforme, D representa o didmetro do cilindro e L,
0 seu comprimento.

Estes parametros permitem, a partir da equagao do movimento de um
cilindro rigido, de didmetro D, elasticamente suportado, com um grau de
liberdade (3.3):

. . 1
(ms+mp)Y + (rg +7r)Y +hY = Z—LpUQDCLOQ
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e das seguintes mudangas de varidvel (3.25, 3.16 e 3.17):

/ h
t=4/—T,
mg +mpg

Y (T)
q(t)=Q(T)
Chegar a:
d*y  (rs+rr) h dy 1 pU?
¢y YWy Al
a2 h mstmpdt Y1 (A1)

Para obter a forma adimensional de (3.3), considerando a frequéncia an-
gular natural da estrutura em fluido estaciondrio, Qg = 4/ m, observe-se

o segundo termo de (A.1), pode deduzir-se:

rs h B 2(m5+mp) msime A
h\ mg+mp h V ms + mp

_ 2(mg+mp)¢ h
n h ms +mpg

= 2. (A.2)

Por outro lado, obtém-se

re | h 27TSTU’pr2 /
h \ mg+mp mg + mpg

B STUW)DQ _ 7 g
-  mg+m T
ms +mp fs ‘ZEz E fs
v Y
pD?

De notar que Q2 = SrU, é a frequéncia adimensional e U, =
velocidade reduzida. Chega-se assim a:

(rs+rp) | h / TF h
h mg—i-mpdt mg—i-mp mg—i-mpl

Veja-se o segundo membro de (A.1) e considerando (3.5):
h

mg+mpg

Js = 2
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Pode deduzir-se:

1pU2 CLO U2
1 h =Ty e
472 p
O 1 U?
- Q2 2 mg+m
2 8 Gameyi D
C 1
=0 0= MO, (A.5)
2 8m2Siu
O que permite chegar a:
d®y  (rs+rp) h dy 1 pU?
— — = ——CLoq. A6
dt? h ms+mpdt 0 4 h (A.6)
MQ2
Definindo (3.27, 3.21 e 3.13):
A=2641,
1
_ G 1
-2 8m2SEy’

Mg +mp
= —pD2 .

Chega-se, deste modo, a (3.26):

d’y . dy

— 4+ A= = MQ?

az " a Y ¢

que representa a forma adimensional da Equagao estrutural (3.3).
De forma semelhante e tendo por base a Equagao (3.9):

Q+eQ, (Q2—1)Q+Q§TQ:%

deduz-se a correspondente formulagao adimensionalizada da equagao da es-
teira (3.28):

d*q dgq d*y

— +eQ (P -1) = + Qg =A——=.

dt? (@ =1) g + o= A

As equacoes adimensionais do modelo de esteira oscilante, com referéncia

a frequéncia da estrutura passam a ser (3.29):
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2y dy
Y Y~ Mg
dt2+ a Y
2q dq a2y
T (-1 2= A%

dt? dt dt?

A.2 Adimensionalizacao referida a esteira

Considere-se a massa acrescentada mp (3.6) o coeficiente de amortecimento
relativo ao fluido rg (3.7), o coeficiente de amortecimento da estrutura rg
(3.4), a frequéncia vibratéria da estrutura Qg (3.5) e a frequéncia da esteira
Q. (3.10). Através destes parametros chega-se a equacao do oscilador linear
que caracteriza o comportamento vibratério Y = Y (T') da referida estrutura:

<m5+ mpg >Y+( rs + rr )Y+hY =S (A7)
~—~ —~— —~—
iﬂ’pDQCM 2mQgé QST ~vpD?

. h
+ <2§QS+ . QST)Y—F—Y:

pD? m

(A.8)

Il I|n

Y+ (2595 + 19%) v+ ly=
ot m
definindo p = 75 (3.13).
Tendo em vista adimensionalizar (A.8) com referéncia & frequéncia vi-
bratéria da esteira, fazendo as mudancas de varidvel (3.15, 3.16 e 3.17):

t=Q, T,
Y (T
o) = )
q(t) =Q(T)
deduz-se:
V4 (2§QS+1QS )Y+£Y:§
T m m
d*y dy Q% S
dar? ( ) a T YW= py (4.9)
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Obtém-se, por fim (3.19):

d*y 7\ dy
2266+ L ) =48y =
dt2+(€+u>dt+ y=s:

onde § = 35 (3.18).

S
ConsiderTando a oscilagao da esteira Q = @ (T'), descrita pela Equacao de
van der Pol (3.9):

Q+e0 (@-1)Q+02 Q=F,

e tendo por base as mudangas de variavel (3.15 e 3.17), deduz-se:

d? dq

q

a2 iz T, (¢*—1) 9, -+ 2 q=F (A.10)
d?q dq
ﬁ‘i‘é((f—l)%-i-q:f.

Assim, fazendo (3.20 e 3.21)

s=Mqe

Cro 1

2 8252y

as equacoes adimensionais do modelo de esteira oscilante, com referéncia a
frequéncia da esteira sao (3.24):

d?y Y\ W | o

w‘F(Q&(S‘F;)@‘F(Sy—S
d*q ) dg
E— —1 — p—
g el 1) G ra=/



Apéndice B

Simulacoes temporais

B.1 Acoplamento em aceleracao

Neste apéndice sao apresentadas as simulacoes temporais e respostas frequen-
ciais para o acoplamento em aceleracao, que como referido anteriormente, se
baseiam-se no modelo de Facchinetti.

Os célculos foram efetuados para velocidades reduzidas (U,) de 1 até
10, com intervalos de 0.5. Para cada valor de U, foram geradas as respostas
temporais que incluem o movimento do cilindro (y) e a resposta oscilatéria da
esteira (¢q), ambos em fungao do tempo, na forma adimensional. Apresenta-
se também, para cada U,, o grafico da diferenca de fase instantdnea entre o
sinal correspondente & esteira e o sinal correspondente ao cilindro, bem como
o respetivo desfasamento médio entre esses sinais.
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x103

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 1 [Adim: Ui(f s’D]]

=
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y [Adim:Y/D]

q [Adim]
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Média| |

Desfasamento []
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0 100 200 300 400 500
t [Adim: T*(2°pi*St'UID)]

Apéndices

Figura B.1: Resposta temporal para Ur = 1.0 - acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: U ;=

2 [Adim: U/(f "D)]
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Figura B.2: Resposta temporal para Ur = 2.0 - acoplamento em aceleracao.
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 3 [Adim: UJ(f S’D]]

0.04F o p bk LA AR R
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¢ [Adim: T(2’pi*St'UID)]
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Figura B.3: Resposta temporal para Ur = 3.0 - acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 4 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.4: Resposta temporal para Ur = 4.0 - acoplamento em aceleracao.
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 5 [Adim: UI(f s’D]]
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Figura B.5: Resposta temporal para Ur = 5.0 - acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 6 [Adim: Ui(f S’D]]
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Figura B.6: Resposta temporal para Ur = 6.0 - acoplamento em aceleracao.
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 7 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.7: Resposta temporal para Ur = 7.0 - acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = B [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.8: Resposta temporal para Ur = 8.0 - acoplamento em aceleracao.
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 9 [Adim: UI(f s’D]]
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Figura B.9: Resposta temporal para Ur = 9.0 - acoplamento em aceleracao.

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 10 [Adim: U/(f S*D]]

y [Adim:YiD]

Desfasamento []

0 100 200 300 400 500 600 T00 800
t [Adim: T*(2°pi*St'UID]]

Figura B.10: Resposta temporal para Ur = 10.0 - acoplamento em acele-
racao.

As respostas frequenciais, relativas ao acoplamento em aceleracdo, sao
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apresentadas de seguida. Estas mostram, para cada valor de U,, a densidade
de energia espectral em funcao da frequéncia adimensional, onde a resposta
frequencial do cilindro esta representada a vermelho e da esteira a preto.

Resposta frequencial: r’.)‘r = 1 [Adim: U/(f S*D]]
10° r T T T T : :

-

o
IS
T
i

Densidade de energia espectral

2 3 4
if_[Hz]

(=]
(=]
-

Figura B.11: Resposta frequencial para Ur = 1.0 - acoplamento em acele-
ragao.
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Resposta frequencial: Ur = 2 [Adim: UI(f S’D]]
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R R it i SR
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Figura B.12: Resposta frequencial para Ur = 2.0 - acoplamento em acele-
ragao.

Resposta frequencial: Ur = 3 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura B.13: Resposta frequencial para Ur = 3.0 - acoplamento em acele-
ragao.
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 4 [Adim: U/(f S*D]]
10° T T T T T T
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10* i i H i

0 1 2 3 4 5 6 7
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Figura B.14: Resposta frequencial para Ur = 4.0 - acoplamento em acele-

ragao.

Resposta frequencial: r’.)‘r = 5 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.15: Resposta frequencial para Ur = 5.0 - acoplamento em acele-
ragao.
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Resposta frequencial: Ur = 6 [Adim: UI(f S’D]]
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4
fif_[Hz]

Figura B.16: Resposta frequencial para Ur = 6.0 - acoplamento em acele-

ragao.

Resposta frequencial: Ur = 7 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura B.17: Resposta frequencial para Ur = 7.0 - acoplamento em acele-

ragao.
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 8 [Adim: U/(f S*D]]
108 T . 1 1 1 .
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Figura B.18: Resposta frequencial para Ur = 8.0 - acoplamento em acele-
ragao.

Resposta frequencial: r’.)‘r = 9 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.19: Resposta frequencial para Ur = 9.0 - acoplamento em acele-
ragao.
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Resposta frequencial: U{ = 10 [Adim: U/(f S*Dl]

108

Densidade de energia espectral
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fif_[Hz]

Figura B.20: Resposta frequencial para Ur = 10.0 - acoplamento em acele-
ragao.

B.2 Acoplamento em velocidade

Sao apresentadas, de seguida, as simulacoes temporais e respostas frequenci-
ais para o acoplamento em velocidade. Da mesma forma que o acoplamento
em aceleragao, estas baseiam-se no modelo de Facchinetti e mostram os cdl-
culos efetuados para velocidades reduzidas (U,) de 1 até 10, com intervalos
de 0.5. Para cada valor de U, foram geradas as respostas temporais que in-
cluem o movimento do cilindro (y) e a resposta oscilatéria da esteira (gq), a
diferenca de fase instantanea entre o sinal correspondente a esteira e o sinal
correspondente ao cilindro, bem como o respetivo desfasamento médio entre
esses dois sinais.
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Figura B.21: Resposta temporal para Ur = 1.0 - acoplamento em velocidade.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 2 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.22: Resposta temporal para Ur = 2.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura B.23:
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Resposta temporal para Ur = 3.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura B.24: Resposta temporal para Ur = 4.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura B.25:
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 5 [Adim: UJ(f S’D]]
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 6 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.26: Resposta temporal para Ur = 6.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura B.27:

Movimento do cilindro adimensional: Ur = T [Adim: UI(f s’D]]
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Resposta temporal para Ur = 7.0 - acoplamento em velocidade.
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Figura B.28: Resposta temporal para Ur = 8.0 - acoplamento em velocidade.
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 9 [Adim: U/(f ;Dl]
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Figura B.29: Resposta temporal para Ur = 9.0 - acoplamento em velocidade.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 10 [Adim: Ul(f 5‘D]]
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Figura B.30: Resposta temporal para Ur = 10.0 - acoplamento em veloci-
dade.

As respostas frequenciais, relativas ao acoplamento em velocidade, sao
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apresentadas de seguida. Estas mostram, para cada valor de U,., a densidade
de energia espectral em funcao da frequéncia adimensional, onde a resposta
frequencial do cilindro estd representada a vermelho e da esteira a preto.

Resposta frequencial: Ur = 1 [Adim: UI(f E‘D]]
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Figura B.31: Resposta frequencial para Ur = 1.0 - acoplamento em veloci-
dade.



Apéndices

Figura B.32: Resposta frequencial para Ur
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= 2.0 - acoplamento em veloci-

Resposta frequencial: v'..a‘r = 3 [Adim: U/(f ;D]]
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Figura B.33: Resposta frequencial para Ur = 3.0 - acoplamento em veloci-

dade.
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Resposta frequencial: Ur = 4 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura B.34: Resposta frequencial para Ur = 4.0 - acoplamento em veloci-
dade.

Resposta frequencial: Ur = 5 [Adim: UI(f E‘D]]
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Figura B.35: Resposta frequencial para Ur = 5.0 - acoplamento em veloci-
dade.
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 6 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.36: Resposta frequencial para Ur = 6.0 - acoplamento em veloci-
dade.

Resposta frequencial: v'..a‘r = 7 [Adim: U/(f ;D]]
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Figura B.37: Resposta frequencial para Ur = 7.0 - acoplamento em veloci-
dade.



136 Apéndices

Resposta frequencial: Ur = 8 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura B.38: Resposta frequencial para Ur = 8.0 - acoplamento em veloci-
dade.

Resposta frequencial: Ur = 9 [Adim: UI(f E‘D]]
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Figura B.39: Resposta frequencial para Ur = 9.0 - acoplamento em veloci-
dade.
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Resposta frequencial: v'.J'r = 10 [Adim: U/(f S'D]]
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Figura B.40: Resposta frequencial para Ur = 10.0 - acoplamento em veloci-
dade.

B.3 Acoplamento em deslocamento

Sao apresentadas, de seguida, as simulagoes temporais e respostas frequen-
ciais para o acoplamento em deslocamento, também estas se baseiam no
modelo de Facchinetti. Mostram-se os cédlculos efetuados para velocidades
reduzidas (U,) de 1 até 10, com intervalos de 0.5. Para cada valor de U,
foram geradas as respostas temporais que incluem o movimento do cilindro
(y) e a resposta oscilatéria da esteira (q), a diferenga de fase instantanea
entre o sinal correspondente & esteira e o sinal correspondente ao cilindro,
bem como o respetivo desfasamento médio entre esses dois sinais.
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103 Movimento do cilindro adimensional: U = 1 [Adim: UI(f _"D)]
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Resposta temporal para Ur = 1.0 - acoplamento

Movimento do cilindro adimensional: U ;= 2 [Adim: Ui(f ;D]]
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Figura B.42:
mento.
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em desloca-

Resposta temporal para Ur = 2.0 - acoplamento em desloca-
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Movimento do cilindro adimensional: U .

= 3[Adim: UI(f D)
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Figura B.43: Resposta temporal para Ur = 3.0 - acoplamento
mento.
Movimento do cilindro adimensional: Ur = 4 [Adim: U/(f ;D']
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Resposta temporal para Ur = 4.0 - acoplamento em desloca-
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Movimento do cilindro adimensional: U . = 5 [Adim: UI(f ;D]]
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Figura B.45: Resposta temporal para Ur = 5.0 - acoplamento em desloca-
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 6 [Adim: Ui(f ;D]]
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Movimento do cilindro adimensional: Ur = 7 [Adim: UJ(f S’D]]
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Figura B.47: Resposta temporal para Ur = 7.0 - acoplamento em desloca-
mento.

Movimento do cilindro adimensional: Ur = 8 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.48: Resposta temporal para Ur = 8.0 - acoplamento em desloca-
mento.
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Movimento do cilindro adimensional: U ;= 9 [Adim: UI(f s’D]]
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Figura B.49: Resposta temporal para Ur = 9.0 - acoplamento em desloca-
mento.

Movimento do cilindro adimensional: U ; = 10 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.50: Resposta temporal para Ur = 10.0 - acoplamento em desloca-
mento.
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As respostas frequenciais, relativas ao acoplamento em deslocamento, sao
apresentadas de seguida. Estas mostram, tal como nos outros acoplamentos,
para cada valor de U,., a densidade de energia espectral em funcao da frequén-
cia adimensional, onde a resposta frequencial do cilindro estd representada a
vermelho e da esteira a preto.

Resposta frequencial: v'..a‘r = 1 [Adim: U/(f ;D]]
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Figura B.51: Resposta frequencial para Ur = 1.0 - acoplamento em desloca-
mento.
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Resposta frequencial: Ur = 2 [Adim: UI(f S’D]]
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Figura B.52: Resposta frequencial para Ur = 2.0 - acoplamento em desloca-
mento.

Resposta frequencial: Ur = 3 [Adim: UI(f E‘D]]
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Figura B.53: Resposta frequencial para Ur = 3.0 - acoplamento em desloca-
mento.
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Resposta frequencial: l‘.)‘r = 4 [Adim: U/(f S*D]]
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Figura B.54: Resposta frequencial para Ur = 4.0 - acoplamento em desloca-

mento.
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Figura B.55: Resposta frequencial para Ur = 5.0 - acoplamento em desloca-

mento.
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Resposta frequencial: Ur = 6 [Adim: UI(f S’D]]

0 1 2 3 4
fif_[Hz]

Figura B.56: Resposta frequencial para Ur = 6.0 - acoplamento em desloca-

mento.

Figura B.57: Resposta frequencial para Ur

mento.
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Figura B.58: Resposta frequencial para Ur = 8.0 - acoplamento em desloca-

mento.
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Figura B.59: Resposta frequencial para Ur = 9.0 - acoplamento em desloca-

mento.
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Resposta frequencial: U{ = 10 [Adim: U/(f S*Dl]
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Figura B.60: Resposta frequencial para Ur = 10.0 - acoplamento em deslo-
camento.



Apéndice C

Esteira forcada por uma forca
harmonica

C.1 Resposta da esteira forcada harmonica-
mente

Determinemos a amplitude da resposta da esteira excitada por uma forga
harménica de frequéncia w e de amplitude ||f||. Suponha-se que a resposta
da esteira é g = g cos (wt + 1), em que 9 representa a diferenga de fase relati-
vamente a excitagao f. Consideremos, entao, a Equagao (3.23) e substitua-se

q por qo cos (wt + ).
d?q
dt?

> 1\ dq _
+e(q 1)dt+q—f

Obtemos sucessivamente:

qo (1 — w2) cos (wt + 1) + eqow sin® (wt + 1) + (swqo — 5wq§) sin (wt + )
= (1 — w?) cos (wt + ) + (ew — ewqg) sin (wt + ¥) + eqiwsin® (wt + )
(C.1)

3

Aproximando na Equagao (C.1) sin® z por gsinz

qi = (1 —w?) cos (wt + ¥) + (ew — ewqy) sin (wt + ) + €q§w§l sin (wt + v)
0

= (1 — w?) cos (wt + ) + <5w - ;lewqg) sin (wt + 1), (C.2)
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HqLOH = \/(1 —w?)® + (au — iewqé)

De onde podemos concluir que ¢g é solu¢ao do polinémio bi-cibico (4.9):

1—w?\?
1+< )]qg.
W

Com base nesta expressao (4.9), apresentou-se, na Figura 4.1 e no espago
(y0, U,.) as curvas que relacionam a amplitude da excitagdo harménica y0 com
a frequéncia w da resposta-excitacao na qual o coeficiente de amplificacao K
da forca de sustentagao desenvolvida tem o valor unitério (¢0 = 2).

As curvas baseiam-se na adogao de acoplamentos em deslocamento, ve-
locidade e aceleracao:

f(t) = Aygcos(wt), f'(t) = —Ayowsin(wt) e f"(t) = —Ayow? cos(wt),
respetivamente

Tendo em vista assegurar a comparabilidade com (Facchinetti et al., 2004)

adotou-se A =12 e e =0.3.

resulta (4.8):

2
<|Liw”) 16 = g — 8¢y + 16




Apéndice D

Resposta acoplada da
esteira-estrutura

D.1 Modelo adimensional referido a frequén-
cia da esteira

D.1.1 Oscilador fluido

Consideremos novamente a equagao adimensionalizada da esteira, tendo como
referéncia a frequéncia da esteira, que representa o oscilador-fluido (3.23):
d?q dq
t)=—4e(¢®—1)— +

Suponha-se o sistema acoplado e determinemos a relacao entre as ampli-
tudes das respostas da esteira ¢ = qo cos (wt) e da estrutura y = yo cos(wt).
Utilizemos, para excitar a esteira, uma combinacao linear de forcas har-
monicas com origem no deslocamento da estrutura, y = yo cos(wt — «), que
apresenta uma diferenca de fase a relativamente a oscilagao ¢ do fluido (4.1):

f (t) = Oyo cos(wt — o) — Bygw sin(wt — a) — Ayew? cos(wt — )

Os termos de f sao proporcionais ao deslocamento, & velocidade e a acelera-
¢ao da estrutura, representando A, B e C, coeficientes de proporcionalidade
a determinar.

Substituindo no primeiro membro de (3.23), ¢ por ¢ = gocos(wt), e
aproximando sin® (wt) por 3 sin (wt) , obtemos:

2

o (1 — w?) cos(wt) + goew (1 — %0) sin(wt) = f(t) (D.1)
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Substituindo agora f(t) por (4.1) e com as devidas simplificagoes obtém-
se:

= {(Cyo — Ayow®) cos a + Byowsin a} cos(wt) (D.2)
+ {(Cyo — Ayow?) sina — Byow cos a } sin(wt)

A partir de (D.1) e (D.2), deduz-se:

Ay cos (wt) + Agsin (wt) =0, Vt (D.3)

com
A1 = qo (1 — w2) — (yo (C’ - AwQ) cos a + ypBw sin a) e (D.4)
Ay = qoew <1 - ng> — (o (C — Aw?) sin v — yo Bw cos «v) (D.5)

Chegando-se, assim, as duas equagoes do oscilador fluido (4.2 e 4.3):

(C—AwQ) cosa + Bwsina = kil (1 —w2)

Yo
2
(C — Aw?)sina — Bwcosa = Dy (1 - @)
Yo 4

D.1.2 Oscilador estrutura

Considerando agora o oscilador-estrutura, tendo como referéncia a frequéncia
da esteira (3.19):

d?y dy
W—i_)\d +(52y:Mq

com \ = 280 + g
Substitua-se y por y = yo cos(wt — @) e ¢ por ¢ = qq cos (wt). Obtém-se:

—gjow? cos(wt — ) — Ayow sin(wt — ) +6%yo cos(wt —a) = Mg cos (wt) (D.6)
e chega-se a:
Aj cos(wt) + Aysin(wt) = 0, Vi (D.7)

com

Az = 1o ((52 - w2) cos a + Ayow sina — M qg

/N
S B
O o0
SN—

Ay = 1o ((52 — w2) sin o — A\yow cos
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Obtém-se, assim, por ortogonalidade, as duas equacoes do oscilador es-
trutura (4.4 e 4.5):

(52 — w2) cosa + \wsina = M@,
Yo

(52 —w2) sinaw — dwcosa =0

Para o oscilador acoplado, obtemos assim 4 equacoes, duas referentes ao
fluido e duas referentes a estrutura (4.7):

C — Aw 2)Cosoz—|—BwSina:Z—g(1—w2)
C — Aw?)sina — Bwcosa = 4 gw( —§>
)

)

[\

—w?)cosa + Awsina = MZ—E

[\V]

(
(
(
(02 —w?)sina — Adwcosa =0

D.2 Modelo adimensional referido a frequén-
cia da estrutura

D.2.1 Oscilador-fluido

Considerando agora a equagao da esteira adimensional, tendo como referéncia
a frequéncia da estrutura, que representa o oscilador-fluido (3.28):

2

d 2
ﬁJrgQ( )dt+Q q=f(t).

Suponha-se o sistema acoplado e determinemos a relagao entre as am-
plitudes das respostas da esteira ¢ = g cos (wt) e da estrutura. Utilizando
novamente a combinacao de forgas harménicas com origem no deslocamento,
y = yo cos(wt — ), da estrutura que apresenta uma diferenga de fase « rela-
tivamente & oscilagdo ¢ do fluido, para excitar a esteira (4.1):

f(t) = Cyocos(wt — a) — Byow sin(wt — a) — Ayow? cos(wt — ).

Os termos de f sao proporcionais ao deslocamento, & velocidade e a acelera-
¢ao da estrutura, representando A, B e C', coeficientes de proporcionalidade
a determinar.

A expressao (4.1) pode ser reescrita como

f (@) = {(Cyo — Ayow®) cos o + Byow sin a } cos(wt)
+ {(Cyo — Ayow®) sin @ — Byow cos a } sin(wt). (D.10)
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Substituindo no primeiro membro de (3.28), ¢ por ¢ = ggcos (wt), e
aproximando sin® (wt) por 2 sin (wt) , obtemos:

f(t) = —qow? cos (wt) — £Q((qo cos (cut)2 — 1)qow sin (wt) + Q%qo cos (wt)
2

= qo (€* — w?) cos (wt) + £qoQw (1 — %) sin (wt) (D.11)
A partir de (D.10) e (D.11), deduz-se:
A cos (wt) + Agsin (wt) = 0, Vit (D.12)
com
A1 = qo (2° — w?) — (yo(A — Cw?) cosa + Bygwsina) e (D.13)
Ay = eqpQlw (1 — ng) — (yo(A — Cw?) sina — Bypw cos a) (D.14)

Chegando-se, assim, por ortogonalidade, as duas equacoes do oscilador
fluido:

90 (° — w?) — (yo(C — Aw?) cos @ + Byowsina) = 0 (D.15)

2
£qofw ( - %0) — (yo(C' — Aw?)sina — Byow cos a) = 0 (D.16)

D.2.2 Oscilador-estrutura

Passando & equacao do oscilador-estrutura, adimensionalizado com base na
frequéncia da estrutura (3.26):

d*y | dy
—Z 4\ 2 = MQ? D.17
Ta TA Y q (D.17)

Substitua-se y por y = yo cos(wt — @) e ¢ por ¢ = qo cos (wt). Obtém-se:

—gj0w? cos(wt—a) —Ayow sin(wt—a)+yo cos(wt—a) = MQ?qo cos (wt) (D.18)
e chega-se a:

Aj cos(wt) + Ay sin(wt) = 0,Vt (D.19)

com

Az = o (1 — w2) cos o + Ayow sin « — MQ?qp, (D.20)

Ay=(1-w?)sina — lwcosa (D.21)
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Deduz-se, entao, por ortogonalidade, as duas equagoes do oscilador-estrutura:

Yo (1 — w2) cos o + Ayow sina — MQ?gy = 0, (D.22)
(1 —w?)sina — dwcosa = 0. (D.23)

Obtemos assim as 4 equacoes, para o acoplamento combinado, com refe-
réncia a frequéncia da estrutura.

qo (2% — w?) — o (C — Aw?) cosa — Bypwsina = 0
£qo§dw ( - %) + Byogw cosa — 3o (C' — Aw?)sina =0 (D.24)
Yo (1 — w?)cosa + Ayowsina — MQ3qy = 0 .

(1 —w?)sina — Awcosa =0
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Apéndice E

Acoplamento combinado

E.1 Equacoes a ajustar

Considere-se as 4 equagoes obtidas para o oscilador acoplado, adimensiona-
lizadas com referéncia a frequéncia da esteira (4.7):

(52 —wQ) cosa + dwsina = M@
Yo

(52 —w2) sinae — dwcosa =0

(C—Aw2) cosa + Bwsina = o (1 —w2)

Yo
2 . o 4o QS
(C — Aw ) sina — Bwcosa = —ew(l - —)
Yo 4

Com base as duas primeiras equagoes (4.7):

{ o (8 —wz)] {Sina} _ {MZ_(S} _ (E.1)

(02 —w?) oS (v 0

Obtém-se:

. [ w 52 —w? g0
|:SlIl Oé:| _ >\>\2w2+54_2252w2+w4 A2w2 15425202+ 4 ] |:My0:| (E 2)

%—w
COS —
| Nw?46%—262w2+w? A

w
X202 +69— 20207+ wh

- q0 §%2—w?
Y0 A2w2+(82—w?)?

B q0 Aw
_ Myg /\2w2+(52—w2)2] ) (E.3)
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Donde,

2 2 2 2 2
() o) G o)
Yo A2w? 4 (0% — w?) AN2w? + (62 — w?)
1 M3
M

- 2
& A2 + (62 — w?)

(E.4)
Entao,
. M‘I_O Aw . )‘—‘}})O Yo Aw
sin o Yo N2w2+ (62 —w?)2 sin o Mo g M
cosar| | Ml 02w cosa| | 8=w?| T [moPw? (E.5)
Yo AN2w24(82—w?)? M:—g @ M

Esta Equacao (E.5) ¢ uma forma de representar as duas primeiras Equagcoes
de (4.7) matricialmente.

Relativamente as duas ultimas Equagoes de (4.7), estas podem ser escritas
como:

e i B Pt AT

de onde se pode deduzir

1.2
. _ 90 w?—1 .90 _ 2 7461
[Sln 04} _ Bwyo C—A2)21B%2 Yy (€= Au?) (C—Aw?)*+ B2w?2 (E.7)
cos 240 171 0 2 w?-1 . '
Bew Y0 (C—Aw?)%+B2w? Yo (C Aw ) (C—Aw?)?+B2uw?

sin «v
da E a
o8 OJ a Equacao

)

2
7 Y0 _[ Z—E(l—wz ]
I 00} _ %
T ALy (C — Aw?) — F2yo (52 — w?) new (1-4)

4

Por outro lado, tendo em conta (E.5), pode eliminar-se [
(E.6):

Bw
(C — Aw?)

~—

- Aw2)] vo o

90 (1 — 2
q M _ Yo (
—Bw Yo 6% —w? D, <1 —

w© M Yo

PJklo@m

1 2 2 2 B

(C — Aw?) (6% — w?) + BAw?} = (1 — w?)

9 . (E.8
= (LO)Q {Dw (C — Aw?) — Bw (62 — w?)} = ew (1 — q—°> (£:8)

4
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2
e, tendo em conta (E.4) [(Mg—g) = 202 + (02 — w?)?|, deduzir também:

2\ 2
(1—w?) + e%? (1 - q—o)

4

. (% (q—:ff {((C - aw?) (2 = w?) + BA?)’

Yo

+ (w (€ = Aw?) = Bw (5 - w?))*}
1

= (qo) {(C Aw ) (Bw)Q}. (E.9)

Yo

Com base em (E.9), as expressoes (E.7) podem escrever-se:

w*— 11
[sinoz] _ —Bwyom —ewl (C = A ity
COS & qu qO—]. o _ w2_1
Bew oo Afﬂ) 57— e (O — Aw?) (C—Aw?) 4+ B2
_Buwi w21 e (O — Aw?) i%-1
_ Bw q0 (17w2)2+52w2<17§)2 cw q0 (C AUJ (17w2)2+52w2 (1,§)2 (E 10)
1.2 :
2%0 z9%—1 YO (A2 w2-1
Bew ) (17w2)2+52w2(17§)2 9 (C Aw ) (1—w?)? 4202 (1,§)2
que, por sua vez, pode representar-se por:
2
Ew (1 - %0) (1-w?) {sin oz] B F—g (C — Aw2)} (B.11)
2 - Yo .
(1—w?) —cw (1 _ %0) COs v oo Bw

Portanto, o sistema de 4 equagoes inicial (4.7) pode ser escrito na seguinte
forma matricial (E.12):

|: Yo Aw
sma 90 M
| cos " asz
_ - % (1—w? sin «v (C — Aw?)
, { } - {qo " } (E.12)
(1 _ w2) —ew <1 %0) COSs & 0« Bw
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E.2 Constantes conhecidas

As seguintes constantes irao permitir ajustar os dados experimentais a re-
alidade do nosso problema. Assim, tomemos a massa mg da estrutura e a

massa acrescentada mpg

1
mp = ZWpD2C'M

em que C) representa o coeficiente de massa acrescentada (associado nor-
malmente & geometria da estrutura). Relativamente a estruturas cilindricas
mostra-se que Cy; = 1, (Blevins, 1990).

Considere-se o nimero de Strouhal

fi, D
.

Sr =

e a frequéncia natural da estrutura Qg = \/ s fimF, onde o parametro h

representa a rigidez da estrutura em vacuo. A frequéncia de Strouhal serd

Q, = St¥. Defina-se a frequéncia reduzida da estrutura § = él—s e o
: 5

coeficiente de amortecimento acrescentado v por parte do fluido:

7= 47TST

que relaciona o coeficiente de arrasto Cp com o nimero de Strouhal St.
Represente-se por &, o amortecimento reduzido associado a estrutura.
Relativamente ao coeficiente de arrasto, em (Pantazopoulos, 1994) propde-
se:
Cp = (1 + 2yo) Cp,

em que Cp, representa o coeficiente de arrasto estaciondrio que se pode
aproximar por Cp, =~ 1.2 (Pantazopoulos, 1994). Designando por Sc o
nidmero de Scruton e tendo em conta a Figura 11 de (Belloli et al., 2015),
resultam as seguintes estimativas:

v Cb
Sc=0.50 1.1 3.8
Sc=2.18 06 2.6
Se=3.60 02 1.7

Por outro lado, defina-se o quociente mdssico adimensional:

ms+mpg

pD?
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Entao
Y

A=260+4 —

1

Representando por Crg o coeficiente de sustentacao de referéncia associado
a libertagao de vértices (que se verifica num estrutura fixa) o parametro M

assume a forma:
Cro 1

T2 8m2SEu
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Apéndice F
Producao cientifica precedente

Neste apéndice foram reunidos os diversos artigos cientificos/ participagoes
em conferéncias realizados no ambito do tema IFOHAM (Iterative First Or-
der Homotopy Analysis Method) e dos Modelos de Esteira Oscilante. Listam-
se de seguida, esses contributos:

1. Jornadas do Mar 2018, Escola Naval, Novembro de 2018 - IFOHAM
e a determinacgao de solugoes periddicas de equacoes diferenciais nao
lineares;

2. Encontro Anual da Investigacao e Desenvolvimento em Ciéncias Milita-
res, Instituto Universitdrio Militar, Dezembro de 2018 - Determinagao
de amplitudes e de frequéncias oscilatérias e resolugao assintética da
equacao de Van der Pol recorrendo ao método IFOHAM;

3. 41" Scientific Conference for Bachelor Degree Students CADET-NAV
2019, Constanca, Roménia, Abril de 2019 - Wake Oscillator Models -
a numerical study;

4. International Conference on Differential and Difference Equations and
Applications 2019, Lisboa, Julho de 2019 - A Generalization of Picard-
Lindeloff Iteration Method - IFOHAM: Finding periodic solutions of
the autonomous Van der Pol equation;
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Resumo

O IFOHAM (Iterative First order HAM) consiste numa técnica assin-
tética de resolucdo de equacdes diferenciais nao lineares que generaliza
o método de Picard-Lindel6ff e que se inspira no método HAM (Homo-
topy Analysis Method). Neste trabalho implementaremos esta técnica
(IFOHAM) num ambiente computacional de manipulacdo simbélica e
analisaremos e testaremos a sua aplicabilidade a resolucdo assintética
de equacdes diferenciais nao lineares de 2¢ ordem com soluc¢des perio-
dicas. Em particular, mostraremos que o método IFOHAM é€ capaz de
identificar as frequéncias fundamentais de tais solucdes periédicas. O
conhecimento deste pardmetro tem particular importéancia prética nas
actividades de projecto e manutengao porquanto caracteriza o compor-
tamento oscilatério de muitos sistemas reais com respostas ndo-lineares.
E o caso de sistemas constituidos por estruturas esbeltas sujeitas a esco-
amentos transversos tais como cabos submarinos, cabos de fixacao de
plataformas flutuantes ao fundo do oceano e tubos em permutadores de
calor, por exemplo. Os resultados das simulacdes efectuadas serdo com-
parados com resultados obtidos usando a técnica HAM e presentes na
literatura bem como com simulacées numéricas.

Palavras-chave: Equagées diferenciais ndo lineares, HAM, IFOHAM

1 Introducao

O método HAM foi desenvolvido por Shijun Liao [5] e consiste numa técnica
assimptética de resolucdo de equagdes diferenciais, quer ordindrias quer com
derivadas parciais. Esta técnica baseia-se no conceito de homotopia e trans-
forma o problema original

Nu]=0
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numa familia de problemas caracterizados pelas equacoes diferenciais lineares
que seguidamente se apresentam

L[uy (£)] = co [N [uo ()], @
Llum () — -1 ()] = c0Dm-1[N [¢ (t;9)]], m e Nand m > 1. @)

A resolucdo recorrente de (1) e (2) permite obter os sucessivos termos da solu-
¢do procurada:

u(t) = up (t) + Zu,- (t). 3)
i=1

De referir que £ representa um apropriado operador linear, uy = ug (¢) repre-
senta uma estimativa inicial do problema original, ¢y representa um parame-
tro que controla a convergéncia/velocidade de convergéncia do método, Dy
representa o operador de derivacao homotépica de ordem k definido por

1 oF

= kagt @

k

q=0

e ¢ (t;q) representa a chamada série homotépica de Maclaurin que tem a
forma:

+00
¢ (t:9) = uo(t) + Y un()q", q €[0,1]. (5)
n=1
Nas obras [3], [4] e [1] pode consultar-se a explicacdo dos detalhes acima re-
feridos bem como numerosas aplicacdes ilustrativas, quer introdutérias, quer
avancadas.
E importante mencionar o método HAM apresenta as seguintes particula-
ridades que lhe conferem vantagens relativamente a outras técnicas assintéti-
cas de resolucdo de problemas nao-lineares:

e E possivel melhorar a rapidez de convergéncia ou mesmo garantir a con-
vergéncia do método escolhendo adequadamente o valor do parametro
Co;

* Existe flexibilidade na escolha do operador linear £ e na estimativa ini-
cial ug = uy (¢) do problema original;

* Capacidade para abordar e resolver equacoes diferenciais fracamente
ndo lineares quer fortemente nao lineares.

* Capacidade para determinar a amplitude e a frequéncia de solucdes pe-
riddicas de problemas ndo-lineares.
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Destes factos, entre outros, o método HAM tem sido profusamente apli-
cado pela comunidade cientifica nos ultimos anos na resolucao de problemas
nao-lineares.

2 0O método IFOHAM

O IFOHAM (Iterative First order HAM) consiste numa técnica assint6tica de
resolucdo de equacgdes diferenciais nao lineares que generaliza o método
de Picard-Lindeloff e que se inspira no método HAM (Homotopy Analysis
Method).

Na abordagem do seguinte PVI (Problema de Valores Iniciais) de primeira

ordem .
G =rx)
dr
b 6
{ x(to)zx(()o) (6)

recorrendo ao HAM e tendo por base o pressuposto que a resolucao da equacao
@
ur (t) = co L™ [N [uo (1)]]

conduz a uma melhor aproximacao
uo (1) + uy (1)

da solucdo procurada, somos conduzidos ao algoritmo que designdmos por
IFOHAM (consulte-se [6] para uma descri¢cdo mais pormenorizada deste mé-
todo):

up (1) = x(()o)
Lunn (0] = co [N [Zioue @]], n>0 : )

com uy () = 0,Vk € N
Xn = Z/rcl:() Uk (t)

Em [6] mostra-se que se L [k (t)] = % (1),

dx

N[X]EE—f(t,X), 8

entdo (7), é equivalente ao processo

{ xo(t) = x(()o)

$et (0) = (14 c0) % () = co (X0 + [ F (€, xa @0 lE), nz0 O
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que generaliza o método iterativo de Picard-Lindel6ff. Se ¢ = —1, esta téc-
nica coincide exactamente com o atrds referido processo iterativo de Picard-
Lindel6ff, como se pode imediatamente observar:

{ xo (1) =

fusr (0= 50 + [ f (& 50 (€) dé, 0> 0 1o

Mostrou-se em [6] que o parametro ¢y influenciava a velocidade de conver-
génca do método IFOHAM aplicado a esta classe de problemas (8) e que a sua
escolha adequada permitia melhorar o desempenho da técnica.

Em [6] conjectura-se a extensdo da aplicabilidade do IFOHAM na resolucao
problemas que o método HAM j4 resolve entre os quais a possibilidade de de-
terminacdo da frequéncia fundamental de solucdes periédicas de problemas
ndo lineares. Neste trabalho focar-nos-emos na abordagem deste problema
com recurso ao IFOHAM.

3 Formulacao do problema

Consideremos o problema detalhadamente estudado em [4] e descrito pela
equacao diferencial nao linear de segunda ordem

dZ
_dtj +Ax+exd =0, (1)
munida das condicdes iniciais
dx
0D =x"e —(0)=0. 12
x(0) =x"e—(0) (12)

No Capitulo 2 de [4] é efectuado o estudo qualitativo deste problema nao-
linear através do qual sdo determinados os intervalos de valores de A e € para os
quais o problema em questdo apresenta solucdes peridédicas. O conhecimento
da frequéncia fundamental w caracteristica de tais solu¢des periédicas € par-
ticularmente importante. Esse conhecimento permite, ndo s6, materializar a
expressao da solucao em termos de uma bem apropriada série trigonométrica,
como também, é de enorme importéncia pratica.

A determinacao de solucdes periddicas de diferentes ordens com recurso
ao HAM, das correspondentes médias quadradas dos residuos e das frequén-
cias fundamentais é realizada por Liao no trabalho anteriormente referido
tendo por base diferentes valores dos pardmetros 4, € e x (0) = x*, nomea-
damente:
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Ale x*
g
AT 1
B|O
Cl4|-1]-1

Tabela 1: Parametros utilizados nos testes A, B e C.

Tendo em vista comparar os resultados obtidos com o método IFOHAM e
com o método HAM, utilizaremos aqui os valores dos parametros 4, € e x (0) =
x* acima tabelados.

Na abordagem do problema (11) recorrendo ao IFOHAM, a semelhanca do
que acontece quando se recorre ao HAM, torna-se necessario efectuar a mu-
danca de variavel T = wt e definir

x(t)=y(), 13)

para evidenciar no problema equivalente resultante desta mudaca de varidvel
a frequéncia fundamental w ainda desconhecida. Como

d*x ,d?y
az =Y e (14)

a expressdo (11) pode ser reescrita na forma (fazendo y = w?)
d2
yEL i ay+eyt=o, (15)
dr?

munida das condic¢des iniciais agora associadas a funcéo y = y (1):
d
vy =xe X0 =o. (16)
ar

Uma vez determinada a fun¢do y = y (1), solucao da equacdo diferencial (15),
a solucgdo procurada x = x (¢), da equacao diferencial (11), serd simplesmente

x=x(t)=y(wt). 17)

4 Utilizacao do algoritmo IFOHAM

Na materializacao da aplicacdo do algoritmo IFOHAM a resolucdo de (15), isto

z

e
dZ

Ny, y] =yd—TZ + Ay +ey® =0, 18)
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seguiremos procedimentos comuns aos utilizados na aplicacdo da técnica
HAM no tocante ao estabelecimento da regra de construgdo da expressdo da so-
lugdo, na escolha do operador linear L e na escolha da aproximacao uy = ug (1)
da solucdo procurada. Estes procedimentos encontram-se justificados no Ca-
pitulo 2 de [4] e também, por exemplo em [2]. Ter-se-4, entdo

up(t) =x"cost
YnL [tn1 (T)] = o [N [')’m ZZ:() 223 (T)]]’ nzo

com uy (ro) =0 eu; (10) =0Vk € N ’ 19)
Yn = Dp—o Uk (T)
com y
LI[f] = ) + f. (20)

O procedimento que utilizaremos para determinar os sucessivos termos vy,
desconhecidos no processo (19) seguird a abordagem adoptada e justificada,
por exemplo, em [2]. Este procedimento tem por base a eliminacdo em cada
iterada dos chamados termos seculares T cos T que decorrem da resolucdo da
equacao diferencial linear:

7n£ [un+1 (T)] = 0o

N [vn, D (T)H : (2

k=0

Isto é, em cada iterada, a escolha de vy, é realizada de forma a garantir que o
termo u,41, a determinar, nao apresenta parcelas seculares do tipo 7 cost. A
origem deste procedimento tal com é referido e citado em [2] remonta a traba-
lhos de Lindstedt, Bohlin, Poincaré e Gyldén.

O processo descrito, a ser convergente, conduzird a obtenc¢do de sucessoes

n+1

Yn 2 Y E€Ynt1 = Zuk(T)_)y
k=0

cujos limites satisfazem o problema de valores iniciais (15) e (16).

Para melhor compreender a aplicacao do método IFOHAM a resolucdo do
problema em estudo exemplifiquemos aqui os procedimentos analiticos ne-
cessdrios a execucao da primeira iterada.

Considerando (18) e (20) ter-se-a:

d2u1 _ d2u0 3
Yo o2 +u| =colyo o2 + Adug + euy | . (22)
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Como uy (1) = x* cos T deduzir-se-4' a expressdo da equacdo diferencial a re-
solver para obter u; ey :

dZ 3 13 #\3
Yo i U] =co | —vox* + Ax* + ﬂ CcoST + m cos3t;. (23)
dr? 4 4

Ora, para que ndo existam termos seculares do tipo 7 cos T na solucdo geral do
problema (23) bastara garantir que

3e (x*) _

—vox* + Ax* +
Yo 4

0,
isto é, bastara fazer
3e (x*)?

Yo =4+ (24)

Os valores concretos de g nos casos de teste A, B e C apresentam-se na
Tabela 2.

A|e X Yo
9
Al?2 1|3
B |0 3
Cla|-1[1[E

Tabela 2: Valores de y, correspondentes aos Testes A, B e C.
Uma vez fixado, desta forma, o valor de y, o problema a resolver reduzir-
se-a a determinar u; a partir do problema de valores iniciais resultante:
2 #\3
Yo (% + ul) = co™2 L cos 3t 5)
u;(0)=0eu;(0)=0
Como se sabe, uma solugéo particular de (25) u; serd da forma

uy (t) = C; cos 37 + C, sin 3,

donde s
co € (x*
uj (1) = _— *7) cos 3t.
Yo
Assim, a solucao geral u; deste problema serd
\3
co € (x
u;(t) =Acost + Bsint — &) cos 37,
Yo

!Tenha-se em conta que cos® 7 = 1 cos 37 + 3 cos 7.
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a partir da qual, tendo em conta as condigdes inciais (u; (0) = 0 e u; (0) = 0),
deduzimos:
co € (x*)® o € (x%)°

u ()= — CoST
0= T Yo 32

A solu¢do completa aproximada de ordem 1 do problema sera

cos 3T. (26)

3 3

N =u (t)+u(r) = QM COST — C—Oﬂ cos3t +x"cost. (27)
Yo 32 Yo 32

Considerando ¢y = -1, a solucao completa aproximada de ordem 1 do pro-

blema correspondente ao Caso A consistird na seguinte expressao:
(1) ! cos3t + % cos (28)
T) = — T+ —COST.
Y= 96 96

Nas iteradas seguintes n > 2 determinar-se-iam de forma anéloga os pares
(Yn» un+1) obtendo-se desta forma (em caso de convergéncia) sucessoes

n+1

YooY eYnn = ) (1) >y,
k=0

Admitida a convergéncia do método e recordando (17), a solucdo IFOHAM
aproximada de ordem M do problema original (11) e (12) serd simplesmente

xv () = yu (Vymt) - (29)

A metodologia seguida é analoga a utilizada na aplicacdo da técnica HAM,
consulte-se por exemplo a pagina 38 de [4].

5 Testes e simulacoes numéricas

Os testes e as simula¢gdes numéricas serdo realizados em MATLAB. Na imple-
mentac¢do do algoritmo IFOHAM utilizaremos a toolbox simbélica da plata-
forma atras referida. Na resolucdo numérica dos problemas teste utilizaremos
o método Runge-Kutta associado arotina ode45 do MATLAB. Como foi referido
aplicaremos a técnica IFOHAM na resolucdo do problema de valores iniciais
(11) e (12) escolhendo para 4, € e x* os valores indicados na Tabela 1 associados
respectivamente aos casos A, B e C.

De relevar o facto de na aplicacao do método IFOHAM utilizarmos em to-
das as simulacdes o valor ¢y = —1 relegando para um futuro trabalho a analise
da influéncia deste parametro na convergéncia nesta técnica.
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IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: B

x(t)

— IFOHAM
= = RK45

t

15

Figura 1: Solugcdao IFOHAM aproximada de ordem 3 e solu¢do numérica RK45.

(y=9/4,e=1ex" =1).

Nas Figuras 1, 2 e 3 representamos graficamente as solu¢ées IFOHAM apro-
ximadas de ordem 3 e as solucdes numéricas RK45 obtidas com o método
Runge-Kutta correspondentes a cada um dos casos testados: Caso A, caso B

e caso C.

Na afericao da tendéncia de convergéncia calcularemos em cada iterada a
versao discreta da média quadréatica do residuo calculado num periodo com-

pleto da solucao aproximada de ordem M

2

fo i (N [ym> yu)* dr

Ey = ,
2n

a qual serd computada da forma

B~ Zfié\[ (N [yms ym (Te)])?
M = ,

N +1

em que

2km
T = — e N = 50.
N
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IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: A

— IFOHAM
= = RK45

Figura 2: Solucdao IFOHAM aproximada de ordem 3 e solu¢do numérica RK45.
(y=0,e=1ex" =1).

Nas Tabelas 3, 4 e 5 apresentamos os valores obtidos com o método
IFOHAM das aproximacoes de ordem M do quadrado da frequéncia angular
da oscilacdo y = w?, bem como dos correspondentes valores da versdo dis-
creta da média do quadrado do residuo Ej; respeitantes a cada um dos casos
de teste: Caso A, caso B e caso C.

A titulo ilustrativo apresentamos seguidamente a solu¢do aproximada de
ordem 1 obtida na resolu¢do do caso A tendo por base a implementag¢do do
método IFOHAM em MATLAB num ambiente de programcao simbélica:

1 95
x1(t) = % cos 3T + % COST (33)
T =7t
com { v1 = 2.992350260416667

Como ndo podia deixar de ser, as expressdes (28) e (33) sdo coincidentes.
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IFOHAM-Caso A

Order M M Epy (co = —1)
0 3.000000000000000 0.031862745098039
1 2.992350260416667 0.000030759662724
2 2.992176238814215 0.000000008188297
3 2.992173084940535 0.000000000002787

Tabela 3: Valores de yy = w?, (quadrado da frequéncia) e Ey, (média discreta
do quadrado do residuo) associados as trés primeiras iteradas.

IFOHAM-Caso B

Order M Vi Eyp (o = —1)
0 0.750000000000000 0.031862745098039
1 0.721354166666667 0.000492900346247
2 0.718128571631923 0.000003750953237
3 0.717803950705108 0.000000038067810

Tabela 4: Valores de yy = w?, (quadrado da frequéncia) e Ey (média discreta
do quadrado do residuo) associados as trés primeiras iteradas.

IFOHAM-Caso C

Order M Ym Eyp (o = -1)
0 3.250000000000000 0.031862745098039
1 3.242649778106509 0.000026979989273
2 3.242778638653018 0.000000004554289
3 3.242777081822536 0.000000000000845

Tabela 5: Valores de yy = w3, (quadrado da frequéncia) e Ey (média discreta
do quadrado do residuo) associados as trés primeiras iteradas.
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IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: C

0.8

0.6

0.2

x(t)

Figura 3: Solucdo IFOHAM aproximada de ordem 3 e solu¢do numérica RK45.
(y=4e=-lex*=-1).

6 Discussao dos resultados

As Figuras 1, 2 e 3 mostram que as solucdes aproximadas de ordem 3, do pro-
blema em estudo, obtidas recorrendo ao método IFOHAM sao aparentemente
coincidentes com as solucdes numéricas resultantes das simula¢ées numéri-
cas baseadas no método Runge-Kutta de 4*/5% ordem, em todos o0s casos, A, B,
e C, testados.

Analisando as Tabelas 3, 4 e 5 observamos uma tendéncia de convergén-
cia das solucdes aproximadas de ordem crescente geradas pelo IFOHAM. Este
facto encontra-se patente na forte diminuicao dos valores da média quadratica
do residuo E,, de iterada para iterada, que podemos constatar. A razdo de di-
minuicdo deste parametro, de iterada para iterada, é inferior a 1072, podendo
assumir valores da ordem de 10™*. Naturalmente, esta tendéncia de conver-
géncia é acompanhada pela estabilizacdo dos valores de yy = w?,, sucessi-
vamente gerados pelo método. Necessariamente, os valores aproximados das
frequéncias w), assim geradas pelo método IFOHAM serdo tanto mais satis-

Jornadas do Mar — Escola Naval, Novembro 2018, pp. 1-15



MARTA SACRAMENTO, CECILIA ALMEIDA € MIGUEL MOREIRA 13

HAM, Liao [4]

Caso Vs Es (co)
A(co=-1) 29921730367 1.3x107™
B(co=-3) 0.7177741910 1.5x1078
C(co=—=) 3.2427770978 6.7 x 1071

Tabela 6: Valores de y5 = wg (quadrado da frequéncia) e E5 (média discreta do
quadrado do residuo) obtidos por Liao com recurso ao HAM.

fatérios quanto mais diminutas forem as médias quadratica Ej; dos residuos
correspondentes.

Em [4], nas Tabelas 2.7 e 2.8, na pagina 47, podemos consultar os valores
das médias quadraticas dos residuos Ej; e os valores de y,; = wlzw obtidos com
recurso ao método HAM, na abordagem do problema em estudo (11) e (12), uti-
lizando configuracées correspondentes aos casos A, B e C. De referir que na
aplicacao referida do método HAM, Liao utilizou parametros ¢y de controlo
da convergéncia optimizados enquanto que aqui utilizimos sempre o valor
¢o = —1. Uma comparacao grosseira dos valores tabelados, em [4] e aqui, su-
gere que as solucdes aproximadas de 3* ordem que obtivemos com o método
IFOHAM apresentam um rigor substancialmente inferior as solu¢6es aproxi-
madas de 5% ordem obtidas com recurso ao HAM [observe-se a Tabela 6].

Importa referir, no entanto, que os métodos IFOHAM e HAM séo intrin-
secamente distintos. O método IFOHAM é iterativo enquanto que o método
HAM é€ construtivo factos que podem explicar diferencas no desempenho des-
tas técnicas. Na implementacdo computacional do algoritmo IFOHAM a ob-
tencdo automatica de solucdes aproximadas de maior ordem apresenta as di-
ficuldades normalmente associadas a processos iterativos em que a exten-
sdo/complexidade de cada iterada aumentam.

7 Conclusoes e recomendacoes para trabalho futuro

7.1 Conclusoes

Tendo em conta os resultados apresentados e a discussdo efectuada
desenham-se as seguintes conclusoes:

* O método IFOHAM apresenta-se, neste estudo preliminar, com capaci-
dade para determinar solugdes periddicas de problemas nado-lineares e
as correspondentes frequéncias oscilatorias.
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* A utilizacdo deste algoritmo é de diminuta complexidade e de facil pro-
gramacdo embora a obtencado automatica de solucdes aproximadas de
maior ordem apresente as dificuldades associadas a processos iterativos
em que a extensdo/complexidade de cada iterada vao aumentando.

* A opinido de que esta técnica (o método IFOHAM) é uma generalizacdo
do processo iterativo de Picard-Lindeloff é reforcada, facto este que pode
ter interesse tedrico.

7.2 Trabalho futuro

Quanto ao trabalho futuro perspectivam-se os seguintes desenvolvimentos:

* Optimizar a implementacdo computacional do algoritmo IFOHAM de
modo a viabilizar a obten¢do automadtica de solucdes aproximadas de
maior ordem.

* Aplicacdo do IFOHAM a determinacdo das amplitudes, das frequéncias e
solucdes de outros problemas nao lineares, nomeadamente da equacao
de van der Pol.

e Aplicacdo do IFOHAM a determinacao das amplitudes e frequéncias
oscilatérias de sistemas nao lineares acoplados, tais como sistemas
constituidos por estruturas esbeltas sujeitas a escoamentos transversos
(fisico-matematicamente modelados por equacgdes estruturais acopla-
das a equacao de van der Pol).

* Estudo das condicdes de convergéncia do IFOHAM em termos das ca-
racteristicas da equacgdo diferencial nao linear a resolver e do valor do
parametro cy.
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RESUMO

O IFOHAM (Iterative First order HAM) consiste numa técnica
assintética de resolucao de equacgoes diferenciais nao lineares que gen-
eraliza o método de Picard-Lindeloff e que se inspira no método HAM
(Homotopy Analysis Method) e que é capaz de identificar frequén-
cias fundamentais de solugoes periédicas de sistemas auto-excitados.
Neste trabalho implementaremos esta técnica (IFOHAM) num ambi-
ente computacional de manipulacao simbdlica e analisaremos e testare-
mos a sua aplicabilidade & resolucao assintética da equagao de van der
Pol. Em particular, mostraremos que o método IFOHAM é capaz de
identificar nao sé frequéncias fundamentais de soluctes periédicas da
equagao de van der Pol como também as amplitudes dessas solugoes.
Os resultados das simulagoes efectuadas serao comparados com resul-
tados obtidos usando a técnica HAM e presentes na literatura bem
como com simulagoes numéricas.

Keywords: Equagoes diferenciais nao lineares, HAM, IFOHAM,

Equacao de van der Pol.



1. Introducao

O método IFOHAM ¢é uma técnica iterativa de resolucao assintdtica de
equacoes diferenciais nao lineares que se inspira no método HAM (acrénimo
de Homotopy Analysis Method) este ultimo desenvolvido por Shijun Liao (S.
Liao, 1992).

Seja L um apropriado operador linear, ¢y um parametro numérico de
controlo da velocidade de convergéncia do processo e N o operador diferen-
cial que caracteriza a equacao diferencial nao linear em estudo no seguinte

sentido:
m

d
N[}—O@ﬁ—f(tuu(l) u@ ™) (1)

O método IFOHAM consiste no processo iterativo,

L[t (t _col [Zuk ”

em que uy = ug(t) representa uma estimativa inicial da solucdo e uy =
ug (t), k € N, representam termos da série que materializard (em caso de
convergéncia do método) a solugdo do problema (1):

+oo
t) =Y (). (2)
k=0
Na abordagem do PVI (Problema de Valores Iniciais) de primeira ordem

[a-red. ®)

x (tg) = fL‘(()

o método IFOHAM assume a seguinte forma:

uo (t) = )

Ll (1)) = co [N [Djoue ()], n 20
com wy (to) = 0, ¥k € N : (4)
(

Zk o Uk )
dh

Em (Moreira, 2017) mostra-se que se £ [h ()] = 5 (t), entdo (4), é equiva-
lente ao processo

{ zo (t) = x”

Tpy1 (1) = (L +co) zn (t) — o ( + fto (& xp, (& dﬁ) , n>0 (5)



que generaliza o método iterativo de Picard-Lindeloff. Se ¢g = —1, esta téc-
nica coincide exactamente com o atras referido processo iterativo de Picard-
Lindeloff, como se pode imediatamente observar:

Ty () = 3 +ft0 (&2, (8)dE, n>0

Mostrou-se também em (Moreira, 2017) que o parametro ¢, influencia a ve-
locidade de convergénca do método IFOHAM aplicado a esta classe de prob-
lemas (3) e que a sua escolha adequada permitia melhorar o desempenho da
técnica.

Em (Sacramento, Branco, & Moreira, 2018), tendo por base a abordagem
do problema PVI nao linear de 2* ordem

{ dt2+)\$+5x =0 (7)

z(0)=z2"e%(0)=0 "

mostrou-se que o método IFOHAM nao s6 é capaz de gerar somas parciais de
solugbes aproximadas que convergem para a solu¢do do problema (7) como
também mostramos que é capaz de aproximar assintoticamente frequéncias
fundamentais caracterfsticas de instancias diferentes deste problema. Para
tal, recorremos a mudaca de varidvel 7 = wt e a definicao

z(t) =y(r), (8)

para transformar o problema original (7) no problema

7d2+)\y+5y =0
{y<o>—x el (0)=0 )

A aplicagdo do método IFOHAM a resolugdo do problema (9) assumiu a
seguinte configuracao:

up (1) = x* cosT

L [tni1 (T)] = co [N 7,0, 2o un (T)]], n >0
Zom u (T0) = 0 e (7’?)/) —0VkeEN ) (10)

Yn = ZZ:O U (T)

com d2
SV oty =0 (11)

Nyl =753

cip =2

f
gzt (12)
3



Notemos que v representa w?, o quadrado da frequéncia oscilatéria fundamen-
tal associada & solugao do problema original. O procedimento utilizado para
determinar os sucessivos termos 7, desconhecidos no processo (10) seguiu a
abordagem adoptada e justificada, por exemplo, em (S. Liao, 2012). Este
procedimento tem por base a eliminagao em cada iterada dos chamados ter-
mos seculares 7 cos T que decorrem da resolugao da equacao diferencial linear:

VL [tni1 (T)] = co [N [%Zuk (7 )” : (13)

Admitida a convergéncia, o processo descrito conduzird & obtengao de sucessoes

n+1
Yo Y € Yns1 = D _ur (1) =y,
k=0

cujos limites serao o quadrado da frequéncia oscilatéria fundamental v e a
solugao y = y (t) do problema (7). Em cada iterada a solu¢ao IFOHAM de
ordem M do problema original serd simplesmente

o (t) = yur (VAut) (14)

em que Yy = Yoo,y (7). No trabalho referido (Sacramento et al., 2018)
comparamos as solugoes obtidas com o IFOHAM com solugoes obtidas com
recurso ao HAM e disponiveis na literatura (S. Liao, 2012). Os resultados
foram considerados muito satisfatorios tendo resultado reforcada a conviccao
de que o IFOHAM gereralizava efectivamente o processo de Picard-Lindeloff.

No presente trabalho, tendo por base a equacao de van der Pol, estudare-
mos a aplicabilidade do IFOHAM a determinacao quer da amplitude, quer
da frequéncia fundamental de solucoes periédicas de sistemas auto-excitados.

2. A equacao de van der Pol
A equagao de van der Pol (nao forcada) é a equagao diferencial nao linear

d*z N dx

—_— z—1)—+2=0, 15

na qual o pardmetro y regula a intensidade do amortecimento nao linear.
Esta equacao foi introduzida e estudada em 1920 pelo fisico Holandés

Balthazar van der Pol no contexto da modelacao do comportamento os-

cilatério da corrente eléctrica numa vélvula electrénica de tipo triodo.



O sistema dindmico modelado pela equacao de van der Pol constitui um
sistema auto-excitado. Estes sistemas apresentam tipicamente de forma ex-
pontanea uma resposta oscilatéria de amplitude crescente (associada a um
amortecimento negativo) que evolui para um ciclo limite quando, e se, esta-
bilizada (por efeitos nao lineares). O colapso da ponte de Tacoma em 1940
constitui um exemplo paradigmatico de resposta oscilatéria dum sistema
auto-excitado (Billah & Scanian, 1991).

Pelo facto de numerosos e importantes fenémenos electrénicos, mecénicos,
geoldgicos e biolégicos, entre outros apresentarem comportamentos dindmicos
com respostas oscilatérias tipicas de sistemas auto-excitados o estudo deste
tipo de modelos é particularmente importante. A equacao de van der Pol, em
particular, tem sido utilizada para descrever fenémenos tais como a dindmica
de impulsos nervosos (Engelbrecht, 1992) ou a dindmica de placas tecténicas
em falhas geolégicas (Cartwright, Eguiluz, Hernédndez-Garci, & Piro, 1999).

Noutros contextos a equacao de van der Pol constitui um dos compo-
nentes de modelos semi-empiricos destinados a descrever fenémenos muito
complexos. E o caso dos chamados "modelos de esteira oscilante"ou wake
oscillator models que descrevem o complexo processo oscilatério abservado
em estruturas expostas a escoamentos transversos de fluidos. Consulte-se
por exemplo Blevins (Blevins, 1990) ou Facchinetti (Facchinetti, Langre, &
Biolley, 2004).

Para qualquer p > 0 a equagao de van der Pol nao forgada (15) tem um
unico ciclo limite (estdvel) para o qual a solugao oscilatéria evolui indepen-
dentemente das condigbes iniciais (desde que diferentes da origem das coor-
denadas (Hafeez, Ndikilar, & Isyaku, 2015). A solucao oscilatéria apresenta
uma amplitude com valores préximos de 2 no ciclo limite dependendo o valor
exacto dessa amplitude do valor de u (Lépez, Abbasbandy, & Lépez-Ruiz,
2008).

3. Estratégia para determinacao da amplitude
e frequéncia

A estratégia que adoptaremos para determinar a amplitude e a frequéncia da
resposta oscilatéria auto-excitada de (15) seguird a estratégia definida por
Liao em (S.-J. Liao, 2004) na resolu¢do do mesmo problema recorrendo ao
HAM.

Como foi referido, a equagao de van der Pol tem um tnico ciclo limite
para o qual a solugao oscilatéria evolui independentemente das condigoes
iniciais. Este ciclo limite é caracterizado por uma resposta de amplitude a



e frequéncia natural w. Suponha-se entao e sem perda de generalidade que
x (0) assume precisamente o valor a da amplitude (por agora desconhecido)

z(0) = a. (16)
Para fechar o problema postule-se adicionalmente

dx

(=0, (17)

Sequidamente efectue-se a mudanca de varidvel 7 = wt e defina-se

z(t) =ay(r), (18)

para evidenciar no problema equivalente resultante desta mudaca de varidavel
a amplitude oscilatoria a e a frequéncia fundamental w desconhecidas. Como

C;—f = awj—y (19)
T

d*z ,d%y

T g (20)

a expressao (15) pode ser reescrita na forma equivalente

2 d%y dy
d2+u(ay—1)wd——|—y—0 (21)

munida das condigoes iniciais agora associadas a nova fungado y = y(7),
solugao do problema (21):
dy

e (0) =0. (22)

y(0)=1e

Uma vez determinada a fungao y = y (1), solucdo da equacao diferencial (21),
a solugao procurada = = x (t) , da equagao diferencial (7), serd simplesmente

r=ux(t) =ay (wt). (23)

4. Utilizacao do algoritmo IFOHAM

Defina-se seguidamente o operador N tendo em vista descrever de forma
condensada o problema (21):

2 d
N[a,w,y]zwd%u(ay —l)wd—y+y (24)
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Na aplicacao da técnica IFOHAM seguiremos procedimentos comuns aos
utilizados na aplicacao da técnica HAM no tocante ao estabelecimento da
regra de constru¢ao da expressao da solugao, na escolha do operador linear
L e na escolha da aproximagdo ug = ug(7) da solugdo procurada a qual
deverd satisfazer as condigoes iniciais. Estes procedimentos encontram-se
justificados no Capitulo 2 de (S. Liao, 2012) e também, por exemplo em (S.
Liao, 2004).ou (S.-J. Liao, 2004) Ter-se-4, entao

ug (1) = cosT

wi L [tn1 (7)] = co [N [an, wn, 3 5_g ux (T)]], n 20
com uy, (19) =0 euj, (19) =0Vk e N ’
Yn = ZZ:O Uk (T)

(25)

com 2
Lifl=S5+F (26)
Notemos que ug (7) = cos T satisfaz as condigOes iniciais postuladas (22).

O procedimento que utilizaremos para determinar os sucessivos termos
a, € wy, desconhecidos no processo (25) seguird a abordagem adoptada e
justificada, por exemplo, em (S. Liao, 2004). Este procedimento tem por
base a eliminacao em cada iterada dos chamados termos seculares 7cost e
7sin T que decorrem da resolucao da equacao diferencial linear:

N [an, Wiy Y Uk (T)] ] : (27)

A origem deste procedimento tal com é referido e citado em (S. Liao, 2004)
remonta a trabalhos de Lindstedt, Bohlin, Poincaré e Gyldén.
O processo descrito, a ser convergente, conduzird a obtencao de sucessoes

{an}7 {wn} € {yn-i-l}v

Wi L [t (7)] = co

l

an a
Wp, — we

n+1

o1 = Y up(r) =y
k=0

cujos limites a. w e y, satisfazem o problema de valores iniciais (21) e (22).
Concomitantemente com a determinacao da solu¢do procurada (23) somos
conduzidos, assim, ao conhecimento do valor dos pardmetros a e w.

Admitida a convergéncia do método e recordando (23), a solugao IFO-
HAM aproximada de ordem M do problema original (15) com valores iniciais
(16) e (17), serd simplesmente

T M (t) = apmym (wMt) . (28)



5. Testes e simulacoes numeéricas

Os testes e as simulagoes numéricas serao realizados em MATLAB. Na im-
plementacao do algoritmo IFOHAM utilizaremos a toolbox simbdlica da
plataforma atréds referida. Na resolu¢ao numérica dos problemas teste uti-
lizaremos o método Runge-Kutta associado & rotina ode45 do MATLAB.
Como foi referido aplicaremos a técnica IFOHAM a resolucao do problema
(15) com valores iniciais (16) e (17).

De relevar o facto de que na aplicacao do método IFOHAM utilizarmos
em todas as simulagoes o valor ¢y = —1 relegando para um futuro trabalho
a andlise da influéncia deste parametro na convergéncia nesta técnica.

Nas Figuras 1, 2 e 3 representamos graficamente as solugoes IFOHAM
aproximadas de ordem 2 que obtidas e as solu¢oes numéricas RK45 deter-
minadas com o método Runge-Kutta correspondentes a cada um dos casos
testados: p =0.25 p=0.5e pu=1.0.

Na aferi¢ao da tendéncia de convergéncia do método IFOHAM calculare-
mos em cada iterada a versao discreta da média quadratica do residuo num
periodo completo, da solucao aproximada de ordem M,

2m 2
N d
EM: fO ( [aMéWM;yM]) T’ (29)
v

o qual serd computado da forma seguinte,

k=N 2
—o (N aarwar, yar (71)])
E ~ k=0 ( ) U
M N1 ’ (30)
em que
2k

Nas Tabelas 1, 2 e 3 apresentamos os valores obtidos com o método IFO-
HAM das aproximagoes de ordem M dos valores da versao discreta da média
do quadrado do residuo E);, da frequéncia angular da oscilagao wjy; bem
como da amplitude a,; da resposta oscilatéria, respeitantes a cada um dos
casos testados: = 0.25, u =0.5e p=1.0.

6. Discussao dos resultados

As Figuras 1, 2 mostram que as solucoes aproximadas de ordem 2, do prob-
lema em estudo, obtidas recorrendo ao método IFOHAM sao aparentemente
coincidentes com as solugoes numéricas resultantes das simulacoes numéricas
baseadas no método Runge-Kutta de 4% /5% ordem, nos casos em que p = 0.25

8



Van der Polcom p =0.25

Figura 1: Solugao IFOHAM aproximada de ordem 2 e solu¢ao numérica
RK45. (p = 0.25.

IFOHAM (¢ = —1) - p=10.25

Order M Ey Ws an
0 0.030637254901961  1.000000000000000  2.000000000000000
1 0.001797600707410 0.996244692913550 1.997947938077153
2 0.000017619444480 0.996126327784815 2.000666070870019

Tabela 1: Valores de F); (média discreta do quadrado do residuo), wy,
(quadrado da frequéncia) e ap; (amplitude) associados as duas primeiras
iteradas (u = 0.25).

IFOHAM (c¢y = —1) - 1 =0.50

Order M Ey W ay
0 0.122549019607843 1.000000000000000  2.000000000000000
1 0.027598653855655 0.986712903267367 1.990661336451152
2 0.001088915644987 0.984926844180597 2.002824407806937

Tabela 2: Valores de FE); (média discreta do quadrado do residuo), wy,
(quadrado da frequéncia) e ap; (amplitude) associados as duas primeiras
iteradas (u = 0.25).



Van der Pol com p = 0.5
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Figura 2: Solugao IFOHAM aproximada de ordem 2 e solugao numérica

RK45. (1 = 0.5.
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Figura 3: Solugao IFOHAM aproximada de ordem 2 e solugao numérica
RK45. (= 1.0.
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IFOHAM (¢ = —1) - p=1.0

Order M Ey Wpm an
0 0.490196078431373 1.000000000000000  2.000000000000000
1 0.408178242095261 0.970406578035910 1.947754466672885
2 0.070306106500186  0.948058574258731 2.011425421086219

Tabela 3: Valores de F); (média discreta do quadrado do residuo), wy,
(quadrado da frequéncia) e ap; (amplitude) associados as duas primeiras
iteradas (u = 1.0).

e n = 0.5. Na 3, caso y = 1.0, claramente a solu¢ao aproximada I[IFOHAM
de ordem 2 nao acompanha satisfatoriamente a solucao numérica.

Analisando as Tabelas 1, 2 e 3 observamos uma tendéncia de convergéncia
das solugoes aproximadas de ordem crescente geradas pelo IFOHAM. Este
facto encontra-se patente na diminuicao dos valores da média quadrética do
residuo Fy;, de iterada para iterada, que podemos constatar. Naturalmente,
esta tendéncia de convergéncia ¢ acompanhada pela estabilizacao dos valores
de wys e ayps sucessivamente gerados pelo método. Necessariamente, os valores
aproximados das frequéncias w); e amplitudes a,;, assim geradas pelo método
IFOHAM, serao tanto mais satisfatérios quanto mais diminutas forem as
médias quadratica F)y; dos residuos correspondentes.

Podemos observar, a medida que p cresce, uma diminui¢cao no rigor da
aproximacao IFOHAM de 2% ordem obtida. Este facto explica o ajuste in-
satisfatério entre a solucao aproximada IFOHAM de ordem 2 e a solugao
numérica patente na Figura 3. Refira-se que esta dificuldade se agrava com
o crecimento do parametro .

A obtencao de solugbes oscilatérias mais rigorosas exige o célculo de
solucoes IFOHAM aproximadas de ordem substancilamente superior a 2.
Esta tarefa apresenta, no entanto, as dificuldades associadas a eficiéncia de
processos iterativos em que a extensao/complexidade de cada iterada vao
aumentando.

7. Conclusoes e recomendacoes para trabalho
futuro

7.1. Conclusoes

Tendo em conta os resultados apresentados e a discussao efectuada desenham-
se as seguintes conclusoes:
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e O método IFOHAM apresenta-se, neste estudo preliminar, com capaci-
dade para determinar solugoes periédicas da equacao de van der Pol,
das correspondentes frequéncias e amplitudes oscilatorias.

e A utilizacao deste algoritmo é de diminuta complexidade e de fécil pro-
gramagao embora a obtencao automatica de solugoes aproximadas de
maior ordem apresente as dificuldades associadas a processos iterativos
em que a extensao/complexidade de cada iterada vao aumentando.

e A opiniao de que esta técnica (o método IFOHAM) é uma generalizacao
do processo iterativo de Picard-Lindeloff é consolidada.

7.2. Trabalho futuro

Quanto ao trabalho futuro perspectivam-se os seguintes desenvolvimentos:

e Optimizar a implementagao computacional do algoritmo IFOHAM de
modo a viabilizar a obtencao automatica de solucoes aproximadas de
maior ordem.

e Aplicagdo do IFOHAM & determinacao das amplitudes e frequéncias
oscilatérias de sistemas nao lineares acoplados, tais como sistemas con-
stituidos por estruturas esbeltas sujeitas a escoamentos transversos
(fisico-matematicamente modelados por equagoes estruturais acopladas
a equacao de van der Pol).

e Estudo das condigoes de convergéncia do IFOHAM em termos das car-
acteristicas da equacao diferencial nao linear a resolver e do valor do
parametro cg.
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IFOHAM-a generalization of the
Picard-Lindeloff iteration method

Marta Sacramento, Cecilia Almeida and Miguel Moreira

Abstract IFOHAM (Iterative First order HAM) is an iterative technique based on
the first order equation of the Homotopy Analysis Method (HAM). It can be shown
that IFOHAM generalizes Picard-Lindeloft’s iteration algorithm and can be used to
solve nonlinear differential equations. In this work IFOHAM will be implemented
in an symbolic computer environment and we will analyze and test its applicability
to find series solutions of second order nonlinear differential equations with periodic
solutions. In particular, we will show that the IFOHAM method is able to identify
the fundamental frequencies as well as the amplitudes of such periodic solutions.
Knowledge of these parameters is of particular importance in design and mainte-
nance activities as it characterizes the oscillatory behavior of many real systems with
nonlinear responses. The results of tests performed using the [FOHAM method will
be compared with results available in the literature using the HAM as well as with
results obtained using classical numerical techniques to solve differential equations.

1 Introduction

The HAM (Homotopy Analysis Method) was developed by Shijun Liao [4] and
consists in an analytic approximation method [11] to solve nonlinear ordinary dif-
ferential equations as well as partial differential equations. This technique is based
on the concept of homotopy and transforms the original problem:

Nul=0 ey
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into a family of problems characterized by the following linear differential equa-
tions:

L ur ()] = co [N [uo (1)]] 2)
L um (t) = tm—1 ()] = coDm—1[N[9 (t:9)]] 3)

with m € N and m > 1. The recursive resolution of (2) and (3) gives the successive
terms of the requested solution:

u(t) =uo (6)+ Y ui (7). @)

Note that .# represents an appropriate linear operator; uy = ug () represents an
initial solution guess of the original problem; c( represents an appropriate conver-
gence control parameter; 7 represents the homotopic derivative operator of order
k defined by:

1 oF
k= I W . (5)
kl'dg* |,
Finally, ¢ (;q) represents the homotopy Maclaurin series reading:
—+oo
O (t:q) =uo(t)+ Y un(1)q", q€10,1]. (6)
n=1

In the works [6], [7] and [8], the explanation of the applications details of HAM, as
well as, numerous illustrative applications, both introductory and advanced, can be
consulted.

It’s important to mention that the HAM has the following features, that gives
advantages over other asymptotic nonlinear problem solving techniques:

e Guarantee of convergence by adequately choosing ¢y, the convergence control
parameter;

e Flexibility on the choice of base functions and decide about the solution expres-
sion by adequately choosing .# and the initial guess ug (f);

e Great generality of application ranging from solving weakly to strong nonlinear
differential equations or even fractional differential equations;

e Ability to find important parameters, such as amplitude and frequency, of peri-
odic solutions of nonlinear problems.

Of these facts, among others, the HAM has been widely applied by the scientific
community in recent years in solving nonlinear problems.

2 The IFOHAM method

The IFOHAM (Iterative First order HAM) is an asymptotic technique for solving
nonlinear differential equations that generalizes the Picard-Lindel6ff’s method and
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is inspired by the HAM (Homotopy Analysis Method). Indeed, in addressing the
first order Initial Value Problem (IVP)

dx
dr = f(ta-x)
{ o) =D (7)
based on HAM, one can find
wi (1) = oL~ [N [uo (1)]] (®)

from (2). Assuming the convergence of (4), one can conjecture that
70 (t)+u1 (l) ©)]

leads to a better initial guess than the (postulated) original one, ug (¢) . We are thus
led to the iterative algorithm we call IFOHAM (see [10], for a more detailed de-
scription of this method):

o (1) = 2},
L uny1(t)] = co[N [Li—oux (1)]], n>0 ] (10)
with u (to) =0, VkeN
Xn = Y=ot (1)

It is demonstrated in [10] that, if

2] = ). ()
and 4
Nb] == £ (1), (12)

then, the iterative algorithm IFOHAM (10), is equivalent to the following algorithm

() =1y’ (13)
St (1) = (1o (0) —co (3§ + i f (€30 (6))dE) . n20

which generalizes the Picard-Lindel6ff’s iterative method. Clearly, if co = —1, this
technique (13) coincides exactly with the aforementioned Picard-Lindeloff’s itera-
tive process, as we can immediately observe:

xo (1) = x(()o)
{ ) =2 4 ! F(Exa(€))dE, n>0 1

It was shown in [10] that the parameter cg also influences the convergence speed
of IFOHAM applied to the family of problems described by (12). So, the proper
choice of c( allows to improve the performance of the IFOHAM method.
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In [10] it is conjectured the applicability of [IFOHAM in solving problems already
addressed and solved by the method HAM, such as, second order problems. The
applicability of IFOHAM in determining the fundamental frequency, as well as,
amplitudes of periodic solutions of nonlinear problems is also conjectured. In order
to address these issues we will focus here on the autonomous Duffing equation and
on the van der Pol equation.

3 Autonomous Duffing equation

The Duffing equation is typically a second order non-linear differential equation
with a cubic polynomial stiffness term, as well as, a linear viscous type damping
term [2]. This nonlinear equation was introduced by Georg Duffing in 1918 as a
result of his work in forced vibrations in a system with a cubic softening nonlin-
earity. The autonomous Duffing equation can display an interesting self-oscillatory
behavior.

Consider the autonomous Duffing equation studied in detail in [7] and described
by the second-order nonlinear differential equation.

Z—Z—&-lx—f—sﬁ o, (15)
with the initial conditions,
x(0) = x* (16)
and i
o (0)=0. a7

In Chapter 2 of [7] the qualitative study of this nonlinear problem is performed,
through which the ranges of values of A and € are determined, so that the problem in
question presents periodic solutions. The knowledge of the fundamental frequency
@, characteristic of such periodic solutions is particularly important. This is because
not only enables the expression of the solution in terms of a well-suited trigonomet-
ric series, but it also has an enormous practical importance.

The determination of periodic solutions of different orders using HAM, the cor-
responding square means of the residual and the fundamental frequencies is per-
formed by Liao in the aforementioned work for different parameter values A, € and
x(0) =x*. In order to compare the results obtained with the IFOHAM and the HAM,
we will use the values of the parameters A, € e x(0) = x* shown in Table 1.
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Table 1 Parameters used in tests A, B and C.

3

€ |X
1 |1
1 |1
—1|-1

| Oleig

A
B
C

3.1 Strategy for determining the frequency using IFOHAM

As with using the HAM method, in approaching the problem (15) using [FOHAM,
it becomes necessary to make the variable transformation T = @t and define

x(t)=y(1), (18)

to highlight, in the equivalent problem resulting from this change of variable, the
fundamental frequency @. Then,
d*x ,d%y

dx _ ody 19
a @ 19

and the expression (15) can be rewritten (doing ¥ = ®?) in the form

d2
Yo Ay +ey’ =o. (20)

The corresponding initial conditions that must be satisfied by the function y =y (1)
will be

y(0) =x" Q1)
and J
Yoy —
() =0 (22)

From y = y(7), the the sought solution x = x (¢), of the differential equation (15),
will simply be
x=x(t)=y(or). (23)

3.2 Using the IFOHAM Algorithm

In order to apply the IFOHAM algorithm, define

dZ
Y+ Ay+ey’ =0, (24)

Nly.y| = Yﬁ

and let’s follow the procedures adopted by the HAM users regarding the establish-
ment of the rule of construction of the expression’s solution, choosing an appropriate
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linear operator . and choosing an initial guess ug = ug (7) of the sought solution.
The motivation for such choices can be found in Chapter 2 of [7] and also, for ex-
ample, in [5]. We will then have

up () =x*cost

/}/no‘zﬂ [ullJrl (T)] = C0 [N [%’lazzzo Uy (T)]] ) n 2 0 (25)
with  u;(19) =0 and wu(7%)=0 VkeN ~’

Yn = ZZ:O U (T)

with 5
af
ZLlfl==-—=+/ 26
="z +f (26)
The procedure we will use to determine the successive 7, terms, unknown in the
process (25) will follow the approach taken and justified, for example in [5]. This
procedure is based on the elimination, in each iterate of the so-called secular terms

Tcos T resulting from the resolution of the linear differential equation:

Yl [“n+1 (T)] =0 [N |:)% i Uj (T)‘|‘| . 27)
k=0

That is, at each iteration, the choice of 7, is made to ensure that the term u,,11, to be
determined, doesn’t have secular plots of type Tcos 7. The origin of this procedure,
as referred to and cited in [5], dates back to works by Lindstedt, Bohlin, Poincaré
and Gyldén.

If the process described is convergent it will lead to sequences

n+l
Y=Y and  yp = Z ug (T) =y (28)
k=0

whose limits satisfy the Initial Value Problem (20) and (22).

To better understand the application of the IFOHAM to solve the problem under
study, we will exemplify below the analytical procedures necessary to compute the
first iterate. From (24) and (26), we can deduce:

d2u1 dzu() 3
Y (dT2 +u1) =co (}/()d/’:2 —|—luo+£u0) . 29)

Since ug () = x* cos T and noting that cos’ 7 = %cos 31+ % cos T we will obtain the
expression of the differential equation (30) to solve to find u; and 7}y :

2 *\3 £\ 3
Y (dul —|—u1> =cp { (—}/ox* +Ax* 4+ 38(;”) coS T+ 8();)00531} . (30)

dt?

In order to avoid the emergence of the secular terms, T cos 7, in the general solution
of (30), it will be sufficient to ensure that
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*\3
—’}/()x* + Ax*+ % =0,
that is )
3e (x*
w=n+ 2 31)

The obtained values for }p in test cases A, B and C are shown in Table 2.

Table 2 Values of yp in tests A, B and C.

Ale X |w
AlF[1[1]3
Blo[1[1]3
cl4|-1]-1]¥

Once the value of v is set, the problem to be solved will be reduced to determine
u1, from the resulting initial values problem:

*\3
Yo (‘ZZTMZI +u1) :coe(’;) cos3t
u (0) =0 : (32)
uy (0)=0

A particular solution u; of (32) is going to be

uy (1) = Cycos37+ Cysin37.

Hence,
e(x*)?
u (1) = f;—g (;2) cos3T.
So, the general solution u1, of (32), will be
£\3
)
u; () =AcosT+BsinT — % (;2) cos37,

from which, taking into account the initial conditions (u; (0) =0 e ) (0) = 0), we
deduce:

up (1) = o el) cosr—ﬂs(x )
N 32 %
The approximate order 1, complete solution of the problem, will be:

cos3t. (33)

n 32 Ty 32

B cje(x*)3 Co 8(x*)3

y1 () = u1 (7) +uo () cos3T+x"cost.  (34)

Considering ¢y = —1, the approximate order 1, complete solution of the problem
defined by Case A, will be:
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1 95
yi (1) = %cos3’c+ 96 COs T (35)
The calculation of the following n > 1 terms, the pairs (Y, 4n+1) will be determined
a similarly way, thus obtaining (in case of convergence) sequences

n+1
Yw—7 and y,o = Z u (1) = y.
k=0

Assuming the convergence of the method and remembering (23), the approxi-
mate M-order IFOHAM solution of the original problem (15) and (17), will simply
be:

xu (t) = ym (V) - (36)

The methodology followed is analogous to the methodology adopted in the ap-
plication of the HAM technique, see for example page 38 of [7].

3.3 Tests and numerical simulations

The tests and numerical simulations will be performed in MATLAB. In the imple-
mentation of the IFOHAM algorithm we will use the symbolic toolbox of the refered
platform. In the numerical resolution of the test problems we will use the Runge-
Kutta method associated with the MATLAB ode45 routine. As mentioned, we
will apply the IFOHAM technique to solve the initial values problem (15) and (17)
by choosing for A, € e x* the values indicated in Table 1, respectively, associated
with cases A, B and C.

It is noteworthy that in the application of the [IFOHAM we used, in all simula-
tions, the value cy) = —1 relegating for future work the analysis of the influence of
this parameter on the convergence of this technique.

In Figures 1, 2 and 3 we plot the approximate order 3 IFOHAM solutions and the
corresponding RK45 numerical solutions obtained with the Runge-Kutta method. to
each case tested: Case A, Case B, and Case C.

In measuring the convergence trend we will calculate, in each iterate, the dis-
crete version of the quadratic mean of the residue over a complete period of the
approximate order M solution (discrete squared residual):

_ I (N [, ym))de

E
M 21

; (37)

which will be computed as

£~ TEy (N [, m (%))
M ~ )
N+1

(38)

where
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_ 2km
T = N

In Tables 3, 4 and 5 we present the values obtained in the M-order approxima-
tions, using the method IFOHAM, of the squared angular frequency of the oscilla-
tion Y = w?, as well as the corresponding values of the discrete squared residual Ey,
(38) for each one of the test cases: Case A, Case B, and Case C.

and N =50. (39)

Table 3 Values of vy = ®F (squared angular frequency) and Ej (discrete squared residual) of the
first 3 iterates.

IFOHAM-Case A
Order M Yu Ey(co=—1)
0 3.000000000000000 0.031862745098039
2.992350260416667 0.000030759662724

1
2 2.992176238814215 0.000000008188297
3 2.992173084940535 0.000000000002787

We present below the approximate order 1 solution obtained, in the resolution of
case A, based on the implementation of the IFOHAM in MATLAB:

o 95 o [T=mt
xi (1) = %005314— 9g 508 ° with {Yl % 992350260416667 ° (40)

Of course, the expressions (35) and (40) are coincident.

IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: A

= IFOHAM
= = RK45

Fig. 1 Autonomous Duffing equation: Approximate order 3 IFOHAM solution and RK45 numer-
ical solution (y=9/4, e =1 and x* = 1).
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Table 4 Values of i = ®F (squared angular frequency) and Ej (discrete squared residual) of the
first 3 iterates.

IFOHAM-Case B
Order M V% Ep(co=—1)
0 0.750000000000000 0.031862745098039
0.721354166666667 0.000492900346247

1
2 0.718128571631923 0.000003750953237
3 0.717803950705108 0.000000038067810

Table S Values of 7y = a),%,, (squared angular frequency) and Ej; (discrete squared residual) of the
first 3 iterates.

IFOHAM-Case C
Order M Yu Ep (co=—1)
0 3.250000000000000 0.031862745098039
1 3.242649778106509 0.000026979989273
2 3.242778638653018 0.000000004554289
3 3.242777081822536 0.000000000000845

3.4 Discussion of results

Figures 1, 2 and 3 show that the approximate order 3 solutions of the problem under
study using the IFOHAM are apparently coincident with the numerical solutions

IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: B

= IFOHAM
= = RK45

-1.5 . L
0 5 10 15

t

Fig. 2 Autonomous Duffing equation: Approximate order 3 IFOHAM solution and RK45 numer-
ical solution (y=0,e=1andx* =1).
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resulting from the numerical simulations based on the 4th / 5th order Runge-Kutta
method, in all cases, A, B, and C, tested.

Looking at Tables 3, 4 and 5 we observe a convergence trend of the approximate
solutions of increasing order generated by IFOHAM. This fact can be observed in
the sharp decrease in the values of the quadratic mean of the residue E);, from iter-
ated to iterated. The decrease ratio of this parameter, from iterated to iterated, is less
than 1072 and can assume values of the order of 10~*. Naturally, this convergence
trend is accompanied by the stabilization of the values Y = @7,. Necessarily, the
approximate values of the frequencies wy, generated by the IFOHAM, will be all the
more satisfactory the smaller the quadratic mean Ej; of the corresponding residues.

In Tables 2.7 and 2.8 of [7], we can access the values of the quadratic mean of
the residuals Ej; and the values of yy = wf,, obtained using HAM, addressing the
problem under study (15) and (17), under the configurations corresponding to cases
A, B and C.

Note that in the referred application of HAM, it was used by Liao optimized
convergence control parameters cg. In contrast, when using IFOHAM here we used
the constant value convergence control parameter co = —1.

A rough comparison between the tabulated values in [7] and values obtained here
and displayed in Tables 3, 4 and 5 suggests that the approximate 3rd order solutions
obtained using [IFOHAM are substantially less accurate than the approximate 5th
order solutions obtained using HAM [ see Table 6].

It should be noted, however, that the IFOHAM and HAM are intrinsically dis-
tinct. The IFOHAM is iterative while the HAM is constructive, facts that may ex-
plain differences in the performance of these techniques. In the computational im-

IFOHAM order 3 and RK45 solutions-CASE: C

v v v . T~
—— IFOHAM
08f — — RK45

04t 1

0.2 -

x(t)

Fig. 3 Autonomous Duffing equation: Approximate order 3 IFOHAM solution and RK45 numer-
ical solution (y =4, € = —1 and x* = —1).
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Table 6 Values of y5 = a):% (squared angular frequency) and Es (discrete squared residual) from
Liao using HAM.

HAM, Liao [7]
Case % Es(co)
A(co= —%) 2.9921730367 1.3 x 10~
B (co=—3) 0.7177741910 1.5x 10~%

C (co = —+5) 3.2427770978 6.7 x 1014

plementation of the IFOHAM algorithm, the automatic obtaining of higher order
approximations presents the difficulties normally associated with iterative processes
in which the extension / complexity of each iterate significantly increases.

4 Van der Pol equation

The van der Pol equation was introduced and studied in 1920 by the Dutch physicist
Balthazar van der Pol in the context of modeling the oscillatory behavior of electric
current in a triode type electronic valve [12].

Consider the autonomous van der Pol equation

2
dx 2

d
SHnE—1) T =0, 1)

dt
where 1 accounts for the intensity of nonlinear damping.

Assuming u > 0, the dynamics described by the autonomous van der Pol equa-
tion (41) is that of a self-excited system which evolves to a stable periodic behavior,
that is, there is a single limit cycle (stable) for which the solution evolves regardless
of the initial conditions [1].

The oscillatory solution has an amplitude close to 2. The exact value of the am-
plitude depends on the parameter u [9].

4.1 Strategy for determining the amplitude and frequency using
IFOHAM

The strategy we will adopt to determine the amplitude and frequency of the self-
excited oscillatory response of (41) extends the adopted steps in determining the
frequency of the oscillating solution of the Duffing autonomous equation in the
previous section and follow the strategy defined by Liao in [3] in solving the same
problem using HAM.

As noted, the van der Pol equation has a single limit cycle for which the oscil-
latory solution evolves independently of the initial conditions. This limit cycle is
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characterized by an amplitude response a and natural frequency ®. Suppose then,
and without loss of generality, that x (0) assumes precisely the amplitude value a
(for now unknown):

x(0)=a. (42)
To close the problem postulate additionally

dx

— (0)=0. 43

O @)

Then, assume the variable transformation T = wt and set
x(t)=ay(7) (44)

to highlight, in the new problem, the unknown oscillatory amplitude a and the fun-
damental frequency @. Because

dx @

~ —aw 45
a Yz 45)
and 5 5
d°x 2 d”y
— =aw —= 46
az 1Y ar (46)
the expression (41) can be rewritten in the equivalent form
d?y dy
2 2.2
0w — —1)o—= =0 47
g tH(@y —ho 24y =0, 47)

with the initial conditions now associated with the new function y = y (), which is
solution of the problem (47):

y(0)=1 and %(0):0. (48)

Once determined the function y = y(7), solution of the differential equation (47),
the sought solution x = x(¢), of the differential equation (41) , will simply be

x=x(t) =ay(or). (49)

4.2 Using the IFOHAM Algorithm

Define the operator N for a condensed description of the problem. (47):

Y SR
Nla,0,y] = © d72—|—,u(ay o

dy

Ly (50)



14 Marta Sacramento, Cecilia Almeida and Miguel Moreira

In applying the IFOHAM technique we will follow procedures common to those
used in applying the HAM technique regarding the establishment of the solution
expression construction rule, choosing the linear operator .Z” and choosing the initial
guess ug = up (7) of the solution sought that must meet the initial conditions. These
procedures are justified in Chapter 2 of [7], as well as, for example, in [S] or [3].
Then

up (T) =cost

0 Z [tn 1 (T)] = co[N [an, @, g ue (D)), n>0

with (1) =0 and (%) =0 VkeN b
Yn = Yo U (T)
with 5
_4f
LUf1=T5+1 (52)

Note that ug (T) = cos T satisfies the postulated initial conditions (48).

The procedure adopted to determine the sequence of iterates a, and @, in the
process (51) followed the approach taken and justified, for example in [5]. This
procedure is based on the elimination in each iterate of the so-called secular terms
TcosT and Tsin 7T resulting from the resolution of the linear differential equation:

N |an, @y, Zuk(r)H : (53)
kf

=0

03 2 lup+1 (7)) = co

The origin of this procedure, as referred to, and cited in [5], dates back to works by
Lindstedt, Bohlin, Poincaré and Gyldén.

The described process, being convergent, will lead to the determination of se-
quences {a,}, {@,} and {y,+1}, such that

a, — a, 54)

w, = O, (55)
n+1

Ynp1 = Y, u () =y, (56)
k=0

whose limits a, @ and y, satisfy the initial value problem (47) and (48). So, the
determination of the sought solution (49) is accompanied by the determination of
the parameters a and ®.

Assuming the convergence of the method and remembering (49), the approxi-
mate M-order [IFOHAM solution of the original initial value problem (41), (42) and
(43), will simply be:

XM (l‘) :aMyM((th). 57
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4.3 Tests and numerical simulations

In the elaboration of tests and numerical simulations, in this section, we will con-
tinue to use MATLAB and the corresponding symbolic toolbox, as well as, the MAT-
LAB ode45 numerical routine. As mentioned above, the IFOHAM technique will
be applied to solve the problem (41), with initial values (42) and (43).

It is noteworthy that, in the application of the IFOHAM method, we use in all
simulations the value cyp = —1 relegating for future work the analysis of the conver-
gence influence of this parameter.

In Figures 1, 2 and 3, we plot the approximate order 2 IFOHAM solutions and the
RK45 numerical solutions obtained with the Runge-Kutta method, corresponding to
each tested case: 4 =0.25, 4 = 0.5 and u = 1.0.

In measuring the convergence trend of the [FOHAM method, as previously done,
we will calculate in each iterate the discrete version of the quadratic mean of the
residue over a complete period (discrete squared residual), of the approximate solu-
tion of order M,

21 2
N [0) d
EM: 0 ( [an M,YMD 1’-7 (58)
2n
which will be computed as follows,
k=N 2
—o (N wyy, T
N+1
where ok
T = Tﬂ and N = 50. (60)

In Tables 7, 8 and 9, we present the values obtained with the IFOHAM method of
the M-order discrete squared residual Ej;, the angular frequency of the oscillation
wys as well as the amplitude ay; of the oscillatory response, for each case tested:
u=025u=05eu=1.0.

Table 7 Values of Ey (discrete squared residual), wys (squared angular frequency) and ay, (ampli-
tude) of the first two iterates (1 = 0.25).

IFOHAM (¢o = —1) - © =0.25
Order M Ey Wy am

0 0.030637254901961 1.000000000000000 2.000000000000000
1 0.001797600707410 0.996244692913550 1.997947938077153
2 0.000017619444480 0.996126327784815 2.000666070870019
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Table 8 Values of E), (discrete squared residual), @y, (squared angular frequency) and ay (ampli-
tude) of the first two iterates (1 = 0.25).
IFOHAM (¢p = —1) - 1 =0.50
Order M Ey Wy am

0 0.122549019607843 1.000000000000000 2.000000000000000
1 0.027598653855655 0.986712903267367 1.990661336451152
2 0.001088915644987 0.984926844180597 2.002824407806937

Table 9 Van der Pol equation: Values of Ej; (discrete squared residual), @y (squared angular
frequency) and ays (amplitude) of the first two iterates (1 = 1.0).

IFOHAM (co=—1)-u=1.0
Order M Ey (] am

0 0.490196078431373 1.000000000000000 2.000000000000000
1 0.408178242095261 0.970406578035910 1.947754466672885
2 0.070306106500186 0.948058574258731 2.011425421086219

4.4 Discussion of the results

Figures 4 (case: u = 0.25) and 5 (case: 4 = 0.5) show that the approximate order
2 solutions of the problem under study, obtained using the IFOHAM method, ap-
pear to coincide with the numerical solutions resulting from numerical simulations
based on the 4th / 5th order Runge-Kutta method. In 6, where p = 1.0, clearly the

Van der Pol: i = 0.25

2.5 T T

= IFOHAM

z(t)

25 L L L L L L
0 2 4 6 8 10 12 14

Fig. 4 Van der Pol equation: IFOHAM approximate solution of order 2 and numerical RK45 so-
lution (i = 0.25).
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approximate order 2 IFOHAM solution does not satisfactorily follow the numerical
solution.

From the observation of the discrete squared residual Ej; decrease in Tables 7,
8 and 9, we observe the convergence trend of the approximate increasing order
solutions generated by IFOHAM.

Of course, this convergence trend is accompanied by the stabilization of the val-
ues of wys and ays successively generated by the method. Necessarily, the approxi-
mate values of the frequencies wy, and amplitudes ay,,, generated by the IFOHAM
method, will be all the more satisfactory the smaller Ej; of the corresponding dis-
crete squared residual is.

As L grows, we can observe a decrease in the accuracy of the 2nd order IFO-
HAM approximation obtained. This explains the unsatisfactory fit between the ap-
proximate order 2 IFOHAM solution and the numerical solution shown in Figure 6.
Note that this difficulty is aggravated by the growth of the parameter L.

Obtaining more accurate oscillatory solutions requires the calculation of approx-
imate [IFOHAM solutions of order substantially greater than 2. However, as men-
tioned above when discussing the results of applying this method to solve the Duff-
ing equation, this task presents the difficulties associated with the efficiency of itera-
tive processes in which the extent / complexity of each iterate significantly increases.

Van der Pol: ; = 0.5

2.5 T T

= IFOHAM

z(t)

25 1 1 1 1 1 1

Fig. 5 Van der Pol equation: IFOHAM approximate solution of order 2 and numerical RK45 so-
lution (1 = 0.5)
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5 Conclusions and Recommendations for Future Work

5.1 Conclusions

Taking into account the results presented and the discussion made, the following
conclusions are drawn:

e [FOHAM can determine periodic solutions of second order nonlinear problems
and the corresponding amplitudes and oscillatory frequencies;

e [FOHAM is easy to program and apply, although, getting automatic solutions
of higher order approximations presents the difficulties associated with iterative
processes, in which the extension / complexity of each iterate significantly in-
creases;

e The conjecture that IFOHAM is an extension of the Picard-Lindeloff iterative
method is confirmed, which may be of theoretical interest.

5.2 Future Work

As for future work, the following developments are expected:

e Optimize the computational implementation of the IFOHAM algorithm to enable
the automatic obtaining of higher order approximate solutions;
o Use IFOHAM to study the complex dynamic of the Duffing-Holmes equation;

Van der Pol: i =1

2.5 T T

z(t)

Fig. 6 IFOHAM approximate solution of order 2 and numerical RK45 solution (¢ = 1.0.).
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Use IFOHAM to study and determine the amplitude and oscillatory frequencies
of coupled nonlinear systems, such as wake oscillator models;

Study the convergence behavior of [IFOHAM depending on the properties of the
nonlinear differential equation under consideration, as well as, as a function of
the parameter cg.

Acknowledgements We thank the Navy Research Center (CINAV) for their financial support in
carrying out this work.
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