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'T do not know what I may appear to the world, but to myself I seem to have been
only like a boy playing on the sea-shore, and diverting myself in now and then
finding a smoother pebble or a prettier shell than ordinary, whilst the great ocean

of truth lay all undiscovered before me."

Isaac Newton
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Resumo

Esta dissertagao sera desenvolvida no ambito de varias unidades curriculares
leccionadas no mestrado integrado em Engenharia Naval ramo de Armas e Electro-
nica, e tem como objectivo contribuir para a producao de conhecimento cientifico
da Marinha. Sendo Portugal um pais maioritariamente maritimo, tudo o que lhe
diz respeito tem interesse para o pais e por isso torna-se importante um cada vez
maior e melhor conhecimento na area da actstica submarina, que serve de suporte

a muito do trabalho de investigagao e caracterizacao do meio submarino.

O problema que ser pretende resolver é a modelagao de raios actisticos sub-
marinos segundo um modelo de geometria diferencial capaz de ter em conta as
heterogeneidades e movimentos do meio de propagacao. Para se conseguir cum-
prir este objectivo serdo estudadas as equagoes que definem estes fenémenos e sera
criado um modelo que se ird testar em fontes hidrotermais. Mas é de relevancia
referir que o mesmo pode ser aplicado a outros exemplos como as zonas costeiras,
com a condicionante de que o efeito s serd visivel a maiores distancias (kms) e os
resultados nao seriam tao fidedignos ja que o modelo utilizado nao tem em conta a
dissipacao do som. Como ¢ sabido, tera de ser considerada uma gama de frequéncias

suficientemente altas para que seja valida a aproximacao geométrica.

Através de trés diferentes expressoes que relacionam a velocidade do som
com a temperatura, que em tracos largos sao as disponiveis presentemente e uti-
lizadas em outros trabalhos, sdo analisados os comportamentos dos diferentes pa-
rametros e o impacto que tém nas trajectérias dos raios acusticos junto das fontes

hidrotermais.

Ap6s o calculo analitico, resolvem-se as equagdes obtidas num programa
MATLAB onde, através do cédigo aqui desenvolvido, se pode ter acesso aos mais va-
riados graficos do trajecto que os raios descrevem, sendo que o "emissor'considerado

nestes graficos nao ¢ nada mais do que o raio central de cada uma das ondas sonoras.

Palavras-chave: Actustica Submarina, Aproximacao Geométrica, Raios Actsticos,

Fontes Hidrotermais, Geometria diferencial.

ix






Abstract

This dissertation will be developed within the scope of several curricular
units taught in the integrated master’s degree in Naval Engineering in the speciality
of Weapons and Electronics, and aims to contribute to the production of scienti-
fic knowledge in the Portuguese Navy. As Portugal is mainly a martime country,
everything that concerns it is of interest to the country and that is why it is im-
portant to have greater and better knowledge in the area of underwater acoustics,
which we know, supports several of the research and caracterization work of the

underwater environment.

The problem to be solved is the modeling of underwater acoustic rays ac-
cording to a model of differential geometry capable of taking into account the he-
terogeneities and movements of the propagation medium. In order to achieve this
objective, the equations that define these phenomena will be studied and a model
will be created that will be tested in hydrothermal sources. But it is important
to mention that the same can be applied to other examples such propagation near
coastal zones with the condition that the effect would be visible only at greater
distances (kms) and the results would not be as reliable as the model used does not
take into account the dissipation of sound in the water. As is know, a sufficiently

high frequency range will be assumed for the geometric approximation to be valid.

Through three different expressions that relate the speed of sound to tem-
perature, which in broad lines respond are some of the ones presently available and
usedin other works, the behavior of the different parameters and the impact they

have on the trajectories of acoustic rays near hydrothermal vents are analysed.

After the analytical calculation, the equations obtained in a MATLAB pro-
gram are solved, where, through the code herein developed, allow access to the most
varied graphics of the path that the rays describe. The "emitter'considered in these

graphics is nothing more than the central ray of each sound wave.
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Introducao

Motivacao

A importancia da Actstica Submarina nas actividades da Marinha Portu-
guesa sera evidente. Como se sabe, quer a detecgdo a sua minimizagao de sinais
acusticos tém sido objecto de estudo e progresso tecnolégico crescente desde pra-
ticamente a la Guerra Mundial. Também a Marinha Portuguesa deve, em nossa
opinido, manter formacao actualizada neste tema e, neste sentido, teses de mes-
trado dos seus cadetes poderao constituir pontos de partida para a formacgao de um
grupo de futuros oficiais particularmente formados nestes estudos, podendo, assim,
ter uma base formativa que lhes permita, mais tarde, avancar no desenvolvimento

interno destas competéncias.

O nosso pals estd cada vez mais proximo de vir a ser um dos maiores paises
maritimos do mundo. A expectavel aprovacao da extensao da plataforma continen-
tal terd impacto a todos os niveis pois garantird a Portugal francas hipoteses de

prosperagao a nivel econdmico, social, cultural e ambiental (Nogueira [2019)).

A proposta foi entregue em maio de 2009 e tem em vista alargar a area do
solo e subsolo da Plataforma Continental (PC) das atuais 200 milhas contadas a
partir das linhas da base, seja a de costa ou as de base reta - que unem dois pontos
da costa portuguesa e onde a dgua mais préoxima de terra é considerada como agua
interior (Freire [2019).
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Ficura 1: Mapa com os limites exteriores da plataforma continental
estendida.

O organismo que esta por detras de todos os trabalhos de reforco da funda-
mentagao e da defesa da proposta referida, junto das Nagoes Unidas, é a Estrutura
de Missao para a Extensdo da Plataforma Continental (EMEPC), que citando o
préprio site (EMEPC tem como principais objectivos:

a) Aprofundar o conhecimento sobre a morfologia e as caracteristicas geold-
gicas e hidrograficas do fundo submarino de modo a consolidar os dados e
informacgao contidos na proposta de Portugal apresentada a Comissao de Li-
mites da Plataforma Continental (CLPC);

e b) Dar resposta a pedidos de esclarecimento suscitados pela CLPC;

 ¢) Divulgar a importancia da extensao da plataforma continental de Portugal

para a sociedade.
o d) Assegurar a defesa da proposta portuguesa junto da CLPC;

« e) Dar apoio, nas dreas da sua competéncia, aos Estados com os quais o

Governo estabelega acordos de cooperacao.

Como se pode observar logo pelo ponto a) dos objectivos deste organismo
h& um enorme interesse no estudo para uma melhor compreensao do fundo do mar,
que tal como se observa a superficie também apresenta diversos tipos de relevo que

variam de acordo com a sua profundidade.

'Fonte: https://www.emepc.pt
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Ficura 2: Classificagdo do relevo submarino e profundidades médias
correspondentes.

Em Portugal, estd em curso um projecto SEAMAP 2030 que tem como
objectivo mapear o fundo do mar portugués em imagens de alta resolugdo até ao

final da década, revelando em detalhe o relevo submarino do pais.

FI1GURA 3: Programa SEAMAP 2030 (Mapeamento do mar portu-
gués).

Para este mapeamento estao a ser utilizados sondadores multifeixe, ou seja,

o navio equipado com esta tecnologia envia para o fundo do mar feixes sonoros numa

2Fonte: https://mundoeducacao.uol.com.br/geografia/relevo-submarino.htm
3Fonte: https://www.hidrografico.pt/iprojeto/16
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abertura angular e, ao recebé-los de volta, cobre uma faixa longa do solo marinho
(Firmino 2020).

O conhecimento do fundo marinho nao tem s6 impacto para a seguranca da
navegacao, este também promove a gestao sustentavel ja que ao existir um melhor
conhecimento dos recursos que se possui consegue-se tornar a sua exploragdo mais
eficiente; Torna-se importante no apoio a tomada de decisao, pois garante o conhe-
cimento necessario para que sejam tomadas melhores agoes a nivel econémico, mas

também ao nivel da seguranca, defesa e protecao civil e ainda potencia a investigacao
cientifica (IH fs.d.).

E através destes e de outros projectos semelhantes que vao sendo descobertas
certas estruturas oceanicas como por exemplo as fonte hidrotermais, que sdo um dos

pontos centrais desta dissertacao.

FiGUrA 4: Mapa do monte submarino Gigante.

[

As fontes hidrotermais sao nascentes quentes que se localizam a grandes

profundidades no leito dos oceanos, que formam estruturas tinicas, assemelhando-se
a chaminés (Leahy [2018).

Sao conhecidas como os vulcoes sub-aquaticos que se encontram espalhados
pelos limites das placas convergentes. Estas ainda podem ser diferenciadas em "cha-
minés negras'e "chaminés brancas'dependendo da sua composi¢ao quimica que ira
alterar a cor com que podem ser visualizadas as suas fumarolas. Se a sua formagao
tiver por base depdsitos de sulfeto de ferro, que é negro, teremos uma 'chaminé
negra', por sua vez se forem formadas por depdsitos de bario, calcio e silicio tera
um fumo de cor clara e por isso jd serd uma "chaminé branca'(NOOA [2021).

4Fonte: https://www.hidrografico.pt/noticia/378
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Ficura 5: "Chaminé negra'e "Chaminé branca', respetivamente.

As fontes hidrotermais foram descobertos em 1977 enquanto um grupo de
cientistas realizavam estudos nas ilhas Galdpagos (NOOA [2021). Dai em diante

cada vez sao mais os peritos da area a debrucarem-se sobre o assunto.

Uma das mais profundas e estudados fontes é a Beebevent Fiield (BVF), que
foi descoberta em 2010 no Mar das Caraibas e encontra-se a uma profundidade de

4,960 metros. Esta emite fluidos enriquecidos em cobre, com uma pluma de cerca

de 1100 metros (Connelly et al. 2012).

No entanto nao é necessario sair de Portugal para que se possam encontrar
fontes hidrotermais, pois no arquipélago dos Acores também ja foram descobertas.
O primeiro campo de fontes hidrotermais foi descoberto em 1992, este denomina-
se por LuckyStrike e a equipa norte-americana deparou-se com ele a 1700 metros
abaixo do nivel médio da agua do mar. Para além dos 1700 metros de profundidade
o LuckyStrike encontra-se a 180 milhas nauticas a sudoeste da ilha do Faial, numa
area onde um lago de lava é rodeado por trés pequenos vulcoes. Neste campo po-

dem ser observados tanto as "chaminés negras"como as "chaminés brancas'referidos

anteriormente (Firmino 2009).

5Fonte: https://www.researchgate.net/figure/Hydrothermal-vent-chimneys-Left-the-
candelabra-black-smoker-hydrothermal-vent-chimney yig2340566377 /download



LISTA DE FIGURAS

FicUrA 6: Fonte hidrotermal dos Agores LuckyStrike.

[

Depois da LuckyStrike mais sete campos hidrotermais foram descobertos
no arquipélago mas mais recentemente em 2018 também nos Acores, foi descoberto
a apenas 570 metros de profundidade um novo campo hidrotermal, que se revelou
uma descoberta extraordinaria ja que é o que se situa a uma menor profundidade

que todos os outros conhecidos na Dorsal Médio-Atlantica (Leahy 2018).

Com estes dois exemplos ja da para perceber que Portugal é também um
pais rico no que diz respeito a este tema o que ainda refor¢a mais a importancia e

a pertinéncia do estudo desde tema no nosso meio.

Foram mencionadas trés campos de fontes hidrotermais: No entanto sao
apenas trés das muitas que ainda estao por descobrir, apenas 400 de cerca de 1300

fontes existentes no nosso globo foram jé localizadas (Beaulieu, Baker e German
2015).

Por norma, as fontes situam-se em zonas de convergéncia de placas tecté-
nicas, gerando cordilheiras montanhosas ou dorsais, mas também podem ser encon-

trados em bacias ocednicas ou hotspots (Leahy 2018).

SFonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Hydrothermal,ents,ndseamounts, fihe azores/media/ File :
Blacksmoker;n atlanticocean.jpg
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Ficura 7: Distribuicdo global das fontes hidrotermais em alto mar
confirmadas e ativas (pigmentacdo amarela). As caixas pretas indi-
cam os paises membros que patrocinam as reivindicagoes na drea. As
caixas brancas representam zonas econdmicas exclusivas. Os circu-
los grandes representam cada area biogeografica para a qual se tinha
dados suficientes disponiveis para se realizar a analise, em ordem de-
crescente do niimero de cruzeiros de pesquisa realizados na regiao: (1)
Mid— AtlanticRidge, (2) NorthwestPaci fic, (3) SouthwestPaci fic,
(4) JuandeFucaRidge, (5) NorthernEastPacificRise, (6) Mid —
CaymanSpreadingCenter, (7) IndianOcean e (8) SouthernOcean.
As 4reas biogeogréficas do Artico, Mediterrdneo e Sul do Pacifico
Leste nao sao indicadas.

Estas fontes resultam da infiltracao da dgua do mar através de fissuras na
crosta oceanica junto aos locais onde duas placas tectonicas se afastam ou se juntam.
A 4gua fria do mar (cerca de 2°C) infiltra-se no solo submarino e vai ser aquecida
pela magma quente e ressurge no leito oceanico para formar as aberturas. Junto das
fontes hidrotermais a dgua do mar pode atingir temperaturas superiores a 370°C.
Apesar das altas temperaturas a dgua quente em fontes hidrotermais nao ferve,
facto que é explicado pela extrema pressao que existe nas profundezas do oceano

onde estas fontes sdo formadas.

"Fonte:  https://www.researchgate.net/figure/Global-distribution-of-deep-sea-hydrothermal-
vents-ISA-issued-high-seas-mining yig1335002580 /download
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FIGURA 8: Atividade de uma fonte hidrotermal.

Por incrivel que pareca apesar de toda esta pressao e escuridao subsequente
da profundidade, estas fontes sao capazes de abrigar centenas de espécies tinicas
de formas de vida, espécies essas que se adaptaram a todas estas caracteristicas

especiais do que as rodeia e criaram o seu préprio sistema (Leahy 2018).

Por esta e por muitas outras razoes estd visto que as fontes hidrotermais
merecem toda a nossa atencao, podendo vir a ter utilidade econémica e sendo a
missao da Marinha Portuguesa servir Portugal no mar o melhor conhecimento do

mesmo ira ser util no que diz respeito ao cumprimento da missao.

Este tema de investigacdo surge no ambito dos conteidos de varias das
unidades curriculares frequentadas ao longo dos anos na Escola Naval, como as de
“Acustica, Sonar e Armas Submarinas”, leccionada no quarto ano do ciclo de estudos
da Classe de Engenharia Naval ramo de Armas e Electronica (conjuntamente com o
30 ano da Classe de Marinha), bem como as de Andlise Matemética, Programagao,

Algebra, Analise Numérica, Mecanica Fisica, Electromagnetismo e Optica.

A actstica enquanto ciéncia estuda ao fenomeno da producgao, propagacao
e recepcao de som em qualquer meio e para qualquer objectivo, objectivo este que
tanto pode ser visto de uma forma puramente cientifica, mas também de uma forma

tactica.

8Fonte: https://expedicaoacores.wordpress.com/2009/10/16/11°-dia-de-missao/
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Esta dissertacao dedicar-se-a o fenémeno da trajectoria de raios sonoros a
trés dimensoes, no meio submarino, utilizando véarias técnicas fisico-matematicas de
determinacao dessas trajectorias, algumas ja usadas em anteriores teses na Escola
Naval, e comparando os respectivos méritos. Pretende-se, assim, prosseguir traba-
lhos ja realizados por outros Cadetes da Escola Naval e contribuir para um corpo
de conhecimento préprio que permita ultrapassar a atitude, a nosso ver nefasta,
de “comprar ja feito”, permitindo que se acrescente mais conhecimento interno.
Pretende-se também que esta tese se insira numa sequéncia ja iniciada e que deveria

continuar na Escola Naval, no ambito do estudo da propagacao acustica submarina.

Estrutura

Esta dissertacao comeca com um capitulo 1, onde se faz um resumo de todos
os conceitos tedricos que o leitor necessita de ter em mente para a compreensao e
interpretacao do que esta a ser feito. Este mesmo capitulo ha uma seccao onde se
refere os métodos analiticos que vao ser utilizados para o calculo das trajectorias dos
raios acusticos junto as fontes hidrotermais. Aqui o leitor vai ficar a perceber como
é que é obtido o tensor acistico assim como é efectuado o cédlculo dos coeficientes

de conexao e dos equagoes geodésicas.

Apos a recapitulagao de toda a parte tedrica necessaria pode dar-se inicio ao
calculo propriamente dito dos equagoes geodésicas que no capitulo 2 é demonstrado
de forma analitica e no capitulo 3 de forma computacional através do MATLAB.
Para este calculo tanto analitica como computacionalmente sao usadas expressoes
de velocidade do som em func¢ao da temperatura sendo estes aspectos explorados ao

longo das secgoes do capitulo 2.

No capitulo 4, sao apresentados todos os resultados obtidos, ou seja, é onde
através do codigo elaborado anteriormente no capitulo 3, se vao obter as trajectorias
dos raios. Neste capitulo ir-se-a abordar a relacao entre diversos factores que vao
ter influéncia na trajectoria dos raios actsticos variando todos eles, assim como se

apresentara os resultados para um nimero maior ou menor de fontes.

O final do capitulo 4 vai ser o local onde, através de todos os conhecimentos
adquiridos ao longo do percurso na Escola Naval e na realizacao deste trabalho se

ird comentar e comparar os resultados obtidos.

No final encontram-se as conclusoes e algumas sugestoes e recomendacoes

para projectos futuros na area.






Capitulo 1
Enquadramento tedrico

Este capitulo foi escrito com base em diversos trabalhos e pesquisas ja rea-
lizadas anteriormente no entanto seria impossivel explicar todo o trabalho desenvol-
vido sem fazer um breve resumo sobre o tema que permitisse ao leitor acompanhar
esta dissertacao de forma auténoma sem que tenha de recorrer a uma leitura e
estudo prévio do tema. As primeiras quatro seccoes tem por base algumas notas
manuscritas sobre tensores (Gatta [s.d.), co-orientador da presente dissertacao, e
o livro "Mathematical Methods for Physicists"(Arfken, Weber e Harris 2012). J&
a demonstracao de como se obtém este tensor métrico utilizado foi um trabalho
realizado no ano anterior pelo GMAR EN-AEL Passeira do Rocha (Rocha 2020),
trabalho este feito com base no livro "Computational Acoustics: Theory and Im-
plementation"(Bergman 2018). No entanto certas demonstragoes também poderao
ser encontradas noutras fontes como por exemplo no livro "A most incomprehen-
sible thing: notes towards a very gentle introduction to the mathematics of relati-
vity"(Collier 2017) ou no relatério técnico "Application of differential geometry to
acoustics: Development of a generalized paraxial ray-trace procedure from geodesic
deviation"(Bergman [2005), entre outras numerosas possiveis referéncias, especial-

mente no calculo tensorial.

1.1 Tensores nao Cartesianos, Diferenciacao Co-

variante

Comeca-se por deixar claro a regra geral da transformagao das componentes
de um vector na sua representacao contravariante. O deslocamento elementar d?,
de componentes dx', dz?, dx® (a 3D, por exemplo), terd componentes dz'!, dr?,

dr3, onde z* = ' (x', 2%, %) noutro sistema de coordenadas S’, tais que

11
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; dx’
j dxi

dx' = da’ (1.1)

Ou, agora para um vector qualquer X,

_ ;Eh”i i

At jafo : (1.2)

dr!

como, por exemplo, uma velocidade 7.

Ja para um vector em representacao covariante, como sera a partida o campo

vectorial do gradiente de um campo escalar ¢ (?) vem,

o dp  dp dT
Vel = = av

(1.3)

iy Op . Op Ox
Ou S€)a; .7 = 5 axi”

Olhando para o exemplo de coordenadas polares com transformagao de ro-

tagao 6, ilustrado na figura seguinte,

YA

T
T e B

..--""Ea :
- + -
0=0 X X

FiguraA 1.1: Coordenadas polares com transformacdo de rotacao de

6.
i
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temos,

x = xcost) — 1 sind
‘ (1.4)
= x'sinf + y cosd
e, inversamente |,
r = :Eco..SH + ysinf (15)
y = —xsinf + ycost
E portanto,
v _ costl = Qv Ov _ —sinf = 9y
ox ox T Oy - Ox
(1.6)
% _ sinf = ov dy _ cost) = %y
ox: oy T oy Oy
Chegando assim a expressao:
ox;  Ox;
U 1.7
Or;  0x;] (1.7)

Como se pode observar as coordenadas euclidianas sao aquelas cuja posi¢ao

do indice em cima ou em baixo é indiferente.

A partir deste momento vao apenas ser considerados sistemas de coordena-
das onde os vectores base nao tém de ser ortogonais nem de modulo unitério, e por
esta razao um vector aplicado num qualquer ponto (qi,q2,q3) do espago 3D, serd

apresentado da seguinte forma:

3
V = VIE + V2 + VIE =Y ViE = ViE (1.8)
=1

expresso nas suas componentes contravariantes.

Um qualquer deslocamento elementar d7 aparecera:

9Fonte: https://pt.slideshare.net /ellensouza74/aula-transformaes-de-coordenadas
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d7 = dq'e + dg°sh + dg’=% = dg'e] | (1.9)

onde, g/ = ‘gz = 8?1 (7) = 6?1 (xé, + zéy, + wé,).

No caso geral o quadrado do elemento linha é expresso por:

(ds)* =ds®> =d7 -d7
- (102)’
= (dg'3}) - (dg’z}) (1.10)
= (& - &) dq'dg’
= giydq'dq’

Define-se aqui o "tensor métrico"g;; = & 5_3-), e os somatorios nos indices
repetidos na expressao obtida dependem do nimero de dimensoes consideradas, e,
estao subentendidos os somatorios >, e -, sobre o niimero de dimensoes do espago

em questao.

Apesar de nao se ter de apresentar em todos os casos como diagonal, o

tensor métrico é sempre simétrico gragas ao produto interno ser comutativo, ou seja

—> E—J>—€—j> ?Zeporlsso

G = g (1.11)

O vector covariante gi; tem um correspondente tensor contravariante g™

que satisfaz:

9" g = 0 (1.12)

Ao serem escritos na forma de matriz ir-se-4 obter:

[g"] = loa] ™" (1.13)

14
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Por forma a verificar a veracidade da expressao vai-se considerar coordena-

das esféricas ortogonais (r,0,p), por exemplo.

Entao,

d7 =dq'el + dq°E; + dg°E5 | (1.14)
¢é agora escrito como,

d7 = drg! + digj + dz) (1.15)

ondeg_z:%—f,_) or = _ 97

59:We5¢—%.

Em coordenadas esféricas d 7 também se escreve:

d7 = dré, + rdféy + rsinfdpé, (1.16)

— N = N = 0P
Logo, €, = &,, g = 1ég e £, = rsinfé, e portanto

§1'F -8 E1-5
= = P e T T
gz‘j—ﬁi'i?j—[gij]— €2+€1 €2°E2 £E2°€E3
€5-F Ei-% 554
& E &% & &)
T T S
6, 61 EprEh EgEg
(1.17)
é - € é, - Téy & - rsinbé,
= Tég - €, T€g - TEp rég - T5INOE,,
rsinfé, - €, rsinbé, - réy rsinbé, - rsinbé,

1 0 0
=10 r? 0
0 0 r%sin’d
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Capitulo 1. Enquadramento tedrico

J& o tensor métrico em coordenadas esféricas mas em componentes contra-

variantes sera

1 0 0
D .
g7 =¢" el =gyl = |0 1/r? 0 (1.18)

0 0 1/r%sin®0

O que torna evidente a validade da expressao g™*gy; = 5;» por multiplicagao

de matrizes.

1.2 Derivada Covariante e Aparecimento dos Sim-
bolos de Christoffel

Para comegar vai ser considerado um campo escalar ¥ (q',¢,¢3,...,¢") num
espaco N dimensional, e temos
o
dyp = —dq' 1.19
V=g (1.19)
(somatorio em i subentendido).
E o gradiente do campo escalar v (¢*):
A=
Vi = —¢ 1.20
v (1.20)

Sabendo a partida que numa base curvilinea obliqua {EZ} e em componentes

contra-variantes, um campo vectorial ‘_} (¢") é expresso da seguinte forma:

i (¢') =ViE (1.21)

Pela regra da derivada do produto ird obter-se, nao esquecendo agora que

os vectores de base, em geral nao unitarios, sao também em geral funcao da posigao,

(1.22)

oV () o (viz) - (ZZ o Vaifl
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= . .
E sendo verdade que, g;; é ele proprio um vector com as respectivas com-

ponentes,

%! — — =
aqj = () €1 +() E9 +() ez + ..., (1.23)
pode-se escrever,
0%,
8;7 Fk gk ) (124)

onde I'¥ . serd o simbolo de Christoffel (subentendido o somatério em k).

Fazendo as devidas substitui¢oes na expressao anterior (1.22) ird obter-se a

chamada derivada covariante do campo vectorial 7 num espaco N dimensional,

oV (¢') _ oV = iTk =
G P 1.2

Olhando agora para os simbolos de Christoffel também conhecidos por coefi-

cientes de conexao, estes possuem uma propriedade de simetria nos indices inferiores

que é demonstrada da seguinte forma:

— 2—> 2 =
L _ 07 _ o= _ o'W _ o7 :;<‘9?>:3SJ (1.26)

aq’ J¢ 0¢’0q¢®  0q'0q’ oq’ aq"
= . 9z} = %)
Como g;; = Ffja_;: assim como 3+ = Fk .k, e ainda g;;- = 5o torna-se

6bvio que I, =T,

Por forma a obter a expressao que dé o resultado de I'¥. ; em termos dos B4

e das suas derivados, volta-se a expressao ‘35; = Fk i€k e toma—se o produto,

0T ko ko o

17



Capitulo 1. Enquadramento tedrico

7 . —,L> — i ez
Como ¢ sabido &' - £; = 4} j& que,

e - 5_; =& ~gjk€7 = (5’ . ?) ik = nggjk = nggkj = 5} (1.28)

E ainda que, para um qualquer campo vectorial ?,

7o = (Fg})- & =P <e—;e) =[5 = F'
(1.29)
F.8=Fd=F
Por estas razoes,
- = m m
LY em- el =100 =T7" (1.30)
Ou seja, I' = e g;; el = zi - gg—f
Definindo o simbolo de Christoffel de primeira espécie:
dE; 0z
. m - v - v
[0 K] = gm kL5 = gmalm - 57 = &k - 57 (1.31)
q q
Como g; ; = GE 5—j>, podemos escrever que,
99i ; 0%; = | = 35_; 99i ;
—L.gtE = =ik, §]+[j ki 1.32
aqk aqk J aqk aqk [ ]] [] ] ( )
Com [i 7, k] = {aggf + 89” r— %gqi,f }, expressao que ¢é facilmente compro-

vada pela seguinte demonstragao:
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1.3. Operagoes Diferenciais Tensoriais

- 1 {0g9ix  O9jk  09i;

[ 7, k] :2{ Oqo dq - 8(]’“}

S AEA (e d A+ ik + i~ R =GR}
=S {20 . K)}

:[237]{}

Onde [i j, k] = [j i, k].

Por forma a obter a expressao geral que da o valor dos coeficientes de co-

nexao multiplica-se tudo por ¢** e vem:

9" (gmiT7) = (9" gme) TTy = 05,175 = T3,
& T3, = 0" |gm il 75| = 9" [i 4, H]

1 {0gix  Og9jk  09ij (1.34)
VAN L A I8 ZI '
(] 9 2{8q] + aql aqkz
1 99ik  O0g;r 09
e =gkl = JE I
oY {aqf Tag o [

que sera a expressao geral pratica usada nesta tese.

1.3 Operacgoes Diferenciais Tensoriais

1.3.1 Gradiente

Como ja foi referido a expressao tensorial do gradiente de um campo escolar

Y (q') é:

i 1.35
_6qi€ (1.35)

QD
<

Vy

— .

Também se sabe que €' = ¢ 95_j> e ao recordar que se estivermos em coorde-
: . ) 1 s 1 : -1 .

nadas ortogonais e nao obliquas [¢'’] é diagonal, que [¢"?] = [¢’'] ~ e que 2 = hié;

pode escrever-se que:

19



Capitulo 1. Enquadramento tedrico

é; (1.36)

Fazendo as devidas substituigoes na expressao inicial (1.33) fica:

A

VU= S

(1.37)
Com h; = h; (qk> e e = ¢ (qk)

Se se pretender escrever esta igualdade em coordenadas cartesianas tem de

estar presente que:

o

dq' . | O,
= 7 €x ay ey +

aq'
—é 1.
5, ¢ (1.38)

E sendo assim fica-se com:

I

_aqig

oog .  oWog. I,
- oq* Ox €a 7+ 87]1 dy Gt 8qiaez
oy, oy, O

= axex + 87y6y + gez

Vi

(1.39)

1.3.2 Divergéncia

Para coordenadas curvilineas obliquas, a divergéncia de um campo 7 (q")

¢ de forma geral definida por:
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1.3. Operagoes Diferenciais Tensoriais

forma,

— izt
V.V oo 2VE)
oq

SV e )

— oV’ ;
= (57 3) : [8qﬂ —I—Vkaj]

=6 <an‘ +V ij)

(1.40)

%
-
=V

+ VT,

Y ; dg; 9g; ;
Revendo a expressio () sabe-se que I'j ; = $¢™ {889(;]-’“ + gf]ik - 8‘2 ,j} e dessa

ry=-9m" — — 1.41
J4 que g™ = g™,
 Odkm Ogei . 0
im 99km _mi O9k — gim Jik (1.42)

g oq* g oqm oqgm

E desta forma os dois tltimos termos anulam-se e obtém-se a expressao:

e, =-¢™ 1.43
Fazendo as devidas substituicoes:
% 1 . Oy
V- 7 — Vi = 4kl gmIlm 1.44
7 dg i 29 oq* (1.44)
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Capitulo 1. Enquadramento tedrico

Agora, utilizando a parecencas entre a expressdo utilizada para T e a
expressao da derivada de um determinante onde os seus elementos sao coordenadas
¢", pode-se escrever de outra maneira o resultado obtido, desta vez expresso em

termos do determinante de matriz que representa o tensor métrico.
9, im 01
— = —_— 1.45
o (9) = g9 9 (1.45)

Onde g = det [gij]

Olhando para a expressdo de I'},| repara-se que esta pode ser escrita da

seguinte forma,

; 118g_18\/§_109

Z. i 1.46
kT 29g0q* /g 0¢* 2,/g 0¢* ( )
Se g = det ([g]) > 0, substituindo em I', fica-se com,
v’ v’ 1 0dg
V-V V= VT, = 25 vk 1.4
Ji a i + ki aqz + 2\/§ aqk ( 7)
avi

Ja que 7 em o7 ¢ mudo, este pode ser substituido por k e passa-se a ter:

1 99
Vevi=S vk
v 2,/g9 0q*
1 a k 1
- g% 8qk (V g )
1 (oVF\ + 1  9g2
6V’“ 1 1 1 89
—Vis9 2
3Vk 1. 10g
,V -z
rya " g 0k

Conclui-se entao que se pode escrever,
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1.3. Operagoes Diferenciais Tensoriais

ov?

VoV =Vi= e VAT
_OVE e ag%
- 1.49
= 2 V)

1.3.3 Laplaciano

Como ja é sabido o laplaciano de um campo escolar i) pode ser definido por:

V-V =V (1.50)

No entanto, agora vai-se aplicar isto mas usando a definicao mais geral,

apresentada na seccao anterior, de divergéncia.

Para isso Vi (¢ escalar) terd de ser convertido de um campo vectorial
covariante para uma representagao contra-variante através do tensor métrico, ja que
ao escrever V - 7 = V;Zl, estd-se a fazer a deriva da covariante de um vector em
representacao contra-variante, ou seja:

0
Vi = X ? (1.51)
oq*
Onde 2 5e 9y — (V) ,, ¢ a componente covariante de V).
E assim sendo a respectiva componente contra-variante sera:
i i O
(Vi)' = g™ (V) =g ’“a—qk (1.52)

Fica-se entao com a expressao com a expressao do Laplaciano por vezes
também chamado de operador de Laplace-Beltrami, para um qualquer nimero de

dimensoes:
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Capitulo 1. Enquadramento tedrico

oq*
| g - (1.53)
o V) = L ik
v g 04; (gzg W“)
A equacao de onda respectiva seria:
— —1=0 1.54

com %, k em 4D.

1.4 Equacoes Geodésicas

Quando se fala em equagoes geodésicas (linhas de menor distancia em espa-
¢os de Riemann) a maneira mais geral de chegar até elas sera o calculo variacional,no
entanto aqui vai ser utilizado a queda livre de graves, vista num chamado "referen-
cial elevador", onde as coordenadas de qualquer objecto em queda livre sao dados
por X% .com o = 0, 1, 2,3 no caso do tempo, espaco 3D. Para além, deste referencial
também sera considerado um outro referencial inercial "da Terra'"subjacente e ai as

coordenadas serao x¢, com p =0,1,2, 3.

Segundo o Principio de Galileu ao considerar-se um objecto em queda livre

as coordenadas no "referencial elevador'serao constantes e por isso tem-se,

dXx* > X
= = 1.
o =0(va) = S5 =0, (1.55)

com ¢ sendo o tempo medido pelo objecto em queda livre admitindo que

estao a ser considerados os efeitos temporais como em relatividade restrita.

Agora, relacionando as coordenadas de um objecto no "referencial eleva-

dor"com as suas coordenadas no referencial inercial "da Terra', obtem-se

X = X (29 (1.56)

E através da regra da derivada composta tem-se,
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1.4. Equacgoes Geodésicas

dX* X dz®

dg oxe dig

(1.57)

E por isso,

dQXa_i dX® _i (‘3X“@ _0
dez2  de \ d¢ ) de \ Oxe dc )

o 0X d?x? i 0X« %
o0z dg? | ds \ Ox¢ dg

(1.58)

=0

- 8Xad2:c9+ [0 [0X*\ dx* da®
0x? dg? Ozt \ Oz¢ | dg | dg

00X d?x2 0?X® dxt dx®
. + — =
0x? dg? Oxroxe ds dg

Az

Multiplicando tudo por 5%7,

ox* 0X* d?x@ N ox* 9*°X“ da" dx®
0X® Oz d¢? 00X Jdxrox? ds dg

—0 (1.59)

gz 9X* _ 9z _ A
X Ber = orc = 59 € como

A

Ja que e x¢ sao independentes,

2,.0 A 2 v 1% o
5Adx ((%U 0°X )d:c dx _0 (1.60)

¢ d¢? 00X oxroxe | ds dg

Aos factores entre paréntesis chamaremos "coeficientes de conexao", que sao,

de facto, os ja referenciados simbolos de Christoffel:

oz PX* |
59X Dordme I (1.61)
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Capitulo 1. Enquadramento tedrico

Deste resultado destes simbolos de Christoffel onde estao envolvidos dois
sistemas de coordenadas, pode-se deduzir, apds extensos calculos, a expressao mais

préatica que tira partido do tensor métrico e suas derivadas e que ¢ '], =

dgp0 | O 9 . . . : )
% g°r ( ;;M + gg‘c‘f - g;‘f), ja deduzida atras e agora descrita num mesmo sistema

de coordenadas (Neuenschwander [2015).

Obtém-se

d?z* ) dxt dz?
+ -
dec? ne e dc

=0 (1.62)

Fica~se entdo com a trajetéria no espago e no tempo (A = 0,1,2,3) do
objecto, medida "no referencial Terra", mas valida em qualquer outro referencial

ainda que nao-inercial.

Como ja se constatou os simbolos de Christoffel podem ser escritos apenas
em termos do tensor métrico e das suas derivadas. No entanto, é de ressalvar que
o parametro ¢ é mudo e ja que este desaparece na resolucao conjunta das equagoes

geodésicos pode ser trocado por outro parametro covariente.

1.5 Obtencao do Tensor Métrico Acustico

Para comecar vao se escrever as equagoes de continuidade e de Euler de

uma forma nao linear:

ap B
oY
W+(7-V)7:0 (1.64)

E como as ondas actsticas estao relacionados com as perturbacoes de pres-
sao, densidade e velocidade (pl,pl,ﬁl, respetivamente) em relagdo aos valores de

equilibrio sem a propagacao do som (pg, po € 70).
p(?a t) - pO(?a t) + pl(?7 t)

V(7)) = Vo(T.t) + V1 (7, 1)
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1.5. Obtencao do Tensor Métrico Actistico

Por forma a obterem-se as equacoes classicas e lineares da mecanica dos
fluidos relativas as variagoes das variaveis perturbadas vao-se realizando diversas
simplificacoes e comega-se por tornar o termo de arrastamento (77-V) ) da equacdo
de Euler tao diminuta que se passa a considerar 0. Ainda na equacgao de Euler

Vpo =~ 0, ja4 que este sofre apenas pequenas variagoes espaciais.

Passando agora a equacao da continuidade com pg fixo obtém-se:

S(po+p1) + V- [(po + p) V] =0
(1.66)
S0+L 4V (V) =0

e como p1 << pPo,

<:>%?+p0v-7:o (1.67)

Tendo em consideracao a equacio de estado, da mecanica de fluidos, que
relaciona as variagoes de pressao com as variagoes de densidade e multiplicando a
equacao 1.5 por (g—’;)po que por sua vez da termodinamica dos fluidos sabe-se que
é igual a ¢? (c= velocidade do som na 4gua), estamos em condigoes de escrever as

equagoes que se tinham definido como objectivo:

%f + p%pl =0
(1.68)
P+ 2p V2 =0

Prosseguindo o raciocinio em busca das novas e mais simplificados versoes
destas duas equacoes da mecanica de fluidos, vai-se derivar em funcao do tempo
oY

depois de se isolar o termo 7 e pela conjugacao das duas vai-se obter a equagao de

onda linear, em funcao do campo escalar de velocidade que definido no inicio:

%%p = AV
(1.69)

2y(7
= V2w(7>7t) - _c%a wa(tQ 7t)

Provado na dissertacao anteriormente referida, sabe-se que Vp = C%Vp,

realizando a substitui¢do na equagao da continuidade e de seguida multiplicando por
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02(7) fica-se com uma nova versao linear da equacao da continuidade em funcao da

velocidade, pressao e densidade:

?)f +(Vp)- T +Ep(V-7)=0 (1.70)

A nova forma de ser escrita a equacao de Euler surge realizando um manu-

seamento em todo parecido com as forgas externas conservativas:

W (V V)V =-Lvp+

(1.71)
©p|ZL+ (V- V)V =-Vp+p7d
Retomando a equagdo (1.8), assumindo que p; = C%pl e desprezando os
Termos e 2% ordem ird obter-se:
%(]90 +p1) + V(po +p1) - (U_O> + U_1>) + A(po+p1)V - (U_g + U_1>) =0
< % + % +(Vpo) - 0 + (Vpo) - 01 (1.72)

+<Vp1)’U_o>+02[p0V"U_o>+pov‘U_1>+p1V'U_o>]20

Apébs se realizar a separacao dos termos perturbados e nao perturbados,
acaba por se perceber que os termos nao perturbados sao iguais a uma expressao ja

conhecida e que se sabe ser igual a 0:

0
oo

T (Vpo) - 0 + EpoV - 05 =0 (1.73)

Tal como ja foi dito as ondas acusticas sao associadas aos termos perturba-

dos por isso aplicando (1.11) obtém-se:

)
op

o (Vo) 1+ (Vp1) - 06+ A(poV - 11 + V- 75) = 0 (1.74)

Fazendo os mesmos passos para a equacao de Euler fica-se com mais duas

novas formas de escrever as duas equagoes dos fluidos:
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o — T o4 (o) o
~ WjL(UO'V)UO T Po ﬁjL(Uo-V)UNL(Ul'V)UO +Vpr =0 (1.75)

De seguida para além de ser considerado c?p; = p;, introduz-se ainda um

ey
ot
simplificar mais as expressoes:

operador diferencial + 15 -V = Dy e ainda duas novas igualdades por forma a

(Vpo) - U_1> +p1(V - U_o>>

F
(1.76)

(@ - V)& + 2Dyt = F

Aplicando estas ultimas igualdades e considerando apenas que as perturba-
¢Oes sdo muito mais pequenas que os valores de equilibrio (pg, poevo), vamos ficar

Cco1m:

[Dop1 + 2poV - 51)] +F =0
(1.77)
[Dov_1> + %Vpl] + 172 =0

O préximo objectivo serd obter equacoes diferenciais de segunda ordem que
terdo um termo em comum que fard com que seja possivel haver uma expressao

abrangente aos diferentes casos de estudo.

De forma a obter-se uma das equacoes diferenciais de 2% ordem ira ser feita e
combinacdo das equacoes anteriores através dos termos V- (o4 -V)vf e V-4 (V- 77),
que apos algum calculo, que se encontra por extenso na dissertacio do GMAR EN-

AEL Rocha, chega-se a conclusao que:

V(T V)R]~ V@ = Y (a - a) (1.78)

=iz Ox;  Oxy

E ganha-se de novo mais uma forma de escrever a equacao da continuidade:
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0 1 1 Vo
— = |—D -V |— — —(D
ot (,0062 0171) \Y (,00va> \ [pocz( 0]91)]

(1.79)

3 8v0k (%U F 0 F1 Vo
_ v .E_ () _vy.
+ZZ<% M) V- F at( ) v =0

2 2
k=11i#k PoC PoC

Mas se chamarmos a equagao (1.16) de Fj ainda consegue se compactar

mais a equacao anterior ficando por isso com:

0 1 Vo 1
A > %P I v U -
5 (pOCQ op1> \ [pocg( op1) + Po Vpl]

(1.80)

F —
0 (1>+v.<”°2F1>+V~?2—F3
PocC

T ot Poc?

O passo seguinte passa por considerar que o vector velocidade (7(?, t)) é
igual a um potencial escalar (V@/}(?, t)), igualdade essa que apenas se pode utilizar

em fluidos irrotacionais (Vv = 0) e fica-se com:

%‘Z—l—V-(p?):O
(1.81)
1% L1 (Vo) +V-T =0

p Ot

Na equagao de Euler as forcas externas vao ser desprezados e assumindo o
fluido irrotacional (V¥ (7,t) = 0), obtém-se:

%+(7-V)7+%Vp:()
(1.82)
& T+ IV(V V) +1Vp=0

Com mais algumas operagbes matemaéticas e acrescentando um o = In(p) na
equacao da continuidade e na equacao de Euler introduzindo uma funcao potencial
(gp(?, t)) por forma a que dy) = %dp & %Vp = V4, vai-se obter as equacoes

diferenciais parciais de primeira ordem:
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9 1 V- U+ 7 (Vo)=0
(1.83)
(V- T)+p(0) =0

Volta-se agora a assumir que o valor instantaneo da variavel é igual a soma

do valor perturbado com o valor de equilibrio, isto é:

Y =1+
7 U_o> + v 1 = Uo + le (184)

0200+0125”P0+p%01

Eliminando as varidveis nao perturbados e multiplicando por p, a equacao
da continuidade e a de Euler por %, as duas equagdes passam a ser escritas da

seguinte forma:

poDoo1 +V - (poVip1) = 0
(1.85)
£ Dotpy + poor = 0

De seguida aplicando o operador Dy = % + -V A equacao de Euler e
com Dyoq = a"l + vo Vo, ird juntar-se as duas equagoes anteriores e apds algum

calculo resulta.

gt ( 0¢1) -V (U_(J>IZ[2)D0¢1 - PoV%) =0 (1.86)

R
Com, py = p0(7,t),c = c(?,t),v—g = 00(7,t),¢1 = psi1(7,t)e V. =
0 & o = Vi
Até agora tem se visto que através de uma separacao perturbativa (7 =
w5+ 1, p = po+ p1, p = po+ p1) é conseguida a linearizacdo que se pretendia,
agora torna-se capaz de confirmar que nos varios casos ha algo em comum e que o

operadores diferenciais que se obtiveram estao na forma:

O (4nuf) v (W Dot - avun) =0 (187
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onde, a = a(7,t), c = c(7,t), 05 = 0 (7, t), f = f(7,t) e Dy = 2+7(-V

O objectivo agora sera a partir do operador diferencial anterior encontrar-se

uma formulagao tinica mas que possa ser usada de forma geral.

Para comecar tem de se ter presente que em 3D e coordenadas cartesianas,

o 0 ol
N l@x dy 82] (1.88)

N N R
0z

A este podemos acrescentar uma componente temporal e depois de intro-
duzir uma abreviatura 0,, onde v ird assumir a vez os valores 0, 1, 2,3 (¢, z, vy, z,

respectivamente), fica-se com:

0 0 o0 0

&l
2
9
d,[f] = 3 f= [8t or 87y 82] = f(t,z,y,2) (1.89)

Ay

9

9z

Pegando no caso da propagacao de uma onda sonora sobre um meio ho-
mogéneo e sem variacoes espaco-temporais da velocidade da propagacao, pode-se

escrever:

-5 0 0 0| |&

1 92 o 0 0 0 10 0]|2
_77f+v2f: - 2 7 = ox f
c2 Ot? ot Ox dy 0z 0 01 0 a%

0O 0 0 1 %
(1.90)
_109f

c? ot

o 12f  0*f  O°f | O*f 1
_ oz - _ - 2
B % 028t2+8m2+8y2+822 02+vf

of

0z

Como no operador diferencial tanto % e V atuam a esquerda fica-se com:
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0 (a a
Substituindo por Dy = % + -V f, fica-se com um operador diferencial
4D,
0 (adf = w9
l&t (CQat—l—vo Vf)]%—v [<v0c2<8t+vo Vf aV f
0 fa (Of of of of
~ o [ <8t T, Ty, TG
O fa(, Of 2 0\0f of of
+ oz |2 (vogc 5 (¢ —v5,) 5 + Vo, Voy By + Voz Vo 5
o [a( of of of of ]
+ 37y g (’onat + U()mvoy% — (02 _ U§y>87y + ’onUOZa
- ) (1.92)
O faf, of of Of 22 98] _
+ I~ -02 <U0z ot + onvozax +U0yU0Z ay (C UOz) - | =
1 Voz Doy Vo2 6f/8t
[Q ] @:| g Vozx _( 2 — U%m) VozVoy Vo2 V02 af/ax
ot Odx Oy 0z] 2 Voy oz oy —(C2 _ Ugy) Voy Vo af/ay
Vo» VozV0z Vo, V0> —(2—=v2)| |0f]0=
0

(&))< [3(5) oo

Juntando o campo escalar de interesse f (?,t), Nno NOSSO €aso, O campo
escalar de variacao de pressao do fluido, identificado com o som em propagacao,

fica-se com a equagao das ondas de um campo escalar qualquer f(z,y, z,t) na forma:
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Capitulo 1. Enquadramento tedrico

—1

2 0 @]7 U0z
oxr 0 0z 2

Y C _on

—Voz

—Vogz
A — v,
—VozVoy

—VozV0z

—on —Voz 8f/(9t

—VozVoy —VozVoz af/&c

C2 - U(2)y _UOyUOz af/ay

—vgyVo. 2 — V3, | |Of/0z

=0, (1.93)

aqui c(?, t) é a velocidade local do som, a(?, t) uma fungao que podera ser

a densidade do fluido subjacente como exemplo e w0 (de componentes cartesianas

Voz, Voy € Vo) a velocidade desse fluido.

A partir da equagao diferencial de onda (1.93) poderia comecar-se uma

abordagem ondulatéria de propagacao sonora. No entanto, seguir-se-a a aproxima-

¢ao habitual, em geral mais simples, da descricao geométrica dos raios sonoros, em

que o ponto de partida é, como se sabe, também a equacao diferencial das ondas

(sem perdas por dissipac¢do), mas, neste caso, expressa em termos do tensor métrico

(actstico) e das subsequentes equagoes geodésicas, a semelhanca da descrigdo da

propagacao de ondas electromagnéticas num espago-tempo fisico, onde a respectiva

curvatura, expressa pelo tensor métrico apropriado, traduz o antigo "campo gravita-

cional"do corpo celeste junto do qual se propagam as ditas ondas electromagnéticas.
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Capitulo 2

Do Tensor Métrico Acustico as

Equacoes Geodésicas

2.1 Tensor e velocidade do som

Neste capitulo iremos proceder ao calculo das equagbes gerodésicas associ-
adas as diferentes expressoes do campo de velocidade do som ¢, tendo por base a

noc¢ao de tensor métrico definida anteriormente.

. a —02 + 7570 —7g
Jap = E ?0 I ] (21)
afB _ i —1 _7g
g N ac |:70 C2[ — 707(7;] (22)
detgop = _a: (2.3)

c2

Assumiremos o meio em repouso, o que facilitard o calculo uma vez que

Voz = Voy = Vo, = 0. Nestas circunstancias o tensor métrico acustico serd diagonal:
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Capitulo 2. Do Tensor Métrico Actstico as Equacoes Geodésicas

—1/ac 0 0 0
0 c/a O 0

g“P = / (2.5)
0 0 c¢c/a 0

0 0 0 c/a

Como ja foi anteriormente referido o valor de a sera uma funcao que podera
ser por exemplo a densidade, mas inicialmente e partindo de novo do caso mais
simples ira ser considerado como uma constante, e basta dizer que este sera constante
sem que lhe seja atribuido qualquer valor, porque como se vera mais a frente ao ser
feita esta consideragao a constante a nao tera qualquer implicacao na obtencao dos

valores dos coeficientes de conexdo.

Na determinacao de ¢ (velocidade local do som) optou-se por obter diversas
expressoes a variar de acordo com um determinado campo de temperatura, que

ainda néo foi referido.

A escolha das expressoes de ¢ foi feita tendo por base a dissertacao de
mestrado de 2017 da 2°TEN Evangelista Paiva (Paiva [2018) para que desta forma
pudesse existir no final uma comparacao de resultados e se puder aferir qual o melhor

método de obtencao das trajectorias dos raios actsticos.

A primeira expressao (Modelo A), que se ird utilizar para a velocidade do

som é:

o(T) =VEKRVT, (2.6)

onde ¢ sera entao a velocidade do som, K a relacao dos calores especificos a
volume e pressdao constantes, R a constante dos gases e por fim T'(z, y) a temperatura

absoluta de um local com coordenadas em (z,y).

Esta expressao oriunda da teoria cinética dos gases, é usada no artigo
"Acoustic computer tomographic pyrometry for two-dimensional measurement of
gases taking into account the effect of refraction of sound wave paths'(Lu, Wakai,
Takahashi e Shimizu 2000), em que o foco foi conseguir projectar a distribui¢ao

bidimensional da temperatura, tendo em conta a refracdo das ondas do som.

Outra das expressoes (Modelo B) que sera utilizada para a velocidade do
som sera a utilizada no artigo "Study on the high precision acoustic measurement te-
chniques for determining temperature field around seafloor hydrothermal vent"(Cai,
Fan, Zhou, Fu, Fang e Jin 2012),
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2.1. Tensor e velocidade do som

c(T)=a+BT+yT?+eT?, (2.7)

em que «, 3,7, € sdo os coeficientes constantes, cujo valor a utilizar na pre-
sente disserta¢do serd o mesmo para todos (0,1) e T" volta a ser a temperatura de

um local com coordenadas em (x,y).

Por fim vai ser utilizada a expressao desenvolvida em 1974 por Del Grosso

para a velocidade de propagacao do som em aguas ocednicas (Modelo C),

r T
)

¢(T, S, P) =1449.08 + 4.57 (T) e |5+ ()] +1.33(S — 35) ¢ L7%0]

, 0.9
+ 0.1522P6[Tﬂ)+%] +1.46 * 10_5P26_[%+Si}30] 7

com c igual a velocidade do som em m/s, T a Temperatura em graus Celsius
(°C), S a salinidade em ppm e P a pressao em atm (Kinsler, Frey, Coppens e Sanders
1999). Tal como as expressoes utilizadas, também os valores de S e P vao ser os
mesmos ja utilizados em 2017 pela 2°TEN Paiva, e por isso S serd tomada como

valendo 35 ppm e P assumira o valor de 100 atm.

Iremos seguidamente mostrar os graficos da velocidade do som na agua em
relacdo a temperatura que vird em graus Kelvin para as duas primeiras e em graus

centrigados para a expressao de Del Grosso.
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170 T T T T T T T

160 - 1

c [m/s]

05 4

120 B

. . . . . . . .
300 350 400 450 500 550 600 650
T[K]

1

(B) ¢(T) =a+ BT +~T? + €T3, com a, 3,
(A) ¢(T) = VKRVT. v e € igual a 0,1.

1600 - 4

1580 4

1560 4

1540 4

c [m/s]

1520 4

1500 4

1480 4

1460 [ L L L L L L L |
50 100 150 200 250 300 350 400
TIec]

(c) Para a expressiao de Del Grosso.

FiGura 2.1: Graficos da velocidade do som para as diferentes ex-
pressoes.

Como se pode observar estas expressoes apresentam limitacoes uma vez que
nao foram pensadas para umas tao elevadas profundidade e temperatura mas ainda
assim os resultados esperados sao de grosso modo aceitaveis e os expectaveis ja que
é observavel a crescente velocidade do som com a temperatura nos graficos (A) e
(B). No entanto no gréfico (C) é nitida uma inversao a partir dos 70°C o que prova
a sensibilidade desta aos altos valores da temperatura ja que a expressao de Del
Grosso foi pensada para um intervalo de temperaturas de 0° a 35°C (Del Grosso
1974). Esta inversao vai ajudar a justificar o que se vai poder observar no capitulo 4

nas figuras 4.24(A) e 4.25(A) que é a convergéncia dos raios para a fonte hidrotermal.

Apesar de terem sido escolhidas estas trés expressoes, € de referir que o
programa desenvolvido permite que, quando existir uma expressao que retrate o

que se passa a temperaturas elevadas, com maior veracidade possa ser utilizado.
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2.2. Determinacao do Campo de Temperatura

Torna-se também importante referir que para um melhor esclarecimento dos
estudos desenvolvidos por de tras das expressoes que se vai utilizar para velocidade

do som deve ser consultada a referida dissertagdo de 2017.

No sub-capitulo seguinte vai ser explicado como se chegou ao campo tem-
peratura, que é o parametro a faltar para se poder comecar o calculo com vista a

obtencao das geodésicas.

2.2 Determinacao do Campo de Temperatura

O pretendido para esta expressao sera encontrar uma funcao Gaussiana que
se assemelhe em tragos largos com o que é o comportamento da temperatura no

interior de uma fonte hidrotermal e por isso propos-se a seguinte expressao geral:

T — Ae—™ V(@—221)%+(y—y21)? e~ (20—211) L TK 4 TM (2.9)

Nesta expressao A é a temperatura maxima no centro e a saida da fonte em
graus centigrados(°C), ap é a constante de decaimento vertical; «; a constante de
decaimento horizontal; z; é o valor em metros da profundidade considerada; z1; a
altura da chaminé da fonte hidrotermal em metros; xs; e Y21 sdo as coordenadas da
origem; T'K ¢é o termo que adicionado a T'M permite obter a temperatura em graus

Kelvin e TM a temperatura ambiente da dgua do mar, longe da fonte hidrotermal.

2.3 Determinacao dos Coeficientes de Conexao

Neste sub-capitulo vai-se proceder ao calculo dos coeficientes de conexao
para as trés expressoes de ¢(7') e para isso volta a ser necessario recordar a expressao

jé referida no capitulo 1 através da qual se obtém o valor do coeficiente de conexao:

1 99,  Og dg
T — Zq°° p rp Ko 21
i 29 (8:6“ + ox? oxP ) (2.10)

Este sub-capitulo vai ser dividido em trés para que seja mais facil destingir o
calculo dos simbolos de Christofell para as diferentes expressoes que vamos atribuir
a c. Torna-se importante referir que uma vez que o tensor utilizado é mesmo para
as trés expressoes o nimero de Christofells com valor diferente de zero sera o mesmo
pois o céalculo vai ser igual até ao momento em que se torna necessario calcular o

valor da derivada de ¢. Cada uma das trés partes vai ter demonstrado o calculo para
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Capitulo 2. Do Tensor Métrico Actstico as Equacoes Geodésicas

dois dos coeficientes nos restantes apenas sera apresentado o valor final do mesmo
para que a leitura nao se torne repetitiva, no entanto em caso de duvida calculo

pode ser consultado no Apéndice.

Para uma melhor e mais facil compreensao e melhor simplificacdo ainda

foram consideradas as seguintes igualdades que utilizaremos em todo o texto:

o« W = Ae—V(@—22)*+y—y21)’ g—ao (z0—211),

e T=TK+TM+ Aeor V=) 12" g=a0 (z0=21) — TK 4+ TM + WV;

e d= \/(33 —x21)* + (y — y=)”;

« H= WOél(.ﬁE — 1’21)

o J= WOél(y - y21)

e ¢ = a expressao da velocidade que se esta a tratar.

2.3.1 Para o Modelo A

1 dg9,1  Oqgo 0901
o _po _ 1o p P
b=t =gt (5 + 5~ @1y

Sabendo que g*"é diagonal, para que g°” # 0 = p = 0, por isso:

1 9901 9900
Fglzrcl)oz g00<8x0 + 8x1 -0

g0+ 900 _ 0)

ozl

2
1
2
1 0
= igoo 900> /vt =21 (2.12)
1
2

Considerando W = Ae™™ V(@—e2)* +y—y)? e~ (20=211) ¢ realizando-se a de-

rivada em funcao de x ird obter-se:
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2.3. Determinacgao dos Coeficientes de Conexao

(—c):aa(—\/KR\/TKJrTMJrW)
T

Waoa 22 —2x9) VKR (2.13)
4\/x—x21 (y — y21)> VIK + TM + W

Por forma a simplificar a expressao d = \/ (z — x91)* + (y — y21) € substi-

tuindo agora na expressao:

FO _FD _ 1 (WOdl (237—23721) \/KR)
oL 10 2(VERVW +TM +TK) \  4dvVTK+TM+W
_1 Won(z — z) (2.14)
Ad(TK + TM + W)
__n
4T

Partimos agora para os proximos coeficientes de conexao onde serao consi-
deradas as mesmas igualdades que no coeficiente de conexao anterior para simplificar

o calculo.

1 99,2 (990 9902
0 0 p p
Loz = F 59 ’ < 020 8:52  Oxr
} 00 9902 8900 _
2g oxY 8x2 0
1
= 5900 O + aa‘?;);) - 0)
(2.15)
_ } 00 [ 9900 / 2 _
29 oz2 |7 Yy
1 1 0
2 <_ac <8y> (—ac)

Agora realizando-se a derivada mas desta vez em funcao y, ird obter-se:
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0 0

— ()= — (VK RVTK+TM+ W
5y ) ay(\/ VIK+TM + W) -
:WOél (2y—2y21) \/KR )
4d+/TK+TM+ W
Realizando as devidas substitui¢goes na expressao obtem-se:
F82:F80:— 1 (W()él (2y—2y21) \/KR)
2(VERYW +TM +TK) \ 4dVTK+TM+ W
_ 1 Wai(y—ya) (2.17)
4d(TK +TM + W)
__J
- 4dT

Tal como ja foi referido de seguida vao ser apresentados apenas os valores
finais e nao nulos dos restantes coeficientes de conexao, no entanto todos eles se

encontram calculados de forma detalhada como foi feito até aqui no Apéndice.

[, = T (2.18)
[, = 4d}€T> (2.19)
[, =T3, = 4d‘](T) (2.20)
T3y = —4dH(T> (2.21)
T35 = 4ﬁT) (2.22)
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2.3. Determinacao dos Coeficientes de Conexao

Fgo_ JiilR
Ffl__zldJ(T)
Fg?’:_éldj(T)
e =T2 = 4d}€T)
2. 4d(](T)
L =T = 4dh([T)
Fio =Tas = 4d(](T)

2.3.2 Para o Modelo B

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

Como ja foi referido no inicio do sub-capitulo o calculo do valor do coeficiente

de conexao vai ser igual até a derivada de ¢ e por isso para evitar uma leitura

repetitiva vai-se partir do instante seguinte:
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1 /(0
9, =t =~ (m;) = (2.30)

O passo seguinte vai ser calcular a deriva de ¢ em funcao de x:

0 0 9 3
_  WaiB 2z —2x9) +3W0416(2x—2x21) (T)?
N 2d 2d
Wyar 2z —2x9) (T)
+ d
_ WOQB C(;U — I21> i 3W0616 (.Td— 1321) (T)2 (231)
2Wyay (x— x91) (T)
d
_HB  3He(T)* 2H~ (T)
S R R

_ 5 (8 +3€(T)* + 27 (T))

Voltando ao calculo do simbolo de Christofell:

. (2.32)
=— (Zf (ﬁ +3e(T)” + 2~ (T))) <022
- (£ (B+3¢(T) +2¢ (1))
2c

O segundo exemplo como se vai poder constatar vai ser em tudo igual ao
anterior com a excepcao de que este vai ter uma derivada em relacao a y em vez de
x o que fard com que resultado final se altere. Para a sua resolucao vai-se partir do

mesmo ponto de partida:
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2.3. Determinacao dos Coeficientes de Conexao

1 /0
g, =Tl =~ (ay> = (233

Aqui encontra-se a derivada em funcao de y que se tinha falado anterior-

mente cujo resultado sera:

0 B ) 2 3
%(_0)_%( o= BT —yT? =T
_Wai B (2y —2¢m) +3W041e (2y —2y21) (T)?
2d 2d
Wryar 2y —2yx) (1)
* d
_ Wa156(ly—y21) +3W041€ (?/d— yar) (T)° (2.34)
2W ey (y —yar) (T)
+ d
Jﬁ 3J6( )? +2J7(T)
d d d

— ‘C]i (8 + 3¢ (T)* +27 (1))

Fazendo as devidas substituicoes e simplificagoes fica-se com:

FO2—1120—
C(F(BH3e @ +29 (D)) (5 + B0 4 2 4 <)
(a+ 6 (T) + (TP + (1))

:—(§(5+36<T)2+27 (g)

(2 (B +3€(1)* +2¢ (T)))
2c

(2.35)

Agora de novo vao ser apresentados apenas os resultados finais dos restantes

simbolos de Christoffel cujo célculo se encontra em Apéndice(A).

i, —— (]; (8+3¢(T)° + 24 (T))) (;) (2.36)
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46

F%Q = F%l =
2c
. (£ (8+3¢(T)* +27 (1))
22— 2c
—_— (4 (B+36(1)° + 27 (1))
33 — 2¢

(B (B+3e (1) +27 (1))
2c

(3(B+3e(1) +27 (1))
2¢

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)



2.3. Determinacao dos Coeficientes de Conexao

(4 (8 +3¢(T) +27 (D))
2c

3 _1m3 _
F31_F31_

(2 (8+3¢ (1) +27 (1))
2c

3 _1m3 _
1—\32_FQ3_

2.3.3 Para o Modelo C

Na utilizacao da expressao 2.8 considerar-se-a:

e O =1449.08
« Oy =457

« O, =86.9

« Oy =360

« O3=1.33

« 0,=35

« 05 =120

« Og=0.1522
« O7 = 1200
e Og =400

e Og=1.46%107°

e O10=20
e O =10
Assim:

c(T,S,P) :O+OO(T)6_[(DT1+<0T2) ] +03(S—O4)67{

T | S—04 T 5704}

+ OGPG {077+078} + 09P2€7 {0710+ on

T

Os

}

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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Capitulo 2. Do Tensor Métrico Actstico as Equacoes Geodésicas

Calculemos agora os coeficientes de conexao:

1[0
[y =TY = "o (8:6) (—0) (2.49)

Tal como nos casos anteriores é agora necessario resolver (a%) (—c), por

1Ss0:

g (—o) = WOgare 01 022 (20 — 219))
ox N 2d
@2 TWay 22 —2x9) Way 22 —2x9) (T)
-0 01 052
0€ [ 201d + 022d

4 VVOgO[le_OL5 (2?[7—21'21) (04—8)
205d

O4=5_ T

()
W Oy P2 e 6 o (2x —2x9)
20;0d

04—S

N WOGPaleO%_TB (22 —229)
20+d

T 12
HOye 01 072 s (H 2H(T)
_ T
d (Old—l_ 057 d >( )

Oy—-S T T Oy—-S

HO5¢ % (04— S) HO,P?eon o L HOsPe &
05 d O d Ord

M oediem (1o (L 20)
_d[Ooe (1 <01+ 02 )) (T)

Oy—S T T Oy—S ]

(T)

(2.50)

L0 ¢ % (04— 8) Oy P2eon om L OsPeor b
05 OIO 07

Juntando esta derivada ao restante calculo fica-se com:

| one B8 (1 (g + 52) (1

_ T O4=S T T _0O4=5 (2 51)
+03e O5 (04=S)  0OgP2e O11 010 + Og Pe©7 Os 1 :

Os O10 O7

F81:1{1)0:_ 9
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2.3. Determinacao dos Coeficientes de Conexao

Calculemos agora:

1[0
Toe =T5 = o <0y> (—c) (2.52)

Verifique-se entao que :

T _ 12
9 (—c) = WOyare O ©* (2y —2yy)
dy 2d
@ Wy 2y —2yn) War 2y—2yn) (T)
_O 01 052 T
0€ [ 201d 022d ( )
_T
+W03ale Os (2y—2y21) (04_5)
205d
O4-5 T
B V[/O9 22 aqpe %11 O (2y — 2y21)
2010d
T O4-—58
0,770 —
L WOsPaye 7207861 (2y —2y21) (2.53)
JOpe O Bx (g 20 (1)
pe ©1 Oz _T (1)
= _O Ol 022 T
q 0 (016[+ 052 d ) 1)
J O3 6_015 (04— 9) JOQPQQOOL;S_OLW +J06PeoT7_O4O;S
Os5d O d O-d

o (1 (120

_r O4=8 T T _O4-58
+03€ Os (04—5) Onge O Ouo i 06P607 Os
Os O1o Oz

Obtém-se o resultado final de,

A
—07 2 2(T
o0 (1 (8 +349) @
O3 87015 (04—5) Og PQQOC‘%l_ls_OLM) Og Peol'?_oégs (254)
0 0 + Os o O10 + O7
Loa=T50=—

2c

Os restantes célculos encontram-se em apéndice sendo a expressao final:
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50

- ()8 o (- (42

Os

B 04—S T T _O4-=S
Oy % (01=5) _OyP?e i i Oypetih ]

O1o O7

T2

| one 5 (1 (g + 52)

o) 7OL5(O S) Oo P2 oéﬁs_oi O¢ P ol_oéis
e - e O11 10 . PeO7 8
. += Os - - O10 + = O7 ]
'y, =
1 2c
T T2
—or" 53 2(T
Flowe S (1= (& + 32)) )
o) 7015 O4—8 2 Oérs_oi OL_O407S
1 1 4 Ose 5( 4—=S) _ Og P eO;)l 0 | OgPe 077 8 ]
F12 = F21 = 2c
T T2
—or 5T 2(T
4 one 8 (1= (4 + 3) @
&% T &%
1 +036 25(0476‘) _ OgP 601101 10 4 OgPe 077 8 ]
|
22 2c
_r _ T2 5 (1)
o B8 (1 (3 3)
o ‘Ols(o 5) 09 P2 RTaen Og P &S
[S 41— e O11 10 e O7 8
) += Os - O10 + = O7 ]
rt. ——
33 2
Is J _T _ 1% 1 2 (T)
I3 ::—<><> Ope 91 92 |1 — | — T
00 2 d 0 Ol+ 022 ( )
T Oy—-S Oy—S
(o)

L0375 (04=5) Oy P2e o 0w . Og Pevr ™ 65

Os

010 07

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)



2.3. Determinacao dos Coeficientes de Conexao

{owe #7513+ 3)

_T O4—=S T T _0O4-S
Ose 95 (04—8)  0OgP2%2e 911 O10 Og Pe©O7  Os
+ +
) Os O10 O7
1, =
11 20
J &% 1 2(D)
q Ope ©t 02 (1 - (a + 0,2 )) (T)
_T O4—=S T T _0O4-S
+036 Os (04—5) o Og P2¢ O11 O10 + Og PeO7 Og
) Os O10 O7
2, = —
33 2c
H &% 1 2(D)
0]
i Ope ©1 02 (1 — (a + 0,2 )) (T)
_T O4—=S T T _04=S
+03e O5 (04—S)  0gP2e ©11_ O1o + Og Pe©O7  Osg
) ) Os O10 O7
I, =1%, =
12 21 20
J -E£-Z 1, 2(T)
o)
d Ope ©1 02 (1 - (a + 05,2 )) (T)
_T O4—=S T T _0O4-5
+03e O5 (04—S)  0OgP2e ©11_ O10 + Os PeO7 Os
) Os O10 O7
Iz, =
22 20
H -z 1, 2(T)
0]
T Ove m o (1= (5, + 5)) (1)
_ T O4=S T T _04=5S
+03e O5 (04—S)  0gP2e ©11 O1o + Og PeO7  Os
5 5 5 O10 O7
I, =1I%, =
31 31 2¢
J -Z-Z 1, 2(T)
0]
21 Oge O1 0 (1 — (O—l + o )) (T)
_ T O4—=S T T _04=S
+O3e O5 (04—S)  0gP2e ©11 O1o + Og Pe©O7  Os
5 5 Os O10 O7
I, =15, =
32 23 2¢

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)
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Capitulo 2. Do Tensor Métrico Actstico as Equacoes Geodésicas

2.4 Determinacao das Equacoes Geodésicas

Uma vez determinados todos os valores dos coeficientes de conexao pode
dar-se inicio a obtencao das equagodes geodésicas e para isso utiliza-se a equacao ja

falada anteriormente ,mas que se vai relembrar:

2,.a B 1.0

Cil;vL %Cg)\ﬁzo (2.67)

E de salientar, que nao ir4 ser considerado o comportamento relativamente

ao tempo g, ou seja t pois o objectivo limita-se a obtencao das trajectérias no
espaco 2D dos planos horizontais acima da boca da chaminé e que em todas elas,
A é um parametro mudo que desaparece ao acoplar as expressoes obtidas para as
coordenadas por forma a chegar as pretendidas trajectérias xo(z1), ou seja y(x), dos

raios acusticos, em planos sucessivos onde x3, ou seja z, toma valores constantes.

Este sub-capitulo ird seguir a mesma sequéncia do anterior sendo divido
em trés partes. Também este vai ter um apéndice(B) mas desta vez é no apéndice
(B)) que se encontram as equagoes finais para que quem as va utilizar nao tenha de

folhear a dissertacao até aqui e o acesso a elas seja mais expedito.

2.4.1 Para o Modelo A

Vai-se comecar pela coordenada z°:

Prd o ditdi?

d)\2 “Bah dx

Pad Lo dalde® |, et da!

d)\2 LOan d\ OLdN d\

da® da? dx? da®

[ 0 = = - 2.68

o2y axn 2oy gy Y (2.68)

d?z0 0 dat da® 0 dx® da?
2oy T

+ 20
*t H dtdz J dtdy .

2=t=

=

0

e LOIN dN

d\2 2dTd\d\ 2dT d d)\

Para a segunda coordenada tem-se:
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xl—xédzml + L Ediﬁ_
N d)\2 “Bax d\
d?xt dx® dz° dxt dzt dxt dz?
i Fl et :[11 ettt Fl ettt
S ooy Tt vy T
T e
210N dh 22N dh U3 TN

d?xt dr®\ > drt\’ dr®\’
Too | = | g | =
et °°<d)\> * “(dA) * 33<d/\> (2.60)

dz?\” dat da?
Thy | =] +20 e =
* 22<d)\> Ty 7Y

Px HKR[(dt\® H [dz\®
P + —
d\2 4d  \d\ 4d(T) \dx

L dedy  H (dy)' o H (ds\
2dT dNd\  4dT \ d\ 4dT \d\)

+T

A terceira ficara:

2 _ :,d2$2+p2 da® dz’
TEYTIE T e Ay
o T e d0de? L, detdat o, dztde’
d)\2 V0 dN d\ Lhax dh 33.dN\ d\
dax? dx? dat da? dax? dat
rz = %2 e &0 p2 200
oyt tlagr =0
d*z? , [dx° ? , [dx! ? , [da? ?
e ”00@) ) sy (2.70)
dx? 2 dat da?
I3 p) [
* 22<d)\> T

@@_Mﬂﬁf_Jgﬁ
dN\? 4d dA 4dT \ d\

J (dz\* T [(dy\® H drdy _
_4dT<d>\> *w(w) TNy

Por ultimo para z*:

53



Capitulo 2. Do Tensor Métrico Actstico as Equacoes Geodésicas

m3—Z:>d2x3—l— 3 dﬁ(@—
N d\2 Bax dn
d%x3 dxt dz? da3 dxt
s, &84 ps O8O
o TRy TR
+I‘3 dilzdil'?)_’_ 3 dixgdiﬁ_
288 dh 32 aN dh
A%z dxt dz? dx? dz?
op3 &0 &Y 4 ops & O
< e Ty T gy 70

d*>2 H dxdz J dydz

T e T waT Ny T T aNdy

2.4.2 Para o Modelo B

(2.71)

Uma vez demonstrado como se desenvolve a expressao através da qual se

retiram as equagodes geodésicas nesta e na proxima secgdo comecgar-se-4 na linha

antes das substituicao dos Christoffel pois até 14 o desenrolar é o mesmo que ja foi

feito. A primeira equacao fica entdo:

o4

d*a’ Y da® dz” _
d)2 “Bax d\
A2z dzt dz° dz dz?
opo AT opo EF G
e TR Ty T
N (4 (8+3¢(T)" +24 (1)) dt do
a2 c dX dA

(4 (B+3e(T)’+27 (1)) dt dy .
B ¢ YN

P=t=

A segunda equacao sera:

(2.72)
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L :>d2351 L dz® dx”
T =2 N =
d)\2 “Bax d\

Pt (d®\? L (da'\? ., [da3\?
< +F°°<d)\> gy ) sl

2\ 2 17,2
+T3, (dx> Lort, A

d\ L2 0N d\

8 s ) () (4

4 (5 +3e(T)* + 27 (T))) <dx>2 (2.73)

2c
%(54‘36 424 (T ))dxdy

borsentsam) <dk>
))

%(ﬁ—i—& 424 (T

(
N
X
X

Para 22 tem-se:

2 (2.74)

c dhd\
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A ultima coordenada tera:

a:g—z:d%g%— @d—zﬁ—()
N d)\2 B\ dh
A%z dzt dz? dz? dz?
o3, T Lop3 = T
< e Ty T 70 -
<:>d22+(g<6+36(T)2+2”y(T)>>d$dZ (2.75)
d\2 c d\ d\
. (2 (8 +3¢ (1) + 27 (T)))dﬁ%_o
c dhd)
2.4.3 Para o Modelo C
d? 20 dz® dxP
0 _ FO D
== e T
o g At et
d)\2 LOaN d\ 02 ax d\
Pt
a
_o 1% 1
o 58 (- (- 38) @
T M,L 1704_5 (2.76)
+Oge 95 (04—S)  0OgP2¢ ©11 10 + Og Pe©7 Os
Os O10 O7 dt de
- c A\ d\
[ J LI 1, 2(7) |
g [Ooe 01 0y (1— (O—1+ 022)) (T)
_OL O4=S T T _O4-=5S
Ose Y5 (04—S) Og P2e 911 ©Oi10 Og Pe©r7 Og
+ 3 05 4 _ 9 010 + 6 07 ] dt dy
- c drd)
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T

1

al

gy & dtddf
a dx2 A dh
Pzt (d®\? L (da'\? ., [da?\?
ﬁwﬁ%@ﬂ“h@”ww
dz?\> dxt da?
rL, (5] +ort, Bt =
* 22<<1x> T D
N
N2
e\ (H 12 1 2(7)
— [ = _ 01 092 [ 1 — [ — T
(2)<d>[6%e : ( <01 c52>>( )
_T , O4=S_ T T 048
+036 Os (O4-S)_ng e %11 %10 +06Pe07
Os Ono O7
| H E-I 1, 2(T) ]
T [Ooe 01 0y (1— (O—l—{— 0.7 )) (T)

O4—S T T

O4—S

Os

_ T __T T _
+03e 95 (04—S5) 09 P2e 911 O10 + Og P97 Os

O10 O7

|

dx

dt

d\

>2
>2

- 2 (dA
oy -z L 2@ ]
700 0 (1- (5 + 52)) (1)
_T 04-S T T _04-5
+O3e O5 (04—S) Og P2e 011 D10 + Og Pe©7 98
Os O10 Or7 dx dy
+ c d\ d\
[ H o7 T22 1 2(T) ]
0| Ooe o (1= (5 + 52)) (T)

O4—=S T T

Oy—S

_T __T_ T _
+03e O5 (04—S)  0OgP2e ©11_ O1o + O PeO7 Os

5 O10 07
2c
[ H -E-I 1, 2(T) ]
0
T Ove o (1= (5, + 52)) ()
_T O4—-S T T _0O4-S
+036 Os5 (0475) _ Og P2¢ O11 O10 + Og PeO17 Og
Os O10 O7
2c

(2.77)
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T

58

2

L Al
YT e T e A
d? x> dz0\ > dzt\ 2 da3\
& rz | — r, | — rz, | —
e °0<d)\> * “(dA) * 33<d/\>
dz?\ 2 dz! dz?
rz, (&) yorz &4 _
* 22<d>\> T
d*y
<:> -
d)\2
eN /] T T2 1 2 (T)
(S () oge oo (1 [~ T
(2) (d)[ e ( <01 0, )) (D)
T O4=S _ T T _O4=5 2
+03e 9% (04— 8) OgP?e©n 0w N Og P01 s (dt)
Os O1o Oy d\
_ . e )
w5 - 4+ 52)
+03 e_ol5 (0475) _ 09 P2eoo471715_OL10 ‘I— OG Pe%_oégs
Os O10 O7 dx 2 (278)
B 2c (d)\)
_ _ B
ot -G
-&= O4=5_ T T _0O4=5
+03e 5 (04—S)  OgP?%e ©11 %10 + OgPe©7 O3
Os O10 O7 dz 2
B 2c (d)\)
o -&-5 L, 2 ]
0o 70 (1= (3, + 57)) (1)
10) *Ols(o S)  0g P2 RN Og P &%
e — e 11 10 eY7 8
+ 3 05 4 _ 9 010 + 6 07 ] dy 2
+ 2¢c (d)\)
[ H —ol—oiz 1 2(T) ]
T Ove 770 (1= (g + 52)) (1)
10) *Ols(o S) Og P B Og P &%
e — 2¢ O11 10 e O7 8
+ 3 05 4 _ 9 010 + 6 07 ] dx dy
+ = —— 7 =V
c dX\ d\
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5 N d?a? N dz® dxP
xx = Z —_—
d\2 B dx d\
d?a? dz! dz? dx? dx3
o ors A AT ops AT
D2 T Ty TR
- d*z
o
H -E-L 1, 2(D)
T 0ve ™07 (1= (5, +52)) (1)
16) 7015(0 S)  Og P2 b5 oo Og P &%
e — e 11 10 eY7 8
+= : - O10 + = O7 ]
+ c
J *ol*oTiQ 1 2(1)
7] Ooe 0 (1 (5, + 52)) (1)
Ie) _OL(O S) O P2 Oétsfoi Os P 01*04075
() 5 — 11 10 7 8
+= Os * - e010 + = e07 ]
+ c

dr d=
dX d\

dyd _
dhd\

(2.79)
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Capitulo 3

Calculo e Resolucao das Equacoes

Geodésicas a Nivel Computacional

3.1 O Programa

0 desenvolver deste programa (Apéndic partiu da necessidade inicial de,
depois de obtidas as equagoes geodésicas estas precisarem de ser resolvidas para que

desta forma se obtivessem as trajectorias dos raios acisticos.

Todavia, acabou por ser desenvolvido um programa muito mais complexo
e com mais capacidades do que o idealizado inicialmente, pois para além de obter
os graficos das trajectérias, este consegue fazer todo o calculo desde o tensor até as
trajectorias finais, passando pelo calculo dos coeficientes de conexao e obtencao das

proprias equagoes diferenciais.

Conseguir criar este programa foi um passo importantissimo para o desen-
rolar do restante estudo pois veio a poupar imenso tempo cada vez que se queria
experimentar um novo tensor, ou até mesmo quando se detectava um erro evitou o

calculo exaustivo de equacoes geodésicas até que estas fossem as pretendidas.

Para além do ja referido, o c6digo ainda permitiu que se pudesse ir mais
além de forma mais eficiente pois passar fungoes constantes a nao constantes, fluido
em repouso a nao repouso e até mesmo representar um campo hidrotérmico com o

nimero de fontes que se quisesse ficou a distancia de um click.

Justificado o programa, vai passar-se agora a explicacao do mesmo.

3.1.1 Campo de Temperatura

Apés determinada a expressao do campo de temperatura no capitulo ante-

rior, esta vai ser escrita em MATLAB para que assim se possa observar melhor o
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seu comportamento. Recordando a expressao ja proposta,

T = Ae o1 Vim0 1) g=00 (o=21) L TK 4 TM (3.1)

Como ¢ de reparar esta, ¢ uma igualdade que tem muitos pardmetros e no
programa é precisamente por isso que se vai comecar, vao ser definidas todos elas.
e de seguida a propria expressao tendo em conta esses parametros

%Parametros inicias

A1=400; %temperatura no centro

gamma=0.5; %alphal

alp=8;%alpha2

z0=0; %altura do corte

z11=0; %altura da fonte

X_21=0; %abcissa do centro da fonte

y_21=0; %ordenada do centro da fonte

TM=1.5; %temperatura ambiente da &gua do mar
TK=273.15; %conversor para graus Kelvin

%campo temperatura

Z1=(Alxexp (-gammax(z0-z11) ) xexp(-alpksqrt (((X1-x_21).72+(Y1-y_21).72)))+TM)+TK;
1

FI1GuraA 3.1: Condigoes iniciais e T'(x,y).

Observando a figura anterior repara-se que foram atribuidos valores a ag e
a «aq. Os valores propostos provém da andlise de um gréafico onde é visivel a queda

da temperatura com a distancia na horizontal e vertical ao centro da fonte para
diversos valores dos aa.

Parametro @,

Parametro a,
50 T : : 50 T : .
|
T =1 T
sl \ =03 | 45 ay=4 |4
M‘ | ay=04 a,=6
401 “‘ ‘ =05 | 40 a,=8
H \ 0y=0.6 a,=10
=0.7 =12
35 ‘\ | e 35 “
(| 0,=08 a,=14
N a,=16
30 \U | 30
|| a,=18
\
< “\ || >3 ,=20
8,25 “\ |\ 225 1
1)
~ (MU ~
20 - M \ 20
I \
15 || ‘ 1 15
1A
11 \
10r | \ 1 10 - i
AR
5L | \\ \ \ 4 5| \ 4
N AN o~ - — B
0 . \ \ \ 0 . . . .
0 10 20 30 40 50 0 1 2 3 4 5
z[m] r[m]

FiGuraA 3.2: Queda da temperatura com a distancia na horizon-
tal e vertical ao centro da fonte para diversos valores de aj e «g,
respectivamente.
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Neste grafico ao ser considerado como razoavel uma distancia de quinze e
um metros para que se atinja a temperatura ambiente (1.5°C) vird aproximadamente

ap igual a 0.5 e ay igual a 8 tal como foi definido na figura ((3.1).

Agora escolhem-se os intervalos pretendidos de = e y que sdo mostrados a
partir do meshgrid. Posto isto, o grafico é representado numa vista aérea através

do contour () e lateral pelo mesh ().
min_x1=min(-0.2);
min_yl=min(-0.2);

max_x1=max(0.2);
max_yl=max(0.2);

x11 = linspace(min_x1,max_x1);
y11 = linspace(min_y1,max_y1);
[X1,Y1] = meshgrid(x11,y11);

contour(X1,Y1,Z1) %/mesh(X1,Y1,Z1)

FicuraA 3.3: Intervalo de x e y e modo de vista.

Como ja foi referido irdao ser considerados diversos cortes longitudinais a
diferentes alturas, ou seja diferentes pardmetros z0 em relagao a altura fonte (z11),

e por isso obtém-se os seguintes graficos ao correr o programa no Apéndice(C).

Vista Lateral do Campo de Temperaturas

700

650

Vis&a de Cima do Campo de Temperaturas

.2 650 600
600 550
550
500
500
450

Temperatura [°K]

450

400
400

350

350

300 (&
0.2

0.2

0
-0.1

yIm] -02 .02 x [m]

F1GURA 3.4: Distribuicdo de Temperaturas para um z0=0 e z11=0
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Vista Lateral do Campo de Temperaturas

380
VisBa 2de Cima do Campo de Temperaturas 360
350 3
340 ;- 340
30 =
g
320 8 320
g
310 2
290
280 f*
0.2

0.2

-0.1

yIm] -02 .02 x [m]

FI1GURA 3.5: Distribuicdo de Temperaturas para um z0=3 e z11=0

Vista Lateral do Campo de Temperaturas

295
Vis%)a de Cima do Campo de Temperaturas
2 290
290 E
g
3 285 j
§ |
285
i
§ N
L T0) :%%‘:%,‘:}f:::y\:‘w
280 L
02 01 0 01 02 275
x [m] 0.2

0.2
0

-0.1
-02 02 x [m]

y[m]

FicuraA 3.6: Distribuicdo de Temperaturas para um z0=6 e z11=0.
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Vista Lateral do Campo de Temperaturas

279

278.5
Vis%a 2de Cima do Campo de Temperaturas

278
278.5

)
I
N
[

278
277.5 277

277

N
I
o
)

276.5

Temperatura [°K]

276
276

2755 275.5

275
0.2

0.2

-0.1

y [m] -02 .02 x [m]

FicuraA 3.7: Distribuicao de Temperaturas para um z0=9 e z11=0.

3.1.2 Tensor e Expressoes de c(T)

Definida a expressao do campo de temperaturas pode dar-se inicio ao pro-

grama que sera responsavel pelo calculo das trajectérias dos raios acusticos.

O primeiro passo sera definir todas as varidveis simbélicas que se pretende

usar e isso sera feito através do funcao syms t x y z.

Apoés estarem definidas podemos comegar a escrever quais as expressoes
de ¢(T) que se pretende usar, mas primeiro volta-se a escrever Zz1 num formato

simbélico ja que se esta a utilizar variaveis simbolicas.

A1=400; %temperatura no centro

gamma=0.5; %alphal

alp=20;%alpha2

20=0; %altura do corte

z11=0; %altura da fonte

x_21=0; %abcissa do centro da fonte

y_21=0; %ordenada do centro da fonte

T1=(Alxexp(-gammax(z0-z11) )*xexp(-alpx((x—-x_21)"2+(y-y_21)"2)~(1/2))+1.5)+(273.15);

FicurA 3.8: Campo de temperaturas simbélico.

De seguida vai escrevem-se entao as expressoes de ¢ que ja foram faladas
no inicio do Capitulo e ¢ ainda acrescentada uma quarta o opgao para que desta

forma seja o utilizador a definir qual a ¢(T") que pretende utilizar.
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%expressao SQRT(KRT)
K=5;

R=8.31;
ct=sqrt(K+R)xsqrt(Temp);

%expressao dos polinémios

% alpha=0.1;

% beta=0.1;

% Gamma=0.1;

% epson=0.1;

% ct=alpha+betaxTemp+Gammak(Temp)~2+epsonk(Temp)~3;

%Expressao para Del Grosso

% P=100;

% S=35;

% ct=1449.08+4.57*Tempxexp(—-((Temp/86.9)+(Temp/360)"2))+1.33%(S-35)*exp(-Temp/120)
%+0.1522%Pxexp ( (Temp/1200)+((5-35) /400) ) +1.46x10"(-5)*P~2xexp(—((Temp/20)+((5-35)/10)));

%expressdo c(t) escolhecida pelo utilizador.A incluir futuramente uma
%dependecia valida para altas temperaturas.

% c_1='insira o c(t)';

% ct=input(c_1);

FIGURA 3.9: Expressoes de ¢(T).

Resta apenas definir o tensor que como também ja foi falado serd diagonal

uma vez que se trata de um fluido em repouso.

%tensor metrico acustico
g00=—(axct);

g01=0;

902=0;

903=0;

g10=0;

gll=(a/ct);

q .

9
920=0;

921=0;

g22=(a/ct);

923=0;

g30=0;

g31=0;

g32=0;

g33=(a/ct);

tm=[g00 g@1 g02 g@3; g1@ g1l gl2 g13; g20 g21 g22 g23; g30 g31 g32 g33];

g0=-1/(axct);

gl=ct/a;

g2=ct/a;

g3=ct/a;

tml=[g0 @ 0 0;0 g1 0 @ ;0 0 g2 0;0 0 0 g3];

FiGUurA 3.10: Tensor métrico acustico para um fluido em repouso.

Estao escritos todos os dados iniciais e desta forma pode iniciar-se o calculo

que sera explicado nos préximos sub-capitulos.

3.1.3 Simbolos de Christoffel

Tal como se fez analiticamente, também computacionalmente para se chegar
as equagdes geodésicas tem de se comegar pelos simbolos de Christoffel. Ao olhar de
novo para a expressao (2.9) nota-se que o que dé os diferentes valores dos coeficientes
sao exactamente os valores de o, u, v e por isso vai ter de se atribuir valores,

comecamos por exemplo pelo 0 e fazendo, h=c0, f=pu e w=r, fica-se com:
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FicUura 3.11: Atribuicdo de valores a o, u, v.

O passo seguinte s6 se torna possivel se tal como inicialmente o fluido estiver
em repouso e a matriz do tensor for uma matriz diagonal. Este ponto é a parte do
programa que ira fazer o calculo daquele p que vemos na férmula. Para isso vai ser
considerado p=rho e através do seguinte ciclo if, vai-se conseguir o seu valor ja que

para que ¢°” # 0 = p = o.

[if h==0
rho=0;
elseif h==1
rho=1;
elseif h==2
rho=2;
elseif h==
rho=3;
else
disp('0 valor ndo é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.')
end

Ficura 3.12: Ciclo if que obtém o valor de p.

Posto isto, esta descoberta a forma de chegar ao valor de g%, resta

69pu + 8gup _ 89#%’
oxH oxv oxP

parciais,

} e nao contabilizando por umas linhas de c6digo as derivadas

M =g°*
N=g,,
T (3.2)
CQ = Gup
B=g,,

O conjunto de if seguintes ird transpor os valores correspondentes do tensor

a cada letra através dos valores de o,p, e v.

67



Capitulo 3. Calculo e Resolucao das Equacoes Geodésicas a Nivel Computacional

if h==0 && rho==
M=qg0;

elseif h==1 && rho==1
M=g1;

elseif h==2 && rho==2
M=g2;

elseif h==3 && rho==3
M=g3;

else
M=0;

end

FiGurA 3.13: Ciclo if que obtém o valor de M

if rho==0 && w==
N=g00;

elseif rho==1 && w==1
N=(g11);

elseif rho==2 && w==
N=(g22);

elseif rho==3 && w==
N=(g33);

else
N=0;

end

Ficura 3.14: Ciclo if que obtém o valor de N

if f==0 && rho==
Q=g00;

elseif f==1 && rho==1
0=(g11);

elseif f==2 && rho==
0=(g22);

elseif f==3 && rho==
Q=(g33);

else
0=0;

end

FiGurA 3.15: Ciclo if que obtém o valor de Q
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if f==0 && w==
B=g00;
elseif f==1 && w==
B=(g1l);
elseif f==2 && w==
B=(g22);
elseif f==3 && w==
B=(g33);
else
B=0;
end

FiGuRrA 3.16: Ciclo if que obtém o valor de B
Neste momento temos a expressao do coeficientes como sendo,

1 1
C:iM(N+Q_B):§9Up<9pv+9up_gup) (3.3)

[gualdade que nao estd correcta pois faltam as derivadas ja faladas. Essas
derivadas serao calculadas no préximo conjunto de if que através da funcao diff
fard-se-a a derivada de N, Q ou B em relagao a t, x, y ou z consoante o valor de u, v

e p seja 0,1, 2 ou 3 respectivamente.

[if f==

n=diff(N,t);
elseif f==1

n=diff(N,x);
elseif f==

n=diff(N,y);
elseif f==3
n=diff(N,z);
else

disp('0 valor ndo é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3."')
end

FIGURA 3.17: Ciclo if que obtém da derivada de N (n).

[if w==
q=diff(Q,t);
elseif w==1
q=diff(Q,x);
elseif w==
q=diff(Q,y);
elseif w==3
q=diff(Q,z);
else
disp('0 valor ndo é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3."')
end

F1Gura 3.18: Ciclo 1 f que obtém da derivada de Q (q).
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if rho==0
b=diff(B,t);
elseif rho==
b=diff(B,x);
elseif rho==2
b=diff(B,y);
elseif rho==
b=diff(B,z);
else
disp('0 valor nédo é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3."')
end

F1cura 3.19: Ciclo if que obtém da derivada de B (b).

Terminado estes ciclos temos a igualdade pretendida,

1 1 dg9,, 0Jg dg
C=-M(n+q—0b)=—-g"" =22+ L —=EL 3.4
2 (n+q-b) 29 OxH oxVv oxr (34)
Ou seja com um simples disp (C) ficar-se-ia a conhecer o valor de T'),
mas isto obrigaria ao utilizador um trabalho tao ou mais cansativo do que calcular
analiticamente todos os Christoffel, pois teria de correr, neste caso, sessenta e quatro

vezes 0 programa para que tivesse o resultado de todos os coeficientes.

A solucgao que se encontrou foi simples um ciclo for, que cada vez que este
¢ iniciado é para uma combinagao de o, p e v diferente. Falta gerar as combinagoes.

As combinagoes sao gerados pelas seguintes linhas,

coordenadas = 0:3;

expoentes = 3;

dimensoes = numel(coordenadas);

combinacoes = coordenadas(dec2base(@:dimensoes~expoentes-1,dimensoes)-'0"'+1);

FiguraA 3.20: Criacdo de matriz combinacoes que contém todas
as possibilidades de combinacdo de o, i e v.

Onde coordenadas vai ser o campo onde se estabelece os valores que o,
i e v podem tomar (aqui em concreto 0, 1, 2 ou 3) , expoente é o nimero de
espacos que esses quatro valores podem ocupar, dimensoes define o niimero de
dimensoes e por fim combinacoes gera uma matriz com todas as sessenta e quatro

possibilidades.

Agora sim no ciclo for hd um i que percorre todos os valores de 0 (incluido)

até 63 com um incremento de 1 em 1.

J& dentro do for e para resolver o problema de h, £ e w ocuparem os valores

certos da matriz existe um s que é a matriz de cada linha da matriz combinacoes.
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for i=0.0:+1:63
s=combinacoes(1+i,:,:);
h=s(1,1);%sigma

f=s(1,2);%mu
w=s(1,3);%nu

Ficura 3.21: Ciclo for, matriz s e novos valores de h, fe w.

No final de tudo isto com um Pretty (C) antes do end do ciclo for obte-

mos todos os valores possiveis para os simbolos de Christoffel. O codigo completo
encontra-se no Apéndice(B].

3.1.4 Equacoes Geodésicas

Obtidos os valores de todos os coeficientes de conexao, pode-se partir para

a construcao das equagoes geodésicas.

Recordando a expressao (2.68), a partir da qual se obtém as equagoes que
vao dar as trajectérias dos raios acusticos, sabe-se que esta terda sempre o valor
do coeficiente de conexao a multiplicar pela derivada de x* em relagdo a A e pela

derivada de z¥ também em relacdo a A\, ou seja
b b

dz* dx¥
s —— .
BYdXh d\ (3.5)

Sabendo que i e v podem ter valor de 0, 1, 2 ou 3 e que 2° = ¢, 2! = x,

2?2 =y e 23 = 2z poderemos ter quatro possiveis derivadas, a que se chamou,

_dx® _ dt
t2_d)\ dXA

_dz'! _ dzx

T2 =% = 0
(3.6)

_ dx? _ d

y2="0 =&

_ da® _ dz
2= = n

Computacionalmente ficou,
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t2=diff(t(1));
x2=diff(x(1));
y2=diff(y(1));
z2=diff(z(1));

FiguraA 3.22: Criagao das varidveis t2, x2, y2 e z2

Estando definido t2, 22, y2, 22, falta apenas criar as linhas de codigo que

decidem qual das variaveis usar dependendo de i e v. Os seguintes if vao fazer isso

_da* _da”
mesmo, sabendo que 11= e 12=",

lif f==0
11=t2;
elseif f==1
11=x2;

elseif f==2

11=y2;
elseif f==3

11=2z2;
else

disp('0 valor nao é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3."')
end

FI1GURA 3.23: Aparecimento de 11.

if w==0
12=t2;
elseif w==1
12=x2;

elseif w==

12=y2;
elseif w==

12=22;
else

disp('0 valor ndo é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")
end

FiGURA 3.24: Aparecimento de 12.

Resumindo, até aqui tem-se,

, dztdx”
F“”Kﬁ =Clx*l1%12= Ccl_1 (37)

Em que c1 é a nova designacao no cédigo para o valor do simbolo de Ch-

ristoffel.

Jé foi falado da importancia de p e v, mas ainda nada foi dito em relacao ao
o, este é o valor mais importante pois ¢é este que que vai decifrar se C1_1 pertence a
equacao 2° = t, 2! =z, 22 = y ou 2® = 2. Antes de mais sdo criadas quatro novas

variaveis (T, X, Y, z) com valor inicial 0,
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FicuraA 3.25: Criagdo das varidveis T, X, Y e Z

A varidvel T corresponde & soma de todos os C1_1 que pertencam a x°, tal
como X todos os que facam parte de 2!, v a 22 e z a 2. A medida que o ciclo for

vai correndo a separagao e a soma vai ser feita da seguinte forma:

if h==

T=T+(C1_1); %T serd a soma de todos os C1_1 que pertencem a x"0=t
elseif h==1

X=X+(C1_1); %X sera a soma de todos os C1_1 que pertencem a x"*1=x
elseif h==

Y=Y+(C1_1); %Y serd a soma de todos os C1l_1 que pertencem a x"2=y
elseif h==

Z=7Z+(C1_1); %Z serad a soma de todos os C1_1 que pertencem a x"3=z
else

disp('0 valor nao é permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.')
end

FiGURA 3.26: Separacdo de Cl_lem T, X, Y e Z.

Fica agora a faltar um tnico termo para que a equagao fique completa, o

2.0 , . .
termo dd;g , que é somado a T, X, Y ou Z consoante ¢ seja 0, 1, 2 ou 3, respecti-

. . 2,.0 .
vamente. Se se considerar computacionalmente ddfg = dif f(x7,2), fica-se com as

quatro equagoes geodésicas possiveis escritas da seguinte forma,

dif f(t,2) =-T

dif f(z,2) = =X (3.8)
diff(y,2) = Y

dif f(z,2) = —

No entanto, escritas desta forma nao sao nada no MATLAB e s6 quando co-
locadas na funcao odetovectorfield é que estas se transformarao num sistema de
oito equagoes de primeira ordem chamado [dwdl], que apds a linha latex (dwdl)

é possivel ser visualizado num formato TEX.

[dWd1]=odeToVectorField(diff(t,2)==-T,diff(x,2)==-X,diff(y,2)==-Y,diff(z,2)==-2);

latex(dwdl)

F1GURA 3.27: Aparecimento e escrita ¥TEXdo sistema [dWd1 ]
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O objectivo de obter a equacoes geodésicas é alcancar as trajectorias dos
raios acusticos para uma velocidade ¢ que varia de acordo com o campo de tempe-
ratura e isso o programa ainda nao faz; por isso vai-se continuar a explicar os passos

a seguir até que seja possivel obté-las.

O primeiro passo consiste em converter o sistema para uma sistema de
equagoes nao simbélico pois o solver do MATLAB (ode45) nao é compativel com
calculo simbdlico, posto isto teremos um novo sistema designado por DWDL que ¢

obtido através da seguinte linha de c6digo:

DWDL = matlabFunction(dwdl, ‘vars',{'l",'Y'});

Ficura 3.28: Conversdao de [dWd1l] em DWDL

Antes de se colocar DWDL no solver ainda sao definidos as condigoes iniciais

(wa) e o intervalo de integragdo (1span).

yl_0=0.2;

y2_0=sin(0%xpi/180);

t1_0=0;

t2_0=0;

x1_0=-0.2;

Xx2_0=cos(0%xpi/180);

z1_0=0;

z2_0=0;

wa=[x1_0 x2_0 t1_0 t2_0 y1_0 y2_0 z1_0 z2_0];

numstepl=1000;
deltal=0.001;
1final=numsteplkxdeltal;
lspan=[0:deltal:1finall;

[1,wal = ode45(DWDL, lspan,wa,[]);

Ficura 3.29: Condigoes iniciais, intervalo de integragdo e ode45.

No final de tudo resta fazer o desenho do grafico (z,y),

x21=wa(:,1);
y21=wa(:,5);
plot(x21,y21)
axis equal
grid on

hold on

F1cura 3.30: Rotina de desenho num grafico (z,y) das trajectérias
dos raios.
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Juntando os Apéndices e @ vamos obter o Apéndice que sera o
c6digo que obterd as equagoes geodésicas e que desenhard as trajectorias dos raios
acusticos num grafico onde também estara representado o campo de temperatura
para que se possa ter uma melhor no¢ao de como os raios se comportam em fungao

da temperatura.

3.1.5 Variagoes Adicionais

Este sub-capitulo serve para dar a conhecer algumas alteracoes que se po-
dem fazer no Apéndice para que o programa ganhe mais capacidade e ferramen-

tas.

Algumas delas sao 6bvias, como por exemplo se quisermos que o tensor nao
dependa s6 da velocidade mas também do parametro a e para isso basta na linha

de coédigo 60 do Apéndice o utilizador introduzir a expressao que quer usar.

Outro exemplo que também foi usado para o estudo realizado foi em vez de
se ter Unica e exclusivamente um emissor ter n emissores e para se conseguir isso
basta acrescentar um for variavel = valor inicial: valor que se soma
ou subtrai: valor final na linha 26 do Apéndice e um end na linha 301.

Para além disso substitui-se na linha 275 por y1_0 = variavel.

Se em vez de varios emissores quisermos apenas um mas com varios angulos
de emissao tera de se seguir a mesma légica do caso anterior, ou seja um ciclo for
na mesma linha, mas o valor inicial, final e o que se soma ou subtrai dizem respeito
ao angulo pretendido e em vez de se substituir o valor de y1_0, vai-se alterar nas

linhas 276 e 280 o 0 por a variavel do ciclo for.

A certa altura também surgiu a necessidade de em vez de ser considerada
uma Unica fonte hidrotérmica, serem consideradas duas ou mais e por isso também
se teve de acrescentar algumas linhas de c6édigo. Em vez de se ter apenas uma
gausiana agora vao existir duas ou mais e por isso vai ser definido um novo T, por

exemplo T2 e todos os seus parametros iniciais como sugere a imagem,

A2=400;%temperatura no centro
alpl=20; %alpha2

gamma=0.5; %alphal

20=0;%altura do corte

212=3;%altura da fonte
X_22=0.3;%abcissa do centro da fonte
y_22=0.1;%ordenada do centro da fonte

% novo campo temperatura

T2=(A2xexp (-gammax(z0-212) )xexp (—alplx( (x-x_22)"2+(y-y_22)~2)~(1/2))+1.5)+(273.15);
Temp=T1+T2;

!

F1GURA 3.31: Parametros inicias da nova fonte hidrotérmica.
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Isto vai ser acrescentado depois da linha 37 do ja referido Apéndice e na

linha 38 tera de aparecer Temp=T1+T2.

a partir da linha 316 o mesmo que se fez da linha 302 até a 316 para z1 s6 que agora

Para que esta nova fonte apareca também no grafico teremos de acrescentar

para um z2 que sera equivalente a T2,

hold on

%novos intervalos de x e y
min_x11=min(0.1);
min_y11=min(-0.1);
max_x11=max(0.5);
max_yll=max(0.3);

%nova representacdo desses intervalos

x12 = linspace(min_x11,max_x11);

y12 = linspace(min_y11,max_y11);

[X2,Y2] = meshgrid(x12,y12);

%novo campo temperatura equivalente a T2

Z2=A2xexp (-gammax(z0-212) )xexp(-alplksqrt(((X2-x_22).72+(Y2-y_22).72))+1.5)+273.15;
%representacdo do novo campo de temperaturas

contour(X2,Y2,72)

FicurA 3.32: Intervalo de x e y da nova fonte hidrotérmica..

Compreendido isto agora podem ser acrescentadas o nimero de fontes que

se quiser sempre seguindo o mesmo raciocinio.

76

03l ~ - —

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Ficgura 3.33: Exemplo de um grafico de quatro fontes hidrotér-
micas com diferentes temperaturas centrais maximas(A), diferentes
posicoes e diferentes alturas das chaminés(z11).



Capitulo 4
Simulacoes Numeéricas e Discussao

Neste capitulo realizar-se-ao simulagoes numéricas de trajectorias de raios
acusticos utilizando equagoes geodésicas deduzidas com base em diferentes relagoes

temperatura-velocidade.

Na seccio 4.1 utilizaremos a relacao ¢(T) = vV KRVT. Na seccio 4.2 utiliza-

remos a relacio ¢(T) = a+ BT+~ T?*+eT3. Finalmente, na seccao 4.3 utilizaremos

a relagao ¢ (T, 5, P) = 1449.08 + 4.57 (T {869 % } +1.33(S —35)e ~[ %0
T |, S-35 T

+0.1522Pel =00 ]+ 1.46 % 10 5P2 [ AT

serdao designadas respectivamente por Modelo A, Modelo B e Modelo C, tal como

] As relacoes acabadas de referir

anteriormente.

4.1 Modelo A

Na presente seccao a relacao temperatura-velocidade que estd na base da

dedugdo das equagdes geodésicas utilizadas nas simulagoes numéricas é ¢(T) =

VERVT.

Notemos que a expressao utilizada na modelacao da distribuicao de tempe-
ratura serd T = A e~ V@22 +—v21)* g=00 (o—211) L TK + TM. Esta expressio

depende dos parametros A, ag e a1 que traduzem a temperatura maxima no centro

e a saida da fonte em graus centigrados (em °C), a constante de decaimento vertical
e a constante de decaimento horizontal, respectivamente. Refira-se que assumir-se-4
a temperatura base da dgua (do mar) TM=1.5° C, a relagdo dos calores especificos
K=5 ¢ a constante dos gases perfeitos R=8.31J. K '.mol~!. O pardmetro TK re-
presenta o termo que adicionado a T'M permite representar a temperatura da agua

do mar em graus Kelvin na expressao utilizada.
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Capitulo 4. Simulac¢oes Numéricas e Discussao

4.1.1 Analise da variacao do parametro o,

Nesta subsec¢do analisaremos os efeitos da variacdo do parametro «; em
dois cendrios distintos: A= 400 °C e A=100°C.

Para A=400°C:

=2
=4 o4r -

a,=8 03l

03

a,=14 02

T
£
L3

o1t =t

83323

a,=20[
o1h . =20f]

yim]
o
yiml

0.1 0 0.1 0.2 0.3 04 05 06 0.7 0.8 0.2 0.1 0 0.1 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8

04l ] 04F T T T T T T T T T

03|

02

01f

= =

& £

Soif R o1t 1
02 1 02 ]
03 1 03 ]

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
02 01 ) 0.1 02 03 04 05 06 07 08 0.1 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08
x[m] x[m]
(C) zo = 6m. (D) zg = 9m.

Figura 4.1: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 400°C, ap = 0.5 e variagoes do valor de
aq.

Para a obtencao destes graficos foram utilizados quatro valores de profun-
didade (z) distintos. foram estes zp=0m, zp=3m, zp=6m e zp=9m representados
nos graficos A, B, C e D, respectivamente. Para além destes valores, ha valores que
sao os mesmos para todos os quatro graficos obtidos, sao eles o valor de ap=0.5, as
coordenadas cartesianas do emissor (-0,2, 0.02) e ainda o dngulo de emissdo que é

igual a 0.
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Por forma a conseguir-se observar o impacto de «aq, na trajectoria dos raios

em cada um dos graficos foram representados varios trajectos dos raios para um

intervalo de ay de 2 a 20 com incremento de dois. Tal como era expectavel quanto

maior for o valor do decaimento horizontal («;) mais rapido e maior serd o desvio

apresentado nas proximidades da fonte. Também é de notar que com o aumentar

de zp menor serao os desvios apresentados pois quanto maior for a distancia a boca

da chaminé menor sera a temperatura do meio onde se propagam os raios.

Para A=100°C:
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> o 01 1
e 02} 4
sl | 03 1
. . . . . . . . . J . . . . . . . . .
0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.2 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8
x[m] x[m]
(A) zo = Om. (B) zp = 3m.
! ! ! ! ! ! ! ! !
0af — oa— — ‘ — ‘ —
= y
o= 4
031 =6 | 03l 1
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02| a,;=12 02k 4
=14
—a,=16
L 1 4
01 —— =18 0.1 b
;=20
ol 1 ol ]
-
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-0.2 -0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 08 02 01 0 0.1 02 03 04 05 06 07 08
x[m] x[m]
(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FiGurA 4.2: Gréficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, ap = 0.5 e variagoes do valor de
aq.

Na simulagoes representadas na Figura 4.2 a tnica alteracao que é feita em

relacao as simulacoes representadas na Figura 4.1 serd, tal como o titulo sugere, o

valor da temperatura maxima no centro e a saida da fonte (A), que passa de 400°C
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para 100°C. As as conclusoes que podem ser retiradas sao as mesmas, no entanto,
ha um reforcar da ideia de que quanto maior for a temperatura do meio em que os
raios se propagam maior sera o desvio apresentado o que é observavel ao comparar,

por exemplo, os dois graficos A onde o z; ¢é igual a zero metros.

4.1.2 Analise da variacao do parametro o

Nesta subsecc¢ao analisaremos os efeitos da variagdo do parametro ay em
dois cendrios distintos: A= 400 °C e A=100°C.

Para A=400°C:
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:701 L 1 >"OJ I
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O xin]
(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FicuraA 4.3: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 400°C, a3 = 8 e variacdes do valor de
Q.
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Nestas simulacoes pretendemos verificar de que forma é que o trajecto dos
raios é afectado pela constante de decaimento vertical (ap), e para isso foram utili-
zados de novo os mesmos valores de zy e 0 emissor estarda de novo no mesmo ponto
fixo. Ou seja, o que se vai alterar é que agora «q, é fixo e igual a 8 e oy que toma

valores de 0,2 a 0,8 com incremento de 0,2.

Ao olhar para os resultados obtidos, o grafico A da Figura 4.3 serd o mais
representativo pois exibe se observa uma tnica trajectoria. Esta situagao resulta do

facto da expressao para T deixar de depender de «y.

T _ A e_a1 \/(x—m21)2+(y—y21)2 e_ao (20—211) -+ TK -+ TM

— Ao~ V=a2) 1)’ =0 (0-0) 4 TK 4 TM (4.1)

— Ao ™ V(@—221)%+(y—y21)? +TK + TM

Assim que atribuimos um valor diferente de zero a zg, ja volta a ser possivel
observar a influéncia desta constante no desvio dos trajectérias influéncia esta, que

diminui a medida que o ag e 2y aumentam.
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Para A=100°C:
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(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FicUrA 4.4: Gréficos das trajectorias dos raios actsticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, a; = 8 e variagdes do valor de
Q.

Na Figura 4.4 repetimos as simulagoes efectuadas na Figura 4.3 mas fazendo
A=100°C. Tal como anteriormente verifica-se que quanto maior for a temperatura

do meio em que os raios se propagam, maior sera o desvio apresentado.

4.1.3 Analise do efeito da variagao da temperatura maxima

A

Nesta subsec¢ao analisaremos os efeitos da variacdo do pardametro A em

cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, zp=6m e z;=9m.
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Para A=100°C:
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FiGuraA 4.5: Graficos das trajectérias dos raios actsticos para os di-

ferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posigoes

ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ; 0.2]m

com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em z = —0.2m, dngulo

de emissao igual a 0, a1 = 8 e ag = 0.5. Fonte hidrotermal centrada
na origem com temperatura maxima (A) igual a 100°C.

Ao contrario do que se tem feito até aqui agora existem diferentes diferentes
posi¢oes do emissor ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre -0,2 e
0,2 metros com decrementos de 0,02 metros, mantendo fixa a coordenada r=-0,2m.

O angulo de emissao volta a ser 0, ag=0,5 e a;=8.

Ao analisar os resultados obtidos nos quatro graficos percebe-se que neste
modelo para A=100°C ainda nao se verifica um significativo desvio nas trajectorias.

Mais uma vez com o aumentar de z; menor sera o desvio apresentado.
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Para A=400°C:
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(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FI1GURA 4.6: Graficos das trajectérias dos raios acisticos para os di-

ferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi¢oes

ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ; 0.2]m

com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x=-0.2m, angulo de

emissdo igual a 0, ;1 = 8 e ag = 0.5. Fonte hidrotermal centrada na
origem com temperatura méxima (A) igual a 400°C.

Nos graficos da Figura 4.6 as simulagoes foram realizadas fazendo A=400°C
e mantendo os parametros das simulagoes representadas na Figura 4.5. Tal como
anteriormente verifica-se que com o aumentar da temperatura maior serd o desvio

representado.
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Para A=700°C:
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FiGuraA 4.7: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os di-

ferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi¢oes

ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ; 0.2]m

com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em z = —0.2m, angulo

de emissao igual a 0, a1 = 8 e ag = 0.5. Fonte hidrotermal centrada
na origem com temperatura méxima (A) igual a 700°C.

Nas simulacoes representadas na Figura 4.7 a escolha da temperatura de
700°C foi apenas utilizada para que se percebesse de uma melhor forma o acentuar
dos desvios com o aumento das temperaturas pois nao existem ainda fontes conheci-
das que apresentem esse valor. E, como se pode observar é nitido que o desvio para
um A=400°C é maior do que o descrito para A=100°C e por sua vez o de A=700°C
maior que o de 400°C.

4.1.4 Variacoes no numero de fontes

Nesta subsecc¢ao analisaremos os efeitos da existéncia de duas fontes hidro-
termais em cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, 2p=6m

e zp=9m.
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Para duas fontes com a mesma temperatura maxima (A) e altura

chaminé (zy)
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(D) zp = 9m.

FiGuraA 4.8: Graficos das trajectérias dos raios actsticos para os di-
ferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi¢oes
ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ; 0.2]m
com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do z em z = —0.2m, dngulo
de emissao igual a 0, a; = 8 e ap = 0.5. Temperaturas maximas (A)
iguais nas duas fontes, ambas as fontes com A = 400°C. Alturas de
chaminés (z11) iguais, ambas as fontes com z1; = Om. Fonte hidro-
termal 1(a mais & esquerda) centrada na origem e fonte hidrotermal
2(a mais a direita) com origem no ponto de coordenadas cartesianas

(0.5, 0.18).
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Mais uma vez utilizaram-se diferentes posi¢oes do emissor ao longo do eixo

do y num intervalo compreendido entre 0,2 e 0,2 metros com decrementos de 0,02

metros, sendo fixa a coordenada z=-0,2m. O angulo de emissao igual 0, cg=0.5 e

(1/1:8.

Nestas simulagoes foram utilizadas duas fontes hidrotermais. Uma das fon-

tes foi centrada, tal como até aqui, na origem e a outra em (0.5,0.18), mas ambas
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4.1. Modelo A

com o mesmo A(400°C) e z1;(0m).

A existéncia de duas fontes apenas acentua a percepcao do impacto que
tem a temperatura no caminho que os raios actsticos irao seguir pois é observavel

os dois desvios que o trajecto faz na presenca de temperaturas mais elevadas.

Para duas fontes com diferentes temperaturas maximas (A) e alturas das

chaminés (z1;)
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04k . . . . . . . . . = 275

FiGurA 4.9: Graficos das trajectérias dos raios actsticos para os di-
ferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi¢oes
ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ; 0.2]m
com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do  em z = —0.2m, angulo
de emissao igual a 0, a; = 8 e ap = 0.5. Fonte hidrotermal 1(a mais
a esquerda) centrada na origem, com temperatura méxima(A) igual
a 400°C e um altura da chaminé (z3;) de Om. Fonte hidrotermal
2(a mais a direita) com origem no ponto de coordenadas cartesianas
(0.5, 0.18), temperatura maxima(A) igual a 200°C e um altura da
chaminé (z11) de 3m.

Nas simulacoes representadas na Figura 4.9 alteraremos apenas as carac-

teristicas das fontes. Na fonte centrada na origem vai manteremos o A=400°C e
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211=0 metros. Na fonte com origem no ponto de coordenadas cartesianas (0.5,0.18)

faremos A=200°C e z;;=3 metros.

O facto de existirem duas fontes com temperaturas maximas diferentes faz
com que seja observavel num s6 grafico o maior e menor desvio frente a maior ou
menor temperatura da fonte hidrotermal, isto é, na fonte centrada na origem do
grafico A da Figura 4.9 o desvio é praticamente inexistente pois a temperatura
central a zp=3 metros ja é muito reduzida, ja na fonte com origem no ponto de
coordenadas cartesianas (0.5,0.18) é possivel notar um maior desvio ja que a zp=3
metros nos encontramos a boca da chaminé e por isso a temperatura serd maior,

consequentemente o desvio representado também aumentara.

4.2 Modelo B

Nesta seccao a relagao temperatura-velocidade que esta na base da dedugao
das equagoes geodésicas utilizadas nas simulagoes numéricas é ¢(T') = a+8T+y T?+
€T3, com «, 3, v e € iguais a 0,1, valor este utilizado na ja referida dissertacao de
mestrado referida (Paiva 2018).

Mais uma vez, a expressao utilizada na modelagao da distribuicao de tem-
peratura serd T = Ae—01V (=221 +(y—y21) g=a0 (0—211) 4 TK + TM. Esta expressio

depende dos parametros A, ag e a1 que traduzem a temperatura maxima no centro

e a salda da fonte em graus centigrados(°C), a constante de decaimento vertical e a
constante de decaimento horizontal, respectivamente. A temperatura da dgua (do
mar) serd de novo T'M=1.5°C assim como o termo de conversao para graus Kelvin
serd TK = 273.15°K.

4.2.1 Analise da variacao do parametro o,

Nesta subsec¢do analisaremos os efeitos da variacdo do parametro «; em
dois cendrios distintos: A= 400 °C e A=100°C.
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Para A=400°C:
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(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FicuraA 4.10: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 400°C, oy = 0.5 e variagoes do valor de
Q7.

Os quatro valores de profundidade (zg) utilizados foram: zy=0m, zp=3m,
20=6m e zp=9m representados nos graficos A, B, C e D, respectivamente. Tal como
aconteceu no Modelo A h& valores que sao os mesmos para todos os quatro graficos
obtidos, sdo eles o valor de ap=0.5, as coordenadas cartesianas do emissor (-0,2,

0.02) e ainda o angulo de emissdo que é igual a 0.

Em cada grafico, as diferentes trajectérias sao obtidas fazendo «; variar
num intervalo de 2 a 20 com incremento de dois. Tal como observamos no modelo
anterior, quanto maior for o valor do decaimento horizontal («;) maior serd o desvio

apresentado nas proximidades da fonte e com o aumentar de z; menor serdao os
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desvios apresentados pois quanto maior for a distancia a boca da chaminé menor

serda a temperatura do meio onde se propagam os raios.

Para A=100°C:
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FiGuraA 4.11: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, ap = 0.5 e variagoes do valor de
aq.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.11 o valor da temperatura ma-
xima no centro e a saida da fonte (A) agora passa para 100°C e é novamente ob-
servavel que quanto maior for a temperatura do meio em que os raios se propagam

maior serd o desvio apresentado.
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4.2.2 Analise da variacao do parametro o

Nesta subsec¢do analisaremos os efeitos da variacdo do parametro ay em
dois cendrios distintos: A= 400 °C e A=100°C.

Para A=400°C:
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FIGURA 4.12: Gréficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura méxima(A) de 400°C, a3 = 8 e variagdes do valor de
Q.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.12 é possivel fazer a analise do
impacto do valor da constante de decaimento vertical (ayg), e para isso foram utiliza-
dos de novo os mesmos valores de zy e 0 emissor estard de novo no mesmo ponto fixo.

Nestas simulagoes a;=8 e aq variara de 0.2 a 0.8 com incrementos de 0.2 metros.
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Tal como se verificou no modelo anterior ao variar ag o grafico A seréd aquele
onde apenas é visivel uma tnica trajectoria e a razao é a mesma que ja foi explicada

anteriormente.

Nos restantes graficos como zy #0 volta a ser possivel observar que a medida

que o ag e 2y aumentam o desvio da trajectoria dos raios diminui.

Para A=100°C:
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FiGuraA 4.13: Gréficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, a; = 8 e variagoes do valor de
Q.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.13 podemos reforcar que quanto
menor for a temperatura do meio em que os raios se propagam, menos exuberante

sera o desvio apresentado.
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4.2.3 Analise do efeito da variacao da temperatura maxima

A

Nesta subsec¢ao analisaremos os efeitos da variacdo do pardametro A em

cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, zp=6m e z;=9m.

Para A=100°C:
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FiGurA 4.14: Gréficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 100°C.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.14 o emissor foi colocado ao longo
de eixo do y num intervalo compreendido entre -0,2 e 0,2 metros com decrementos
de 0,02 metros mas fixo em x=0,2m. O angulo de emissao volta a ser 0, ag=0,5 e

a1:8.
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Neste modelo para um A=100°C nota-se que existe um desvio maior nas
trajectorias do que aquele verificado no Modelo A. Também aqui podemos observar

que com o aumento de zy o desvio tende em diminuir.

Para A=400°C:
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(C) zp = 6m. (D) 2o = 9m.

FiGuraA 4.15: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 400°C.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.15 manteve-se tudo e apenas se
alterou o valor de A para 400°C e o que se pode visualizar é que o desvio apresentado
tende em aumentar com a temperatura. A esta temperatura maxima no centro e
a salda da fonte comeca a ser perceptivel nos graficos (A) e (B) a existéncia de

sobreposicao dos raios.
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Para A=700°C:
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F1GurA 4.16: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 700°C.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.16 definimos A=700°C. Podemos
observar que a semelhanca dos gréaficos analisados até aqui para um A=400°C o
desvio é maior do que o descrito para A=100°C e por sua vez o de A=400°C menor
que o de 700°C. Resumindo, mais uma vez percebe-se que o desvio das trajectorias

aumenta com a temperatura.

Neste graficos surge algo interessante e que poderia constituir-se como alvo
de estudo para préximas dissertagoes que seria resolver o problema inverso e através
das sobreposigoes dos raios, nitidas no grafico (A), tendo em vista descobrir o valor

da temperatura central da fonte.
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4.2.4 Variacoes no numero de fontes

Nesta subsecc¢ao analisaremos os efeitos da existéncia de duas fontes hidro-
termais em cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, zp=6m

e zp=9m.

Para duas fontes com a mesma temperatura méxima (A) e altura da

chaminé (z1)
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FicUra 4.17: Graficos das trajectorias dos raios actsticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2Jm com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do z em x = —0.2m,
angulo de emissdo igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Temperaturas mé-
ximas (A) iguais nas duas fontes, ambas as fontes com A = 400°C.
Alturas de chaminés (z11) iguais, ambas as fontes com z1; = Om.
Fonte hidrotermal 1(a mais a esquerda) centrada na origem e fonte
hidrotermal 2(a mais & direita) com origem no ponto de coordenadas
cartesianas (0.5, 0.18).
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4.2. Modelo B

Nas simulagoes representadas na Figura 4.17 utilizaram-se diferentes posi-
¢oes do emissor ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre 0,2 e 0,2
metros com decrementos de 0,02 metros, sendo fixa a coordenada r=-0,2m. O an-
gulo de emissao igual 0, ap=0.5 e a;=8. Foram utilizadas duas fontes hidrotermais,
uma foi centrada, tal como até aqui, na origem e a outra em (0.5,0.18), mas ambas

com o mesmo A(400°C) e z11(0m).

A existéncia de duas fontes permite visualizar o efeito que a temperatura
tem no trajecto dos raios actsticos. Nestes graficos podemos observar assim os
desvios dos raios acusticos localizados nas posi¢oes mais proximas do centro das

fontes hidrotermais.
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Para duas fontes com diferentes temperaturas maximas (A) e alturas das

chaminés (z;)

yim]
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Lt

(C) zp = 9m.

FiGurA 4.18: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]Jm com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do z em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a; = 8 e ap = 0.5. Fonte hidrotermal 1(a
mais a esquerda) centrada na origem, com temperatura méaxima(A)
igual a 400°C e um altura da chaminé (z11) de Om. Fonte hidrotermal
2(a mais a direita) com origem no ponto de coordenadas cartesianas
(0.5, 0.18), temperatura maxima(A) igual a 200°C e um altura da
chaminé (z11) de 3m.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.18 alteraremos apenas as carac-
teristicas das fontes. Na fonte centrada na origem vai manteremos o A=400°C e
z11=0 metros. Na fonte com origem no ponto de coordenadas cartesianas (0.5,0.18)
faremos A=200°C e z;;=3 metros. Podemos verificar que a fonte centrada na ori-
gem ao apresentar uma temperatura mais reduzida para zp=3m, zp=6m e zp=9m
causara um desvio menor no trajecto dos raios actsticos que a fonte com origem no

ponto de coordenadas cartesianas(0.5,0.18).
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4.3. Modelo C

4.3 Modelo C

Aqui a relagdo temperatura-velocidade que estd na base da deducgao das

equagoes geodésicas utilizadas nas simulagoes numéricas é ¢ (7, S, P) = 1449.08 +
T T

2
4.57(T) oL )] +1.33(S — 35) e l] 4 0.1522Pel w00+ %0
+1.46 % 10 P2 [0+ 507,
Tal como nas secgoes anteriores a expressao utilizada na modelagao da dis-
tribuicdo de temperatura sera T'= Ae™™ V(@=221)*+(y=921)° g0 (s0—211) + TK 4+ TM.

Esta expressao depende dos parametros A, ag e a; que traduzem a temperatura

maxima no centro e a saida da fonte em graus centigrados(°C), a constante de de-
caimento vertical e a constante de decaimento horizontal, respectivamente. A tem-
peratura da dgua (do mar) volta a ser TM=1.5° C mas como na expressao de Del
Grosso a temperatura é em graus Celsius(°C) TK=0°K, a salinidade vem S=35ppm

e a pressao sera considerada P=100atm.

4.3.1 Analise da variacao do parametro o,

Nesta subsec¢ao analisaremos os efeitos da variacao do parametro a; em
dois cendrios distintos: A= 400 °C e A=100°C.
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Para A=400°C:
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FiGurA 4.19: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 400°C, oy = 0.5 e variagoes do valor de
aq.

Nas simulacoes representadas na Figura 4.19 e para melhorar comparar
com as simulagoes anteriores os valores que foram utilizados para z, foram também
20=0m, zo=3m, 2p=06m e zp=9m. Para além destes valores mantiveram-se o az=0.5,
as coordenadas cartesianas do emissor (-0,2, 0.02), o angulo de emissao igual a 0 e

o intervalo de valores de oy [2,20] com incremento de dois.

Podemos observar que o comportamento é o mesmo que foi ja referido nos
Modelos A e B, ou seja, quanto maior for oy maior serd o desvio. Como se explicou
noutros capitulos a limitagao das altas temperaturas para a expressao de Del Grosso
faz com que a curvatura do raio seja ao contrario do obtido nas duas expressoes

anteriores.
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Para A=100°C:
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FiGurA 4.20: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, oy = 0.5 e variagoes do valor de
1.

Nas simulagbes representadas na Figura 4.20 A=100°C. Como se pode ob-
servar no grafico (A), por exemplo, o resultado obtido ja voltou a ser semelhante ao
resultado dos Modelos A e B, isto é, os trajectos dos raios ja voltam a divergir uma
vez que, embora longe, estamos mais préoximos do intervalo de valores para que a

expressao de Del Grosso foi pensada.

4.3.2 Analise da variacao do parametro o

Nesta subsec¢ao analisaremos os efeitos da variacdo do parametro «, em
dois cenarios distintos: A= 400 °C e A=100°C.
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Para A=400°C:
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FiGguraA 4.21: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 400°C, a; = 8 e variagdes do valor de
Q.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.21 e tendo em vista avaliar o
impacto de ag na trajectéria dos raios actisticos partiu-se do mesmo ponto fixo do
emissor e utilizaram-se os valores zo=0m, zp=3m, zp=6m e zp=9m. O valor de a;

sera 8 e ag varia no intervalo de 0,2 a 0,8 com incrementos de 0,2.

Também agora observamos que pela mesma razao que nos modelos A e
B o gréfico (A) volta a apresentar apenas uma trajectéria apesar dos diferentes
valores de ag. Nos restantes graficos volta a parecer comprovar-se a sensibilidade da
expressao de Del Grosso aos altos valores de temperaturas, uma vez que é notoéria a

convergéncia no trajecto dos raios acusticos.
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Para A=100°C:

=0.2 ———a,=02

® =

£ &

S04 f R Soak 1
02} K 02 1
03 1 031 4

0.1 0 0.1 0.2 03 04 05 0.6 0.7 0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
x[m] x [m]
(A) zp = Om. (B) zo = 3m.

03

02

01 g

yim]

01k 4

im]

02 4

03k 4

L L L L L L L L L 0.1 0 0.1 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 0.8
02 0.1 0 0.1 0.2 0‘,'3,'"1 0.4 05 0.6 07 0.8 yimi

(C) zp = 6m. (D) zp = 9m.

FiGuraA 4.22: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os

diferentes valores de profundidade(zp), emissor fixo no ponto de co-

ordenadas cartesianas (—0.2, 0.02) com angulo de emissao igual a 0,

temperatura maxima(A) de 100°C, a; = 8 e variagdes do valor de
Q.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.22 o valor da temperatura ma-
xima no centro e a saida da fonte (A) passa para 100°C. Podemos verificar que

quanto maior for o o menor sera o desvio representado.

Assim como se observou quando se fazia variar o parametro «;, também
aqui ao diminuir o valor de A os trajectos dos raios voltam a apresentar resultados

semelhantes aos Modelos A e B, isto é a trajectoria dos raios volta a divergir.
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4.3.3 Analise do efeito da variacao da temperatura maxima
A

Nesta subsec¢ao analisaremos os efeitos da variacdo do pardametro A em

cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, zp=6m e z;=9m.

Para A=100°C:
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FiguraA 4.23: Gréficos das trajectérias dos raios actsticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 100°C.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.23 mais uma vez, utilizaram-se as
ja conhecidas (dos outros modelos) diferentes posi¢oes do emissor ao longo de eixo
do y num intervalo compreendido entre -0,2 e 0,2 metros com decrementos de 0,02
metros, sendo constante o valor da coordenada z=0,2m. O angulo de emissao volta

a ser 0, ap=0,5 e a;=8.
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4.3. Modelo C

Nestes graficos é possivel comprovar o que se tem vindo a dizer em relagao
ao modelo C pois como se verificou, quer quando se variou o pardmetro «y, quer
quando se variou o parametro ag, quando A=100°C a trajectéria dos raios acusticos

tende a divergir das altas temperaturas.

Para A=400°C:
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F1GuRrA 4.24: Gréficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e g = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 400°C.

Nas simulagbes representadas na Figura 4.24 A=400°C. Podemos observar
que os raios na presenca de altas temperaturas convergem. Isto acontece no Modelo
C porque se estd a trabalhar fora do intervalo de validade de temperaturas para que

este este foi pensado.
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Para A=700°C:
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FiGuraA 4.25: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]Jm com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do z em z = —0.2m,
adngulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e ag = 0.5. Fonte hidrotermal
centrada na origem com temperatura maxima (A) igual a 700°C.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.25 quando se aumenta ainda mais
o valor de A neste caso para a temperatura de 700°C a convergéncia ainda se torna
mais acentuada. No grafico (B) é possivel observar que os raios voltam a divergir
e isto acontece porque ao aumentar-se o valor de z; estd-se também a aumentar
a distancia a boca da chaminé e como se pode ler no grafico a temperatura do
centro da fonte ja serd de 420°K (146,85°C) e como ja se observou com diminuir da

temperatura a expressao de Del Grosso apresenta melhores resultados.

4.3.4 Variacoes no numero de fontes

Nesta subsecc¢ao analisaremos os efeitos da existéncia de duas fontes hidro-

termais em cenarios localizado em diferentes profundidades: zp=0m, zp=3m, 2p=6m
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e zo=9m.

Para duas fontes

chaminé (z1)
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FiGuraA 4.26: Graficos das trajectérias dos raios acusticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]m com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do x em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a3 = 8 e a9 = 0.5. Temperaturas ma-
ximas (A) iguais nas duas fontes, ambas as fontes com A = 400°C.
Alturas de chaminés (z11) iguais, ambas as fontes com z1; = Om.
Fonte hidrotermal 1(a mais & esquerda) centrada na origem e fonte
hidrotermal 2(a mais & direita) com origem no ponto de coordenadas
cartesianas (0.5, 0.18).

Nas simulagoes representadas na Figura 4.26 assim como se fez nos modelos
A e B também aqui se acrescentou aos graficos anteriores uma nova fonte hidrotermal
com origem em (0.5,0.18), mas ambas com o mesmo A(400°C) e z1; (0m). No entanto

ao utilizar-se a expressao de Del Grosso nao se torna visivel o efeito que a segunda
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fonte tem na trajectoéria dos raios, mais uma vez isto prende-se com o facto de estar

perante temperaturas demasiado elevadas.

Para duas fontes com diferentes temperaturas maximas (A) e alturas das

chaminés (z1)
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(C) zp = 9m.

FicUura 4.27: Graficos das trajectorias dos raios actsticos para os
diferentes valores de profundidade(zp). Emissor com diversas posi-
¢oes ao longo do eixo do y num intervalo compreendido entre [-0.2 ;
0.2]Jm com decrementos de 0.02m, fixo no eixo do z em x = —0.2m,
angulo de emissao igual a 0, a; = 8 e ap = 0.5. Fonte hidrotermal 1(a
mais a esquerda) centrada na origem, com temperatura méaxima(A)
igual a 400°C e um altura da chaminé (z11) de Om. Fonte hidrotermal
2(a mais a direita) com origem no ponto de coordenadas cartesianas
(0.5, 0.18), temperatura maxima(A) igual a 200°C e um altura da
chaminé (z11) de 3m.

Nas simulagoes representadas na Figura 4.27 vai se alterar as caracteristicas
da fonte com origem no ponto de coordenadas cartesianas (0.5,0.18) para A=200°C

e z11=3 metros.
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4.4. Anslise Global dos Resultados

Tal como nos graficos da Figura 4.26 devido as altas temperaturas o efeito
das duas fontes nao se torna visivel para o modelo C que utiliza a expressao de Del

Grosso.

4.4 Analise Global dos Resultados

Antes de se comecar a fazer qualquer andlise torna-se importante referir
mais uma vez que as expressoes para a velocidade do som utilizadas nao conseguem
exprimir o que se passa na realidade junto as fontes hidrotermais, pois nao foram
pensadas para estas temperaturas e profundidades. No entanto,0 que se observa
nos graficos, e apesar das limitagoes que apresentam, ¢ um resultado aceitavel e
expectavel. De facto ja houve vérios estudos na area e com artigos publicados

utilizando as mesmas expressoes, para fontes hidrotermais a baixas profundidades.

O melhor exemplo que se obteve destas limitagoes foi no gréafico 4.24(A)
ou no grafico 4.25(A), pois estamos a trabalhar fora do intervalo de temperaturas
validas para a expressao de Del Grosso. O suposto é que as trajectérias tendam a
afastar-se das regioes com uma maior temperatura e nestes graficos mencionados isso
nao acontece, antes pelo contrario, e é possivel observar perfeitamente a convergéncia
destes num ponto. Porém, ainda no modelo C, nas Figuras 4.20, 4.22 e 4.23, para
a temperatura de 100°C os raios ja se afastam das regides com temperaturas mais

elevadas.

E de reparar ainda que o modelo B é essencialmente um desenvolvimento em
série de poténcias da temperatura, o que é sempre possivel fazer-se (série de Taylor)
e que outros coeficientes, eventualmente mais adequados, poderiam ser usados. O
problema é que nao existe conhecimento (nem tedérico nem empirico) sobre que

valores escolher para esses coeficientes.

Ao fazer a analise geral dos graficos percebe-se que quanto maior for o valor
de zy, menores serdao os desvios e isto prende-se com o facto de que quanto mais
longe se estiver da boca da chaminé também menor serda a temperatura do meio

onde se propagam oS raios.

Todos os graficos, a excepcao dos graficos apresentados para o modelo C ja
que nao se estd a trabalhar no intervalo de 0°C a 35°C, tornam possivel constatar
que, quanto maior for a temperatura do meio de propagacao dos raios maior serd o

desvio apresentado nas suas trajectorias.
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Ao analisar-se a variacdo de «, percebe-se que quanto maior for o valor
do decaimento horizontal (o) maior e mais rapido serd o desvio apresentado junto
da fonte (exemplo, Figura 4.10). Relativamente a constante de decaimento vertical
() passa-se o inverso e quanto maior for, menor serd o desvio no trajecto dos
raios acusticos (exemplo,Figura 4.11). Como se observa nas Figuras 4.19 e 4.21,
também aqui se faz sentir as limitagoes da expressao de Del Grosso face as altas
temperaturas, pois para uma temperatura maxima no centro e a saida da fonte (A)
de 400°C a curvatura do raio face as altas temperaturas da fonte é ao contrario das

duas expressoes anteriores.

Para terminar, a existéncia de duas fontes permite observar num sé grafico
os efeitos ja aqui referidos pois é possivel observar os dois desvios que a trajectéria
apresenta ao aproximar-se das temperaturas mais ou menos elevadas, como por

exemplo na Figura 4.17.

-

E claro que poderia facilmente aumentar o nimero de fontes em diferentes
posicoes (x,y), niveis (z) e temperaturas centrais (A), bem como com diferentes
constantes (ap e ap) de decrescimento de temperatura no espago e desta forma

obter mais graficos com outras combinagoes de parametros e condigoes iniciais.
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Conclusao

Este tema partiu de uma enorme motivacao e interesse em conseguir alargar
e criar novos horizontes no diz respeito ao conhecimento matematico aplicado a
acustica submarina. Para além disto, é 6bvio que a interrogagao da aplicabilidade

deste método da geometria diferencial também teve um peso enorme.

E com felicidade que se olha para os resultados obtidos pois apesar da
imensa dificuldade na recolha de dados reais do que se passa junto a fontes hidro-
termais e da inexisténcia de uma expressao verdadeira que relacione a velocidade
do som na agua com a temperatura, conseguiu-se de grosso modo obter resultados
razoaveis e aceitaveis para o que seria expectavel acontecer com as trajectorias dos

raios acusticos.

Como se observe ao longo do capitulo 4, todos os pardmetros tém impacto no
que diz respeito ao trajecto descrito pelos raios. De uma forma geral, com o aumento
da temperatura com que o raio se depara maior serd o desvio apresentado, quanto
maior a constante de decaimento vertical menos se afastara o raio e o contrario

acontece quando se varia a constante de decaimento horizontal.

Fora isto, ainda se fica com um programa disponivel e editavel para que
assim que vao surgindo mais e melhores dados relativos ao comportamento das
trajectorias a estas elevadas profundidades e temperaturas se possa acrescentar o que
possibilitara uma melhor analise e estudo nesta area. Como esta ferramenta possui
a capacidade de serem acrescentadas um ntmero infinito de fontes com diversas
caracteristicas cada uma, com mais e melhores dados, ou seja, mais reais também
sera possivel retratar em tracos largos um campo hidrotermal e observar o que
acontece ao trajecto do raio quando em vez de uma se possui duas, trés, quatro ou

numero de fontes que o campo em estudo possuir.

Este método acaba por se revelar bastante mais poderoso do que outros ja
utilizados anteriormente, nomeadamente pelo Principio de Fermat, pois para além
de incorporar em si todos as variacoes dos parametros intervenientes na expressao

da velocidade do som, também vai incluir as variantes de velocidade do meio, o que

111



Capitulo 4. Simulac¢oes Numéricas e Discussao

vai possibilitar a introdugdo das correntes maritimas em qualquer profundidade, e

ainda o préprio escoramento vertical dos fluidos quentes emitidos pelas chaminés.

Durante o estudo ainda foram realizados algumas comparacoes de resulta-
dos, especificamente os resultados da aplicagdo directa do Principio de Fermat, e
reparou-se que ao serem utilizados perfis de velocidade mais simples aproximada-

mente validos entre os 0 e os 750 metros de profundidade como:

c(z,y) = bw — muwy, (4.2)

com bw igual a 1520 e mw igual a 0.05, os resultados eram praticamente coincidentes.
No entanto, ao passar-se para os casos mais complexos como os que foram utilizados
ao longo da presente dissertacao as diferencas ja eram mais acentuadas e por isso
fica como uma primeira proposta de trabalho futuro a tentativa de procura do factor
que justifica tal diferenca mesmo s6 considerando o parametro temperatura, sendo

que este se tratarda de um trabalho analitico, em primeiro lugar.

Apesar de todas a vantagens ja assinaladas, este modelo ainda possui al-
gumas limitagoes que podem tentar ser colmatadas em trabalhos que se venham a

realizar futuramente.

Uma destas limitacoes é o facto de a geometria actstica nao ser capaz de
introduzir a dissipagdo do som, que neste estudo nao se esperaria que tivesse um
impacto significativo ji que se estava perante curtas distancias mas que ao serem
estudados, por exemplo, zonas costeiras onde em vez de metros se vai ter quilometros,

a diferenga ird ser muito maior.

No entanto, ressalva-se que nas fontes hidrotermais, existe uma enorme
variedade de materiais e a sua composicao quimica também podera interferir no
trajectoria dos raios e na atenuacao do som. Por isso, o desafio que se aqui deixa ¢é

tentar incorporar também este factor no calculo.

A maior dificuldade na elaboracio deste estudo, para além do exaustivo e
demorado célculo inerente ao tema, foi a procura de dados capazes de satisfazer a
necessidade. Por outro lado, esta procura também permitiu criar um novo leque
de conhecimento no que diz as organizagoes, militares e civis, por detras de to-
dos os trabalhos que dizem respeito a esta area cientifica, inclusive ainda obrigou
mesmo ao contacto com algumas delas e apesar de nao se terem conseguido os dados
pretendidos permitiu a recolha das diversas abordagens ao tema por parte destas

unidades.
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4.4. Anslise Global dos Resultados

A falta de dados foi s6 mais uma prova de que esta é uma aérea, que ainda
merece muito a atengdo do publico e que a Marinha de Guerra Portuguesa deve
continuar a apostar na formagao e investigacao nela para que se consiga criar um
conjunto mais forte e coeso de conhecimento que serd ttil no cumprimento da sua

missao.
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Apéndice A - Calculo analitico dos simbolos de Ch-

ristofell

Este apéndice encontra-se dividido também em trés partes para que se dis-
tingam perspicazmente os calculos para as diferentes expressdes de c¢. Apenas a
primeira seccao vai ter o desenrolar da formula que dé valor aos coeficientes de co-
nexao pois independentemente do valor de ¢ isso ird manter-se, de igual forma so6
na primeira seccao é que se vai mostrar os casos quem que o valor do simbolo de
Christoffel é zero porque os coeficientes serao os mesmos e em igual numero para

todos os c.

Antes de se comecar o calculos dos coeficientes de conexdo é importante
referir que as igualdades referidas no corpo da dissertacao se mantém agora no

presente apéndice, ou seja:

e W =Ae ™ \/(z—m21)2+(y—y21)2 e~ 0 (zo—211)

I

« T=TK+TM+ A V=20 121" g=a0 Go—211) — TK + TM + W;

o d= \/(x —21)” + (y — y2)*;

« H= WOQ(ZL‘ - 1321)

o J=Wai(y — ya1)
e ¢ = a expressao no inicio da secgao.

Posto isto estao reunidas as condig¢oes para o cdlculo de todos os simbolos
de Christofell.
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A.1 Para o Modelo A

1 _1 1p ang agOp_aQOO
oo = 2g 00 + 020 oxP
_1 11 0910  Ogo1 9900
_59 (8300 + or2  Ox!
_1 11 _8900
—29 <0+0 8951)
1 g
:2911<_ 8;10>,c/x1=x
1 /¢ 0
-5 (3) (‘a) (~ac) -
_cf_9
2 ox ¢
B VEKRVW +TM +TK _Wa1 (2x —2x91) VKR
- 2 4dvVTK +TM + W
_WKRO./l (ZE— IL’Ql)
N 4d
__HKR
N 4d
1 09,1 Oq 911
1 _ ~ 1p 14 P
I 29 (8351 + ox! oxP
_} 11 9911 911 9911
_29 (81‘1 + orl Ozt
_1 11 (0911 1 _
(3 e
_1(6) (a) (a)
2 \a ox c (A.2)
_c(9)\1
) (8x> c
B <\/KR\/W+TM+TK) ( Way (22 —2x9) )
2 4d VK R(TK +TM + W)*?
_ WOél (Z'— ZE’Ql)
4d (TK+TM+ W)
_H
~ 4d(T)
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A.1. Para o Modelo A

1 dg dg dg
F%Q = F%1 = 591'0 < 8;21 + a;p - axl;
14y (0911 | 992 B
97 <8m2 * ox! 0
;911 <6911> c/m —y
1 5 <0> a
2\a/ \0 (A.3)

/_'\/—\

1
ayc

\/KR\/W+TM+TK>< Way (2y —2yo1) )
)3/2

I I
A/~ IO

2 4dvVEK R(TK +TM + W
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A.1. Para o Modelo A
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Até aqui foram demonstrados todos os coeficientes de conexao cujo resultado
ird ser diferente de zero. A partir deste ponto vai-se apenas apresentar um exemplo

para cada uma das possiveis variantes que faz com que resultado do simbolo de
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Christofell seja nulo.

1
rglzrglzgof’(agp%ragl” —ag3l> (A.13)

2 ox! ox3 oxP

Mais uma vez ja que g*"é diagonal, para que g°” # 0 = p = 0, ou seja:

1 g dg
£, =14, = 5o (920 + 222 o)

2 Ox? ox3
1
=0

Tal como no tltimo exemplo todos os coeficientes de conexao onde o # 1 #
v o resultado final vai ser nulo uma vez que inicialmente estamos a trabalhar com

uma matriz diagonal.

Outra razao que faz com que o ceficiente de conexao nao tenha um resultado
diferente de zero é quando apds a substituicao e simplificacao da féormula que nos
da o valor final pretendido a derivada de ¢ ser em fun¢ao de z ou t pois ¢ nao possui

uma coordenada z nem t. Segue-se um exemplo:

—~
ow
[en]

I

020 + ox0  Oxr
3

(

33 (0930 9903 8goo>
(
)

890 p agﬂ 0 >

ox3 + or?2  Or

(A.15)

Por fim, outra maneira do resultado final dar zero é quando a expressao
pede a derivada de a em funcao de ¢, z, y ou z, ja que ainda nao se atribuiu uma
expressao a a o que a torna uma constante e por isso a sua derivada vai ser sempre

igual a zero.
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A.2 Para o Modelo B

Como ja foi referido nesta e na préxima seccao o calculo ird comecar no
momento em que se tem de fazer o calculo da derivada parcial de ¢ e por isso o

calculo efectuado até entao tem de ser consultado na secgao A.1.

1 _ ¢ _g c
Foo =5 ( 8x> (A.16)
_ _g (Z[ (B + 3¢ (T)* + 27 (T>))

n-5(2)!

~ (%) (’” + M 4 2”1”’)

2C ¢ (A.17)
= (;) (d (8 +3€ (1) + 2 (T)))
(B 3e(1) +27 (D))

2c
oo (3):
- (%) (‘]f 2 QJZ}T))
2 ¢ (A.18)

2c
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A.2. Para o Modelo B

(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)

127



Apéndice A. Calculo analitico dos simbolos de Christofell

B[ (- (657

T Oy4—S

-5s
+03670l5 (04 — S) Og P2 011 7OL10 4 O6P60777 Os
05 010 07

ALY ()2
HOpe “1 02 o1 0,7 (_H (T)
Hove (1O _ Oge 1 02 (L 4 2L (T)
_T Oy-S T T _0O4-S
+HOge 95 (04—S5)  HOg9P%2e 11 O10 +HOgPeo7 98
_¢ Osd O10d O7d
= 2
2 (c)

(y| HeTE -G @
_<62> _|_O3e

Oy— 57 T 1704—5
5 (0O4=S)  OgP%e 911 %10 + Og Pe©7 Og
Os O10 O7
H -z 1, 2(T)
1 01 o _ (L
d Ope ’ (1 (01 + 022)) (T)
_ T O4—S T T _04=5
+03e O5 (04=S5) 09 P2e 11 Ono + Og Pe©7 Os
Os O10 07
2c

128

(A.27)

(A.28)

(A.29)



A.3. Para o Modelo C
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A.3. Para o Modelo C
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T O47S,L l7047S
+J03 e 95 (04—S)  JOgP?e P11 O10 + JOg Pe©7  Os
. _E Os5d O10d O7d
- 2
2 (c)
J -&-% 1 2(T)
0
NI oY
_ — 72 _ T O47$,L 170475’
c +Oge 95 (04—S) 09 P2e 911 O10 + Og Pe©O7 Osg
Os O10 O7
J -&-% 1 2(T)
4 01 o I
a|CQoe (1= (5 +%2)) ()
_ I O4=S__T T _04-8
+OSe 95 (04—S) 09 P2e ©11_O10 + Og Pe©O7 O3
Os O10 O7
2c
c( 0 < 1)
2\ Oy c
T _ 12 2
017052 _T _(™
JOge 1 027 o1 0,7 (_J_ 4 2J(T)
pi Ope * (orat+ o7a) (1)
_ T 047‘9,L T Oy4—S
+J03 e 95 (04—8)  JOygP?e P11 O10 + JOg Pe©O71  O8
__¢ Osd O1d O7d
- 2
2 (c)
J _r _ 12 1 2 (T)
J O1 052 N O
3 7|00 702 (1- (5, + 5F)) ()
- — i2 T O4*S_L 1_0473
c +OSe 95 (04—S) 09 P2e 11 O1n0 + Og Pe©O7 O3
Os O10 O7
J _r _ 12 1 5 (T)
4 01 052 N B
7|00 70 (1= (5 + 54)) ()
_ T O4=S __T T _04=5
+03e 95 (04—S) 09 P2e ©11_ O1n0 + Og P97  Os
Os O10 Or
2c

(A.34)

(A.35)

131



Apéndice A. Calculo analitico dos simbolos de Christofell

s 2 _cfO\1
o= =517~
2\0xr ) ¢
A 2
01" 0.2 _T _(™°
HQpe 1 92° 01 0,2 (H 2H(T))
g Coe 025 gld—i_ 057 d (7;> s
_I 4—S 1T T _O4—
+H03e O5 (04—S)  HOgP2?e P11 O10 + HOg Pe©7 Os
o E Osd O10d O7d
- 2
2 (c)
H - 1, 2(T)
9]
o[ Hoe T E -G @
- 72 T O47$,L l70478
c +Oge 95 (04—S5) 09 P2e 911 O1no + Og Pe©O7  Os
Os O10 O7
H E-I 1, 2(T)
o 01 o L
7| Ooe 7o (1 (5 + 57)) (T)
_ T O4=S_ T T _04-8
+Oge 95 (04—S) 09 P2e 911 O10 + Og Pe©O7 O3
Os O10 O7
2c
(A.36)
2 c( 0 <1)
22792 \ay) \¢
A 2
01 02 _T _ (™=
JOge “1 027 01 0,2 J 2J(T)
d Ooe > \od T 0%d (T)
_T O4—S T T _0O4-5
+J03e O5 (04—S)  JOgP2e ©1 O10 + JOg Pe©O7 08
_°c Osd O10d O7d
- 2
(c)
o . (A.37)
J T 07 0,2 1 2(T
| e EE -G @
2
— 72 _ T O4*S_L 1_0475
C _|_03e O5 (04—85) 09 P2e 11 O1o + O PeO7 " Us
Os O10 O~
J _r _ 1% 1 5(T)
o) p)
d Ope ©1 02 (1—(a+ 022)> (T)
_ T O47$_L L_O475'
+036 95 (04—85) 09 P2e 911 O10 + Og Pe97 Os
Os O10 O7
2c

132



A.3. Para o Modelo C

13 13 c [ 0\1
13 31 2 al, c
A 2
01" 0.2 _T _(1T)*
HOge 1 O3 - 01 05,2 H QH(T))
d Ope > \ora T 0,24 (T)
T 0475,L 170475
+H03e O5 (04—S)  HOgP2?e P11 O10 + HOg Pe©7 Os
. E Osd O10d O7d
- 2
2 (c)
H *l*% 1 2(T)
]
% g Ope ©1 02 (1 - (a + 0,7 )) (T)
— 72 T O47$,L l70478
& +Oge Os5 (0475) . Og P2¢ O11 O10 + Og PeO7 Og
O10 O7
H - 1, 2(T)
o 01 o L
a|CQoe 7 (1 (5, +52)) (D
_ I O4=S T T _94=5
+Oge 95 (04—S) 09 P2e 911 O10 + Og Pe©O7 O3
Os O10 O7
- 2¢
(A.38)
s s cf{0\1
23 32 2 ay c
T _ 72 2
01 0.2 _T _(1T)*
JOge 1 O o O1 052 J 2J(T))
d Ope > \od T 07d (T)
_T O4—=S T T _0O4=5
+J03 e 95 (04—S)  JOgP2%e ©1 O10 + JOg Pe©7 O
_ ¢ Osd O1od O7d
- 5 2
(c)
J E-I 1, 2(T)
9]
c a Ope 1 02 (1 — (a + 0,2 >) (T)
2
= 72 T O4*S_L 1_0475
c +Oge Os (04—S) _ Og P2e O11 O10 + Og Pef7 Os
Os O10 O~
J _r _ 1% 1 5(T)
4 01 052 I
1| Qoe ? (1 <01 T of)) ()
_T O4=S _ T _ T _04-5
+03e 95 (04—S5) 09 P2e 911 O10 + Og Pe97 08
Os O10 O7
N 2¢
(A.39)

133






Apéndice B - Equacoes Geodésicas Finais

Para a interpretacao deste apéndice é necessario ter presente as igualdades

gerais, ou seja, para as trés expressoes:

e W =Ae ™ V(@—221)*+(y—y21)? e—ao (20—211)

I

« T=TK+TM+ A V=20 121" g=a0 Go—211) — TK + TM + W;

o« d= \/(x —291)* 4+ (y — y21)*;

« H= WOQ(ZL‘ - 1321)

o J=Wai(y — ya1)
e ¢ = a expressao no inicio da secgao.

Além destas ainda se tem as especificas para a expressao de Del Grosso:

e O =1449.08
« Oy =457

« O, =869

« Oy =360

« O3=1.33

« 0,=35

« 05=120

e Og=0.1522
« O7 = 1200
« Og =400

e Og=1.46%107°
e O =20

e O1; =10
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B.1

B.2

136

Equacoes finais para o Modelo A

A equacdo geodésica para a coordenada 2 =t

*t H dtde J dtdy

d)2  2dT d d)\ 2dTd d\

A equacdo geodésica para a coordenada z! = x

Po HKR(d@\ 0 (dr)

dN? 4d d\ 4d(T) \ d\

L Jodwdy  H (dy\' H (d2\T_

2dT dAd\  4dT \ d\ 4dT \d\)

A equacdo geodésica para a coordenada z? =y

dy JER (AT (drY’

d\? 4d d\ AdT \ dX

C (AN T (dy\ L H dedy
4dT \ d)\ 4dT \ d\ 2dT d)\d)\

A equacao geodésica para a coordenada z® = z

d*>2 H dxdz J dydz

D2 T oaTaNay T sdaTandy

Equacoes finais para o Modelo B

A equacdo geodésica para a coordenada 2° =t

2t (4 (B+3e(D)+27 (1)) dt du

a2 c d\d\

(2 (B+3¢(D)+27 (D)) dt dy
c anay

(B.1)

(B.2)

(B.4)



B.2. Equacgoées finais para o Modelo B

A equacao geodésica para a coordenada z! = 2z

Zifg _ (Z[ (B+3e(T)* +27 T))> (g) (;l;)Q

(
B (B+3¢(T) +2v (1))

dj 2
2¢ dA

f;z - (‘; (B+3¢(T)" +2 (T)))
(2(8+3¢(1)* +27 (T)
2c

) (
2 (B+3e(T) +24 (1)) (
) (

(

2c
(4 (8+3¢(T) +27 (T)
(

2c

A equacao geodésica para a coordenada z® = z

d?z (% (5 +3€(T)" + 2 (T))) dz dz
oz c dndr
(2 (8 +3¢(T) +27 (D)) dy d-

c d\ d\

(B.8)
_l’_

=0
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B.3 Equacoes finais para o Modelo C

A equacdo geodésica para a coordenada 2 =t

T T2
o 52 T
Hoe#F (- (g + ) @
_{_0367015 (0475) _ Og PQeOéfls_OLm + Og Peol7_O4O;S
d*t Os O1o O dt dx
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T 12
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T O4_S,L 1704_5
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B c !
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d*z c\ (H _r_ 1 1 2(T)
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dx2 (2) <d>[ e ( <01 oz )@
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Ose % (O, —8) Oy P?eon 0w . OgPeo™ &5 | (dt)’
05 010 07 d)\
a0t (1o (&1 2m)) (7 |
d 0€ 2 ( B (a + 05? )) ( )
7OL( ) 2 Oél_S*OL olfog)_s
Osze Y5 (04—S Og P2e ©11 10 Oe Pe®1 8
+ 3 05 4 _ 9 OIO + 6 07 ] dx 2
+ 2c (d)\>
i J -£-5 1, 2(T) ]
1[0 T (1= (5 + 57)) (T)
108 o 05 (04=S) 09 P? 9051171570%0 . oﬁpeO%foé;s (B.10)
Os O10 O7 dzr dy
* c dXdX
ot (1o (21 2®)) (1) |
7|00 (1= (3 +57)) @
*Ol( ) 2 O(‘JI_S_OL OL_O4O_S
Oze Y5 (0O4—S Og P2e 911 10 Og Pe©7 8
+ 3 05 4 _ 9 010 _|_ 6 07 ] dy 2
B 2c <d)\>
[ [0y F e (1 (& 420 (1 _
T Ooe o (1 (5, + 52)) (1)
*Ol( ) 2 OS_S*OL 01*040_5
Osze Y5 (0O4—S Og P2%2e ©11 10 Og Pe®7 8
+= Os : - O10 += O7 ] dz 2
L 4 (= =0
2¢ (dA)
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B.3. Equagodes finais para o Modelo C

A equacao geodésica para a coordenada x? =y

d?y e\ [J _r_ T2 1 2(7)
S (2)(5) | 0oe 7 (1 (< T
d\? (2) (d) [ 0e < <O1 " % 1)
_T 9 O4=5_ T T _04-5 9
+Oge Os (04 — S) _ Oy P?e 011 0w n Og P eo7 08 ﬁ
Os O19 O- d\
[ J —ol—oiz 1 2(7) ]
d O(]e 1 2 (1 — (a + 052 )) (T)
o) 7015(0 S) 1) %7% 1) 01*040_5
e — P2e O11 10 PeO7 8
+ : Os : - O10 + = O7 ‘| dr 2
- 2c (d/\)
[ -&-% L 2D ]
d O()e 1 2 (1 — (a + 052 )) (T)
Oge_ol5 (04=S) _ 0Og P2e0047171570%o i oﬁpe&OésS] (B.11)

_+ Os O10 O7 dz 2
2c

o) _Ol (04—5) 2 Oéﬁs OL OL*O?;S
e Os - Oo P 11 10 Og PeO7 )
+= Os - : eOIO + O7 1 d 2
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_T O4—=S_ 1 T _O4-8
+036 O5 (04—85) 09 P2e 11 On0 + Og P97  Os
Os O10 Oz
L ldrdy 0
c dhd\

A equacio geodésica para a coordenada z® = z

T2

| one 5 (1 3+ 32)) ()

Oy4—S T T O04—S8

_ T _ T _
+036 O5 (04—85) 09 P2e 911 O1no + Og Pe©O7  Os
d2z Os O10 07 dx dz

_|_

d\?

o

T2

oo B (1 (g + 42)) ()

_ T O475,L T Oy—S
Osze 95 (04—9) Og P2e¢ 911 O1o Og PeO7  Os
+ — +
Os O10 O7 dy dz
+ == -
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Apéndice C - Campo Temperatura

clear,clc,close
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o\°
o\°
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o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\

Parametros inicias

o
°

8

temperatura no centro

A1=400; %

9

%alphal

gamma=0.5;

10

alp=20; $alpha2
%$altura do corte

z0
z11

11

12

altura da fonte

o
)

13

abcissa do centro da fonte

o
°

x_21=0;
y_21=0

14

%$ordenada do centro da fonte

4

15

16

%$intervalos de x e y

17

_x1=min(-0.2);

min_x1

18

min_yl=min (-0.2);

19

=max (0.2);

max_x1

20

max_yl=max (0.2);

21

22

$representacao desses intervalos

x11
yll

23

x1,max_x1);

= linspace (min_

24

linspace (min_yl,max_y1l);

[X1,Y1]

25

= meshgrid(x11l,y1ll);

26

27

$campo temperatura

z1

28

) .2

X1l-x_21

(Alxexp (—gammax (z0-z11) ) rexp (—alpxsqgrt ( ((

29

+(Yl-y_21).72)))+1.5)+273.15;

30

31

$posicao na figura

subplot (1,2,1)

32

33

34

vista aerea
contour (X1,Y1,21, 30)

o
°

35

36

37

%$caracteristicas do grafico

38

axis equal

x1

39

4

=xlabel ('x")

40

set (x1, 'Fontsize',12, 'Fontweight', '"bold")

41
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42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

yl=ylabel('y"');
set (yl, 'Fontsize',12, 'Fontweight', "bold")
t=title('Vista Aerea do Campo de Temperaturas');

set (t, 'Fontsize',10, '"Fontweight', 'bold");

$posicao na figura
subplot (1,2,2)

$vista lateral
mesh (X1,Y1,%Z1)

%$caracteristicas do grafico

x2=xlabel ('x");

set (x2, '"Fontsize',12, 'Fontweight', "bold")

y2=ylabel ('y");

set (y2, 'Fontsize',12, 'Fontweight', '"bold")

zl=zlabel ('Temperatura em graus Kelvin');

set (z1l, 'Fontsize',10, 'Fontweight', "bold")
tl=title('Vista Lateral do Campo de Temperaturas');
set (tl, '"Fontsize',10, 'Fontweight', '"bold"');
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Apéndice D - Calculo dos Simbolos de Christoffel

clear,clc,close
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10

%$onde se vail definir todas as variaveis simbolicas com que o

11

programa vai trabalhar.

12

syms t x y z bw mw z0 A K R Ga a0 al

13

$bw,mw, z0,A,K,R,Ga,al,al sao variaveils que se utilizaram para a .

14

obtencao dos Christoffel sem atribuir valores numericos.

15

velocidades para ja 0 porque o fluido esta em repouso.

o
°

16

7

0
0
0

VOX=

17

voy=Uy

18

voz=0;

19

20

A incluir futuramente

escolhida pelo utilizador.

$expressao c(t)

21

uma dependecia valida para altas temperaturas.

c_l="insira o c(t)"';

o
Cl
ct

22

=input (c_1);

%

23

24

$Campo temperatura
A1=400;

25

26

4

0.5

alp=20;
z0=0;

gamma=

27

28

29

z11

30

7

0
y_21=0;
Tl

x_21

31

32

) "2+ (y-y_21) "2) "~ (1/2))

X—xX_21

(Alxexp (—gammax (z0-z11) ) xexp (—alpx* ((

33

14

+1.5)+(273.15)

34

4

T1
$expressao SQRT (KRT)

K=5;

Temp=

35

36

37

R=8.31;

38
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39 ct=sqgrt (KxR) *sgrt (Temp) ;
40

41 %Expressao dos polinomios
alpha=0.1;

43 % beta=0.1;

o

42

44 % Gamma=0.1;
45 % epson=0.1;
46 % ct=alphatbetaxTemp+Gammax* (Temp) "2+epsonx* (Temp) *3;

47

o

48 Expressao para Del Grosso

P=100;

5=35;
51 ct=1449.08+4.57+xTemp*exp (- ( (Temp/86.9)
52 %+ (Temp/360)72))+1.33%(S-35) xexp (-Temp/120)+0.1522+P+exp ( (Temp/1200)

53 %+ ((S—35)/400))+1.46%10"(=5)*xP"2+exp (- ((Temp/20)+ ((S-35)/10)));

o\

49

o\

50

o\

54
55 $Para Jja uma constante
56 a=1;

57

58 %$Tensor metrico acustico
59 g00=-(ax*ct);

60 g0l=—voxx(a/ct”2

4

14

4

)

61 g02=—voy* (a/ct”2);

62 g03=—vozx (a/ct”2)

63 glO0=—-voxx (a/ct”2)

64 gll=(a/ct);

65 gl2=—voxxvoyx(a/ct"2);

66 gl3=—voxxvozx(a/ct"2);

67 g20=—voy* (a/ct”2);

68 g2l=—vox*voyx (a/ct”2);

69 g22=(a/ct);

70 g23=—-voyxvozx (a/ct"2);

71 g30=-vozx (a/ct"2);

72 g3l=—vox*voz=* (a/ct"2);

73 g32=—-voyx*voz=* (a/ct”"2);

74 g33=(a/ct);

75 tm=[g00 g0l g02 g03; glO0 gll gl2 gl3; g20 g2l g22 g23; g30 g31
g32 g331;

76 g0=—1/(axct);

77 gl=ct/a;

78 g2=ct/a;

79 g3=ct/a;

so tml=[g0 0 0 0;0 gL 0 0 ;0 0 g2 0;0 0 0 g3];

81

82
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84

85

86

87

88

89

90

91

92
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95

96
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98

99

100

101

102

104

105

107

108

109

110

111

112

113

114

115

116

%aqui e onde vamos gerar todas as combinacoes possivels para o ..
sigma, o mu e o nu da formula dos simbolos de Christoffel.
coordenadas = 0:3;% neste ponto indica-se o valores que eles ...

podem tomar neste caso e 0,1,2 ou 3.
expoentes = 3;% aqui e o numero de espacos que o0s valores ...
escolhidos antes podem ocupar neste caso sao 3 (sigma,mu,nu) .
dimensoes = numel (coordenadas) ; $define-se o numero de dimensoes .
(neste caso 4D).
combinacoes = ...
coordenadas (dec2base (0:dimensoes”expoentes—-1,dimensoes)-'0"+1)

%$gera uma matriz com todas as 64 (neste caso)possibilidades.

%$inicio do ciclo for para que possamos ir avancando de linha em .
linha na matriz combinacoes.
for i=0.0:41:63 %de 0 ao 63 incrementos de 1 em 1 pois nos ...

temos 64 linhas na matriz combinacoes.

%$vai-se agora criar uma matriz s sera cada linha da matriz ...
combinacoes.

s=combinacoes (1+i, :,:);

%aquli selecionamos dentro da matriz s o valor de sigma, mu, nu.
h=s(1,1);%sigma
f=s(1,2);%mu

w=s (1,3);%nu

$neste ciclo if vamos comecar a resolver a expressao que nos da .
o valor dos coeficientes de conexao e, tal como ...

analiticamente, como tm e tml sao matrizes diagonais sigma=rho

if h==
rho=0;
elseif h==
rho=1;
elseif h==
rho=2;
elseif h==
rho=3;
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

~.
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118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137

138

140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157

158

160

146

$nos 4 if's que se seguem vamos definir M,N,Q e B como sendo

g” (rhoxsigma) ,g_(rhoxnu) ,g_ (muxrho) e g_ (mu*nu) .

if h==0 && rho==
M=gO0;

elseif h==1 && rho==
M=gl;

elseif h==2 && rho==
M=g2;

elseif h==3 && rho==
M=g3;

else
M=0;

end

if rho==0 && w==

N=g00;

elseif rho==1 && w==
N=(gll);

elseif rho==2 && w==
N=(g22);

elseif rho==3 && w==3
N=(g33);

else
N=0;

end

if f==0 && rho==

0=g00;

elseif f==1 && rho==
0=(gll);

elseif f==2 && rho==
0=1(g22);

elseif f==3 && rho==
0=(g33);

else
0=0;

end

if f==0 && w==

B=g00;
elseif f==1 && w==
B=(gll);

elseif f==2 §&& w==
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162

163

164

165

167

168

169

170

171

172

173

174

175

176

177

178

179

181

182

183

184

185

186

187

188

190

191

192

193

194

195

196

197

198

B=(g22);
elseif f==3 && w==
B=(g33);
else
B=0;

end

$Neste momento era possivel obtermos C=(1/2) «Mx (N+Q-B) (sendo C
o coeficiente de conexao),mas como sabemos a expressao nao e
simplesmente essa pois faltam as derivadas parciais e e isso

que os 3 if's seguintes irao definir

$neste vamos definir n como sendo a derivada de N em relacao a

t,x,y ou z consoante o valor de mu e 0,1,2 ou 3 respectivamente.

if f==
n=diff (N, t);
elseif f==
n=diff (N, x);
elseif f==2
n=diff (N,vy);
elseif f==
n=diff (N, z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

$neste vamos definir g como sendo a derivada de Q em relacao a

t,x,y ou z consoante o valor de nu e 0,1,2 ou 3 respectivamente.

if w==
ag=diff (Q,t);
elseif w==
g=diff (Q, x);
elseif w==

q=diff (Q,y);
elseif w==
g=diff (Q, z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.'")

end
$neste vamos definir b como sendo a derivada de B em relacao a

t,x,y ou z consoante o valor de rho e 0,1,2 ou 3

respectivamente.
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211

212

213

214
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217

218

219

if rho==
b=diff (B, t);
elseif rho==
b=diff (B, x);
elseif rho==
b=diff (B,y);
elseif rho==
b=diff (B, z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

$Agora ja iremos ter os dados suficientes para obter o valor
final do Christoffel e Cl sera esse valor.
C=(1/2) *M* (n+g-b) ;

$permite que vao sendo visualizados os simbolos de Christoffel
Pretty (C)

%$final do ciclo for que nos permitia avancar nas diferentes
linhas da matriz combinacoes.

end
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ajectorias

Tr

esicas €

V4

Apéndice E - Equacoes Geod

Acusticas

clear,clc,close

1

o°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
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$%%%%%%%%%%% Trajectorias dos raios acusticos $%%%%%%%%%%%%%

oe

o\

definido pelo utilizador %%%%%%%%%%%%

Para um c(t)

999000000
000000000

o

o\

©000000000000000000000000C0
0000000000000 0000000000000

Mario Ribeiro

o\
o\°
o\°
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o\
o\
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o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\°
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o\°
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o\
o\°

o\°
o\°
o\°
o\°
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o\°
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o\

o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\
o\°
o\°
o\
o\°
o\°
o\°
o\°
o\°
o\
o\
o\°
o\

onde se vai definir todas as variaveis simbolicas com que o .

o
o

9

programa ira trabalhar.

11

$velocidades para ja 0 porque o fluido esta em repouso.

12

7

0
0
0

VOX=

13

voy=Uj;

14

voz=0;

15

16

escolhida pelo utilizador.A incluir futuramente

%$expressao c(t)

17

uma dependencia valida para altas temperaturas.

c_l="insira o c(t)"';

o
o

18

4

)

% ct=input (c_1

19

20

%$aqui e onde se define t2,x2,y2,z2.

t2

21

=diff(t(l));

22

x2=diff(x(1));

23

diff(y(1));

y2=

24

z2=diff(z(1));

25

26

sCampo temperatura
A1=400
alp=20;

27

4

28

29

gamma=0.5;
z0=0;
z11=0

z12

30

31

14

32

33

7

0
y_21=0;
Tl

x_21

34

35

)2

xX-x_21

(Alxexp (—gammax (z0-z11) ) xexp (—alpx* ((

36

4

+(y-y_21)"2)"(1/2))+1.5)+(273.15)

37
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38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

T

78

79

80

81

Temp=T1;

$Expressao SQRT (KRT)
K=5;

R=8.31;
ct=sqgrt (K+«R) xsgrt (Temp) ;

$Expressao dos polinomios
% alpha=0.1;
% beta=0.1;

% Gamma=0.1;

o\

epson=0.1;

% ct=alphatbetaxTemp+Gammax* (Temp) "2+epsonx (Temp) *3;

o

Expressao para Del Grosso

P=100;

5=35;
% ct=1449.08+4.57+xTemprexp (- ((Temp/86.9)+ (Temp/360) *2))
$+1.33% (S-35) xexp (-Temp/120)+0.1522+P*xexp ( (Temp/1200) + ( (S-35) /400))
$+1.46%10" (=5) *P"2%exp (- ((Temp/20) + ((S-35) /10)));

o\

o\

$para ja uma constante

a=1;

%$tensor metrico acustico

g00=-(a*xct);

g01=0;

g02=0;

g03=0;

gl0=0;

gll=(a/ct);

gl2=0;

gl3=0;

g20=0;

g21=0;

g22=(a/ct);

g23=0;

g30=0;

g31=0;

g32=0;

g33=(a/ct);

tm=[g00 g0l g02 g03; gl0 gll gl2 gl3; g20 g2l g22 g23; g30 g31
g32 g33];

g0=-1/ (axct) ;

gl=ct/a;
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95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

106

107

108

109

110

111

112

113

114

g2=ct/a;
g3=ct/a;
tml=[{g0 0 0 0;0 g1 0 O ;0 0 g2 0;0 O O g31;

%$aqui e onde vamos gerar todas as combinacoes possiveis para o
sigma, o mu e o nu da formula dos simbolos de Christoffel.
coordenadas = 0:3;% neste ponto indica-se o valores que eles
podem tomar neste caso e 0,1,2 ou 3.
expoentes = 3;% aqul e o numero de espacos que os valores
escolhidos antes podem ocupar neste caso sao 3 (sigma,mu,nu) .
dimensoes = numel (coordenadas) ; $define-se o numero de dimensoes
(neste caso 4D).
combinacoes =
coordenadas (dec2base (0:dimensoes”expoentes—-1,dimensoes)-"0"+1);

%$gera uma matriz com todas as 64 (neste caso)possibilidades.

$Aqui define-se o valor inicial de T,X,Y,Z para que mais a
frente possamos somar valores do ciclo de acordo com o ciclo
if que vamos estabelecer

T=0;

X=0;

72=0;

%$inicio do ciclo for para que possamos ir avancando de linha em ...
linha na matriz combinacoes.
for i=0.0:+1:63 %$de 0 ao 63 incrementos de 1 em 1 pois nos

temos 64 linhas na matriz combinacoes.

%$vali-se agora criar uma matriz s sera cada linha da matriz
combinacoes.

s=combinacoes (1+i,:,:);

%$aqui selecionamos dentro da matriz s o valor de sigma,mu,nu.
h=s(1,1);%sigma
f=s(1,2);%mu

w=s (1l,3);%nu

$neste ciclo if vamos comecar a resolver a expressao que nos da

o valor dos coeficientes de conexao e, tal como

analiticamente, como tm e tml sao matrizes diagonais sigma=rho.
if h==

rho=0;
elseif h==

rho=1;
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151

152
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elseif h==
rho=2;
elseif h==3
rho=3;
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

$nos 4 if's que se seguem vamos definir M,N,Q e B como sendo
%g” (rhoxsigma) ,g_(rhoxnu) ,g_ (muxrho) e g_ (mu*nu) .
if h==0 && rho==
M=g0;
elseif h==1 && rho==
M=gl;
elseif h==2 && rho==
M=g2;
elseif h==3 && rho==
M=g3;
else
M=0;

end

if rho==0 && w==

N=g00;

elseif rho==1 && w==
N=(gll);

elseif rho==2 && w==
N=(g22);

elseif rho==3 && w==
N=(g33);

else
N=0;

end

if f==0 && rho==

0=g00;

elseif f==1 && rho==
0=(gll);

elseif f==2 && rho==
Q=1(g22);

elseif f==3 && rho==
Q=1(g33);

else
0=0;

end
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if f==0 && w==

B=g00;
elseif f==1 && w==
B=(gll);
elseif f==2 && w==
B=(g22);
elseif f==3 && w==
B=(g33);
else
B=0;
end
%$Neste momento era possivel obtermos C=(1/2)*Mx (N+Q-B) (sendo C

o coeficiente de conexao),mas como sabemos a expressao nao e
simplesmente essa pois faltam as derivadas parciais e e isso

que os 3 if's seguintes irao definir

%neste vamos definir n como sendo a derivada de N em relacao a
t,x,y ou z consoante o valor de mu e 0,1,2 ou 3 respectivamente.
if f==
n=diff (N, t);

elseif f==
n=diff (N, x);

elseif f==
n=diff (N,vy);

elseif f==

n=diff (N, z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

$neste vamos definir g como sendo a derivada de Q em relacao a
t,x,y ou z consoante o valor de mu e 0,1,2 ou 3 respectivamente.
if w==
g=diff(Q,t);
elseif w==
ag=diff (Q, x);
elseif w==
gq=diff(Q,y);
elseif w==
g=diff(Q,z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end
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$neste vamos definir b como sendo a derivada de B em relacao a
t,x,y ou z consoante o valor de mu e 0,1,2 ou 3 respectivamente.
if rho==
b=diff (B, t);
elseif rho==
b=diff (B, x);
elseif rho==
b=diff (B,vy);
elseif rho==
b=diff (B, z);
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.'")

end

%$Agora Jja iremos ter os dados suficientes para obter o valor
final do Christoffel e Cl sera esse valor.
Cl=(1/2)*Mx (n+g-b) ;

$Estes i1if's vao definir se as duas derivadas sao t2,x2,y2 ou z2

consoante mu e nu forem 0,1,2 ou 3.

%11 sera a primeira derivada que aparece a multiplicar pelo
coeficiente de conexao e depende do valor de f(mu).
if f==
11=t2;
elseif f==
11=x2;
elseif f==
11=y2;
elseif f==
11=2z2;
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.'")

end

%12 sera a segunda derivada que aparece a multiplicar pelo
coeficiente de conexao e depende do valor de w(nu).
if w==
12=t2;
elseif w==
12=x2;
elseif w==
12=y2;

elseif w==
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241

242

243

244
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254

256

257

258

260

261

262

264

265

266

268

269

270

271

272

273

274

275

12=2z2;
else
disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.")

end

%$C1l_1 sera entao essa parte da equacao geodesica.
Cl_1=Clx11%12;

%$Aqui e onde vai entrar aquele T,X,Y e Z que se criou ao inicio.
if h==

T=T+(Cl_1); %T sera a soma de todos os Cl_1 que pertencem a

x"~0=t

elseif h==
X=X+ (Cl_1); %X sera a soma de todos os Cl_1 que pertencem a
x"1=x

elseif h==
Y=Y+ (Cl_1); %Y sera a soma de todos os Cl_1 gue pertencem a
X" 2=y

elseif h==
Z2=7Z+(Cl_1); %Z sera a soma de todos os Cl_1 que pertencem a
x"3=z

else

disp ('O valor nao e permitido tem de ser 0,1,2 ou 3.'")

end

%$final do ciclo for que nos permitia avancar nas diferentes
linhas da matriz combinacoes.

end

% [dWdl] sera o sistema de 8 equacoes de primeira ordem das
equacoes geodesicas.

[dWdl]=odeToVectorField(diff (t,2)==-T,diff (x,2)==-X,

diff(y,2)==-Y,diff(z,2)==-2);

%apresenta o sistema de equacoes num formato compativel com
LateX para se possam vizualizar de uma forma melhor.
latex (dWdl)

%$Como o oded5 nao faz calculo simbolico temos de converter o
sistema obtido para uma funcao compativel.
DWDL = matlabFunction (dwdl, 'vars',{'1','Y"});

%$Resolve o sistema de equacoes para a expressao, para as
seguintes condicoes iniciais
yl_0=0.2;
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314

315
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y2_0=sin (0xpi/180);

tl_0=0;

t2_0=0;

x1_0=-0.2;

x2_0=cos (0*xpi/180);

z1l_0=0;

z2_0=0;

wa=[x1_0 x2_0 tl1_0 t2_0 y1_0 yv2_0 z1_0 z2_0];

%$Intervalo de Integracao
numstepl=1000;

Al=0.001;
lfinal=numsteplx*al;

lspan=[0:al:1final];

$Solver

[1,wa] = oded5 (DWDL, lspan,wa, []);

%$desenha o grafico. wa(:,1)=x1, wa(:,2)=x2, wa(:,3)=tl,

wa(:,4)=t2, wa(:,5)=yl, wa(:,6)=y2, wa(:,7)=z1 e wa(:,8)

x21l=wa(:,1);
y2l=wa(:,5);
plot (x21,y21)
axis equal
grid on

hold on

%intervalos de x e y para o campo de temperaturas
min_xl=min (-0.2);
(-0.2);
max_xl=max (0.2);
(0.2);

min_yl=min

max_yl=max

$representacao desses intervalos
x11 = linspace(min_x1,max_x1);
yll = linspace(min_yl,max_yl);
[X1,Y1l] = meshgrid(x1l1l,yl1l);

%$campo temperatura que e iquivalente a T1

Z1=(Alxexp (—gammax* (z0-z11) ) xexp (-alp*sgrt ( ( (X1-x_21) .72
+(Y1l-y_21).72)))+1.5)+273.15;

contour (X1,Y1,21,30)

z2.
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