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Resumo: Neste trabalho apresentamos, de forma sucinta, simulag¢ées numé-
ricas de fluidos, de problemas do tipo Assimilagdo de Dados numa aborda-
gem variacional. Apresentamos resultados aplicados & HemodinAmica consi-
derando uma geometria tridimensional na forma de uma estenose idealizada
e recuperamos o perfil da velocidade do sangue nesta geometria.

Abstract: In this work, numerical simulations of fluids of Data Assimilation
problems in a variational approach are briefly presented. We obtain some
results applied to Hemodynamics in a 3D idealized stenosis and we recover
the blood velocity profile in this geometry.

palavras-chave: Controlo 6ptimo; Hemodindmica; Equagoes de Navier-
Stokes generalizadas.

keywords: Optimal control; Hemodynamics; Generalized Navier-Stokes
equations.

1 Introducao

As simulagoes numéricas de fluidos, e em particular aplicadas a circulagao
do sangue, aliadas ao avanco nas técnicas de imagiologia, constituem uma
poderosa ferramenta na prevencao de doencas e eventualmente no seu tra-
tamento. A introducao de dados médicos reais nas simula¢ées vem torna-las
mais realistas e mais precisas do ponto de vista das aplicagoes. Este pro-
cedimento em que se inclui dados conhecidos nas simula¢des tem o nome
de Assimilagdo de Dados (DA) e, ainda que recentes, existem agora alguns
trabalhos que aplicam estas técnicas a modelagao de fluidos [11, 2 [3]. Neste
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trabalho consideramos dados gerados artificialmente através da resolugao
das equacdes que modelam o fluido, as equacoes de Navier-Stokes, que sao
equacgoes diferenciais as derivadas parciais.

Apresentamos um funcional de custo diferente do habitual que contém
um termo relacionado com a componente tangencial da tensdo na parede do
vaso (WSS) com a forma de uma estenose idealizada tridimensional.

2 Descricao do Problema

O objectivo é obter solugdes numéricas que nalgumas partes do dominio
(Qpart) s@o iguais, a menos de um determinado erro pré-definido, aos dados
observados. Para isso definimos um critério a optimizar, o que corresponde
a resolver um problema de controlo. Neste trabalho consideramos como
critério a velocidade do sangue. Definimos o seguinte funcional de custo que
inclui um termo para a velocidade, representada por y, outro para o WSS,
representado por w e um termo regularizador para o controlo:

min J(y,u) = w; / ly — yal? dz + wy / \w—wd\2ds+w3/\Vu\2ds,
Qpa'rt FQpaTt an

(1)

sujeito as restrigcoes

—divt +p(y-V)y+Vp=0 em Q

divy =0 em {)

y=0 em I'yan (2)
y=u em I';,

(=pI+7) - n=0 em Loyt

A varidvel p representa a pressdo, e os pardmetros wy, we € w3 dos termos
do funcional de custo, sdo escolhidos de acordo com critérios empiricos. As
variaveis y, e wq representam os dados para a velocidade e para o WSS, res-
pectivamente. O conjunto I'g,,,, € a fronteira de {2,4-¢. O tensor das tensoes
viscosas T é dado por 7 = 2u(Dy)Dy onde p representa a viscosidade que é
aqui definida usando o modelo generalizado de Cross u(n) = pioo + %

Neste modelo g, fteo, A, a € b sdo constantes e Dy = %(Vy +(Vy)h). A
varavel u representa o controlo como func¢ao definida na fronteira de entrada.

Para resolver o problema de controlo numericamente, primeiro discre-
tizamos e depois optimizamos. Comecamos assim por usar o Método dos
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elementos finitos com elementos do tipo P1 — P1 estabilizados, com os es-
pacos funcionais adequados para as funcoes teste e de forma, obtendo o
problema discreto

min J(Y,U) = wi[|Y = Ygl[R, + waW(Y) + ws||U][%, (3)

sujeito a
QY)+GY)Y +BT'P=F
BY =0 )

onde |.||n, € .||, sdo normas especiais que resultam da discretizacao. Para
este efeito utilizdmos o programa COMSOL Multiphysics.

De seguida é utilizado o método SQP (sequencial quadratic program-
ming) implementado na biblioteca SNOPT para resolver o problema (3)-
(4). Este é um problema de optimiza¢ao ndo linear, em dimenséo finita,
cuja solucao é obtida através da resolugdo de sub-problemas de programa-
¢ao quadratica e cujas restricoes sao linearizacoes das restrigbes originais.

3 Resultados Numéricos para a Estenose

Consideramos uma estenose idealizada de comprimento L = 10R com R =
3.162 mm, como podemos observar na Figura [l a esquerda.

T'wall

Figura 1: Esquerda: representacio do dominio computacional da estenose. Direita:
representagdo das seccoes, Qpart.

As simulagbes numéricas foram efectuadas em 1/4 da geometria, por se
tornarem menos exigentes do ponto de vista computacional, e os resultados
foram estendidos ao restante dominio por simetria. Os dados conhecidos
considerados correspondem a regido representada pelas seccbes que se ob-
servam na Figura [l a direita. Para gerar a solugdo da qual se extraem os
dados, resolvemos as equacbes que modelam o movimento do fluido com
condigao de fronteira na entrada, no sentido longitudinal da geometria (cor-

s\ 2
respondente ao eixo dos z) dada por y = U, <1 - (xj;yZ) ) (condigao
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Figura 2: Esquerda e centro: componente longitudinal da velocidade pretendida. Di-
reita: comparagao do controlo obtido com o perfil original.

parabdlica de Poiseuille). Aqui U, = 0.0993 (m/s) corresponde a velocidade
méaxima na entrada. A malha foi construida com 336500 graus de liberdade
para a velocidade, sendo esta também utilizada para o problema de controlo.
Na Figura 2] & direita, podemos ver como o controlo obtido aproximou bem
o perfil utilizado para gerar os dados (& esquerda). Na Tabela [1| podemos
ver a precisao da solucao obtida.

Norma da solucgdo desejada yq | Erro Absoluto E, | Erro Relativo E, | Custo Final J

3.2x107° 9.73 x 1078 0.003 1.61 x 107°

Tabela 1: Precisio da solucdo obtida relativamente & solucio desejada, para o problema
da Estenose. Pardmetros (w1, ws,ws) = (10%,10*,107%). E, = ||ly—yadll2 ¢ B = Eo/|yal|-

Referéncias

[1] M. D’ Elia, M. Perego, A. Veneziani, “A Variational Data Assimilation
Procedure for the Incompressible Navier-Stokes Equations in Hemody-
namics”, J. of Sci. Comp., Vol. 52(2), (2012), pp. 340-359.

[2] T. Guerra, J. Tiago, A. Sequeira, “Optimal Control in Blood Flow
Simulations”, Int. J. Non-Linear Mechanics, Vol. 64, (2014), pp. 57-69.

[3] T. Guerra, “Controle Optimo de Fluidos Nao Newtonianos”, Tese de
Doutoramento, Faculdade de Ciéncias e Tecnologia da Universidade
Nova de Lisboa, Portugal, 2014.

Encontro Nacional da SPM 2014, Anélise e Equag¢des com Derivadas Parciais , pp. 1



	Introdução
	Descrição do Problema
	Resultados Numéricos para a Estenose

