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Manuela Neves
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manela@isa.ulisboa.pt

Palavras—chave: Estimacao paramétrica e semi-paramétrica, in-
dice de valores extremos, software R, teoria de valores extremos

Resumo: Este trabalho tem como objectivos principais: ilustrar a
utilizacao do software R numa anélise de dados de valores extremos e
estimacao do indice de valores extremos, £, utilizando as abordagens
paramétrica e semi-paramétrica; fazer uma discussao dos resultados
obtidos por diferentes procedimentos em cada uma daquelas aborda-
gens. A ilustragéo foi feita num conjunto de dados de niveis médios
diarios de caudais de um rio, registados durante 50 anos.

1 Introducao

A Teoria de Valores Extremos (EVT, do inglés “Extreme Value The-
ory”) estuda acontecimentos que poderao ser mais extremos do que
aqueles que alguma vez j& foram observados. Tem vindo a afirmar-
se como uma das areas da Estatistica de grande relevo em varias
ciéncias aplicadas onde se observa a ocorréncia de valores extremos
que ¢é necessario modelar. Nesta modelacao é necessario estimar pa-
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rametros de entre os quais tem primordial relevancia o parametro
de forma, &, que descreve o comportamento da cauda direita, 1 — F,
do modelo subjacente aos dados. A sua estimacao precisa é muito
importante e de enorme influéncia na estimacgao de outros parame-
tros de valores extremos, tais como quantis elevados ou periodo de
retorno de quantis elevados. Pretende-se utilizar e construir, quando
nao exista, procedimentos em R para estimar &.

2 Resultados preliminares

Os estudos em teoria assintdtica de valores extremos tiveram ini-
cio com Fréchet [8], mas ficaram definitivamente estabelecidos com
Gnedenko [9] ao formular que a distribui¢ao limite do méximo de va-
ridveis aleatérias (v.a.’s) independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d.), convenientemente normalizado, se existir, é do tipo,

expl-(1+62) ¢, 14+62>0, 56405 )
exp[— exp(—z)], r eR, se&=0.

BVe(o) = {

O parametro de forma, £, é usualmente designado por indice de va-
lores extremos e a sua estimacao é da maior importancia em EVT.
A funcéo de distribuicdo (f.d.) EVg incorpora as trés leis limite: a
lei de Gumbel: A(z) = exp(—exp(—z)) = EVp(x), z € R, £ =0,
com cauda direita do tipo exponencial; a lei de Fréchet: ®¢(x) =
exp(—z~V¢) = EVg(%), z > 0, £ > 0 com cauda direita pe-
sada, do tipo exponencial negativo; a lei de Weibull: W¢(z) =
exp(—(—x)Y/&) = EVf(*gfgl), x < 0, £ < 0 com cauda direita curta.
A f.d. EV¢ pode também incluir parametros de localizagdo, A € R,
e de escala, § > 0, denotando-s por EVe(x; A\,0) = EVe((x — A)/9).
Em vez se pensar no maximo de uma amostra, Balkema and de
Haan [1] e Pickands [19] propuseram considerar todos os valores
que excedem um nivel elevado u. Mostraram que, nas condigoes
de existéncia de (1), a f.d. condicional dos excessos do nivel wu,
quando u — 00, i.e. de Y = (X —u)|X > u é bem aproximada pela
Generalizada de Pareto (GP), cuja f.d. é definida como,
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He(y) =1—(1+&y/0)"% {y:y>0e (1+&y/d) > 0}, onde o
parametro de forma, £, ¢ o mesmo em ambas as distribuicoes, mas
relativamente ao pardmetro de escala tem-se 6 = § + £(u — A).

3 Estimacgao

A estimagdo em EVT comecou por ser realizada numa abordagem
paramétrica, baseada na propriedade de max-estabilidade. Nesta
abordagem, por limitagoes de espago, faremos apenas referéncia a
metodologia de Gumbel conhecida como Modelo dos Mdzximos Anu-
ais (MMA) e & metodologia dos excessos acima de um limiar, co-
nhecida como POT (do inglés ‘Peaks over Threshold’). Em cada
uma das metodologias a estimagao dos parametros foi feita usando
o método de mdxima verosimilhanga (ML) do inglés ‘Mazimum Li-
kelihood’ e o método dos momentos ponderados de probabilidade
(PWM) do inglés ‘Probability Weighted Moments’.

Na década de 70 os procedimentos de estimacao comecaram a ser
efectuados considerando uma abordagem semi-paramétrica, na qual
nao se adopta um modelo limite, mas se admite apenas que a funcao
F' estd no dominio de atraccao da EVg, para um valor { adequado.
A estimacao de £ é, nestes procedimentos, baseada nas k maiores
estatisticas ordinais, em que se admite k — oo e k/n — 0 quando
n — o0o0. Nesta abordagem varios estimadores tém sido propostos.
Para ilustrar a utilizacao do software R vamos referir apenas os es-
timadores cldssicos de Hill [15], de Pickands [19] e dos Momentos,
Dekkers et al. [6], e ainda um estimador mais recente, de viés redu-
zido e com varidncia minima, Caeiro et al. [3].

Sendo Xi., < Xo., < --- < X,,., as estatisticas ordinais associadas
a amostra (X1,Xo,...,X,,), estes estimadores sdo assim definidos:

k
Hill (¢ > 0) E,{{n = %Zln(Xn_H_lm) —In(Xp—kon) (2)
i=1

~ 1 X, oy — Xy .
Pickands (f € R) ff;n = ln( n—k+1:mn n—2k+1:n ) (3)

11’12 Xn72k+1:n - Xn74k+1:n
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1)
M (1) 1 ( k,n)
Momentos (£ € R) ko = My 1 b} (1 - M}gm > )

onde M,") := %Zle[ln(xn_iﬂm) (X )]

A classe de estimadores de viés reduzido e com varidncia minima,
MVRB (do inglés minimum-variance reduced-bias), introduzida por
Caeiro, et al. [3] revelou um desempenho superior ao dos estimadores
cldssicos, em contexto de caudas pesadas (£ > 0). Esta classe de
estimadores tem a forma funcional

H(k)=Hp ,(k) := H(k)(1 = B(n/k)"/(1 = p)), (5)

com H (k) = E,fn o estimador de Hill, e § e p estimadores consistentes
dos parémetros’ de escala e forma de segunda ordem, e p, ver Caeiro
et al. [3] e Gomes et al. [14], para mais detalhes. Sobre estimagao
de viés reduzido podem referir-se os trabalhos de Gomes et al. [12]
e Beirlant et al. [2], entre outros.

Para a estimagao de p consideraremos um membro particular da
classe dos estimadores de p introduzidos em Fraga Alves, et al. [7].
Esta classe, parametrizada num parametro de controlo 7 € R que
aqui tomaremos como 7 = 0, ver Gomes et al. [14], é definida como:

p(k) = po(k) := min (0, %) sendo, T,(LO)(k) assim definido,

7O (k) := [ ( (171) ~lm (M;ffl/?)] /[ ( <2>/2) _ ( (3>/6>]
com M,Ejr)l(k), j =1,2,3, definido acima. Para a estimagdo do pa-

rametro de escala de segunda-ordem, [, vamos considerar Bﬁ(k) =
()" [dp(k) Do(k) — Dy(k)] / [ds(k) Dy(k) — Dap(k)], com p = po(k),
o e

e para o < 0, do (k) := %Zle (£) " e Dy (k) == %Zle (1) "u,
com Uz = ’L.[h’l(Xn,7;+1:n/Xn,i:n)], 1 S ) S k.

De modo a ndo termos um aumento de variancia, no estimator H (k)
devem considerar-se os estimadores po(k) e 85(k), calculados em k =
ki, com ky = [n'7¢|, € = 0.001, ver Gomes e Martins [11], Gomes
et al. [12] e Caeiro et al. [5], para mais detalhes. Estimadores
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alternativos para /3 podem ser vistos em Caeiro e Gomes [4] e Gomes
et al. [13].

4 Aplicagao do software R na modelacao
de dados e na estimacao de &

O software R, linguagem de cédigo aberto para computacao esta-
tistica e tratamento de dados, possui varios packages estatisticos e
permite a implementagao pelos utilizadores de packages adicionais.
Para a modelagao e estimagao em EVT, quer na abordagem paramé-
trica quer na semi-paramétrica, podemos referir alguns packages que
o software R possui: evd; ismev; evir; fExtremes; POT; evd-
bayes; copula; SpatialExtremes.

Na ilustragao que iremos apresentar serao considerados dados de
niveis médios didrios do caudal (m?/s) do rio Paiva, medidos na
estacdo hidrométrica de Fragas da Torre, entre 1946/47 a 1995/96.
Os 50 anos observados correspondem exatamente ao periodo entre
1 de Outubro de 1946 e 30 de Setembro de 1996. O estudo do
fluxo deste rio é extremamente importante uma vez que é uma das
alternativas ao rio Douro como fonte de abastecimento de dgua para
a regiao sul do Porto.

Gomes [10] utilizou os dados relativos aos meses entre Novembro e
Fevereiro. Contudo, como o interesse é analisar os valores extremos,
verificdmos que na maioria dos anos, os meses de Marco e Abril
apresentaram valores muito elevados de caudal, pelo que decidimos
considerar aqueles meses na amostra a estudar. Ficamos entao com
uma amostra de 6 meses (em cada ano) de dados didrios durante 50
anos, num total de 9050 dados. O teste Augmented Dickey-Fuller
foi aplicado a amostra, tendo-se obtido um p-value inferior a 0.01
pelo que iremos admitir a estacionaridade dos dados, hipdtese esta
também admitida em Gomes [10].

A Figura 1 apresenta o cronograma dos dados em estudo (direita) e
o histograma associado (esquerda).



134 Penalva et al.

0.015
800
|

Density
0.005 0.010
400 600
| |

niveis médios diérios do caudal (m3/s)
200

0.000
0
|

S E— E—— T T T
o 200 400 600 800 1950 1970 1990

niveis médios diarios do caudal (m3/s) Time
Figura 1: Histograma (esquerda) e cronograma (direita).

As principais medidas descritivas, das quais referimos a Skewness=
4.12 e Kurtosis= 27.60, obtidas com recurso ao package fBasics,
conjuntamente com o histograma, indicam uma cauda muito mais
pesada que a do modelo de Gauss.

Abordagem paramétrica

Para utilizarmos a metodologia MMA, é necessario obter os maxi-
mos de cada bloco, o que facilmente se consegue com package evir
e o comando gev(dados, block=181), onde block=181, indica o ta-
manho de cada bloco. O gréafico da autocorrelagao parcial, Figura
2, mostra que os maximos sao observagoes fracamente correlaciona-
das. Portanto faz sentido ajustar uma distribuigdo E'V aos méximos
anuais. Obtivemos as estimativas ML para a distribuicao EV;, os
intervalos de confianga de Wald e os intervalos determinados com
recurso a log-verosimilhanga de perfil para todos os parametros, re-
correndo ao package evd com os seguintes comandos no R:

fgev(gev(dados, block=181)$data);

confint (fgev(gev(dados, block=181)$data)),level=0.95);

confint (profile(fvev(gev(dados, block=181)$data)),
level=0.95).

O método PWM também foi aplicado para determinar as estimativas
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Figura 2: Fungao de autocorrelagao parcial.

dos parametros. Neste caso utilizou-se o package fExtremes e o
comando

gevFit(dados, block=181, type="pwm").

A aplicagao da metodologia POT baseia-se na modelacao da distri-
buicao de excessos acima de um nivel elevado, na qual se restringe
a nossa atencao as observagoes que excedem esse nivel. O desafio
desta andlise é exatamente a escolha deste limiar. Esta escolha pode
ser feita a partir do grafico da vida residual média, e outros dois gra-
ficos, um referente ao parametro de escala e outro ao parametro de
forma, onde se ajusta a distribuicao GP a um conjunto de limiares.

Os graficos foram construidos recorrendo ao package POT com os co-
mandos : mrlplot(dados) e tcplot(dados, c(100,500)).
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Figura 3: Vida residual média (esquerda) e ajustamento da distribuigdo GP a um
conjunto de limiares (centro e direita)

A Figura 3. sugere que se considere um limiar perto de 300. As
estimativas ML e as estimativas PWM para os parametros da distri-
buicao G P podem ser obtidas utilizando o package POT e executando
os seguintes comandos:

fitgpd(dados, 300, est="mle")
fitgpd(dados, 300, est="pwmb")

Os valores das estimativas, e respectivos desvios padrao (d.p.), for-
necidos pela aplicagao dos métodos de estimacao referentes a abor-
dagem paramétrica encontram-se resumidos na Tabela 1.

Tabela 1. Estimativas dos pardmetros e intervalo de confiancga

Métodos Estimagao 13 A é
MMA - ML (d.p.) 0.02 (0.09)  227.35 (19.34)  122.73 (13.87)
1.C. de perfil (—0.16, 0.21)  (190.53, 267.22)  (99.55, 155.46)
MMA - PWM -0.08 231.25 129.78

E ;
POT - ML (d.p.) 0.02 (0.09) 83.24 (12.98)
POT - PWMB (d.p.) | -0.19 (0.16) 100.98 (19.39)

Como o intervalo de confianca para ¢ inclui o zero, nao se rejeita a
hipétese nula, £ = 0. Assim a distribuigio Gumbel é uma possivel
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candidata para modelar os maximos dos dados referentes aos niveis
médios diarios do rio.

Abordagem semi-paramétrica

Na estimacgao semi-paramétrica sao consideradas as k maiores es-
tatisticas ordinais associadas a totalidade das observagoes, nao se
definindo nenhum modelo paramétrico, como dissémos. Neste tra-
balho foram utilizados o estimador de Hill [15], o estimador de Pic-
kands [19], o estimador dos momentos Dekkers et al. [6] e o estimador
de viés reduzido com varidncia minima (MVRB), Caeiro et al. [3].
Estes estimadores foram programados em linguagem R. Por questoes
de espago nao é possivel incluir neste trabalho os comandos do R
contruidos.

A Figura 4. apresenta as trajectérias das estimativas provenientes
daqueles estimadores para 1 < k£ < 5000. Verifica-se a dificuldade,
ja mencionada atréas, da escolha do nivel k. Este assunto, apesar de
ja abordado por védrios autores dos quais citamos Neves et al. [16]
continua a ser assunto de investigacao.

Estimativas do Indice de Valores Extremos

0.6

&

0.2

Pickands
—e—  Momentos
—a—Hil
—a—  MVRB

0.0

1 T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000

k

Figura 4: Estimativas de &, com os estimadores de Hill, Pickands, Momentos e
MVRB.
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Notas: Chama-se a atencao para maior estabilidade das estimati-
vas MVRB, como é conhecido da literatura. E no entanto de sali-
entar que, mesmo sem efectuatrmos a escolha de k correspondente
a zona de maior estabilidade, parece haver concordancia no valor
da estimativa apontada pelos métodos dos momentos e MVRB (e
acompanhada pelas estimativas de Pickands, apesar da volatilidade
deste estimador). No entanto parece ser apontada como estimativa
para £ um valor bem superior ao que as abordagens paramétricas
obtiveram.

5 Comentarios e trabalho futuro

Neste trabalho procurou-se continuar a explorar os procedimentos de
modelagao e inferéncia de dados de valores extremos com o R, inici-
ados em trabalhos anteriores, Penalva et al. [17] e Penalva et al. [18].
Alguns estimadores foram por nés programados em R, havendo ou-
tros em fase de programacao. As estimativas de £ apresentaram
valores bastante diferentes consoante as abordagens, o que motiva
trabalho futuro de pesquisa destas disparidades.
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