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Prefdcio

O célculo integral desempenha um papel fundamental em diversas dreas do conhecimento, desde a fisica e a
engenharia até a economia e a biologia, e é lecionado em diversas disciplinas de cursos superiores, em particu-
lar dos cursos de Licenciatura e dos cursos Técnicos Superiores Profissionais da Escola Superior de Tecnologia
de Settbal do Instituto Politécnico de Settbal (ESTSettbal/IPS). Estes contetidos também serdo parte inte-
grante das Aprendizagens Essenciais de Matemadtica para o Ensino Secunddrio (12° ano de escolaridade), a
partir de 2026/2027.

Este manual foi escrito com o objetivo de apoiar os estudantes, desde iniciantes até aqueles que desejam
aprofundar os seus conhecimentos, a compreender e a dominar os conceitos e as técnicas envolvidos no calculo
integral. A matéria é abordada de uma forma simples e clara, naturalmente ndo descurando o rigor cientifico,
com muitos exemplos e exercicios propostos ao longo do manual. O célculo integral ndo é diferente dos restan-
tes conteidos matematicos, no que diz respeito a exigéncia de estudo dos conceitos teéricos e da necessidade
de praticar de forma sistemdtica. S6 resolvendo muitos e diversificados exercicios, de forma recorrente ao
longo do tempo, esclarecendo todas as dtuvidas que vdo surgindo, serd possivel ter sucesso na aprendizagem
dos contetidos aqui expostos. Como pré-requisitos para esta matéria surge, em lugar de destaque, o calculo
diferencial numa varidvel, onde o dominio das regras de derivacdo é fundamental.

Por fim, na esperanca que este manual sirva o prop6sito com que foi criado, resta-me desejar votos de bom
trabalho e sucesso na aprendizagem do cédlculo integral em RR.

julho, 2023






1
Motivagio

O célculo integral tem aplica¢des em diversos dominios do conhecimento.
De seguida, apresentam-se trés exemplos, com os quais se pretende ape-
nas ilustrar as aplicagdes e apresentar informalmente alguns conceitos,
sem explorar em detalhe a parte do cdlculo. Os conceitos tedricos serdo
formalizados nos préximos capitulos.

Sabe-se, do calculo diferencial, que a derivada, em ordem ao tempo, da
funcdo que representa a posigdo de um objeto em movimento retilineo é
igual a sua velocidade instantdnea. Por exemplo, se a funcdo posigdo for
dada por

s (t) =5t — 4,9

com s em metros e ¢t em segundos, para obter a fungdo velocidade instan-
tanea basta derivar a fungdo anterior:

v(t)=5"(t)=5-09,8t

metros por segundo. Suponhamos, agora, que é conhecida a fungdo ve-
locidade v e que se pretende determinar uma fungdo posicdo s (Figura
1.1).
De um modo geral, o problema consiste em, dada uma funcao f, deter-
minar uma funcdo F, cuja derivada seja f. Ou seja,
/
(F) = f.
A esta funcdo F chama-se uma primitiva (em inglés antiderivative) de f
e ao processo de célculo de primitivas chama-se primitivacdo. Realce-se,
desde ja, que nem sempre existe uma primitiva de uma funcéo e, sempre
que existe, ndo é Unica.

Uma outra aplicagdo do célculo integral, talvez a mais conhecida, de-
vido a facilidade com que permite expor os conceitos tedricos, é o calculo
de 4reas planas. Considere-se, entdo, que se pretende determinar a drea
de uma certa regido plana, limitada pelo eixo das abcissas, pela fungdo
f(x) = senx+ 2 e pelas retas x = 0 e x = 277 (regido a sombreado na
Figura 1.2).

derivada

s(t) = 5t — 4,9¢? v(t) =5-9,8t
uma primitiva

Figura 1.1: Derivagéo e primitivagdo.

y=senz+2

o 2 a 32

Figura 1.2: Regido limitada pelas
curvasy = senx+2,y =0, x =0e

x = 27
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As férmulas que conhecemos para o célculo de areas de poligonos e
de regides circulares ndo servem para este caso, uma vez que a regido
é limitada superiormente por uma fungéo trigonométrica. Resolvendo o
seguinte integral (leia-se integral definido da funcao f entre 0 e 27)

27
/ (senx +2)dx,
0

obtém-se o valor da drea da regido, que é igual a 47 unidades quadradas
de medida.”

Como dultimo exemplo, ilustraremos uma outra aplicacdo geométrica
do célculo integral, também bastante conhecida, que consiste no célculo
de volumes de sélidos de revolugdo, isto é, obtidos pela rotacdo de uma
certa regido em torno de um eixo. Na Figura 1.4 podemos ver o sélido
que resulta da rotagdo em torno do eixo das abcissas da regido limitada
por esse mesmo eixo e o gréfico da fungdo f (x) = senx + 2, para x entre
0 e 27, ou seja, a regido sombreada da Figura 1.2. Resolvendo o integral

27
/ 7T (sen x 4 2)% dx
0

obtém-se o valor do volume, que é igual a 972 unidades ctibicas de me-
dida.

Vimos trés exemplos de aplicagdo do calculo integral. Para além destes
exemplos, existem muitas outras aplica¢des interessantes em diversos do-
minios, nomeadamente aplicagdes que envolvem: taxas de variagdo (por
exemplo em fungdo do tempo, o crescimento de uma dada populagdo, o
calor produzido por uma dada energia, a massa perdida por um dado
elemento radioativo, etc.), problemas geométricos (por exemplo a drea
da superficie de um soélido de revolucdo, o comprimento de uma linha,
etc.), problemas fisicos (por exemplo o trabalho realizado por uma forga,
a pressdo e a forca exercida ao submergir um objeto num fluido, etc.). Na-
turalmente, como se compreende, grande parte destas aplica¢des sai fora
do ambito do que se pretende explorar neste texto.

Este manual é composto por mais dois capitulos: Primitivacdo e In-
tegracdo. Como ja foi referido, chama-se primitivagdo ao processo de
célculo de primitivas de uma fungdo. Como iremos ver, aquando da le-
cionacdo do Teorema Fundamental do Célculo Integral no capitulo de
Integragédo, a primitivacdo ird permitir resolver os integrais de uma forma
simples. Assim, o dominio do célculo de primitivas serd fundamental
para o capitulo de integragéo.

'O sinal | de integral pretende repre-
sentar a letra S alongada, inicial da pa-
lavra latina “Summa”, ou seja, soma, e
o dx pretende representar um nimero
infinitesimal, ou seja, infinitamente pe-
queno. Esta atual notagdo deve-se a
Gottfried Leibniz. Na figura abaixo
(Figura 1.3) podemos ver parte de um
manuscrito de Leibniz, de outubro de
1675, em que o sinal de integral foi
usado pela primeira vez.

Figura 1.3: Parte de um manuscrito
de Leibniz, de outubro de 1675, em que
o sinal de integral foi usado pela pri-

meira vez.

Figura 1.4: Volume de rotagcao.
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Primitivacdo

2.1 Conceitos Bdsicos

Nesta sec¢do, vamos formalizar os conceitos jd introduzidos no capitulo
anterior e ver algumas propriedades fundamentais da primitivagéo.

Definicdo 1. Uma fungio F, diferencidvel em I, diz-se uma primitiva de f no
intervalo [ se F' (x) = f (x), para todo o x em I.

Uma fungdo f diz-se primitivavel em I (nota ') se admitir uma primitiva
em I. Como veremos adiante, nem todas as fungdes sdo primitivaveis num
certo intervalo.

Exemplo 1. Em R, a fungdo F (x) = x é uma primitiva de f (x) = 1, pois
F'(x) = (x)' =1, para todo o0 x em RR.

Exemplo 2. Em R, a fun¢do F (x) = %2 é uma primitiva de f (x) = x, uma

!/
vez que F' (x) = (x—zz) = x, para todo o x em R.

Exemplo 3. Em R, a fungdo F; (x) = Inx é uma primitiva de f (x) =

T
uma vez que Fj (x) = (Inx)’ = 1, para todo o x em R*.

Em R, a funcdo B (x) = In(—x) é uma primitiva de f (x) = 1, uma vez
que Fy (x) = (In(—x)) = 1, para todo o x em R™.

Ou seja, em R* ou em R°, F (x) = In|x| é uma primitiva de f (x) = 1,

pois F' (x) = (In|x|)' = 1.

X

Exemplo 4. Em R, a func¢do F(x) = senx é uma primitiva da fungdo
f(x) = cosx, uma vez que F’ (x) = (senx)’ = cosx. Uma outra primi-
tiva de f (x) = cosx é dada por G (x) = senx + 3, uma vez que também
G’ (x) = (senx +3) = cosx.

Tendo em conta que a derivada de uma constante é zero, facilmente se
percebe que conseguiriamos obter ainda mais primitivas de f, pois qual-
quer fungdo da forma sen x + C, em que C é uma constante real, seria uma
primitiva de f (x) = cosx.

*Importa, desde ja, salientar que o in-
tervalo I poderd ser um intervalo fe-
chado [a,b]. Ao longo deste manual,
quando referirmos que uma funcéo f
é diferencidvel num intervalo fechado
[a, b] significa que a fungao é diferencia-
vel em ]a, b, ou seja, tem derivada finita
em qualquer ponto do interior do in-
tervalo, admite derivada lateral direita
finita no ponto a e derivada lateral es-
querda finita no ponto b.
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Assim, podemos deduzir que uma fungdo primitivavel num certo in-
tervalo tem infinitas primitivas, porque se F é uma primitiva de f, entdo
F mais uma constante qualquer, também é uma primitiva da fungédo f.

Por outro lado, duas quaisquer primitivas de f apenas podem diferir
entre si por uma constante. O resultado seguinte formaliza esta ideia:

Teorema 1. Sejam F e G duas primitivas de f no intervalo I. Entdo, existe uma
constante C tal que

para todo o x em 1.

!

Demonstragdo. (F (x) —G (x)), =F(x)—G (x) = f(x) — f(x) =0, no
intervalo I, donde se deduz® que F (x) — G (x) é constante no referido
intervalo. O

Tendo em conta as conclusdes anteriores, podemos, entdo, afirmar que
se uma fung¢do f tem uma primitiva F num intervalo I, entdo f tem uma
infinidade de primitivas nesse intervalo e sdo todas dadas por F (x) + C,
em que C é uma constante.

Para representar todas as primitivas de f, no intervalo considerado, é
habitual utilizar as seguintes notagdes:

P(f (), PUF (), ou [ Flx)ds,
podendo, portanto, escrever-se:
P(f (x)) = F(x) + C.

A expressao F (x) + C chama-se familia ou expressido geral das primiti-
vas de f e ao processo de cdlculo chama-se primitivagdo. Com base nos
exemplos anteriores, vejamos de seguida algumas familias de primitivas:

Exemplo 5. A expressdo geral das primitivas de f (x) = 1 é dada por
P (1) = x+ C. A Figura 2.1 apresenta os gréficos de 4 primitivas perten-
centes a familia de primitivas de f (x) = 1.

Exemplo 6. P (x) = XZ—Z +C.
Exemplo 7. P (%) =In|x| 4+ C.
Exemplo 8. P (cosx) =senx+ C.
Exemplo 9. P (e¥) =¢* 4 C.

Quando nada é referido em relacdo ao dominio, assume-se um inter-
valo onde a funcdo é primitivavel.

Uma consequéncia simples dos dltimos resultados é o Problema de Va-
lores Iniciais ou o Problema de Cauchy, que consiste na determinacéo de
uma primitiva em particular, ou seja, 0 membro da familia de primitivas,
que verifica uma certa condigdo.

*pelo Coroldrio do Teorema de La-
grange

Figura 2.1: Gréficos de primitivas de

f(x)=1



Teorema 2. Seja f uma fungio primitivdvel no intervalo 1, para cada xo € I e
Yo € R, existe uma e uma sé primitiva F de f em I tal que

F (x0) = yo.
A F (xg) = yo chama-se condi¢io inicial do problema.

Portanto, dada uma fungéo primitivavel num intervalo e uma condigao
inicial, é possivel obter uma e uma s6 primitiva pertencente a familia
das primitivas da funcdo, determinando-se um valor especifico para a
constante.

Exemplo 10. Determinemos a primitiva da fungdo f (x) = e* que toma
o valor 3 para x = 0. Assim, pretende-se a primitiva F de f tal que

F (0) = 3. Pelo ultimo exemplo, sabe-se que
F(x)=P(e*) =e*+C.
Ora, como o valor da primitiva em x = 0 é igual a 3, vem:
F0)=32d+C=3<1+C=3<C=2

Portanto, a primitiva da fungdo f (x) = e* que toma o valor 3 para x = 0
é dada por
P(e*) =e*+2.
A Figura 2.2 apresenta os graficos de 5 primitivas de f (x) = ¢, desta-
cando-se a inicial
F(0) =3.

solucdo particular que verifica a condigao

Pela defini¢do de primitiva, e tendo em conta que a derivada de uma
constante é 0, facilmente se conclui que

(P(f (%)) = (F(x)+C) =F ()= f(x)
isto é, a derivada da primitiva da fungdo f é a prépria funcéo f.

Exemplo 11. Tendo em conta a conclusdo anterior, para confirmar que

x _ 3,1 2
1+x4>—x +§arctg(x>+c,

o mais simples sera derivar a primitiva da fungéo e verificar se o resultado

P (3x2 +

é a fungado primitivada.

<x3 + % arctg (x2> + C)

| (x3>/ + (; arctg <x2)>/ + (C)/

1 22)
el )
2 14 (x2)
1 2x
= 3x24=
x+2><1+x4
x
1+ x4

= 312+

o que confirma a expressdo dada.

CALCULO INTEGRAL EM R 11

<

Figura 2.2: Gréficos de primitivas de

fx)=e.

Exercicio 1. Determine a primitiva das
seguintes fungoes:

1.

f (x) =1 que toma o valor 0 quando
x=1;

f (x) = x que toma o valor 1 quando
x=2;

f(x) = 1 que toma o valor 2
quando x = ¢;
f(x) = senx que toma o valor 0

quando x = .

Exercicio 2. Confirme os seguintes re-
sultados:

1.

2.

3
4.

(14+3yx) =x+2V3+C;
(tg?x) =tgx—x+C;
Inx) =xInx—x+C;

P
P
P(

P (xe¥) = (xf%)"szJrC
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Podemos ainda concluir o seguinte resultado:

Teorema 3. Seja f uma fungdo diferencidvel no intervalo 1. Entdo, no intervalo
I,

P(f'(x) = f (x) +C.
Demonstragido. Sendo f diferencidvel no intervalo I e C uma constante,

(f(x)+C) =f (x)+C = f (x). O

Importa agora voltar a um comentdrio anterior: uma fungdo f diz-se
primitivavel em I se admitir uma primitiva em I. Ja vimos varios exem-
plos de fungdes primitivaveis. Seria interessante ver agora um exemplo de
uma fungdo ndo primitivavel. Antes disso, enuncie-se o seguinte teorema:

Teorema 4. Toda a fungdo continua num intervalo I é primitivdvel nesse inter-
valo.3

Portanto, para conseguirmos um exemplo de uma fung¢éo ndo primiti-
véavel num intervalo, teremos de pensar numa fungdo ndo continua nesse
intervalo. Note-se que ndo pode ser uma fungdo ndo continua qualquer,
pois o facto de ndo ser continua num intervalo ndo implica que néo seja
primitivavel nesse mesmo intervalo.

A funcao de Heaviside, designacédo pela qual é conhecida a fungdo de-

finida em R por:
0 x <0
H(x) se
1 sex>0

é um exemplo de uma fungdo ndo continua e ndo primitivavel em R. Nao
ha nenhuma funcéo cuja derivada seja igual a fungdo H em IR, devido ao
ponto de abcissa x = 0. A func¢do de Heaviside restringida a R™ ou a R}
j& é primitivavel.

Vejamos agora algumas propriedades importantes das primitivas. Fa-
cilmente se demonstra que a primitivagdo goza de linearidade, ou seja,
das propriedades aditiva e homogénea.

Teorema 5. Sejam f e g fungdes primitiviveis no intervalo I e k € R\ {0}.
Entdo, no intervalo I:

1. P(f(x)+g(x) =P(f(x)+P(g(x));
2. P(kf (x)) = kP (f (x)).

Demonstragio. Sendo f e g funcdes primitivaveis no intervalo I e
ke R\ {0},

L (P(f(x))+P(g(x) = (P(f(x)) +(P(g(x)) = f(x) +g(x);
2. (kP(f (x))) =k (P (f (x))) =kf (x).

3O resultado é consequéncia imediata
do Teorema Fundamental do Célculo
Integral que iremos ver no préximo ca-
pitulo.



Exemplo 12. P(1+x) =P (1) + P (x) =x+x2—2—|—C.4
Exemplo 13. P (2x) = 2P (x) = 2"72 +C=x>+C5

Exemplo 14.

P((l—x)z) - P(1—2x+x2)

= P(1)-2P(x)+P(+?)
¥ i3

3
, X
= x-x2+X 4c
X —x°—+ 3 +
A primitiva da funcéo x2 ainda n3o tinha sido resolvida mas, se pensar-
mos que a derivada de x*> é 3x2, entio P (3x2) = x¥ 4 Cy, logo
3P (x?) = x® + C; e consequentemente P (x?) = %3 + Cy.

Com este ultimo exemplo, podemos j& deduzir que ndo é muito pra-
tico fazer o célculo de primitivas de uma fungao, tentando descobrir qual
a fungdo cuja derivada é igual a fungdo que pretendemos primitivar, ou
seja, por defini¢do. Felizmente, podemos recorrer a uma tabela de primi-
tivas, que ndo é mais do que uma tabela de derivadas ja trabalhada de
modo facilitar o cdlculo de primitivas simples, conhecidas como primiti-
vas imediatas.

2.2 Primitivas Imediatas

P(ky=kx+C (keR) |P(x*)=%27+C (aeR\{-1})
P(e*) =e*+C P@)=£+C (aeR"\{1})
P(%) =In|x|+C P (sec?x) =tgx+C

P(senx) = —cosx + C P(cosx) =senx+C

P(l-&;ﬂ) =arctgx +C P( 1£x2) = arcsenx + C

Exemplo 15. P (5) = 5x + C.

Exemplo 16. P (3%) = &5 +C.

Exemplo 17. P (x3) = Lo +C=%+C.

X

Exemplo 18. P(%) =P (x72) Z%-FC:%—I—C:—%—%C.

CALCULO INTEGRAL EM R 13

4 Note-se que é dispensavel somar uma
constante C; aquando da resolucdo da
primeira primitiva (P (1)) e uma cons-
tante C, aquando da resolugdo da se-
gunda primitiva (P (x)). Considerando
apenas a constante C tem-se a mesma
familia de primitivas da fun¢do do que
se tivéssemos considerado Cy + C».

5 Note-se, mais uma vez, que é dispen-
séavel considerar 2C aquando da resolu-
¢do da primitiva P (x).

Exercicio 3. Determine a primitiva das
seguintes fungdes:

1. f(x)=3+¢%

2. f(x)=>5cosx;
flo=4+%
fx)=2¢"+ L;

R o

Exercicio 4. Um objeto move-se em li-
nha reta e a sua velocidade no instante
t é dada por v (t) = 5 —9, 8t metros por
segundo. Sabendo que a posigao do ob-
jeto no instante ¢ = 1 é igual a 2 metros,
determine a fun¢do que descreve a po-
sicdo em funcéo do tempo.
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Exemplo 19.

Exemplo 2o0.

P(3e"+x) =

E se, por exemplo, quiséssemos determinar a primitiva da funcdo com-

posta f (x) = cos (3x)?

A tabela anterior ndo permite deduzir primitivas de fun¢des compostas.
Mas, tendo em conta a regra de derivagdo da fun¢do composta:

(F () = u'F' (u),

com u uma funcgdo de x diferencidvel num dado intervalo. Se F é uma
primitiva de f, entdo F (1) é uma primitiva de u’f (u). Ou seja,

P (u/f(u)) = F(u)+C.

Por isso a tabela anterior pode reescrever-se como:

a+1
P(u'u*) =4 +C (e e R\ {-1})
P(u'e") =e' +C P('a")={+C (aeR"\{1})
P %):ln|u|+c P (u'sec?u) =tgu+C
P(u'senu) = —cosu+C P (u'cosu) =senu+C
P(ﬁ) = arctgu +C P(\/ﬁ) = arcsenu + C

Exemplo 21. Podemos, agora, determinar a primitiva da fun¢do

f (x) = cos (3x).

Exercicio 5. Calcule a primitiva imedi-
ata das seguintes fungoes:
1. ¥ —3x241;

2 X -5
2. x3+e' —mx7;

3. 3=Vx+7Yx;

4. 7T+2x+\%;

3 .
5 x+ 1+x27

2
V12’

6. sec?x+
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Pela tabela anterior, P (1’ cosu) = senu + C, portanto, para estar nas con-
di¢des da primitiva, se possivel, temos de “forcar” a existéncia da deri-
vada de u = 3x “dentro” da primitiva, ou seja,

1
P | cos (3x) = P < X 3cos (3x))
~— u=3x—u'=3 3
u

1
=P | _ 3 cos(3x)
3 N~NSA——

!/
u cosu

1
= 3 sen (3x) + C.

P(u' cosu)=senu+C

Note-se que foi possivel “forcar” a existéncia da derivada na primitiva
porque se tratava de uma constante. A este tipo de primitivas, em que se
recorre a um artificio (por exemplo multiplicar e dividir por uma cons-
tante), chama-se geralmente primitiva quase imediata.

Exemplo 22. Determinemos agora a primitiva da funcdo f (x) = e**.
Sendo uma composta da exponencial, tente-se aplicar P (u'e") = e + C.
P (™) - P<1x4#*>
u=4x—u'=4 4
1
= “P| 4 ¥
4 e
u! el
1
= —e** 4 C.
P(u'et)=et+C 4
Exemplo 23. Determinemos a primitiva da fungdo f (x) = 2xlﬁ Sendo

uma divisdo, tente-se aplicar P ("7’) =Inju|+C.

1 1 2
Pl —— = Pl = x
(Zx + 1) u=2x+1-u'=2 <2 2x + 1>

1 2
— —P _—
2 <2x+1>

1
= =In|2x+ 1|+ C.
P()=Injul+C 2

u

Exemplo 24. Note-se que a primitiva do Exemplo 14 poderia ser resolvida
da seguinte forma:

P((1-x7?) = P((=1)(-1) (1 -x)?)

u=l-x—u'=-1

= —P | (=1)(1-x)?
N e’
u’ u%

= -0 e

P(u'u®)= frll +C 3

15
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Exemplo 25. Nas primitivas de fun¢des que envolvam uma raiz, uma

tentativa passa por escrever a funcdo sob a forma de poténcia de expo-

ente fraciondrio e tentar aplicar a primitiva da composta da poténcia,
’ a+1

P(u'u®) =473 +C coma € R\ {-1}.

P(\/ﬁ) = p((1_5x)%)
w1 -Siow——s <(—;> (-5)(1 —5x)%>

1 1
= —-p | (=5)(1-5x)?
5 \.\f.J\—\,—/

u’ ut

3
1(1—-5x)2
B 1assob
2
_ 2 3
= 15 (1-5x)"+C

Vejamos, de seguida, outro exemplo:

Exemplo 26.

—~
—_
|
[N R
=
N
~
[N,
N——

(ot -

= P

u=1-4x2—u'=—8x

—_

- _1p (—8x)(1—4x2>77

8 ;\7_/\_\’_/
u u”‘
1
1(1—4x2)2
_ _1=a)?
53

= —%\/1—4x2+C.

Mas note-se que também podemos estar perante a primitiva da funcéo

. P . ! .
cujo resultado dé o arco-seno, ou seja, P ( \/1”7) = arcsenu + C. Veja-
se o0 seguinte exemplo:



Exemplo 27.

() - Pl_l(z,c)z

Ip( 2
u=2x—u'=2 2 \/ 2
1—(2x)
1
= 5 arcsen (2x) + C.

Quando as fungdes a primitivar consistem em poténcias naturais de tri-
gonométricas, a utilizagdo de férmulas trigonométricas conhecidas podera
ser bastante ttil.

Exemplo 28. Neste exemplo, iremos utilizar a férmula fundamental da
trigonometria, sen? (a) + cos? (&) = 1, para reescrever a fungio a primiti-
var.

P (cos3 (2x)> = (COS (2x) cos? (2x))
(cos (2x) (1 —sen 2 (2x) )
(

cos (2x) — cos (2x) sen 2 (Zx))

(cos(2x)) — P (cos (2x) sen 2 (2x)>

1 1
= EP (2cos (2x)) — EP 2 cos (2x)sen 2 (2x)

u u®
1 1sen 3 (2
= Esen(Zx)—Esen\gJ—i—C
1 1,
= Esen(Zx)—gsen (2x)+C

Este processo de resolugdo é aplicavel para primitivar produtos da forma
sen™ u cos” u, desde que algum dos naturais m ou n seja impar.

Exemplo 29. A partir das férmulas

2 2 2

cos (2x) = cos’x —sen’x e sen’x+4cos’x =1,
obtém-se as seguintes igualdades:
1+ cos (2x 1 — cos (2x
cos? x = %() e sen’x = %

Estas igualdades sdo bastante tteis na primitivacdo de poténcias pares das

CALCULO INTEGRAL EM R 17

Exercicio 6. Calcule a primitiva de cada
uma das seguintes fungdes:
1. sen (7x) — 3¢%;

2. x+1 .

14227
30 (2x+3)°+291—x;
4 3x .
R
5. Fr
6. cos (rrx) —tg (3x —5);
7. sen (7x) cos? (7x);
8. x’lln‘lx;
x3 3
O e S 4
10 _ex
Tox2—2x+4’
11 o +L~
" l4xt 34
EX
12. ;
V1—e
x
13.

(T+x2)In(1+x2)"
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fungdes seno e co-seno. Por exemplo:

P(seni) = p(F=5)

P (1 — cos (2x))

I
e

[P (1) — P (cos (2x))]
[P(l) — %P (2 cos (Zx))}

[x - %sen (ZX)] +C

NIR NI~ NP DNRN -

- i sen (2x) + C.

Caso a fungdo a primitivar fosse poténcia quarta do seno, utilizar-se-ia

4 2 2

duas vezes a formula, fazendo sen® x = sen“x sen “x.

Com estes exemplos torna-se claro que ndo ha uma receita para a re-
solucdo de primitivas. No entanto, hd procedimentos usuais, que nao
constituindo regras, nos ajudam a identificar a primitiva a utilizar. Pri-
meiro, deve-se analisar a funcdo e verificar se podemos simplifica-la ou
reescrevé-la. Se envolve a composta da funcdo exponencial (Exemplo 22
na pégina 15), da poténcia (Exemplo 24 na pagina 15), do seno, do co-
seno (Exemplo 21 na pagina 14) ou da secante ao quadrado devemos ten-
tar aplicar a primitiva dessas fungdes, eventualmente aplicando algum
artificio apropriado, tal como a multiplicacdo e a divisdo de constantes.
Tratando-se de uma funcéo racional (divisao de polinémios), deve-se ve-
rificar a possivel aplicacdo das primitivas cujos resultados ddo a fungao
logaritmo (Exemplo 23 na pédgina 15) ou o arco-tangente. Tal como ja foi
referido, se a fun¢do a primitivar envolve uma raiz, podemos tentar a pri-
mitiva da funcdo cujo resultado da o arco-seno (Exemplo 27) ou podemos
transformar numa poténcia e, se possivel, aplicar a primitiva da poténcia
(Exemplos 25 e 26).

Ap6s uma verificagdo exaustiva destes procedimentos, em que nada
se aplica, deve-se recorrer a outras técnicas de primitivagdo: por partes,
por substitui¢do e/ou por decomposicdo, que iremos ver de seguida. Ge-
ralmente, dependendo da fungdo a primitivar, um dos métodos poderd
ser mais apropriado do que os outros para a resolucdo da sua primitiva.
Contudo, isto ndo significa que aplicando outro método, ndo se consiga
resolver. Porventura, podera ser necessério aplicar mais do que um mé-
todo de primitivagdo para a resolugdo de uma certa primitiva.

Por fim, refira-se ainda que existem fung¢des, como por exemplo

2 e senx 1
er, —, V2 —senZx,
x

x " logx’

que apesar de primitivéveis no seu dominio, pois sdo continuas no seu do-

Exercicio 7. Calcule a primitiva das se-
guintes fungdes:

1. cos? (4x);

2. sen® (5x).



minio, ndo se conseguem primitivar pelas técnicas de primitiva¢do apre-
sentadas neste capitulo.

2.3 Técnicas de Primitivagdo

2.3.1  Primitivagdo por partes

Antes de apresentar-se a técnica de primitivagdo por partes, imagine-se
que se pretende primitivar a fun¢do dada por / (x) = xsenx. Uma vez
que a funcdo envolve o seno serd que ndo se consegue aplicar a primi-
tiva P (1’ senu)? Nao! Digamos, abusivamente, que temos uma variavel
x a mais na primitiva! Esta ndo é uma primitiva imediata, nem quase
imediata, e para a resolver devemos recorrer a primitivacdo por partes.

A primitivacdo por partes resulta da regra de derivacdo do produto:
(uv)' = u'v + uv’ com u e v fungdes de x, diferencidveis num intervalo
I

Teorema 6. Sejam f e g fungoes diferencidveis no intervalo I. Entdo, nesse
mesmo intervalo

P(f(x)g' (x)) =f(x)g(x) =P (f (x)g(x)).

Demonstragido. Sendo f e g fungdes diferencidveis no intervalo I, da fér-
mula de derivagdo do produto resulta

(f ()8 () = f (x) g (x) + f (x) §' (x),

donde
F(x)g (x) = (f(x)g(x) = f(x)g(x).

Deduz-se entdo que

P(f(x)g (x)) =f(x)g(x)=P(f (x)g(x)),

notando que f (x) g (x) é uma primitiva de (f (x) g (x))’. Note-se ainda
que f (x) g’ (x) serd primitivavel se f’ (x) ¢ (x) também o for. O

Como se pode ver, aplicando esta técnica a um produto de fungdes
f (x) g’ (x), deixaremos de ter a primitiva desse produto para resolver,
passando a ter a primitiva de um outro produto f (x) g (x), que se espera
que seja mais facil de resolver. Na prética, para aplicar a primitivagdo por
partes, teremos de escolher para f (x) uma das fungdes do produto e
para ¢’ (x) a outra fun¢do. Néo existindo uma regra para essa escolha, é
conveniente que a primitiva resultante da aplicagdo da técnica fique mais
simples de resolver. Para tal, se possivel, escolhe-se para f (x) a fungdo
em que a derivada simplifique (por exemplo, na derivagdo de polinémios,
os graus baixam) e para ¢’ (x) a fungdo que ndo levante dificuldades na
sua primitivacéo.

CALCULO INTEGRAL EM R
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Exemplo 30. Volte-se a primitiva introduzida no inicio desta sec¢do. Es-
colhendo para f (x) a fungdo x e para g’ (x) a fungdo sen x, vem:

Pl _x senx | = _x (—cosx)—P|[ 1 x(—cosx)
f() ¢ (x) & gn) FE g

= —xcosx+ P(cosx)

= —xcosx+senx+ C.

Exemplo 31.

I
=
=
=
\
—_
—
[68}
\
WIN
e
VS
—~
=
\
—_
N
NI
N——

5
2(x—1)2
= z 12 -= C
u=x—1—u'=1 3x\/(x ) 3 g +
5
_ 3 2(x—1)2
- 34 5
= fx\/(x 1) 15\/(x 1)°+C

=

u=x—1—-u'=1 2

*g(x)zP((x—l)) = @—l—C:%(x—l)%-ﬁ—C

Por vezes, ndo é imediatamente percetivel que se deve aplicar a primi-
tivacdo por partes, uma vez que a fun¢do a primitivar ndo consiste num
produto de fung¢des. Quando a fungdo a primitivar envolve um logaritmo,
um arco-tangente, um arco-cotangente, um arco-seno ou um arco-coseno,
devemos pensar neste técnica, nem que, para tal, se recorra a um artificio.
Vejamos o seguinte exemplo:



Exemplo 32.

P (arctgx) = P (1 x arctgx) =

f(x) =arctgx — ' (x) = ﬁ
g(x)=1-g(x)=x

u=1+x2—u'=2x

CALCULO INTEGRAL EM R

x arctgx — P 1 X X
& 14 x?

xarctgx — P (1 )
xarctgx — P (1 )
2
xarctg x — 1P< )
2 1+x
xarctgx—%l (1+ )+C

Por vezes torna-se necessario aplicar a técnica mais do que uma vez.

Exemplo 33.

p (xzex) = x%e* — P (2xe*)

= x%2¥-2

f(x)

§(x)=e" =g(x)=
x%e* — 2 [xe* — P (1 x e¥)]
x%e* —2xe® + 2P (e¥)
2% —2xe* +2¢¥ +C

= (x2—2x+2>ex+C

A primitiva da fungio sen? x, ja resolvida anteriormente recorrendo a

uma férmula, também poderia ser resolvida através da primitivacdo por

partes. Vejamos:

21
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Exemplo 34.
P(sen2x> = P(senx x senx) = —senxcosx—P(—cos2x)

f(X) = senx —>f’(x) = COS X
¢ (x) =senx — ¢ (x) = —cosx

—senxcosx + P (cos2 x)

= —senxcosx+ P (1 —senzx)

= —senxcosx+P(1)—P (sen X

2

)

= —senxcosx+x—P (sen2x> +C

Portanto,
P(sen2x> =—senxcosx+x—P(sen2x)+C<:>
<P (senzx) + P (senzx): —senxcosx+x+C &
&2P (senzx) =—senxcosx+x+C &
op (senzx) :—senx;osx%—x#_C

2.3.2  Primitivagdo por substituigdo

A primitivagdo por substituicdo é uma consequéncia do teorema da deri-
vada da fun¢do composta. Ou seja, sendo F diferencidavel num intervalo
I e g diferencidvel num intervalo | tal que g(J) € I (nota 6), a funcio
composta F (g (t)) é diferencidvel em | e tem-se:

(F(g(0) =F (g(t)g ().

Se F for uma primitiva da fun¢do f no intervalo I, ou seja
F' (x) = f (x), da derivacdo da funcio composta vem ainda:

(F(g(t) =f(g()g ().

Primitivando ambos os membros em ordem a t, vem:

Fg(0) =P (f(s() () +C

Se g for uma fungdo invertivel no intervalo | sobre o intervalo I, isto €,
x =g (t) & t=g 1 (x), conclui-se que:

F(x) =P (f(g)g (1) +C
ou seja,
Pe(F () = P (F(g(0)8 (5) +C

em que t = g~ ! (x). O teorema seguinte enuncia todas estas conclusoes.

Exercicio 8. Calcule a primitiva de cada
uma das seguintes fungdes:

1. xe%;

2. xsen(3x);

.xV2x+1;

3
4. x%cosx;
5
6

. Inx;
. xarctgx;

7. e¥senx.

®¢(J) é uma notagdo para o conjunto
das imagens da funcéo g, considerando
como objetos todos os elementos de J.
Assim, g (J) C I significa que esse con-
junto de imagens de g é um subcon-
junto de I.



Teorema 7. Seja f uma fungio primitivdvel no intervalo I e § uma funcdo dife-
rencidvel e invertfvel num intervalo | tal que ¢ (J) C I. Entdo,

Pe(f (x)) =P (f(g(1) 8" (1)),
emquet = g1 (x).
Exemplo 35. Como primeiro exemplo, iremos primitivar a fungao
Y
x+/x

A fungao f é continua em I = RR* logo é primitivavel nesse intervalo.

f(x) =

Considerando a mudanca de variavel

x=tt=g(t),

tem-se g diferencidvel e invertivel em | = R* e ¢ (J) C I. Entdo, para
x>0,

4 vt
X+ VX)) xmti=g(t) g (t)=43 4Vt

= 4 (t —arctgt) +C
4t —4arctgt + C

= 4Y/x —4arctg (Vx) + C.
i Vx — 4arctg (v/x)

Exemplo 36. Determinemos agora a primitiva da fungdo
f(x)=+v1—x2

A fungdo f é continua no seu dominio, [—1, 1], logo é primitivavel nesse
intervalo. Considerando a mudanca de varidvel

x =sent =g (t),

CALCULO INTEGRAL EM R 23

* A soma e subtragdo de uma unidade
permite decompor a funcdo em duas
parcelas, cujas funcgdes sdo simples de
primitivar.
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tem-se que ¢ é uma funcdo diferenciével e invertivel em [— 7, F] (restricdo
principal da fung¢do seno). Note-se que

(A

Ent3o, nestas condicdes:

P(\/l—xz) == P \/1fsen2t><cost)

x=sent=g(t)—g’ (t)=cost

= P( cosztxcost>
pela férmula fundamental da trigonometria
sen? t+cos? t=1

= P (|cost| x cost)

= P (cost x cost)
te[—%,%]icostzo

= P (cos2 t)
1+ C(;S (2t) )

I
e
T

(14 cos(2t))

[P (1) + P (cos (2t))]

N —

{P (1) + zP(2cos (Zt))}

[t + % sen (Zt)} +C

-~ N|= N~ DN~ N -

1
= E+Zsen(2t)+c

1
= m—%fsen(Zarcsenx)—f—C.

t=arcsen x 2 4

De modo a simplificar mais a primitiva podemos reparar que:

sen (2t) = 2sentcost = 2senty/1 — sen?2t

te[fg,%]écostzo

onde, considerando agora t = arcsen x, vem

sen (2arcsenx) = 2xv 1 — x2.

Assim,
1
p (\/1 — x2> = @ + Zsen(Zarcsenx) +C
= @J&zx\/l—xuc
arcsen x

1 —
= I x 2
> +2 V1-x24C.

Os ultimos exemplos foram rigorosamente resolvidos, analisando to-
das as condi¢des do teorema. No entanto, em geral, assume-se estar nas
condicdes e aplica-se a substitui¢do.



Uma das principais dificuldades na primitivagdo por substitui¢do con-
siste na escolha da mudanga de varidvel adequada. Em numerosas situa-
¢Oes, existem substitui¢des que sdo aconselhadas dependendo das fun¢des
a primitivar, tais como as que se apresentam na tabela abaixo, que, nor-
malmente, conduzem a primitivas imediatas ou quase-imediatas. Existem
muitas outras, mas neste manual abordaremos apenas estas. Note-se que,
na tabela abaixo, R(...) pretende simbolizar uma funcéo racional que en-
volva fungdes do tipo das que se encontram dentro de paréntesis.

Tipo de funcéo Substituicdo

R (e™*) x =Int

R (Inx) x =e¢l

R (x,xs,xg,...) x=t",m=mm.c.(q,s,...)
R(x,(ax—l—b)%,(ax—l-b)g, ) ax+b=t",m=mm.c.(q,s,..)
R (x, a? — b2x2> X = gsent

R (x, a? + bzxz) x=ftgt

R (x, a%x? — bz) X = gsect

No Exemplo 35 utilizou-se a substitui¢do aconselhada na terceira linha
da tabela. Relembre-se a funcéo f,

fn=L

que pode ser reescrita como

x1
f (x) = T
X+ x2
Assim, a substituicdo aconselhada é
x = t",
onde m = m.m.c. (2,4) = 4, ou seja,
4

x =1

No Exemplo 36 utilizou-se a substituicdo aconselhada na quinta linha
da tabela,
a
X = —-sent

b
coma=1leb=1.
Vejamos, agora, outro exemplo, com a primeira substitui¢do da tabela.

CALCULO INTEGRAL EM R
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Exemplo 37.

CALCULO INTEGRAL EM R

2x eZlnt 1
= P $ =
<€x+4€_x> x=Int=g(t)—g (t)=1 elnt 4 4e-Int = ¢
B p elnt2 1
B elnt + 4elnt(’]> ?
2
- p(—t 1
t44t=1 " ¢
2
(t+4t)t
t
- P<t2+4>
t
t2
= P
<t2+4)
_ (4 4
B 224+4 t24+4
4
= P(1)—P
(1) <t2+4>
- P(1)— 4P !
4(ff+1)
- p(1)—p< ! )
t
(z)"+1
= P (1) —2P
DS
= t—2arctg<;)+C
x_2 “\ic
(o e” —2arctg (2)+

A semelhanca da primitivagdo por partes, também na primitivagdo por
substituicdo poderemos aplicar a técnica mais do que uma vez, caso seja

necessario.



Exemplo 38.

p (Wi—l) - ]

x=Int—g(t) g ()=}

t—1=22%
@t:zz+1:h(z)~>h, (z)=2z

CALCULO INTEGRAL EM R

2
op A
z2 4+ 1

1
2P <1zz+1>

2 [z —arctgz] + C

2Vt —1—2arctg (\/ﬁ)—l—c
2\/3"7——2arctg(m)+c

Note-se que poderiamos ter resolvido a primitiva de forma mais expedita,

apenas com uma substituigdo.

P(Ver=1) =

@x:ln(t2 +1

N2
I
0q

2t
Pltx ——
(Xt2+1>

tZ
P -
<t2+1>

1
2P(1—-— ——
< t2+1)

2t —arctgt] +C
2ve¥ —1—2arctg (\/e" - 1) +C

Nem sempre as primitivas imediatas ou quase-imediatas sdo facilmente

reconhecidas como tal. Por vezes, aplicando uma substitui¢do a funcao,

fica mais facil de resolver.
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Exercicio 9. Calcule a primitiva de cada
uma das seguintes fungdes:
X+ 2

Ty

In® x )
x (5lnx+ln2x> '

Vx|
T
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Exemplo 39.
P(wn) e )
xIn“ x x=et=g(t)—g (t)=et e't
1
)
- P t’2>
-1
1
= 3 +C
1
t=Inx Inx

Apesar de termos recorrido a uma substituicio, poderiamos ter resolvido
a primitiva de forma imediata da seguinte forma:

1 1
(o) - | e
xIn“ x N ~
u’
In~'x
= C
] +
1
= ——+C
Inx

2.3.3 Primitivagdo de fungdes racionais por decomposigio

Em muitos casos de primitivacdo por partes e por substitui¢do, apds a
aplicagdo da técnica, obtemos a primitiva de uma funcédo racional, isto
é, uma divisdo de polinémios. Naturalmente, devemos verificar se ndo se

trata de uma primitiva imediata ou quase imediata. Eventualmente, pode-
u/

1+u?

destas situagdes, teremos de recorrer a técnica de primitivagao de fungdes

. o~ !
remos ter uma funcdo nas condigdes - ou

. Caso ndo seja nenhuma

racionais por decomposi¢do, que iremos ver nesta secgao.

Definicao 2. Uma fungio racional gg;‘;, onde N (x) e D (x) sdo polinémios

em x, diz-se propria se o grau do polinomio N, do numerador, é inferior ao grau
de D, do denominador, e impropria caso contrdrio.

Nota 7

Teorema 8. Seja N (x) um polinémio qualquer e D (x) um polinémio de grau

. . 2 . - . N(x)
maior ou igual a 1. E sempre possivel escrever a funcio racional D) forma:

N@) R (x)
CI AR TEY

em que q, R e D representam polinémios em x tais que o grau de R é inferior ao

grau do polinémio D.

7Esta nomenclatura é a mesma utili-
zada nas fragdes de inteiros. Uma
fracio diz-se prépria se o numera-
dor é menor que o denominador

(e.g. %, %, %) e imprépria caso contra-

rio (e.g. %, %, %)



No caso das fungdes racionais impréprias, para se determinar os poli-
némios g (x) e R (x), geralmente recorre-se ao algoritmo da divisdo inteira
de polinémios:

N(x) | D(x)
R (x) q(x)
designando-se g (x) e R (x) respetivamente por quociente e resto da divi-
sao de N (x) por D (x).8
Assim, o célculo da primitiva de

N(x)
D(x)

mitiva imediata do polinémio g e da primitiva da fracdo racional prépria

%, ou seja:
(o) =P o+ ()

Exemplo g40. Calculemos a primitiva da funcédo racional imprépria

fica reduzido ao célculo da pri-

W4 a242x+1
X241 ’

flx) =

Facilmente se verifica que a primitiva desta fungdo ndo é imediata. Apli-
quemos, entdo, o algoritmo da divisdo de polinémios:

¥ 4x2 42x 41 ¥2 41

—x3 —x x 41
x> 4x +1
—x2 —1
x
Assim,

X
= P 14+ ——
<x+ +x2+1)

= P(x+1)+P<x2x+1>

— P(x)—l—P(l)"’_;P(xzz—T—l)

B4 a242x+1
P - @ -
X241

= x;+x+%ln(x2+1)+c.

>0

No ultimo exemplo, apés a aplicagdo do algoritmo da divisdo de po-
linémios, resultou uma funcdo cuja primitiva era quase imediata. No
entanto, isso nem sempre acontece, no que diz respeito a fragdo racional
propria (o quociente g (x) é sempre imediato uma vez que se trata de um
polinémio). Se assim for, teremos de recorrer a primitivacdo de fun¢des
racionais por decomposicdo. Tal como o nome sugere, esta técnica pre-
tende decompor a fungdo racional numa soma de parcelas mais simples
de primitivar. Para tal, em primeiro lugar, é necessario saber fatorizar o
polinémio do denominador. Vejamos o seguinte resultado:
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8 Fazendo a analogia com as fracdes,
é sempre possivel escrever uma fragdo
impropria na forma: § = ¢+ %, onde
a,b,c e d sdo inteiros e a > b > d. Por

exemplo, % =2+ %

Exercicio 10. Escreva as seguintes fun-
¢des racionais como soma de um poli-
némio e de uma fungéo racional pré-
pria:
4x% —3x+1
x+1 7

—3x% 4 Jx% 4 2x

3x -2 !
x% +4x3 — 3x2 +13x

x2—2x+3

1.
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Teorema 9. Consideremos o polindmio D com as sequintes raizes (reais9 e com-
plexas™®) e respetivas multiplicidades™

’ Raizes complexas: ‘ Multiplicidade ‘
p1Eqi 51

’ Ratizes reais: ‘ Multiplicidade ‘

251 "

Pn £ gni Sn
Entdo o polindmio D pode ser escrito da sequinte forma,

Xm 'm

Sn

Ej
D(x)=a(x—a)"...(x—ay)™ ((x — )+ q%) L ((x —pn)* + q%,)
onde a representa o coeficiente do termo de maior grau de D.
Vejamos de seguida alguns exemplos de fatorizagdo de polinémios.

Exemplo 41. Fatorize-se o polinémio D (x) = x?> + x — 2. Sendo um po-
linémio de grau 2, para determinar as raizes, podemos aplicar a férmula
resolvente.

—-1+£vV1+8

—_— =
2

—-1£3

2
& x=-2Vx=1

Ptx-2=0 & x=

= X =

Assim, D (x) = x> +x —2 = (x +2) (x — 1). O polinémio tem duas raizes
reais, —2 e 1, cada uma de multiplicidade 1.

Exemplo 42. Decomponha-se em fatores o polinémio
D(x) =2x> + x> —x.

Antes de mais, note-se que D (x) = 2x> +x2 —x = x (2x2 + x — 1). Apli-
cando a férmula resolvente ao segundo fator vem:

1+/158
—1EVIFs

2%24+x-1=0 & x=

4
- x_—lj:3
4
1
& x=—-1Vx=<=

2

Tendo em conta que o coeficiente do termo de maior grau é igual a 2, a
fatorizagdo de 2x% + x — 1 é dada por:

282 +x—1=2(x+1) (x—;).

Assim, D (x) = x [2 (x+1) (x— %)} =2x(x+1) (x - %) O polinémio

tem trés raizes reais, 0, —1 e %, cada uma de multiplicidade 1.

9Se D (x) é divisivel por x —a, & € R,
entdo diz-se que a é uma raiz real do
polinémio D (x), ou seja, D (x) = 0.

0 Ge D (x) é divisivel por (x — p)* + 42,
p € Rg € R\ {0}, entdo diz-se que
p %+ qi sdo raizes complexas do poliné-
mio D (x), ou seja, D (p £gi) = 0.

"y é raiz real de D (x) de multiplici-
dade m, quando m é o maior nimero
natural para o qual D (x) é divisivel por
(x —a)™. De forma semelhante, p + gi
sdo raizes complexas de D (x) de mul-
tiplicidade m, quando m é o maior nu-
mero natural para o qual D (x) é divisi-

vel por ((x -+ q2>m.



Exemplo 43. Fatorize-se o polinémio D (x) = x® + x?> — x — 1. Tratando-
se de um polinémio de grau 3, pode-se tentar aplicar a regra de Ruffini.
Mas, para tal, teremos de conhecer uma raiz do polinémio. Por tentativa,
podemos verificar que D (1) = 0 logo 1 é raiz do polinémio. Assim, vem:

1 1 -1 -1
1 1 2 1
12 1] 0
Resto

Logo, D (x) = (x—1) (x> +2x+1). Aplicando a férmula resolvente ao
segundo fator vem:

24 .+/4 =
4 4@
2
—2+0
=

P+2x+1=0 & x=

Como —1 ¢é a tnica raiz do polinémio de grau 2, esta raiz tem multiplici-
dade 2. Assim,
2 42x+1=(x+1)>2.

Conclui-se que D (x) = (x —1) (22 +2x+1) = (x—1) (x +1)%. O
polinémio tem duas raizes reais, 1 e —1, a primeira de multiplicidade 1 e
a segunda, tal como ja referido, de multiplicidade 2.

Exemplo 44. Como dltimo exemplo, fatorize-se D (x) = x% + 1. Apli-
cando a regra de Ruffini com a raiz —1 vem:
1 0 0 1

-1 -1 1 -1
1 -1 1] 0
Resto

Logo, D (x) = (x+1) (x> —x+1). Aplicando a férmula resolvente ao
segundo fator vem:
. 1+v1-—-4 -

2-x+1=0 <

2
1++v-3
= x:#\/@
1+v—1vV3
Lo LEVETVE
2
1++/3i
2
1 V3
= _ 4+ 9
< X 5 21

Como verificimos, o segundo fator tem raizes complexas

x=p=xqi,
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donde se conclui que

2

1)2+ \2@

D(x)=(x+1) (xz

O polinémio tem uma raiz real, —1, de multiplicidade 1, e duas raizes

complexas, % + ?i, também de multiplicidade 1.

Uma vez fatorizado o polinémio do denominador da fungdo racional
prépria, resta agora saber como é feita a decomposicdo numa soma de
parcelas.’

~ . .. R(x)
Teorema 10. Toda a fungio racional propria D(x) pode decompor-se numa soma
de termos elementares da forma:

4
(x —a)™’

Bx+C
[c=p2+e2]”

O tipo de termos elementares a considerar na decomposi¢do depende

1. comA,a € Rem € IN;

comB,C,peR, g€ R\{0}encN.

das raizes do polinémio D (x) serem reais ou complexas, e das respetivas
multiplicidades. Portanto,

1. Cada raiz real «, de multiplicidade m, origina m parcelas do tipo:

x—a’ (x—a)?  T(x—a)"

onde Ay, Ay, ..., Ay, sdo constantes a determinar.

2. Cada par de raizes complexas p * gi, de multiplicidade 7, origina n
parcelas do tipo:

Bix + Cq Box 4+ Gy
- 2 2/ 2/
=P (x=p)?+ )

Bu,x +C,
(=py+a2)

v

onde By, By, ..., By, C1, Cy, ..., C, sdo constantes a determinar.

Vejamos alguns exemplos, utilizando como denominador os polinémios
dos Exemplos 41 a 44.

Exemplo 45. Tal como vimos no Exemplo 41, o polinémio x? + x — 2 tem
duas raizes reais, —2 e 1, cada uma de multiplicidade 1. Logo:

R(x)  _ R (x)
x24+x—2 (x+2)(x—1)
A B
P R

Exercicio 11. Decomponha em fatores
os seguintes polinémios:

1. 3x2 —21x +18;
2. x° —5x% 4+ 4x;

3. x34+5x2 +8x +4.

2Mais uma vez, recorrendo as fra-
¢Oes, recorde-se que quando se tem
uma soma de duas fracdes e se reduz
ao mesmo denominador, obtém-se uma

tnica fracdo equivalente. Por exemplo:

2 1 _ 103 _ 7 _
53— 5 = 3x5 = 35 Agora, o pro

blema é o reciproco, ou seja, tendo %
queremos decompor esta fragdo numa
soma de duas fragdes, uma com de-
nominador 3 e a outra com 5. As-
sim, % = §+§emqueAeBséo
incégnitas a determinar. Note-se que

7 _ A B _ 5A+3B _
mfg“‘gf 3i5 ,10g05A+3Bf
7. Uma solugdo possivel é A = 2 e
Bz—l,vindo%:%—%.
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Exemplo 46. Tal como vimos no Exemplo 42, o polinémio 2x> + x? — x
tem trés raizes reais, 0, —1 e %, cada uma de multiplicidade 1. Logo:

R (x) _ R (x)
23+ 2% —x 2x(x+1)(x—%
A B C

Exemplo 47. Tal como vimos no Exemplo 43, o polinémio x% + x% — x — 1
tem duas raizes reais, 1 e —1, a primeira de multiplicidade 1 e a segunda
de multiplicidade 2. Logo:

R (x) R (x)
W+xZ—x-1 (x—1)(x+1)2
A n B n C
x—1 x+1 (x+1)2'

Exemplo 48. Tal como vimos no Exemplo 44, o polinémio x% + 1 tem uma
raiz real, —1, de multiplicidade 1, e duas raizes complexas, % + @i, de
multiplicidade 1. Logo:

R (x) R (x)

T o () (9))

A n Bx+C
e (9

Exemplo 49. No exemplo que agora vamos ver, em que o denominador

ja se encontra decomposto, tem-se duas raizes reais, —1 e 2, a primeira
de multiplicidade 1 e segunda de multiplicidade 3, e dois pares de raizes
complexas, +i e +£1/2i, as primeiras de multiplicidade 1 e as segundas
de multiplicidade 2. O ntimero total de termos elementares serd a soma
das multiplicidades, ou seja, 7.

R (x) B A L

(x+1) (x—2)% (x241) (22 +2)? x+1
s B c b
x=2  (x-2)> (x—2)°

Ex+F

o

Gx+H Ix+7]

_l’_
X242 (x242)°

O calculo das constantes pode ser feito, por exemplo, pelo método dos
coeficientes indeterminados. Veremos posteriormente alguns exemplos.
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Desta forma, face aos conceitos expostos até agora, o problema do cal-
culo de primitivas de fungdes racionais fica resolvido, uma vez conhecidas
as primitivas dos termos elementares

A Bx+C
(r=a)” (- p?+ 2]

De seguida, iremos resolver estas primitivas, a exce¢do da primitiva do
Bx +C . .
termo elementar =, com n > 1, que sai fora do ambito

[(x=p)*+ ]

deste manual.

1. Comecemos, entdo, pela primitiva de —,com A, 0 € Rem €

X — )
IN:
(@) Sem = 1:
*(7%) = (=)
X —u X —uw
= Alnjx—a|+C
(b) Sem > 1:

*(wmor) = " (G=ar)
= AP ((x - zx)fm)

B (x_lx)*erl

— A—i%IT—+C

- A +C
(—m+1) (x —a)" 1

BxtC s,comB,C,peR, geR\{0}e

2. E agora, a primitiva de ————;
[(x = p+ 2]

n € IN:



(a) Sen=1:

P % _p
(x—p)" +4°

CALCULO INTEGRAL EM R

- ((x—PJ;ZJrﬂ/Z)+CP<(X—P1)2+612>

B BP((x—xP_)2P+q2+(x p?2+q2>

- () o (e

B §P<(x2—(9;)2?q2>+<BP+C)P<(X—P1)2+42>
e
- ) )

Exemplo 50. Calcule-se a primitiva da fungdo

[ —

x24x—2
Pelos Exemplos 41 e 45, tem-se
v 1t
x2+x—2  (x+2)(x—1)
B A n B
Cox+2 x-—1°
Para determinar A e B recorremos ao método dos coeficientes indetermi-
nados:
1 A B
2 = +
x4+ x—2 x+2 x-—1
A(x—1)+B(x+2)
o (x+2)(x—1)
A equacgdo
1 A(x—1)+B(x+2)

2rx—1 x24+x—2
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é vélida se os numeradores forem idénticos, ou seja,
1=A(x—-1)+B(x+2).
Pela identidade dos polinémios, dois polinémios sdo idénticos se os coe-
ficientes dos termos do mesmo grau forem iguais.
1=A(x—-1)+B(x+2) & 1=Ax—A+Bx+2B&
& 1=(A+B)x-—A+2B&
& Ox+1=(A+B)x+ (—A+2B).

Assim,
0 x + 1 = (A+B) x + (—A+2B)
L | o
resulta

0=A+B A=-1

=
1=—-A+2B B=1
1

A primitiva da fung¢do racional f (x) = é dada por:

1
Pl ——
<x2—|—x—2>

x24x-—2
1 1
P
p<x+2>+ (x—l)
1 1 1 1
= 37 (512) 57 (59)

1 1
= —§1n|x+2|+§1n|x—1|+C.

Exemplo 51. Calcule-se a primitiva da fungao

x+2

f) =g
Pelos Exemplos 42 e 46, tem-se
x+2 _ x4+2
203+ 22 —x 2x(x+1)(x—%)

?.x X+1 _'x—z

Note-se que, antes da decomposi¢do em termos elementares, deve ser ve-
rificado se é possivel simplificar a fungdo racional, ou seja, se existem
raizes em comum do numerador e do denominador. Ndo é o caso neste
exemplo. Determinemos A, B e C:

x+2 A B C
2x3 + x2 — x ?.x X+
+1)

1 x—f
(x—4)+B2x (x— 1) +C2x (x+1)

) -4
- Zx(x—i—l)(x—%)
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Logo
1 1
x+2:A(x+1)(x2>+28x(x2)+2Cx(x+1).

A semelhanga do exemplo anterior, podiamos agora aplicar o método dos
coeficientes indeterminados. Alternativamente, dado que a equagdo tem
de ser valida para qualquer valor de x, também podemos atribuir valores
a variavel x. Naturalmente, existem valores de x que simplificam mais
os célculos. Estando numa situagdo de raizes reais, e em particular, todas
de multiplicidade 1, os célculos irdo certamente simplificar-se bastante
substituindo a varidvel por essas raizes:

1
x=0 : 2-A(—2>+0—|—0<:>A——4

1
x=-1 : 1:0+2B(1)(;>+0@B:3

1 5 1 3 5

x4+ 2 .
= m ¢é dada por:

x+2 —4 % %
P —F—F— = P|— p Pl ——
<2x3+x2—x> <2x>+ <x—|—1>+ (x—%
1 1 1 5 1
= op(=)+zP(—)+2p(——
(X>+3 (x+1>+3 (x%)

1
_ —21n|x|+§1n|x+1\+§1n

A primitiva da fungéo racional f (x)

x—‘—i—K.

Exemplo 52. Calcule-se a primitiva da fungao

2x -3
fx) = B4 —x—1
Pelos Exemplos 43 e 47, tem-se
2x -3 _ 2x -3
W4axZ—x-—1 (x—1) (x+1)?
A B C

+ + .
x—=1 x+1 (x4 1)2
Determinemos A, B e C:

2x — 3 A n B n C
¥4+x2—x-—1 x=1 " x+1 (x+1)*
A(x+1)>+B(x—1)(x+1)+C(x—1)
(x—1) (x+1)?
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Logo
2x—3=A(x+1)>+B(x—1)(x+1)+C(x—1).
5
r=-1 : —5=0+0+C(-2)=C=
x=1 —1:4A+0—|—0<:)A:_%
1 5 1
x=0 & —3_A—B—C<:>—3_—Z—B—§<:)B_Z
A primitiva da fungéo racional f (x) = 2x =3 ¢ dad I:
p a da fungdo racional f e prpe — € dada por:

N\U‘I

2x -3 -1 1
<x3—|—x2—x—1) (xl)+ <x+1>+ ( +1) >

(x +

1

= ——-P 1 _|_1p §
4 x—1 4 x+1 2 x—|—1
1 1 1 1

- _4P(x—1>+4p( +1>+2P((x+1) ’)

1 1 5(x+1)2"!

= —Zln|x—1\+11n\x+1|+§Tﬂ+K
1 1 5 1

= —=1 -1+ -1 1]l—--——+K
R T g
1 1 5

= —=1 -1 +-1 1] —-—+K
gl =t ginfr sl =g s +

Exemplo 53. Por fim, calcule-se a primitiva da fungdo
2x2 4+ x+2
fO) =577
Pelos Exemplos 44 e 48, tem-se
2x2+x+2 2x2 4+ x+2
x3+1 B 3

(x+1)<(x—2> +(¢3)>

A + Bx+C
) (9

Note-se que ndo foi possivel efetuar-se simplificagdes antes da decompo-

sicdo.
Determinemos A, B e C, recorrendo ao método dos coeficientes inde-
terminados:
2x% +x +2 A Bx +C
x3+1 S 1 V3?2
(x=1)"+(5)

A[(x—% 2+(§) }+(Bx+C)(x—l—1)

(x+1) ((x—;)2+ (Vf)z>
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Logo

2x2+x+2—A{(x—%)2+(23)2} +(Bx+C)(x+1)

& 2x2+x+2:A(x2—x+%+§)+(Bx+C)(x+1) &

& 2x24+x+2=A(x2—x+1)+ (Bx+C) (x+1) &

& 2x2+x+2=Ax2 -~ Ax+A+Bx?+Bx+Cx+C &

& 2x2+x+2=(A+B)x>+(-A+B+C)x+ (A+C)
Assim,

2 x> + 1 x + 2 = (A+B) x* + (-A+B+C) x + (A+CQC)

1=—-A+B+C &< B=
2=A+C C=1
2
A primitiva da fungéo racional f (x) = % é dada por:
2x? 2 1 1
P(x;l—x+) :P( )+P xz—l— -
x° +1 x+1 (x—l) —i—(ﬁ)
2 2

Ora,

1
P(x—i—l) =In|x+1]+C



40 CALCULO INTEGRAL EM R
e
x+1 X 1
R o A e R o R e
X 1
e -9y
P x1—2;+;\/§2 +P 121 | K
(a0 e ()
p x;% f2+ 2% fz +P 21 \fZ +K
R N R C P A\
1 Z(x—%) 3 1
G (2 ) -8y
2 =\ 2 3
=1 <_1)+<¢3>)+ Z_p L +K
n( X 5 > (@)z (x;;)Z_’_l
2
2 \/* 2
() (B ) e <2x_11)2+1 L
V3
1 1\2 V3 2 V3 c
51 <x—2) +<2> +25- (2%1)32 ; +K
—\ 2
%ln <x—;)2+<\é3> +\f3arctg<2x\/_31>+1<.

Conclui-se, entao,

p M —1n|x+1|—|—11n x—1 2+ @ 2 ++V/3arct 2x 1
B+1 ) 2 2 2 8\ /3

Tal como ja foi referido, eventualmente podera ser necessdrio aplicar mais
do que um método de primitivagdo para a resolugdo de uma certa pri-
mitiva. Em muitos casos, apds a primitivacdo por substituicdo, a fungdo
resultante para primitivar consiste numa funcdo racional. Vejamos um
exemplo que recorre a alguns conceitos expostos anteriormente:
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Exemplo 54.

6x 6lnt 1
p (64) = P ¥ 7
16 =™/ x=imt=g(t)—g' (=} 1o —emint 1
t6
B P (16 — t)
t5
= Pl—
(16—t4>

Tratando-se de uma fungédo racional imprépria, apliquemos o algoritmo

—_

da divisdo de polinémios:

#5 —t* 416
— 164 —t
16t

t5 16t
Pl——— ) = P|—-t+——
<16—t4> ( +16—t4)

- P(t)+16P( i )

16 — t4

= - ﬁ +16P b +K
2 16 — t4
Como podemos analisar, a primitiva da fun¢éo racional prépria ndo é ime-

diata. Para aplicar a primitivacdo por decomposigdo, temos de decompor
o polinémio divisor. Note-se que

16—t = 42— (tz)z
(47 t2) <4+t2)
(22 - t2) (4+t2)

= 2-H@+1 (4+1).

Assim,

Logo,
t B t
16—t4 — (2—1t)(2+1t)(4+12)
A B Ct+D

2—t+2+t+ 4412
Determinemos A, B, C e D:

t _ A B _Ct+D
16—t4 — 2—t 24t 4+1t2
AQ+t)(4+t3)+B(2—t)(4+t2)+(Ct+D)(2—1t)(2+1¢)

(2—1t)(241) (4+12)

Logo,

t=A@2+8) (4+82)+B2—1) (4+2) +(Ct+D) 2 - 1) (2+1).
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t=2 2:32A—+-0—|—0<:>A:i

16
t=—-2 —2:0+3ZB+0<:>B:—11—6
8 8
t=0 : 0=8A+8B+4D = — - — 44D <D =
0 0=8A+8B+4D < 0 6 16 T4D 0
t=1 : 1—15A—0—5B+(C+D)3<:>1—E—i—i-BC(:)C—l
T 16 16 8
Continuando,
t° #2
Pl— = —— +16P K
(16—t4> 2+ <16—t4)+
2 % 16 8
- _+16P(2—t 2+t+4+t2>+K

tZ

- 7571n|27t|—1n|2+t\+1n<4+t2)+K

er
= ———1n|2—e"|—1n|2+ex\+ln(4+ezx)+K
t=e* 2

Exercicio 12. Calcule a primitiva de
cada uma das seguintes fungoes:
1 .

(x=3)(x+5)’

1+x
x(x— 1)2 ’
1+x
13+ x’

xt — 22

P S

1.
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2.4 Exercicios Propostos

1. Determine a funcéo f tal que:

@fF )= A FO=7

(b) f"(x)=x+cosx A f'(0)=2 A f(0)=3.
2. Calcule a primitiva de cada uma das seguintes funcées:

(@) 3x* —4;

(b) x(x+3);

x+x
(©) oy
(d) x2v/x3+5;

© 8x

N 3
(f) sen (3x) —sec? (5x —2);
(g) xsen? (3x* —1)cos (3x* —1);

eVX+3
(h) ———;
Vx+3
. 4x
Ry
. 8+«
0 s
8x
k .
() 9+ x*’
1
) ————
X (1 +1n? x)
8
m) ———;
(m) N7
1—6x
(n) 2x — 6x27
sen (2x)
©) cos2x ’
eX
) g 550
ex
@ A=
r ;
@) 3x1Ind x
©) arccos x
V3 —=3x2’
(t) e~ X (26335 + X — e—Zx) ;
2+1Indx
W ——

xInx
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4

(V) cos*x;

x [arcsen (x2)}4.
V2 =2k
/1 + arcsen (Inx)

X) e

x\/l —In%x

3. Calcule as primitivas das seguintes fun¢des:

(w)

(

(@) x%et;
(b) xvI-x;
() In(3x —1);
(d) 3xarctg (2x);
(e) ﬁln (2x);
(f) cos(Inx).
4. Calcule as primitivas das seguintes funcoes:
Va
x+/x’

2x

(a)

e .
Ver +17
1 .
5+x)VI+x
1 .
(B+x)+ vV3+x
2

(b)

(©

(d)

X
© i
) Vex —1.

5. Calcule as primitivas das seguintes funcdes:

3x+6
X3+ 222 — 3y’
3x2+2x+1
x(x+1)2
4

(a)

(b)

x(x—2)2

8
() x(x2+1)
x6—2 )
x4+ x2’

(0

7

(e)
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2.5 Solugoes dos Exercicios Propostos

1.

(@ f(x)=2y/x+1;
b) f(x)= %—cosx+2x+4.

(@ 3 —4x+C;

b) 5 +3%+C

© £+ VX+G

d) %i/(x3+5)6+c;

) 51/ (x2+3)*+C;

() —Lcos(3x) — Ltg(5x —2)+C;
(8) aysen® (3x*—1)+C;

(h) 2eV*+3 4 C;

(i) 2ln(x2+4) +C;

G) Sarctg (%) +3In(x2+9) +C;
(k) %arctg (%2) + C;

() arctg (Inx) + C;

(m) 8arcsen (%) + C;

(n) 3In|2x —6x2| + C;

(0) —1In(cos®x) + C;

(p) %arctg (%) +C;

(@ —2V1—e*+C;

1
r —
@) 61n? x

(s) —ﬁ arccos? x + C;

+ C;

() ¥+ x4 373 +C;

In® .
(u) 21In[Inx| + 2= 4 ¢
) %" + %sen (2x) + 31—2 sen (4x) + C;
5
(w) ﬁ [arcsen (x?)]” + C;

(x) %\/(1 +arcsen (Inx))® + C.

(a) %649{ (x2 — %x + %) +C;
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b) —2xy/(1-x)° - & \/(1-x)°+C
(@ xIn(3x—1)—x—1In|3x— 1|+ C;
(d) (3x2+32)arctg (2x) — 3x+C;

(e —+L (1n(2x)+%) e

) xcos(lnx);xsen(lnx) +C.

(@) 4¢/x —4arctg /x+ C;

(b) 2e*veX +1— %WJF C;

(c) arctg (@) + C;

d) 3Iln

Y (3+x)3+1‘+C;

(e) 2arcsen (3) — V4 —x2+C;
(f) 2v/eX —1—2arctg (vVe* — 1) + C.

@ —2In|x|+JInjx—1|—iIn|x+3|+C
(b) In|x| +2:7 +2In|x+ 1|+ C;

(c) %2+4x—x§2+121n\x—2|+c;
(d) 8In|x| —4In|x>+1| 4+ C;
(e) "3—3—x+%+3arctgx+c.



3
Integragido em R

A aplicagdo do célculo integral que iremos usar como motivagdo para a
introdugdo do conceito é o calculo de areas. Para esse efeito, considere-se,
para ja, uma func¢do f continua, limitada e ndo negativa num intervalo
I = [a,b] e o problema do calculo da area da regido A do plano (Figura
3.1), limitada superiormente pelo gréfico de f, inferiormente pelo eixo das
abcissas e lateralmente pelas retas x =ae x = b.

Nas condig¢des da fungéo f, existe o supremo e o infimo de f em [a, b]*.
Assim, representando o supremo e o infimo de f em [a, b] respetivamente
por M e m , ou seja, M = sup,c,; f(x) e m = infocpppf (x) (Figura
3.2), é-nos intuitivo que a drea da regido A é limitada superiormente pela
drea do retangulo de base b — a e altura M e inferiormente pela area do
retingulo de base b — a e altura m. Por um lado, o retingulo mais pequeno
estd completamente contido na regido A e tem érea igual a m (b — a) e, por
outro lado, a regido A estd completamente contida no retdngulo maior que
tem area igual M (b — a), ou seja,

m(b—a)<Area A< M(b—a).

Os valores M (b — a) e m (b — a) sdo valores aproximados (grosseiros, é
certo!) da 4rea da regido A, respetivamente por excesso e por defeito.

Para melhorar as aproximagdes, podemos decompor o intervalo [a, ]
em vérios sub-intervalos, em cada um deles fazer o mesmo tipo de ra-
ciocinio que foi feito para o intervalo [a,b] e, por fim, somar cada uma
das aproximagdes obtidas em cada sub-intervalo. A Figura 3.3 ilustra
o exemplo, em que se decomp0s o intervalo [4,b] em 7 sub-intervalos.
Designando por Mj, My, ..., My respetivamente os supremos da fungao
f nos intervalos [a,x1], [x1,x2], ..., [xs,b] € por my1,my,..., my os infimos
nos mesmos intervalos, entdo as novas aproximagdes da drea da regido A,
por excesso e por defeito, sdo dadas respetivamente por

M (x1—a)+My(xa—x1)+...+ My (b—x¢)

ml(xl—a)—i—mz(xz—x1)+...—|—m7(b—x6).

Figura 3.1: Regido A.

Figura 3.2! Primeiras aproximagoes

ao célculo da drea da regido A.

*Chama-se supremo de f em [a,]], e
representa-se por sup, [, ; f (x), a0 mi-
nimo do conjunto dos majorantes de f
em [a,b]. Diz-se que o é majorante de f
em [a,b] se e s6 se qualquer imagem de
f em [a,b] for menor ou igual a yo, ou
seja, f (x) < yo para qualquer x € [a,b].

Chama-se infimo de f em [a,]], e
representa-se por inf (., f (x), a0 ma-
ximo do conjunto dos minorantes de f
em [4,]]. Diz-se que yy é minorante de
f em [a,b] se e s6 se qualquer imagem
de f em [a, b] for maior ou igual a ¥, ou
seja, f (x) > yo para qualquer x € [a, b].
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Facilmente se percebe que, independentemente da decomposi¢do do
intervalo, o valor aproximado por excesso nunca serd inferior ao valor
aproximado por defeito. Também se deduz que se decompusermos o in-
tervalo [4,b] em mais sub-intervalos, as aproximacdes, quer por excesso
quer por defeito, ao valor da drea da regido ndo seriam piores que as apro-
ximagoes anteriores. No limite, quando o ntiimero de sub-intervalos tende
para infinito, ou seja, o comprimento de cada um dos sub-intervalos tende
para zero, é de esperar que as aproximagdes por excesso e por defeito se
aproximem de um unico valor, sendo este o valor da 4rea da regido. Ge-
ralmente, ndo existe a preocupagdo em definir as unidades de medida das
varidveis, mas tratando-se do célculo de uma é&rea, naturalmente que o
resultado serd em unidades quadradas de medida.

De seguida, vamos formalizar os conceitos agora apresentados.

3.1 Integrabilidade a Riemann

Definigdo 3. Seja [a,b] um intervalo limitado e fechado de R, com b > a.

1. Uma partigdo ou decomposigdo de [a,b] é um conjunto finito de pontos
P = {xp,x1,...,x} tal que

a=x9<x1<x<...<x;,=b.

2. A norma ou didmetro da particio P = {x¢,x1,...,x,} € 0 niimero (que é
sempre maior ou igual a zero) dado por

P|| = max (xp — x5_1).
(Il 1§k§n(k 1)

3. Um refinamento da particio P = {xq, x1, ..., %y} é uma particio Q de [a, b]
tal que P C Q. Nesta situagdo diz-se que Q é mais fina do que P.

Note-se que uma particdo P = {xq, x1,...,x, } divide o intervalo I = [a, b]
em n sub-intervalos

L =I[xo,x1], L = [x1,x2],..., In = [xp—1, Xn]
ou, de outra forma,
Ik = [kal,xk] ,k = 1,. .., n,
cujos comprimentos sdo respetivamente dados por
Ak = Xk — xk,l,k =1,...,n

Definicao 4. Uma particio P = {xg,x1,..., X} do intervalo [a, b] diz-se regu-
lar se os n sub-intervalos tém todos o mesmo comprimento:

Ak: b;a,k:].,...,i’l.

Figura 3.3: Aproximagdes por ex-

cesso e por defeito ao calculo da regido
A.
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Exemplo 55. Os conjuntos
1 11
p={01}, P = {0, 2,1} , P3= {0, 7 2,1} , P,=1{0,0.1,0.3,05,0.75,1},

sdo todos partigdes do intervalo [0, 1]. As particdes P; e P, sdo regulares.
As normas das parti¢des sdo respetivamente dadas por

[Pl = 1,
HPH = max(x — X )—max(x — X x—x)—max 1—()1_1 —1
2 - 1<k<2 k k—-1) — 1 0sA2 1) — 2 ’ 2 *2/
1 1 1 1 1
P = - —— - 1-= —
Il = max(3-03-31-3) =3
HP4|| = max(0.1-0,03-0.1,05-0.3,0.75-0.5,1—0.75) = 0.25.

As particdes P, P e Py sdo refinamentos da parti¢do Py (P C P,, Py C P3e Py C Py)
e as parti¢des P; e P, também sdo refinamentos da particdo P> (P, C P3 e P, C Py).
Note-se que P4 ndo é um refinamento da parti¢cdo P; pois P3 Q Py.

Estamos agora em condi¢des de definir somas superior e inferior de Dar-
boux, que correspondem as somas mencionadas no inicio deste capitulo
para aproximar por excesso e por defeito (ver Figura 3.3).

Definicdo 5 (Soma superior de Darboux). Seja [a,b] um intervalo limitado
e fechado, P = {x¢,x1,...,Xxn} uma particio de [a,b] e f uma fungio limitada
nesse intervalo. Chama-se soma superior de Darboux de f relativamente a
partigdo P ao niimero

Y(f,P) = M1(x1—xo)—l—Mz(xz—xl)—I—...—l—Mn(xn—xn_l)
n
= ) Mg (o —x-1)
k=1
n
= ) Mg
k=1

com My = sUP.ery, | v f (x),1<k<n.

Defini¢do 6 (Soma inferior de Darboux). Seja [a,b] um intervalo fechado e
limitado, P = {xg,x1,...,Xn} uma particio de [a,b] e f uma fungio limitada
nesse intervalo. Chama-se soma inferior de Darboux de f relativamente a
particdo P ao niimero

s(f,P) = my(x1—x9)+my(x2—2x1)+...4+my(xn—xy_1)
n
= Emk(xk_xkfl)
k=1
n
= ) medg
k=1

com my =infycp |y f(x), 1 <k<n.

49
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Atendendo as defini¢oes é imediato concluir que, independentemente da
parti¢do do intervalo [a,b], a soma inferior de Darboux é sempre menor
ou igual a soma superior de Darboux, ou seja, verifica-se sempre a relagdo

s(f,P) < 7 (f,P),

qualquer que seja a partigao P.
Exemplo 56. Considere-se a funcdo real de varidvel real definida por
f (x) = 2x + 1 no intervalo [0, 3] e a parti¢do regular
P ={0,1,2,3}.

A soma superior de Darboux de f relativamente a particdo P é dada
por:

S (f,P) = 3(1-0)+5(2—-1)+7(3-2)
= 15

que geometricamente corresponde a soma das dreas dos retangulos repre-

sentados na Figura 3.4.
A soma inferior de Darboux de f relativamente a particdo P é dada

por:
s(f,P) = 1(1-0)+3(2—-1)+5(3-2)
=9

que geometricamente corresponde a soma das dreas dos retangulos repre-
sentados na Figura 3.5.

Comprova-se arelagdo s (f, P) < . (f, P) para esta particao P = {0,1,2,3

Como se percebe geometricamente, as somas .’ (f,P) =15es(f,P) =9
sdo duas aproximagdes, por excesso e por defeito, ao valor da &rea da
regidao do plano limitada superiormente pelo grafico de f, inferiormente
pelo eixo dos xx e lateralmente pelas retas x = 0 e x = 3.

Teorema 11. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado, f uma fungdo limitada
nesse intervalo e, P e Q duas partigdes do intervalo [a, b] tais que Q é mais fina
do que P. Entdo

s(f,P) <s(f,Q) <7 (f,Q) <7 (f,P).
Demonstracdo. No Anexo. O

Exemplo 57. Considere-se o exemplo anterior, com a mesma fungao
f (x) = 2x + 1 no intervalo [0, 3], considerando agora um refinamento da
particdo P = {0,1,2,3}, dada por

Q =PuU{05,2.75} = {0,05,1,2,2.75,3} .

A soma superior de Darboux de f relativamente a particdo Q é dada por:

y=2x+1

/

}‘ Figura 3.4: Soma superior de Dar-

boux de f relativamente a particdo P.

Y

8

y=2zx+1

/

y (f/ Q) = 2 (0'5 - 0) + 3 (1 - 0'5) + 5 (2 - 1) + 6'5 (2‘75 - 2) + 7(3 - 2‘75) Flgura 3.5: Soma inferior de Dar-

= 14.125

boux de f relativamente a partigdo P.
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que geometricamente corresponde a soma das dreas dos retdngulos repre-
sentados na Figura 3.6.
A soma inferior de Darboux de f relativamente a parti¢do Q é dada

por:
s(f,Q)

1(05—0)+2(1—-0.5)+3(2—1)+5(2.75—2) + 6.5 (3 — 2.75)
9.875

que geometricamente corresponde a soma das dreas dos retingulos repre-

sentados na Figura 3.7.
. . pe ~ 8 y=2z+1
Como seria de esperar, verifica-se, entdo,

s(f,P)<s(f,Q) <7 (f,Q) <7 (f,P) & ' 7
= 9 <9.875 <14.125 < 15. Z

Mais uma vez, geometricamente, podemos reparar que com esta parti¢do
mais fina obtemos melhores aproximag¢des ao valor da drea do que no .
Exemplo 56. :

A partir do teorema anterior demonstra-se o seguinte resultado: , Z
Teorema 12. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado, f uma fungdo limitada . Z
nesse intervalo, e Py e P, duas partigdes quaisquer do intervalo [a, b]. Entio

-1 0 05 1 2 2.75 4

s(f,P1) <7 (f, P2).

Obviamente, também se verifica
Figura 3.6: Soma superior de Dar-

s(f,P) <Z(f, P). boux de f relativamente & particdo Q.
Y
Demonstracdo. No Anexo. O s y= 21
Resulta das propriedades anteriores que o conjunto das somas superi- 7

ores (para todas as parti¢des) é minorado (todas as somas inferiores sdo
minorantes) e o conjunto das somas inferiores (para todas as partigdes) é

majorado (todas as somas superiores sdo majorantes), logo estes conjuntos 5
tém respetivamente infimo e supremo.

Definicao 7. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungdo limitada

nesse intervalo. 3
e Ao infimo do conjunto das somas superiores de f relativas a todas as parti- %
coes de [a,b] chama-se integral superior de f em [a,b] e representa-se por o
b
Jo f (x)dx.
1 0 0. 1 2 2.75 4 g
® Ao supremo do conjunto das somas inferiores de f relativas a todas as par- / .

ticdes de [a,b] chama-se integral inferior de f em [a,b] e representa-se por
b
f_u f (x) dx. Figura 3.7- Soma inferior de Dar-

boux de f relativamente a partigdo Q.
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Note-se que quando se refere “todas as parti¢des de [a,b]”, estas sdo em
numero infinito. O sinal | de integral pretende representar a letra S alon-
gada, inicial da palavra latina “Summa”, ou seja, soma.

Facilmente se provaria que o integral inferior de f em [a,b] é sempre
menor ou igual ao integral superior. Ou seja:

Teorema 13. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungio limitada
nesse intervalo. Entio,

/abf(x) dx < /abf (x)dx.

No caso de se verificar a igualdade, tem-se a seguinte definicao:

Definicao 8. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungio limitada

nesse intervalo. Se -
b b
[ rmax= [ 7
a Ja_

diz-se que f é integrdvel a Riemann em [a,b]. Nestas circunstincias
b b b
[ = [ fyax= [ 7
a a Ja_

b
e diz-se que / f (x) dx é o integral definido de f entre a e b.
a

b
Na expressao / f (x)dx, a fungdo f chama-se funcdo integranda, a va-
ridvel x chama-se varidvel de integragdo e o dx pretende representar um
numero infinitesimal (que tende para 0), correspondente ao comprimento
dos sub-intervalos da soma. Os ntimeros a e b chamam-se extremos do
integral, respetivamente inferior e superior, e o intervalo [a, b] chama-se
intervalo de integracdo.

Doravante, se nada for dito em contrdrio, quando se referir que uma
funcéo é integravel, entenda-se que a fungédo ¢é integravel a Riemann.

O integral definido de uma funcéo integranda néo negativa com extre-
mos de integragdo a e b, interpreta-se geometricamente como a area da
regido do plano, limitada superiormente pelo gréfico de f, inferiormente
pelo eixo dos xx e lateralmente pelas retas x = a e x = b.

Exemplo 58. Considere-se a fun¢do constante definida por f (x) = C no
intervalo [a, b] e uma parti¢do arbitraria desse intervalo dada por

P ={x0,x1,...,xXp}, emque xg = a e x, = b. Os supremos e os infimos
da fungdo f nos intervalos [xg, x1],..., [x,_1, X,] sd0 sempre iguais a C



dado que se trata da fun¢do constante. Assim,

L (f,P) = C(x1—x9)+C(xa2—x1)+...+C(xp —x,-1)
C(xy—x0+x2—x14+...+%1 —Xy_1)
C(—xo+ xn)

= C(b—a)

Podemos entdo concluir que as somas superiores de f relativas a todas as
parti¢des de [a, b] sdo iguais a C (b — a), donde o integral superior de f
em [a,b] éiguala C (b —a):

/ Cdx=C(b—a).
a
Por outro lado,

s(f,P) = C(x1—x9)+C(xag—x1)+...+C(xp —x,_1)
= C(b—a)

donde as somas inferiores de f relativas a todas as parti¢des de [a, b] sdo
iguais a C (b — a) e o integral inferior de f em [a, b] é iguala C (b — a):

/adex:C(b—a).

Pela definigao anterior, f é integravel a Riemann e

/adex:C(b—a).

Assim, por exemplo

5
/ 6dx =6(5—1) =6 x4 =24
1

/4 (—2)dx = —2(4—(—1)) = —2 x5 = —10.
-1

Se C > 0, o integral corresponde a drea da regido do plano limitada in-
feriormente pelo eixo das abcissas, superiormente pelo grafico da fungao
e lateralmente pelas retas x = a e x = b, ou seja, corresponde a drea de
um retangulo de base b — a e altura C: C (b — a) (Figura 3.8).

Exemplo 59. Considere-se agora a fungdo de Dirichlet
1, x€Q
D (x) =
0, x¢eR\Q
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Figura 3.8: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo gréfico da
fun¢do constante e lateralmente pelas

retasx =aex =b.

Exercicio 13. Esboce uma regido cuja

2
drea seja dada pelo integral / 3dx e
0

calcule o seu valor.
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num intervalo [4,b]. Qualquer que seja a parti¢do do intervalo, os supre-
mos e os infimos da fun¢do D nos intervalos [xg,x1],..., [x;—1, Xs] sd0
sempre iguais respetivamente a 1 e a 0. Logo,

& (D,P) = 1(x1—x0)+1(xa—x1)+...+1(xy —x,_1)

.Xn*xo

donde

donde

Conclui-se assim que D ndo é integrdvel a Riemann em [a, b].

Como facilmente se percebe, verificar por definicio se uma funcdo é
integravel num intervalo [a, b] apenas se consegue para algumas fung¢des
muito simples. E nesse sentido que existem alguns resultados que facili-
tam esse processo de verificagdo. De modo a ndo tornar esta seccdo dema-
siado exaustiva, decidiu-se apresentar esses resultados em anexo, no final
do manual. Sdo resultados interessantes e importantes, nomeadamente
para a demonstracdo dos teoremas que iremos apresentar na subsecgdo
seguinte, mas que excedem o propdsito para o qual o manual foi criado.
Refira-se que no Anexo, verificamos a integrabilidade da fung¢do real de
variavel real f (x) = 2x + 1 no intervalo [0, 3], que serviu de exemplo as
somas de Darboux, e também concluimos que

3
/ (2x +1)dx =12.
0

3.1.1  Monotonia, continuidade e integrabilidade

A partir da monotonia e da continuidade de uma fungdo f num certo
intervalo também se podem tirar conclusdes quanto a integrabilidade da
fungdo nesse intervalo.

Teorema 14. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungdo moné-
tona e limitada nesse intervalo, entdo f é integrdvel em [a, b].

Demonstracdo. No Anexo. O



Exemplo 60. A funcdo real de variével real f (x) = 2x + 1 é monoétona
(crescente) e limitada no intervalo fechado e limitado [0, 3], logo é inte-
gréavel nesse intervalo (tal como ja verificado no Anexo).

Saliente-se que existem fung¢des que sdo integraveis a Riemann num
intervalo fechado e limitado e que ndo sdo monétonas nesse intervalo.

Teorema 15. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungio continua
e limitada nesse intervalo, entdo f é integrdvel em [a, b].

A demonstracdo deste tltimo resultado sai fora do 4&mbito deste ma-
nual, uma vez que recorre a conceitos que nao se pretendem aqui intro-
duzir. No entanto, facilmente se encontra a demonstracdo na bibliografia.

Exemplo 61. Mais uma vez, a fungdo f (x) = 2x + 1 é integravel no inter-
valo fechado e limitado [0, 3], pois é continua nesse intervalo.
Sendo f integravel em [0,3] e positiva nesse intervalo, o integral defi-

nido de f entre 0 e 3, / (2x 4+ 1) dx, tal como jé referido, interpreta-se
0

geometricamente como a area da regido do plano limitada superiormente
pelo gréfico de f, inferiormente pelo eixo dos xx e lateralmente pelas re-
tas x = 0 e x = 3 (Figura 3.9). Ou seja, trata-se da drea de um trapézio
(retingulo) de base menor igual a 1, base maior igual a 7 e altura igual a
3, cuja férmula é conhecida (Figura 3.10). Assim

3 7+1) x3
/ (2x+1)dx = T+ %3 _ 12.
0 2
No entanto, nem sempre a regido é um poligono para podermos utilizar
férmulas conhecidas para o calculo da drea. Torna-se necessario conhecer
outro tipo de resultados para o célculo de integrais.

2 ¢ continua e li-

Exemplo 62. A funcdo real de varidvel real f (x) = x
mitada em qualquer intervalo fechado e limitado [a,b], logo é integravel

nesse intervalo. Considerando, por exemplo, o intervalo [1,4], geometri-
4

camente o integral | x*dx corresponde a drea da regido sombreada da

Figura 3.11, ndo havendo uma férmula conhecida para o seu calculo.

Exemplo 63. A funcdo real de variavel real f(x) = e*

¢ a composta
de fungoes continuas em R, logo é continua em R. E também limitada
em qualquer intervalo fechado e limitado [a,b]. Entdo é integravel nesse

intervalo.

A semelhanca do resultado anterior, saliente-se que existem funcdes
que sdo integrdveis a Riemann num intervalo fechado e limitado e que
ndo sdo continuas nesse intervalo. Pode mesmo provar-se que qualquer
fungdo seccionalmente continua® (ou seccionalmente monétona) em [a, b]
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y=2x+1

Figura 3.9: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo gréfico da
funcdo f (x) = 2x + 1 e lateralmente pe-

lasretasx =0e x = 3.

(B+b) xh

Area =
2

Figura 3.10: Area do trapézio

Exercicio 14. Interprete geometrica-
mente os seguintes integrais e calcule
os respetivos valores:

3
1. / xdx;
0

1
2. / (2x +5) dx;
-1

2
3. / V4 — x2dx.
0

2Uma fungéo f definida em [a, b] diz-se
seccionalmente continua em [a,b] se é
continua em [a,b], exceto num nimero
finito de pontos e nesses pontos de des-
continuidade existem e sdo finitos os li-
mites laterais de f.
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é integravel a Riemann nesse intervalo. Assim, por exemplo, a fungdo de
Heaviside definida em R por:

0 sex<O

H(x) =
() 1 sex>0

2

é uma funcdo ndo continua em x = 0 e, no entanto, é uma fungdo
integravel em qualquer intervalo fechado e limitado. Considerando, por
exemplo, o intervalo [—1,2], a fungdo H é seccionalmente continua nesse
intervalo, donde ¢é integravel. Dado que a fungdo é ndo negativa e linear
no intervalo, podemos facilmente deduzir geometricamente (Figura 3.12)
que

/ZH(x)dx—lx(Z—O)—Z.
-1

O valor da ordenada em x = 0 ndo altera o valor da drea. O segmento
vertical em x = 0 tem drea nula e ndo tem influéncia para o calculo da
drea.

Na realidade, ao longo do presente capitulo, considerou-se sempre o
intervalo [a,b] fechado. No entanto, ndo precisivamos de o ter feito e
poder-se-ia ter considerado o intervalo aberto |a, b[, mantendo-se valida a
teoria vista até ao momento, naturalmente, com alguns ajustes.

3.1.2  Propriedades do Integral de Riemann

Vejamos agora algumas propriedades importantes dos integrais.

Definicdo 9. Sendo f é integrdvel em [a,b], tem-se:
b a
1. / f(x)dx = —/ f(x)dx;
a b
Cc
2. / f(x)dx =0, para todo o c € [a,b].
Cc

A integracdo goza de linearidade:

Teorema 16. Sejam f e g integrdveis em [a,b] e A € R, entdo f + g e Af sdo
integrdveis em [a,b] e:

b b b
L [ F@rgndr= [ fars [gan

b b
2. /ﬂ (Af(x))dx:/\/a f(x)dx.

Exemplo 64. Considere-se as fun¢des reais de varidvel real f (x) =2x +1
e g(x) = 5 que, como ja vimos, sdo ambas integraveis em [0,3]. Entdo
f + g e2f também sdo integraveis em [0, 3] e:

5 -4 -3 -2 -10 1 2 3

Figura 3.11: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo gréfico da
funcéo f (x) = x? e lateralmente pelas

retasx =1ex =4.

v

Figura 3.12: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo gréfico da
func¢do de Heaviside e lateralmente pe-

lasretasx = —lex =2.



3 3 3
/O<f<x>+g<x>>dx - /Of<x>dx+/0 g (x) dx

3 3
/(Zx—l—l)dx—l—/ 5dx
0 0
= 1245(3-0)

= 27

3 3

| eryax = 2 fxax
0 0
3

= 2/ (2x +1)dx
0

= 2x12

= 24

Para resolver os integrais, recorremos aos célculos ja efetuados nos
Exemplos 58 e 61.

Teorema 17. Seja f integrdvel em [a,b] e ¢ € |a,b|, entdo f é integrdvel nos
intervalos [a, c] e [c, b], e:

/ﬂbf(x)dx:/acf(x)dx—i—/cbf(x)dx.

Exemplo 65. Mais uma vez, considere-se a funcdo real de varidvel real
f (x) = 2x + 1, integrével no intervalo [0, 3]. Entdo

3 1 3
/O(Zx—f—l)dx = /O(Zx—f—l)dx—l—/l (2x + 1) dx.

(B+D1, (7+3)2
2 2
= 2410

= 12

Cada um dos integrais da soma corresponde a drea de um trapézio (Figura
3.13). Naturalmente, em vez de ¢ = 1, poderfamos ter considerado outro
valor no intervalo [0, 3].

Em termos préticos, a decomposicdo realizada no exemplo ndo trouxe
qualquer beneficio para o cdlculo. No entanto, a igualdade do tltimo teo-
rema também é valida se f for integravel em qualquer um dos intervalos
[a,c] e [c,b], podendo-se concluir que f é integravel no intervalo [a, b].
Um caso particular, ja mencionado, é o das fungdes limitadas e seccional-
mente continuas em [4, b]. Em cada um dos sub-intervalos onde a fungéo
é continua, pelo Teorema 15, é integrdvel nesse mesmo sub-intervalo e
consequentemente em [a, b]. Este resultado é fundamental na resolucéo
do seguinte exemplo:
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y=2z+1

Figura 3.13: Area da regido corres-

pondente a dois trapézios.
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Exemplo 66. Considere-se a fung¢do definida por

2x+1 se0<x<3

fx) =

3 se3<x<5

/OSf(x dx

Ora, note-se que para x € [0,3] tem-se f (x) = 2x + 1 e para x € |3,5]
tem-se f (x)
eem [3,

e determine-se

= 3. J4 vimos anteriormente que f é integravel em [0, 3]
5], logo é integravel em [0, 5] (apesar de ndo ser continua nesse

/Osf(x)dx - /f dx+/f
= /O(Zx—i—l dx+/ 3dx

= 12+3(5-3)
— 18

intervalo) e:

O primeiro integral da soma corresponde a area de um trapézio, ja

calculado em exemplos anteriores, e 0 segundo corresponde a drea de um
retangulo (Figura 3.14).

Outra propriedade dos integrais é dada pelo seguinte resultado:

e f(x) < g(x) para todo

/ahm)dxg/:g(x)dx

O resultado ¢é vélido quaisquer que sejam as funcdes f e g integra-

Teorema 18. Sejam f e g integrdveis em [a, b]
€ [a, b], entdo

veis em [a,b] tais que f (x) < g(x) para todo x € [a,b], no entanto,
se pensarmos em fung¢des ndo negativas em [4, b], o resultado tem uma
interpretacdo geométrica bastante evidente. Veja-se um exemplo:

Exemplo 67. Considere-se a relagdo senx < x, valida para x > 0. Na

Figura 3.15, podemos visualizar ambas as func¢des no intervalo [0, %] . En-

tao, pelo teorema anterior,

7 7
/ sen xdx §/ xdx.
0 0

Ainda ndo sabemos calcular o integral da funcdo seno, mas, tendo em
conta a area do tridngulo de base e altura 7, podemos concluir que

7 2
/ senxdx < — ~1,234.
0 8

Figura 3.14: Area da regido corres-
pondente a um trapézio e a um retan-

gulo.

Exercicio 15. Considere a funcdo defi-
nida por

2 ,sel1<x<3
-}

x ,se3<x<5
Esboce uma regido cuja drea seja dada

5
pelo integral / f (x) dx e calcule o seu
1

valor.



Adiante, facilmente determinaremos o seguinte resultado:

s

7
/ senxdx =1
0

Um caso particular do tltimo teorema é o seguinte:

Teorema 19. Seja f integrdvel em [a,b] e m < f (x) < M para todo x € [a,b],
entdo

b
m (b— a) g/u Flx)dx < M(b—a).

Mais uma vez, considerando uma funcéo f ndo negativa em [a,b], a in-
terpretagdo geométrica do resultado é imediata. A Figura 3.2, apresentada
no inicio do capfitulo, ilustra o caso aqui apresentado.

Considerando m = 0, tem-se ainda o seguinte caso particular:

Teorema 20. Seja f integrdvel em [a,b] e f (x) > 0 para todo x € [a, b], entdo

b
/ f(x)dx > 0.

Exemplo 68. Sabendo que 0 < senx < 1 para todo x € [0, F], entdo

T

0< /Ojsenxdx Slx(%—O)@

T

<0< /Zsenxdx §221.57l.
0

Exemplo 69. Mais interessante que o ultimo exemplo, uma vez que o
célculo do integral ja ndo é assim tdo simples, é a obten¢do do seguinte
resultado:

T

/7 senxdxS 71—1'
1 X 2

Podemos chegar a esta conclusdo a partir da relagdo sen x < x, valida para

todo x € {%, %} Sendo x > 0, vem

sen x
X

<1

onde

NN

sen x
/ dx
1 x

2
3 1
sen x T —
& / dx < .
1 X 2

A
—_
X
7 N\
NN
|
N~
N——

Teorema 21. Seja f integrdvel em [a,b], entdo |f

/abf(x)dx

é integrdvel em [a, b] e

s/ab f ()] .
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y = senz

0.5

Figura 3.15: Fungdes y = senx e

¥ = x no intervalo [0, Z].

Exercicio 16. Sem calcular os integrais,
mostre que:

5
1. OS/ Inxdx < 4In5;
1

1
T 2 3
2. — S/ arccos xdx < —.
2 1 2
Exercicio 17. Sem calcular o inte-
gral, determine o sinal do integral

s

2

/ x sen xdx.
T
-3
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Mas ndo é verdade que se

é integravel em [a, b] entdo f é integravel
nesse intervalo. Por exemplo, a func¢do definida em R por

1, xeQ
fx) =
-1, xeR\Q
ndo é integravel em nenhum intervalo [a, b] 3, mas a fungdo |f (x)| =1, 3 Para mostrar basta seguir o procedi-

constante, é integravel em qualquer intervalo [a, b]. mento do Exemplo 59 na pagina 53.

3.2 Integral Indefinido

Definigdo 10. Seja f integrdvel em [a,b]. Entdo a fungdo

x):iéxfu)m

com x € [a,b], diz-se integral indefinido de f no intervalo [a, x|.

O integral indefinido de uma funcdo integranda f ndo negativa tem a
mesma interpretacdo geométrica do integral definido, mas no intervalo
[a,x], com x € [a,]], ou seja, corresponde a drea da regido do plano, limi-
tada superiormente pelo gréfico de f, inferiormente pelo eixo das abcissas
e lateralmente pelas retas t = a e t = x (Figura 3.16).

Naturalmente, se x = b, tem-se

=LZ@W

que corresponde a drea da regido do plano definida na Figura 3.1 (pagina Figura 3.16: Interpretacio geomé-
47)- trica do integral indefinido da fungéo f
Por outro lado, se x = a, vem no intervalo [g, x].
a Yy
:/f@ﬁ:&
a
Teorema 22. Seja f integrdvel em [a,b], entdo o integral indefinido de f no
intervalo [a, x] y=C .
0= [ fi
com x € [a,b], existe e é continuo em [a, b] .
Exemplo 70. Considere-se a fungdo constante definida por f (x) = C no o 0 .
intervalo [a,b]. O integral indefinido da func¢do f no intervalo [g, x|, com
x € [a,b], é dado por (ver Figura 3.17 com a interpretacdo geométrica)
X .
F (x) _ f ( t) dt Figura 3.17: Interpretacdo geomé-
a trica do integral indefinido da funcdo
= ' Cdt f(t) = C no intervalo [a, x].



Exemplo 71. Considere-se, agora, a fung¢do definida por
f(x)=2x+1,

integravel no intervalo [0, 3]. O integral indefinido da fun¢do f no inter-
valo [0, x|, com x € [0, 3], é dado por

F(x) = Aﬁf@)w
::t/x@t+1)w
0

Como ja vimos, o integral pode interpretar-se geometricamente como a
area de um trapézio (Figura 3.18) de base menor igual a b = 1, base
maior igual a B = 2x + 1 e altura igual a h = x. Assim,

F(x) = Axuh+mdt

(B+Db)h
2
(2x+1+4+1)x
2
(2x +2)x
2
= x*4x

Parax =3
3
FE) = /)&b+ndt
0

= 343
= 12

tem-se o resultado do Exemplo 61 (pégina 55).
Para x = 0, tem-se

F(0) Ao@ﬁ+ndt

0> +0
=0

como seria de esperar.

Exemplo 72. Considere a fun¢do definida por

2x+1 se0<x<3
fx)=

3 se3<x<5
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Figura 3.18: Interpretagdo geomé-
trica do integral indefinido da funcéo

f (t) = 2t + 1 no intervalo [0, x].
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O integral indefinido de f no intervalo [0, x|, com x € [0,5], é dado por

F(x)—/oxf(t)dt.

Relembre-se que no Exemplo 66, em que calculdmos o integral de f no
intervalo [0,5], fizemos a decomposi¢do do integral numa soma de dois
integrais, de modo a considerar-se cada um dos ramos.

Neste caso em que temos o integral indefinido no intervalo [0, x|, com
x € [0,5], a decomposigdo, ou ndo, do integral vai depender do valor de
x. Por exemplo, se x = 2, para calcular o integral foz f (t) dt, ndo seria
necessdrio decompor, pois no intervalo [0, 2] a funcdo é igual a 2f + 1. Por
outro lado, se x = 4, para calcular o integral f(;l f (t) dt j& seria necessério
decompor em f03 (2t+1)dt + f; 3dt, pois no intervalo [0, 4] a fungdo é
iguala 2t + 1, para t € [0,3], eigual a 3, para t € |3,4]. Assim, de forma
mais geral,

* Se 0 < x < 3 (ver Figura 3.19)

F(x) = /Oxf(t)dt
= /x(2t+1)dt

0
= xX+x

pelo exemplo anterior.

* Se 3 < x <5 (ver Figura 3.20)

F(x) = /Oxf(t)dt
3

X
= /(2t+1)dt+/ 3dt
0 3

= 12+43(x—-3)
= 3x+3.

Logo,
¥4+x se0<x<3
F(x) =
3x+3 sed3<x<5

Note-se que F (3) = 12 e F (5) = 18 tal como ja tinhamos verificado.
Note-se também que apesar da fun¢do f ndo ser continua no intervalo
[0,5], o integral indefinido de f é continuo nesse intervalo (Teorema
22).

Figura 3.19: Interpretacdo geomé-
trica do integral indefinido da fungdo f

no intervalo [0,x],se 0 < x < 3.

Yy

Figura 3.20: Interpretacdo geomé-
trica do integral indefinido da fungdo f

no intervalo [0,x],se3 <x <5.



Repare-se que nos Exemplos 70 e 71, os integrais indefinidos sdo diferen-
cidveis em R e as suas derivadas sdo dadas por

</uxCdt)/:(C(x—a))’=C
</Ox(2t+1)dt)l: (x2+x>/:2x+l,

dando precisamente as respetivas fun¢des integrandas. Caso esta obser-

(/axf(ﬂdt)/:f(x),

se verifique para qualquer fun¢do (provaremos mais adiante que é ver-

vagdo, ou seja,

dade para as fungdes continuas) e para qualquer constante a4, podemos
afirmar que o integral indefinido de uma fungédo continua f é uma primi-
tiva da funcéo f:

[ rwar=rpir)+c

Desta forma, recorrendo a primitiva da funcdo integranda, é possivel o
célculo de integrais (definidos e indefinidos).

Exemplo 73. Determine-se

3
/ (2t + 1) dt.
0

Sendo
P2x+1)=x*+x+C

tem-se
X
/ (2t +1)dt = x>+ x + C.
0

Para obter a constante C, considere-se x = 0, fazendo com que o integral
fique com extremos de integracdo iguais, ou seja, igual a O:

0
/ (2t+1)dt=0*4+0+C=0=0*4+0+C < C=0.
0

Conclui-se que

X
/ (2t +1)dt = x> + x
0

tal como ja determinado no Exemplo 71 e consequentemente, para x = 3,

3
/ (2t +1)dt = 12.
0
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Exercicio 18. Considere a funcao defi-
nida por f(x) = 3 no intervalo [0,2].
Interprete geometricamente o integral
indefinido de f no intervalo [0, x], com
x € [0,2], e determine-o.

Exercicio 19. Considere a fung¢do defi-
nida por f(x) = 2x+ 5 no intervalo
[-1,1]. Interprete geometricamente o
integral indefinido de f no intervalo
[-1,x], com x € [—1,1], e determine-o.

Exercicio 20. Considere a funcdo defi-
nida por

2 ,se1<x<3
f(X)—{

x ,se3<x<5

Interprete geometricamente o integral
indefinido de f no intervalo [1,x], com
x € [1,5], e determine-o. O que pode
concluir quanto a continuidade de F?
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Exemplo 74. Determine-se, agora, o integral da funcdo f (x) = x? no

4
/ x2dx.
1

Tal como ja vimos, geometricamente corresponde & drea da regido som-

intervalo [1, 4], ou seja,

breada da Figura 3.21, ndo havendo uma férmula conhecida para o seu
célculo.
No entanto, sabendo que

P(x2>=x—+C

vem
X X3
/ dt =" +C
1 3

Para x = 1, de modo a que o integral fique com extremos de integragao
iguais, tem-se

12d 13 13 1
t t:f = — = ——.
/1 7 TCe0=3+CeC=—3

Logo

e, para x = 4,

entao
/xf(t)dtzF(x)—i-C

e, para x = a, vem

/aaf(t)dt:F(a)—i-C o
& 0=F(a)+C =
& C=—F(a)
logo,
/:f(t)dt:F(x)—F(a).
Ainda, para x — b
/abf(t)dt:F(b)—F(a).

Figura 3.21: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo gréfico da
fungdo f (x) = x? e lateralmente pelas

retasx =1lex =4.



ou, equivalentemente,

/bf(x)dx—F(b)—F(a).

E usual escrever-se F (b) — F (a) = [F (x)]Z, ficando ainda com a forma:

b
Afwwzwmm

Exemplo 75. Determine-se o integral

1
/ e*¥dx.
0

Sabendo que
1
4x _ = 4x
P(e7) = gP(se™)
e4x
= 7 7€
vem
1 4x71
/e4xdx = {e]
0 4 o
e
4 4
_ ¢
4 4
et —1

Exemplo 76. Seja f a fungdo definida por

cos(mx) ,se —1<x<0

Vx ,se0<x<4

Determine-se o integral de f no intervalo [—1, 4]. A funcdo ndo é continua
em x = 0, mas é seccionalmente continua no intervalo [—1,4] logo é
integravel nesse intervalo.

/41f(X)dx = /Olcos(nx)der/;\/xdx

Sabendo que

P(cos(mx)) = %P (1t cos (7x))

_ sen (71x) LC
s
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e
P(Vx) = P(x?)
3
- T 4c
2
= %x%—kc
vem

/4f(x)dx = /0 cos(nx)dx+/()4\/xdx

-1 -1
[sen(nx)}o [z 3]4
—= R S— _|_ —x2
T -1 3 0 Exercicio 21. Calcule os seguintes inte-
sen0 sen(—7m 23 grais:
= - (—7) +-42 -0
s Y 3 1
2 1. / ¥dx;
= —x8 0
3 3
16 2. / sen (2x) dx;
- = 0
3 In3 ox
> /—1n3 2™
2
4. / |2x — 3| dx;
s 7 . 0
3.3 Teorema do Valor Médio do Cdlculo Integral )
5. / f (x)dx, com
0
Em estatistica descritiva é frequente o uso de médias como medidas des- . .
iy . . 2 1s ey . o2 X<
critivas de dados, sendo a mais conhecida a média aritmética. Esta medida Flx) = EEA
é obtida através do quociente entre a soma de todos os dados observados N 1

e o numero total de observacdes. Assim, a média aritmética a de n obser-
vacgdes ay,a, ..., a, é definida por

ap+ax 4. tag Y ax
n no

a=

Se os valores a; sdo os valores de uma fungdo f em n pontos distintos,
isto é

a1 = f(01),a=f (x2),. 0 = f (%)

entdo a média aritmética @ destes valores da fung¢do é dada por

7= er::lf(xk).
n
Este conceito pode ser generalizado para calcular a média ndo apenas
de um ndmero finito de valores de f, mas para “todos” os valores de
f quando x varia num intervalo [4,b]. A definicdo que se apresenta de
seguida tem essa finalidade.



Definicdo 11. Seja f uma fungio integrdvel em [a,b]. Entdo o valor

b
Af(x)dx
A=

diz-se o valor médio de f no intervalo [a, b].

Quando a fun¢do f é ndo negativa no intervalo [a,b], o valor médio é
suscetivel de interpretagdo geométrica. Considerando

b
A(b—a):/a £ (x)dx,

podemos interpretar o lado esquerdo da equagdo como a 4rea de um re-
tangulo de altura A e comprimento da base b — a e o lado direito da equa-
¢do como a drea da regido do plano limitada inferiormente pelo eixo das
abcissas, entre a e b, e superiormente pelo grafico da func¢do (Figura 3.22).

Exemplo 77. Considere-se a fungdo f (x) = 2x + 1 no intervalo [0,3]. O
valor médio de f no intervalo [0, 3] é dado por

3
/0 (2x+1)dx 12
3-0 3
Através da Figura 3.23, podemos verificar que o valor médio corresponde

A= 4.

a altura do retangulo a tracejado, cuja drea é igual a drea abaixo do gréfico
da funcao.

A existéncia de valor médio de uma fun¢do num intervalo [, b] apenas
depende da integrabilidade da fung¢do nesse intervalo. No entanto, podera
ndo existir um ndmero ¢ no intervalo em que a sua imagem na funcéo
f (c) seja igual ao valor médio, ou seja, f (¢) = A. No caso da fungdo ser
continua no intervalo [4, b], temos a garantia que esse valor ¢ existe.

Teorema 23 (Teorema do Valor Médio do Célculo Integral). Seja f continua
em [a,b], entdo existe um niimero ¢ € [a, b] tal que

b
/ f(x)dx
fle)= abT’

ou seja, f (c) é o valor médio de f no intervalo dado.

Exemplo 78. A funcdo considerada no ultimo exemplo, f (x) = 2x +1,
é continua no intervalo [0,3]. Pelo Teorema do Valor Médio do Célculo
Integral, existe pelo menos um valor ¢ € [g,b], tal que f (c) = A, ou seja,
f (¢) = 4. Para determinar o valor ¢ onde a fungdo atinge o valor médio,
basta resolver a equagao:

f(c):4<:>2c—|—1:4<:>c:§

0 que vai ao encontro da representacdo gréfica da Figura 3.24.
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/ a b

Figura 3.22: Area A = A (b —a).

Valor médio de

Figura 3.23:
f (x) = 2x+ 1 no intervalo [0, 3].

6 y=2x+1

F

-1 0 1

2 4

3
2

Figura 3.24: Existéncia de ¢ no in-
tervalo [0,3] tal que f (c) atinge o

valor médio.
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Exemplo 79. Seja a funcdo definida por

1 ,se1<x<3

flx) = ,

x ,se3<x<5

A fungdo f é limitada e seccionalmente continua em [1,5] logo é in-
tegravel nesse intervalo. O valor médio de f no intervalo [1,5] é dado

por
5

/1 £ (x)dx

A

3 5
/ 1dx + / xdx
1 3

[SINe)
~—

B-1+(%-
4

Note-se que ndo existe nenhum ¢ € [1,5] tal que f (c) seja igual ao valor
médio obtido, isto é, f (c) = 3 ndo tem solucdo no intervalo [1,5] (Figura
3.25). No entanto, este exemplo nédo contradiz o Teorema do Valor Médio,
uma vez que o mesmo ndo pode ser aplicado a esta funcdo porque nédo é
continua no intervalo [1,5], sendo esta uma condicdo do teorema.

Refira-se ainda como observagdo que o facto de uma fung¢do ndo ser
continua no intervalo [a,b] ndo significa que ndo possa existir um valor
¢ onde a fungédo atinja o valor médio. A fungdo do Exemplo 66 verifica
esta observacdo, ou seja, ndo é continua no intervalo [0, 5], mas existe um
valor ¢ no intervalo em que f (c) é igual ao valor médio. O facto de ndo
ser continua no intervalo significa apenas que o teorema ndo pode ser
aplicado.

3.4 Teorema Fundamental do Cdlculo Integral

De seguida, iremos ver formalmente os resultados que nos tém permitido
resolver alguns dos exemplos, e exercicios, de integracdo com recurso as
primitivas das fung¢des integrandas. Dada a importancia dos resultados,
apresentaremos as demonstracoes.

Teorema 24 (Teorema Fundamental do Calculo Integral). Seja f continua

X
em [a,b], entdo o seu integral indefinido F (x) = / f(t)dt, com x € [a,b], é
a

.

-1 0 2 3 4

Figura 3.25: Valor médio de f no

intervalo [1,5].

Exercicio 22. Considere o seguinte in-
tegral
1
/ (2x 4 5)dx.
-1
1. Esboce uma regido cuja drea seja

dada pelo integral e calcule o seu va-
lor;

2. Determine o valor médio de f no in-
tervalo [—1,1];

3. Determine o ponto do intervalo de
integracdo onde a fungdo atinge o
seu valor médio.

Exercicio 23. Considere a fungdo real
de variével real definida por
1
e X< 1
fx) =

X ,x>1

Determine o valor médio de f no inter-
valo [0,2].



uma fungdo diferencidvel nesse intervalo e
x /
P = ([ rwa) =r@.
a

Demonstragio. Considere-se primeiro x € |a,b] e mostre-se que F é dife-
rencidvel nesse intervalo, ou seja, tem derivada finita. Por defini¢do de
derivada

F(x+h)—F(x)

F'(x) = lim ”
x+h x
/+ f(t)dtf/a F()dt
7

h—0

= lim %%

h—0
/x+hf(t)dt+/af(t)dt
7

x+h
/X F(t) dt
T

Sendo f continua em [x,x+ k], com x € |a,b[ e x +h < b, entdo, pelo

= lim
h—0

= Ilim
h—0

Teorema do Valor Médio do Calculo Integral, existe um ntimero ¢, €
[x, x 4 h] tal que f (c¢j) € igual ao valor médio de f no intervalo dado, ou
seja,

x+h
/ £ () dt
Floy = P

x+h—x
x+h
f () dt
— X
h

Voltando ao célculo da derivada, vem:

x+h
/ F(b) dt
P = im&

h—0
= lim £ (cs)
= fx)

No ultimo passo, note-se que sendo f continua em [x, x + k] e ¢;, um na-
mero pertencente a esse intervalo, entdo se h — 0 vem que ¢;, — x e con-
sequentemente f (¢;) — f (x). Este facto demonstra que F' (x) = f (x)
e que F ¢é diferencidvel em ]a,b[. A demonstracdo de que F é diferencid-
vel a direita de a (F) (a) = f (a)) e a esquerda de b (F, (b) = f (b)) pode
ser realizada de forma idéntica, recorrendo, respetivamente, a nocdo de
derivada lateral direita e esquerda. O
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Exercicio 24. Considere a fungdo g de-
finida por:

1. Determine a expressdo de G (x) =
X
/ g (t)dt, com x € [-1,0];
-1

2. Calcule o valor médio de g no in-
tervalo [—1,0]. Justifique que existe
um ponto nesse intervalo onde a
fungdo g atinge o valor médio.

Exercicio 25. Seja f a fungdo definida
por
{ o ,~1<x<0

e -1 ,0<x<In2

1. Determine a expressdo de F(x) =
X

/ f(t)dt, com x € [-1,In2]. O
-1

que pode concluir quanto a conti-
nuidade de F?

2. Determine o valor médio da fungao
f no intervalo [—1,In2]. Justifique
que existe um ponto nesse intervalo
onde a fungdo f atinge o valor mé-
dio.

Exercicio 26. Considere a fungao g de-
finida por

glx) =

1422 x<1
,x>1

2
1+Inx
Justifique que existe um ponto no inter-

valo [—1,3] onde a funcdo atinge o seu
valor médio.
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Exemplo 80. Seja F o integral indefinido no intervalo [1, x| dado por

F(x) = /: £3dt.

Determine-se a sua derivada, utilizando o Teorema Fundamental do Cal-
culo Integral. A funcéo integranda f (t) = 3 é continua em R, pois
trata-se de uma polinémio, logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo
Integral, F é diferencidvel em R e a sua derivada é dada por:

Alternativamente, podemos calcular o integral indefinido primeiro:

F(x):/lxt3dt = [tﬂ:

E, de seguida, derivar o resultado:

F'(x) =

RS
|
| =
~

Il
e i S e e

S

=

N

~—

|
7N

S| =
~_

I
=
w

o que confirma o resultado obtido pelo Teorema Fundamental do Célculo
Integral.

Exemplo 81. Seja, agora, o integral indefinido no intervalo [1, x], com

x > 0, dado por
X
F(x) :/ sent .
1 t

sent
t

A funcédo é continua em R, logo pelo Teorema Fundamental do

Calculo Integral, F é diferencidvel em Rt e a sua derivada é dada por

sen x
F' = .
(x) =2

Ao contrédrio do exemplo anterior, ndo existe nenhuma forma familiar
de primitivar a func¢do integranda, logo esta é a tinica forma simples de
derivar o integral indefinido F.

O Teorema Fundamental do Célculo Integral pode ser generalizado ao
caso em que um ou ambos os extremos de integragdo do integral indefi-
nido sdo fung¢des de x. Para tal, recorre-se ao Teorema da Derivagdo da
Fungdo Composta.*

4Seja g diferencidvel em ¢ e F dife-
rencidvel em g(c). Entdo a composta
H(x) = F(g(x)) é diferenciavel em ¢
e H'(c) = F'(g(c)) ¢’ (¢)-
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Consideremos primeiro o caso em que apenas o extremo superior de
integragdo é uma funcéo de x:

8(x)
H (x) = / F(b) dt.
a
Neste caso, H é a composta das fungdes F e g, em que F (x) = [ f (t) dt:

H(x) = F(g(x))

8(x)
/a (1) dt,

Se f for continua em [a, b], entdo, pelo Teorema Fundamental do Cél-

culo Integral, F é diferenciavel nesse intervalo e F' (x) = f (x). Sendo g
uma fungdo diferencidvel num intervalo I, tal que g (I) C [a, b], entdo,
pelo Teorema da Derivagdao da Fun¢ao Composta, conclui-se que a funcéo
composta H é diferencidvel em I e a sua derivada vem dada por

H'(x) = (F(g
= F(g
= f(g(x))g (x).

Exemplo 82. Justifique-se a diferenciabilidade da seguinte fun¢do e determine-
se a sua derivada:

x2
H(x) = /1 eVidt,

A funcdo H é a composta das fungdes F e g, em que
X
F(x) :/ eVidt e g (x) = x>
1

A funcdo integranda f (t) = eVt ¢ continua em R, logo, pelo Teo-
rema Fundamental do Célculo Integral, F é diferencidvel nesse intervalo
e F' (x) = f(x) = eV

A funcéo g é diferencidvel em IR, pois trata-se de uma funcdo polinomial,
eg (x)=2x

Assim, H é diferencidvel em ]Rar e a sua derivada é dada por

H (x) = f(g(x))g (x)
= f (xz) 2x
= emZx

= 2¢l*ly.

No caso do extremo inferior de integragdo ser uma funcéo de x:

H () :/g(x)f(t)dt

71
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pode aplicar-se a mesma ideia anterior, trocando primeiro os dois extre-
mos de integracdo, ou seja:

. g(v)
H(x):/g(x)f(t)dt:—/a F(1) dt,

Considere-se agora que ambos os extremos de integracdo sdo fungdes
de x:

h(x)
H (x) = /g(x) (1) dt.

Neste caso, decompondo o integral em duas somas, aplicam-se os dois
casos anteriores:

h(x)
H(x) = /g(x)f(wdf

¢ h(x)
d d
/g(x)f(t) t+/€ £ (t) dt

_ _/g(x)f(t)dt+/h(x)f(t)dt,

com ¢ uma constante qualquer.

Exemplo 83. Considere-se a funcdo H definida em |1, +oo[ por
Inx et
H (x) = / “at,
JE t
Ora,

Inx el
H(x) — / °
v

2 Lt Inx ,t
- / ‘idt+/ T
JE t 2 t

O primeiro integral é a composta das fungdes F e g e o segundo é a
composta de F e i, em que

F(x):/zxettdt, g(x) = vxeh(x)=Inx.

A fungdo integranda f (t) = % é continuaem R \ {0}, logo, pelo Teorema
Fundamental do Célculo Integral, F é diferencidvel nesse intervalo e

As fungdes g e h sdo diferencidveis em R e
1 1
/ — h/ —
=g zek ()=



com x > 1.
Assim, H é diferencidvel em |1, +oo[ e a sua derivada é dada por

H (x) = —f(g(x)g (x)+f(h(x)H (x)
~f (VR) 5o+ f () |
V¥ 1 elnx 1

BNV ENANET:

eVx 1

"2 Tinx

Do Teorema Fundamental do Célculo Integral, sendo f uma fungdo
continua no intervalo [4, b] tem-se

([roa) =rw.

ou seja, o integral indefinido de f no intervalo [a,x], com x € [a,b] §é,
entdo, uma primitiva da fungdo f:

[ rwa=rir@ e

Esta igualdade é a base do resultado seguinte, que faz a ligagdo entre a
integragdo e a primitivacdo.

Teorema 25 (Férmula de Barrow). Seja f continua em [a,b] e F uma sua
primitiva. Entdo

/bf(x)dx—F(b)—F(a).

Demonstragio. Se f continua em [4, b] e F é uma sua primitiva, entdo, pelo
Teorema Fundamental do Célculo Integral,

/xf(t)dt:F(x)—l—C.
Para x = a vem:
/af(t)dt:F(a)+C<:)O:F(a)+C<:>C:—F(a)

Logo

e consequentemente
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Exercicio 27. Justifique a diferenciabili-
dade das seguintes fungdes e calcule as
suas derivadas:

X
1. F(x):/ezldt;
1
1:()7/)r LI
S A

2x2 1
. = ——dt;
3 P = [ g

4x
4. F(x)= /2 cos(3)dt.
e4x
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F usual escrever-se [F (x)]°

. = F(b) — F (a) ficando a férmula de Barrow

com a forma: ,
| fax= .

A Foérmula de Barrow também é valida no caso mais geral de qualquer
fun¢do f integravel e primitivavel em [a, b].

3.5 Técnicas de Integragio

3.5.1 Integragio por partes

O integral de uma certa fung¢do integranda, cujo processo de resolugdo da
primitiva da fungdo precise de recorrer a primitivagdo por partes, pode
ser resolvido utilizando primeiro o método de primitivacdo por partes e
depois a férmula de Barrow.

Exemplo 84. Determine-se o integral

1
/ xeXdx.
0

Sabendo que

g (x) =¥ = g (x) = 3™
1
T a,2x - 2x
= xe 2P(e )
1 1 1
= Zxe? — 5 X Eez" +C
1 1
— 7x62x_7e2x+c
4
vem
1 1
/xez"dx = lxez"—lezx
0 2 )
1, 1, 1o
- = 22 _(o==
e e ( G
_o2e2 e 1
4 4 4
_ e2+1
- 4

Alternativamente, em vez de resolver a primitiva da fungdo como cal-
culo auxiliar, podemos utilizar a integracdo por partes, que é bastante
semelhante ao método de primitivacdo por partes.



Teorema 26. Sejam f e g fungdes diferencidveis no intervalo [a, b] e com deri-
vadas continuas nesse intervalo>. Entdo,

b b b
| Fg @iy =g @lh- [ F @@

Exemplo 85. Determine-se novamente o integral

1
/ xe?*dx
0

utilizando, agora, a integracdo por partes.

1
/ xe2*dx =
0

g (x) = e¥ = g (x) = 3
_ 12 1 12x
= 56 -0 E/oe dx
1

11 [,

2¢ 727 2° ],
1, 171, 14,
- 2 2(28 2e>
1, 1, 1
= ¢ T 1v g
o e2+1
- T g

Note-se que f e g sdo fungdes diferencidveis e com derivadas continuas
no intervalo [0, 1].

3.5.2  Integragio por substituicio

Mais uma vez, o integral de uma certa func¢do integranda, cujo processo
de resolucdo da primitiva da funcao precise de recorrer a primitivacdo por
substitui¢do, pode ser resolvido utilizando primeiro o método de primiti-
vagdo por substituicdo e depois a férmula de Barrow.

Exemplo 86. Determine-se o integral

1
1
/ dx.
o 1+e¢*

Considerando a mudanca de variavel

x=Int=g(t),
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5Sendo f e g fungdes diferencidveis no
intervalo [a, b], logo continuas nesse in-
tervalo, e as suas derivadas também
continuas no intervalo, tem-se que f - g’
e f'- g sdo continuas em [a,b] e con-
sequentemente integraveis nesse inter-

valo.

Exercicio 28. Determine o valor dos se-

guintes integrais:

T

2
. / x sen xdx;
T

2

=

N

1
. / In (x+1)dx.
0
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tem-se

P(l—ie") - P<11+t><1>
= wm)

Trata-se da primitiva de uma fungdo racional prépria. Decompondo a
funcdo vem:

1 - A +§
(1+t)t 14+t t
Determinemos A e B:
1 A B
— = 4=
(1+1)t 1+t t
_ At+B(1+1t)
N (1+1t)t
Logo,
1=At+B(1+1).
t=0 : 1=8B
t=—-1 : 1=-As A=-1
Continuando,

1 A B
Pl——) = P(—+=
<(1+t)t> <1+t+t>
-1 1
= P(mﬂ)
1 1
= ‘P(m)“’(t>
= —In|l1+t/+1Inft|+C

onde, considerando agora t = ¢*, vem

1

Assim,

1
1 1
/0 mdx - [—1n‘1+€x|+x]0

—In|l+e|l+1—(—In|1+1]+0)
= —In(l+e)+1+In2.

Alternativamente, em vez de resolver a primitiva da fungdo como cal-
culo auxiliar, podemos utilizar a integracdo por substituicado.



Teorema 27. Seja f uma fungdo continua no intervalo [a, b] e ¢ uma fungio
invertivel, diferencidvel e com derivada continua em J, tal que g (J) C |[a, b].
Entdo

b 871 (b)
[ fas= [T g
a g '(a)

Exemplo 87. Determine-se novamente o integral

1
1
/ dx.
o 1+e*

utilizando, agora, a integracdo por substituicdo. Considerando a mudanca
de variavel

x=Int=g(t),
tem-se
t=e" =g 1 (x).

Para obter os novos extremos de integracdo em relacdo a varidvel ¢, tere-
mos de substituir, na expressdo anterior, os valores de x pelos extremos
de integragdo iniciais relativos & variavel x, ou seja por 0 e 1. Assim:

g7l(0) = =1
g (1) = el=e
donde
1 e
/ L N /Lxldt
0 1+e* 1 14+t t

¢ 1
= ——dt.
/1 (T41¢)t

Aproveitando alguns calculos do exemplo anterior, vem:

1 1 p e 1 p
/O Te ™ = /1 a+neh

¢/ -1 1
- /1<1+t+t>dt
[—In |1+t +In|t]]]

= —In(l+e)+Injel]—(—In|1+1|+1In|1])
—In(l1+e)+1+1n2.

Note-se que, ap6s a primitivacdo da funcdo, nédo foi necessario voltar a
varidvel de integragdo x, tal como fizemos no exemplo anterior. Neste
caso, os extremos de integracdo ja tinham sido atualizados de acordo com
a nova variavel de integragéo t.

CALCULO INTEGRAL EM R 77

Exercicio 29. Determine o valor dos se-
guintes integrais:

3
1. / V9 — x2dx;
-3

8 1
2. / ———dx.
1 x+Yx
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O resultado seguinte podera ser bastante ttil na resolugao de integrais
cuja fungdo integranda seja integravel e, par® ou impar? num intervalo
fechado [—a,a]. A demonstracdo recorre a integragdo por substituicdo e
ficarad como exercicio.

Teorema 28 (Integracdo de fungdes pares e impares). Seja f uma fungdo
integrdvel no intervalo fechado [—a, a].

1. Se f for uma fungdo par, entdo / f(x)dx = 2/ f(x)dx;
—a 0

a
2. Se f for uma fungio impar, entdo | f(x)dx = 0.
—a

Exemplo 88. Considere-se a fungio definida em R por f (x) = x* + 1.
A funcdo é par no seu dominio, pois f (x) = f (—x), para todo o xe R.
Determinemos o valor do integral

/_22 (xz + 1) dx,

cuja interpretacdo geométrica pode ser visualizada na Figura 3.26. Note-
se que a drea do primeiro quadrante é igual a drea do segundo quadrante.
Este exemplo ilustra o primeiro resultado do Teorema anterior. Assim,

/_22(x2+1)dx - 2/02<x2+1>dx

2

3
= 2[x+x}
3 0

8
= 2(242-
(5+2-0)
28
3

Exemplo 89. Para ilustrar o segundo resultado do teorema, considere-se

a funcéo definida por
3
X

fx)= X

que é uma funcdo impar em R. Assim,

2 .3

x

—dx =0.
/4 2

Neste exemplo, poderfamos facilmente resolver o integral e verificar que
da 0. Mas existem outros casos, em que o calculo do integral ndo é assim
tdo simples e o resultado podera ser bastante ttil.

Exemplo go. Determine-se o valor do integral

3
4
/ xe* dx.
-3

®Uma funcdo f diz-se par se e s6 se
f(x) = f(—x) para todo o x perten-
cente ao dominio de f.
7Uma fungdo f diz-se impar se e s6 se
f(x) = —f (—x) para todo o x perten-
cente ao dominio de f.

Exercicio 30. Seja f uma funcdo inte-
gravel no intervalo [—a, a].

1. Mostre que

0 a
[ Fas :/0 £ (—x)dx;

2. Conclua que:
(a) Se f for uma fungdo par, entdo
a a
/ f(x)dsz/ f(x)dx;
—a 0
(b) Se f é uma fungdo impar, entdo
a

/ f(x)dx =0.

—a

Exercicio 31. Determine o valor dos se-
guintes integrais:

Figura 3.26: Area da regidgo do
plano limitada inferiormente pelo eixo
das abcissas, superiormente pelo gra-
fico da funcdo e lateralmente pelas retas

x=-2ex=2.



Note-se que se trata de um produto de uma fung¢do impar (x) com uma

par (ex4> , donde resulta uma fungdo impar. Como tal

3
/ xe* dx = 0.
-3

3.6 Aplicagdes do Cdlculo Integral

3.6.1 Cdlculo de dreas

Como ja vimos, o integral de uma fungdo integranda f ndo negativa, com
extremos de integragdo a e b

/abf(x)dx,

interpreta-se geometricamente como a drea da regido do plano limitada
superiormente pelo gréfico de f, inferiormente pelo eixo das abcissas e
lateralmente pelas retas x = a e x = b, ou seja,

a<x<bAO<y<f(x).

Consideremos, agora, o célculo da 4drea de uma regido mais geral entre
duas curvas, através da seguinte definigdo.

Definicdo 12. Sejam g e f fungdes integrdveis no intervalo [a, b]. A drea A da
regido limitada pelas curvas y = g (x) ey = f (x) e pelas retas verticais x = a
ex =0, tal que

a<x<bng(x)<y<f(x)

pode calcular-se recorrendo ao seguinte integral definido:
b
A= [ (F(x) -g(x)dx.
a

No caso em que as fungdes f e ¢ sdo ndo negativas no intervalo [a, b], a
expressao

b b b
A= [ @ -gpir= [ far— [ gxdx

significa que a 4rea A entre as duas curvas pode ser obtida subtraindo da
drea da regido abaixo do gréfico da fungédo f, a drea da regido abaixo do
grafico da funcdo g (Figura 3.27).
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y=g(x)

1
i
a

Note-se que apesar de termos feito a interpretagdo com duas funcdes
ndo negativas no intervalo [g,b], a férmula continuaria vélida para fun-
¢des parcialmente ou completamente negativas no intervalo (Figura 3.28).
Basta pensar que se somarmos uma mesma constante C, suficientemente
grande, a cada uma das fungdes, ambas passam a ser ndo negativas e a
drea da regido, que se pretende calcular, ndo altera (Figura 3.29).

b b
A:/a (f(x)+C—(g(X)+C))dX=/a (f (x) — g (x)) dx.

Exemplo 91. Calcule-se a drea da regido do plano limitada pelas seguintes
curvas:

y=x>-1l,y=x+1,x=-lex=1

A representacdo gréfica das curvas serd um auxilio importante na deter-
minacdo da expressdo da fung¢do integranda e dos extremos de integragao
(Figura 3.30). Colocou-se um segmento de reta vertical (a ponteado) na
regido sombreada para ajudar a perceber quais as curvas que limitam
superiormente e inferiormente a regido. A extremidade superior do seg-
mento de reta é um ponto da reta y = x + 1 e a extremidade inferior é um
ponto da parébola y = x? — 1, logo teremos como fungao integranda

f@)-g@=(x+1)-(*-1).

Movimentando o segmento de reta para a esquerda, dentro da regido
sombreada, obtemos o extremo inferior de integracdo, ou seja, x = —1, e
movimentando para a direita, até ao final da regido sombreada, obtemos
o extremo superior de integragdo, ou seja, x = 1. Assim, a drea da regido

Figura 3.27: Area A entre duas cur-

vas.

vas.

Figura 3.29: Mesma drea A entre

duas curvas.



limitada pelas curvas é dada por

[ [ (2-1)]ax

= /11 (—x2+x+2) dx

A =

E possivel que a regido seja limitada superior e/ou inferiormente por
duas, ou mais, curvas distintas, e nesses casos, a regido tem de ser subdivi-
dida em regides mais pequenas. O exemplo seguinte ilustra essa situacao.

Exemplo 92. Calcule-se a drea da regido do plano limitada pelas seguintes
curvas:
x=y*ex=y+2.

A representacdo gréfica encontra-se na Figura 3.31.
Para calcular a 4rea, teremos, para ja, de reescrever as curvas y como
funcdo explicita de x. Ou seja,

x=y e y=+Vx

x=y+2&y=x—2.

Qualquer que fosse o segmento de reta vertical considerado na regido
sombreada, terfamos como extremidade superior do segmento um ponto
da curva y = /x. Por outro lado, se considerarmos um segmento de reta
vertical entre 0 e 1, temos como extremidade inferior um ponto da curva
y = —4/x e se considerarmos um segmento de reta entre 1 e 4, temos
outra curva como extremidade inferior, y = x — 2. Esta mudanca de curva
que limita inferiormente a regido leva a que tenhamos de subdividi-la em
duas sub-regides e calcular a drea separadamente (Figura 3.32). Assim,

A =
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y=axi1

Figura 3.30: Regido do plano, limi-
tada pelas curvas
y=x>-lLy=x+1lex=1

Y

3 r=y+2

Figura 3.31: Regido do plano, limi-
tada pelas curvas

x=ylex=y+2

Y

e

Figura 3.32: Regido dividida.
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3 2 4
_ le X 4 ox
= 5 5

2 : 1
G
6

Logo, a drea da regido limitada pelas curvas é dada por

4 19 27 9

Por vezes, é possivel evitar a subdivisdo da regido em partes, tal como
aconteceu no exemplo anterior, fazendo a integragdo em ordem a variavel

y (Figura 3.33).

Definigdo 13. Sejam v e w fungdes integrdveis no intervalo [c,d]. A drea A
da regido limitada pelas curvas x = v (y) e x = w (y) e pelas retas horizontais
y=cey =d,tal que

c<y<dAov(y) <x<w(y)

pode calcular-se recorrendo ao seguinte integral definido:
d
A= W@ -v )y
c

Exemplo 93. Calcule-se novamente a drea da regido do exemplo anterior,
limitada pelas seguintes curvas:

x=yex=y+2

A representagdo gréfica encontra-se na Figura 3.34.

Uma vez que vamos fazer a integracdo em ordem a y, colocou-se um
segmento de reta, agora horizontal (a ponteado), na regido sombreada
para ajudar a definir as curvas que limitam superiormente (mais a direita)
e inferiormente (mais a esquerda) a regido. Qualquer que fosse o seg-
mento de reta horizontal, a extremidade direita do segmento seria sempre
um ponto da reta x = y + 2 e a extremidade esquerda seria sempre um
ponto da parébola x = y?, logo teremos como fungao integranda

w(y)—oy) = y+2) - ().

Movimentando o segmento de reta para baixo, dentro da regido sombre-
ada, obtemos o extremo inferior de integracdo, ou seja, ¥ = —1, e movi-
mentando para cima, até ao final da regido sombreada, obtemos o extremo

_ \

Figura 3.33: Area A entre duas cur-

vas.

Figura 3.34: Regido do plano, limi-
tada pelas curvas

x=y’ex=y+2.
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superior de integragdo, ou seja, ¥ = 2. Assim, a drea da regido limitada
pelas curvas é dada por

Exercicio 32. Represente graficamente
/2 e calcule a drea da regido do plano li-

(y + 2) — (yz)} dy mitada pelas seguintes curvas:

2 1. y—l=x*ex+y=1;
2
= / (_]/ +}/+2)d]/ 2. y:xz—%zeyzcosx;

5 .5 2 3 y=lr[-ley=-2"+1
= |:—y3—|—y2+2y:| 4 y=x,y=—-xey=1;
—1 3
3 4 1 1 5. y:§,y:\/x+29y:0;
- <_3+2+4>_<3+2_2) “y=nr=Oy=ley=q
9 7.y =¢,y=—x+e+1l,x =0e
3.6.2  Cdlculo de volumes de sélidos de revolugio
Um solido de revolucgdo é um soélido que é gerado pela rotagdo de uma
regido plana em torno de uma reta que se encontra no mesmo plano da
regido. Essa reta diz-se o eixo de revolugdo. Existem muitos sélidos co-
nhecidos que sdo desse tipo (Figura 3.35).
r Il Al Al
Y Y Y U

\ 0 |

Cilindro Esfera Cone

- L. j Figura 3.35: Alguns sélidos de
Para os s6lidos de revolugdo ilustrados, conhecemos férmulas que nos & ‘i} 35 &
. . T revolugéo.
permitem calcular o seu volume. A Figura 3.36 indica o volume V para

cada um dos sélidos de revolugdo da figura anterior. Note-se que, no
altimo caso, a férmula corresponde ao volume do cilindro exterior (com o
raio da base maior) subtraido do volume do cilindro interior (com o raio

da base menor).



84 CALCULO INTEGRAL EM R

3 2
V =nr?h V= il p=" h V=n@?-R»h

Figura 3.36: Volumes de alguns soli-

No caso de uma regido do plano limitada superiormente pelo grafico
& P p P 8 dos de revolugao.

de uma fungéo f, integravel em [a, b], inferiormente pelo eixo das abcissas
e lateralmente pelas retas x = a e x = b, ou seja,
a<x<bA0O<y<f(x)

(Figura 3.1 na pagina 47), o volume do sélido de revolugédo, gerado pela
rotacdo dessa regido em torno do eixo dos xx (Figura 3.37), é dado por:

V= /b nf?(x)dx. \,;’/\'K/

A interpretagdo deste integral é similar a interpretagao do integral para

o cdlculo da 4rea. Resumidamente, para obter uma aproximacdo do vo-
lume de um sélido de revolugdo, podemos pensar em decompor o inter-
valo [a, b] em vérios subintervalos, em cada um deles fazer a rotagdo do
retangulo em torno do eixo dos xx, obtendo-se varios cilindros, e, por fim,
somar os volumes de todos os cilindros.

A Figura 3.38 ilustra um exemplo, em que se considera um sub-intervalo
[x;_1,x;] e faz-se a rotagdo do retangulo, de base x; — x;_1 e altura f (x;), Figura 3.37: Sélido de revolugao.
em torno do eixo das abcissas, obtendo-se um cilindro. O volume desse
cilindro, de altura x; — x;_1 e drea da base 71 f2 (x;) é dado por

mf? (xi) (% — Xi1) -

A Figura 3.39 ilustra o mesmo exemplo, em que se decompde o inter-
valo [a,b] em 15 subintervalos e faz-se a rotagdo de cada um dos retan-
gulos em torno do eixo das abcissas. O somatério dos volumes dos 15
cilindros obtidos é dado por

15
Y f? (i) (xi = xioa).

i=1

No limite, quando o nimero de subintervalos tende para infinito, ou

seja, o comprimento de cada um dos subintervalos tende para zero, é de

esperar a obtencdo do volume do sélido de revolucdo. Assim, informal-
. b s

mentg, podem.os afirmar que | a %‘epresenta 0 somatorio para x entre a e Figura 3.38: Selido de revolugao ge-

b, f* (x) o raio das bases dos cilindros e dx as suas alturas. N .

rado pela rotagdo do retangulo de base

x; — xj_1 e altura f(x;) em torno do

eixo das abcissas.



Exemplo 94. Determine-se o volume do sélido de revolugdo gerado pela
rotagdo em torno do eixo dos xx da regido definida por

4<x<16 A 0<y<2x.

A regido e o respetivo sélido de revolucdo podem ser visualizados na
Figura 3.40. O volume vem dado por:

v o= Alén(z\/x)zdx

16
= n/ dxdx
4

2 16
- wf

2 4
— 27 (162—42)
— 4807,

Também no calculo de volumes de revolugéo, pode ser necessario sub-
dividir a regido que ird gerar o sélido, em regides mais pequenas. O
exemplo seguinte ilustra essa situagdo.

Exemplo 95. Determine-se o volume do sélido de revolugdo gerado pela
rotacdo em torno do eixo dos xx da regido limitada pelas seguintes curvas:

0y X3 _,3
y=0y= 2+2ey—x.

A regido e o respetivo sélido de revolugdo podem ser visualizados na
Figura 3.41. Tendo em conta que a regido, para x € [0,1], é limitada
superiormente pelo grafico da fungéo y = x>, e para x € [1,3], é limitada
superiormente pelo gréfico da fungdoy = —5 + %, subdividimos a regido
em duas sub-regides e calculamos o volume separadamente.

Assim, o volume V; do sélido, gerado pela rotagdo de A; em torno do

eixo das abcissas, vem dado por:
1 2
n = / () dx
()
1
= 7 / xOdx
0

e o volume V; do sélido, gerado pela rotagdo de A,, vem dado por:
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AT

Figura 3.39: Sélido de revolugdo ge-

rado pela rotacdo de vdrios retangulos

y

Figura 3.40: Sélido de revolugao ge-
rado pela rotagdo em torno do eixo
das abcissas da regido definida por
4<x<16e0<y<2y/x.
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3 2
x 3
V2 = /17(<—2+2> dx
3 2
x 3
= n/1 2+2> dx

373
(-3+3)
- 272
|
1
1
= 27({0—=
<(0-3)
oo
-3
Logo,
n 2n 17n
Note-se que V, corresponde ao volume de um cone de altura i = 2 e raio
da base r = 1, cuja férmula (ver Figura 3.36) é dada por V, = %Zh = 27”,

o que confirma parte do resultado.

Consideremos, agora, o volume de um sélido de revolucédo gerado pela
rotagdo de uma regido entre duas curvas, através da seguinte definicao.

Definicao 14. Sejam g e f fungdes integrdveis e nio negativas no intervalo [a, b].
O volume V de um sélido de revolugio gerado pela rotagdo, em torno do eixo dos
xx, da regido limitada pelas curvas y = f (x) ey = g(x), eas retas x = a e
x = b, tal que

a<x<bAg(x)<y<f(x

pode calcular-se recorrendo ao seguinte integral definido:

Vz/abrc<f2 (x) — ¢ (x)) dx.

Saliente-se que esta defini¢do é definida para fung¢des ndo negativas no
intervalo [a, b] e, neste caso, a expressdo

b b b
V= / T (fz (x) —¢* (x)) dx = / mf? (x) dx —/ mg? (x)dx
a a a
significa que o volume V do sélido gerado pela rotagdo, em torno do
eixo dos xx, da regido entre as duas curvas, pode ser obtido, subtraindo
do volume do sélido gerado pela rotagdo da regido abaixo do grafico da
fungdo f, o volume do sélido gerado pela rotacdo da regido abaixo do
gréfico da fungdo g (Figura 3.42).

Figura 3.41: Sélido de revolucio ge-
rado pela rotacdo em torno do eixo das
abcissas da regido limitada pelas curvas

y=0y=-3+3ey=x"



Exemplo 96. Determine-se o volume do sélido de revolugdo gerado pela
rotacdo em torno do eixo dos xx da regido limitada pelas seguintes curvas:

x=0x=2y=1+x>ey=nx.

A semelhanca do célculo de 4reas, a representacdo grafica das curvas é
extremamente importante para a defini¢do do integral. A regido e o respe-
tivo sélido de revolugdo podem ser visualizados na Figura 3.43. O volume
é dado por:

Até a0 momento, considerdmos sempre o eixo das abcissas como o
eixo de revolugdo, no entanto, também poderemos gerar sélidos fazendo
a rotagdo de uma certa regido em torno de qualquer outro eixo, horizontal
ou vertical, em particular, o eixo das ordenadas.

CALCULO INTEGRAL EM R 87

Figura 3.42: Sélido gerado pela rota-
¢do, em torno do eixo do xx, da regido

entre os gréficos das fungdes f e g.

Figura 3.43: Sélido de revolucéo ge-
rado pela rotacdo em torno do eixo das
abcissas da regido limitada pelas curvas

x=0x=2y=1+x2ey=n1.
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Definicdo 15. Sejam v e w fungoes integrdveis e ndo negativas no intervalo
[c,d]. O volume V de um sélido de revolugio gerado pela rotagdo, em torno do
eixo dos yy, da regido limitada pelas curvas x = v (y) e x = w (y), e pelas retas
y=cey=d,tal que

c<y<dAno(y)<x<w(y)

pode calcular-se recorrendo ao seguinte integral definido:

4 2 2
V= [ (-2 0) .
c
Exemplo 97. Determine-se o volume do sélido de revolugdo gerado pela
rotagdo em torno do eixo dos yy da regido limitada pelas curvas
y=ex=0ey=e".

A regido e o respetivo s6lido de revolugdo podem ser visualizados na Fi-
gura 3.44. Para definir a funcdo integranda, primeiro temos de reescrever v
y =¢e*, como x = Iny. A regido estd compreendidaentrey =ley =,

ouseja, ]l <y <eex=0ex =1Iny, ouseja, 0 < x <Iny. Assim, o
volume vem dado por:

[ )2
v o= /171(1 y)~dy

(Iny)* dy
x((lny)2—2lny+2)}i
e(1-2+2)—(0—-0+2))
(e —2).
2,2565.

= 7T

=

(oo N |

7T
= Tt
7T

1

Exemplo 98. Considere-se novamente a regido limitada do Exemplo 95
(pagina 85), ou seja, a regido limitada pelas seguintes curvas:

— __x 3 3
y=0y= 2+2ey—x.

Determine-se o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotacdo, agora,
em torno do eixo dos yy.

Podemos visualizar o sélido de revolugdo na Figura 3.45. Refira-se que
apesar da regido ser a mesma do Exemplo 95, os sélidos de revolugao

gerados pela rotagdo em torno de cada um dos eixos sdo diferentes, e, Figura 3.44: Sélido de revoluco ge-
naturalmente, os respetivos volumes nao terdo que ser iguais. Neste caso, rado pela rotacdo em torno do eixo das
em que vamos fazer a rotagdo em torno do eixo das ordenadas, ndo temos abcissas da regido limitada pelas curvas
de subdividir a regido. Reescrevendo as duas curvas como x em fungdo y=ex=0ey=c¢".

de y vem:

x 3
== — = - :—2
y 2—1—2(:)9( y+3



y=x>ex= J.
Assim, o volume V do sélido, gerado pela rotacdo da regido em torno
do eixo das ordenadas, vem dado por:

vo= [r(Caeat - @)

1

= n/ (4y2—12y+9—y%)dy
0

3 1

= n[%—6y2+9y—gyg}

4 3
= Z_6+9-2
”(3 * 5)

567t
15 °
Para finalizar esta secgdo, resta alertar para os casos em que as fung¢des sdo

0

negativas nos intervalos de integracdo. Ao contrério do célculo das areas,
em que a deslocagdo da regido para a parte positiva, através da soma
a cada uma das fun¢des de uma constante suficientemente grande, nao
altera o valor da érea, no caso dos sélidos de revolucéo, o valor do volume
pode alterar, uma vez que os sélidos gerados poderdo ser diferentes. Veja-
se o seguinte exemplo:

Exemplo 99. Considere-se a regido limitada pelas seguintes curvas (cuja
representacdo grafica se encontra na Figura 3.46):

y=-2xey=—x

e determine-se a sua area.
A extremidade superior do segmento de reta representado na regido é

2

um ponto da pardbola y = —x“ e a extremidade inferior é um ponto da

reta y = —2x, logo teremos como funcdo integranda

f(x)—g(x) = —x%—(—2x) = —x* 4 2x.
Movimentando o segmento de reta para a esquerda, dentro da regido
sombreada, obtemos o extremo inferior de integragdo, ou seja, x = 0, e
movimentando para a direita, até ao final da regido sombreada, obtemos

o extremo superior de integragdo, ou seja, x = 2. Assim, a drea da regido
limitada pelas curvas é dada por:

A = /02 (—x2+2x> dx
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Figura 3.45: Solido de revolugdo ge-
rado pela rotacdo em torno do eixo das
ordenadas da regido limitada pelas cur-

Vasy:O,y:—%—s—%ey:x?’.

Figura 3.46: Regido do plano, limi-
tada pelas curvas

y:foey:fxz.
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Se somarmos, por exemplo, 4 unidades a cada uma das fungdes:
y=-2x+dey=—x*+4,

a area da regido definida por estas curvas (Figura 3.47) é, naturalmente,
igual a drea da regido original.

No entanto, facilmente verificamos que o sélido gerado pela rotagdo da
regido da Figura 3.46 em torno do eixo dos xx é diferente do sélido gerado
pela rotacdo da regido da Figura 3.47 em torno do mesmo eixo, dando
volumes diferentes. Assim, para obter o volume do sélido de revolucdo
gerado pela rotagdo da regido original em torno do eixo dos xx, devemos
multiplicar ambas as fungdes por —1, de modo a originar uma reflexao
em relagdo ao eixo, passando a ter fung¢des ndo negativas no intervalo de
integracdo (Figura 3.48). Vem, entdo:

/Ozn ((2x)2 - (x2)2) dx
- n/oz <4x2—x4>dx

V =

4x3 x52
- 55,
- R (2-2)
3 5
. b4m
= I3

Alternativamente, podemos pensar que o sélido é obtido subtraindo
do volume do sélido gerado pela rotagdo da regido acima do gréfico da
fungdo y = —2x, o volume do sélido gerado pela rotagdo da regido acima
do gréfico da fungio y = —x? (Figura 3.49). O volume V é dado por:

[ (20 (=) )
/0 " ((2x>2 - (xz)Z) dx,

que ja foi calculado anteriormente.

vV =

3.6.3 Cdlculo de comprimentos de arco

Outra aplicagdo do Calculo Integral é o cdlculo de comprimentos de arcos
associados aos gréficos de fungdes entre dois pontos da curva (Figura
3.50).

Vamos apenas considerar gréficos de fungdes diferenciaveis num inter-
valo [a,b] e com derivada continua nesse intervalo. A ideia subjacente ao
célculo do comprimento de arco é, a semelhanca das areas e dos volu-
mes de revolugdo, decompor o intervalo [a, b] em vérios subintervalos, em

Figura 3.47: Regido do plano, limi-
tada pelas curvas
y=-2x+4dey=—x>+4

y

Figura 3.48: Sélido gerado pela rota-
¢do, em torno do eixo do xx, da regido

entre os graficos das funcgdes y = 2x e

y =2



cada um deles aproximar o comprimento do arco pelo comprimento do

segmento de reta e, por fim, somar todos os comprimentos dos segmen-
tos de reta, obtendo-se uma aproximagdo do comprimento de arco (Figura
3.51).

A Figura 3.52 ilustra um exemplo em que o comprimento do arco as-
sociado ao grafico da fungdo y = f (x) entre os pontos (x;_1, f (x;_1)) e
(xi, f (x;)) é aproximado ao comprimento do segmento de reta que une
esses dois pontos. Como sabemos, o comprimento do segmento de reta é
dado por

V=) + (F (x0) = f (1))

Considerando agora a decomposi¢do do intervalo [, b] em 6 subinter-
valos (Figura 3.51), a soma dos comprimentos de arco é dada por

6
) V= v+ [ () — f (xi1)2

que corresponde a uma aproximacdo do comprimento de arco.

De modo a chegarmos ao integral definido correspondente ao compri-
mento de arco, relembre-se que, nas condi¢des do Teorema de Lagrange
no intervalo [x;_1,x;], tem-se que existe pelo menos um ponto x; nesse
intervalo tal que

f(xi) = f(xic1)

Xi — Xi—1

f(x;) =
ou, equivalentemente,

fxi)—f(xic) =
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Figura 3.49: Sélido gerado pela rota-
¢do, em torno do eixo do xx, da regido
entre os graficos das fungdes y = —2x e

y=—x%

Exercicio 33. Calcule o volume do sé-
lido de revolugdo gerado pela rotacao
em torno do eixo dos xx e dos yy da
regido definida pelas seguintes curvas:

1. x=0,y=0ey=+v—-x+4
2. x=1Ly=0ey=¢e"-1;
3. y=—x*ey =15

4 y=+vx+1Ly=v2xrex=0.

Exercicio 34. Seja V o volume do sélido
obtido por rotagdo em torno do eixo dos
xx da regido do plano limitada pelas
curvas y = %,y:O,x:Z,x:b,
onde 0 < b < 2. Determine para que
valor b o volume do sélido é igual a 3.

Figura 3.50: Comprimento de arco.
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Substituindo na soma anterior, vem

6
LV )P 1 ) =S )P =y G [ () )

No limite, quando o nimero de subintervalos tende para infinito, ou
seja, o comprimento de cada um dos subintervalos tende para zero, obtém-
se o valor exato do comprimento de arco. Em suma, podemos enunciar a
seguinte defini¢do:

Definigao 16. Seja f uma fungio diferencidvel no intervalo [a, b] e com derivada
continua nesse intervalo. O comprimento L da linha associada ao grdfico da
fungdoy = f (x) entre x = a e x = b (isto é entre os pontos (a, f (a)) eb, f (b)),
pode calcular-se recorrendo ao seguinte integral definido:

L= /ub V14 [f (x)]%dx.

Exemplo 100. Determine-se o comprimento de arco da curva y = 2V
entre os pontos de abcissa x = 0 e x = 1 (Figura 3.53).

A fungédo f (x) = %\/973 é diferencidvel no intervalo [0, 1] e tem derivada
continua nesse intervalo. A sua derivada é dada por

!

fw = (3v7)

Logo,

Figura 3.51: Aproximagdo do com-

primento de arco.

Figura 3.52: Comprimento do seg-
mento de reta que une os pontos

(xi—1, f(xi-1)) e (xi, f (x:))-

e

Figura 3.53: Comprimento de arco.




3.7 Integrais Imprdprios

Recorrendo a nogdo de integral impréprio, a operacgao de integracdo pode

ser estendida a intervalos ndo limitados e/ou func¢ées ndo limitadas no

intervalo de integragdo. Deste modo, podem verificar-se duas situagdes

bésicas:

1. Os extremos de integragdo sdo infinitos, isto é, o intervalo de integracao
ndo é limitado (Integrais impréprios de 1* espécie);

2. A funcdo integranda é ndo limitada no intervalo de integracédo (Integrais
impréprios de 2* espécie).

Se o intervalo de integracdo for ilimitado e a fun¢do for ilimitada em
algum seu sub-intervalo limitado, tem-se um integral impréprio misto.

3.7.1 Integrais Imprdprios de 1” espécie

Definicdo 17. Seja f uma fungio definida e integrdvel no intervalo [a, +oo],
entdo a um integral da forma

+oo
; f(x)dx

chama-se integral improprio de 1° espécie. Este integral diz-se convergente
se e s0 se existir e for finito o sequinte limite:

+o0 B
f(x)dx = lim f(x)dx.

a B—+o0 Jg
Caso contrdrio, o integral improprio diz-se divergente.

De modo andlogo se definiria
b b
[ = tim [ 5

supondo f uma fungdo definida e integravel no intervalo | —oo, b].
Note-se que sendo f uma funcdo definida e integrdvel em IR, entdo a
um integral da forma

+o00 c +o0
Flx)dx — K Fode+ [ F(x)dx

onde ¢ é um qualquer niimero real, também se chama integral impréprio
de 1° espécie. Este integral diz-se convergente se

/_Coof (x)dx e C+oof(x) dx

forem ambos convergentes e diz-se divergente caso contrério, isto é se
pelo menos um destes dois integrais for divergente.
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Exercicio 35. Calcule o comprimento
das seguintes curvas:

1. y = y/(x+3)® entre os pontos de
abcissax =0e x =2;

2. y = In(cos x) entre os pontos de ab-
cissax=0ex= 7.
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Exemplo 101 (Integral de Dirichlet de 1° espécie).
convergente

too q ’
/ —dx ¢
1 xP .
divergente , sep<1

sep>1

3.7.2  Integrais Improprios de 2” espécie

Definicao 18. Seja f uma fungio definida e integrdvel em [a, b e lirlr71 f(x)=
x—b—

/abf(x)dx

Chama-se integral improprio de 2° espécie. Este integral diz-se convergente
se e 0 se existir e for finito o seguinte limite:

0, entio

b p
/ f(x)dx = lim / f(x)dx
a p—b= Ja
Caso contrdrio, o integral improprio diz-se divergente.

De modo andlogo se definiria

b b
/ f(x)dx = lim f(x)dx

x—at Ju

supondo f uma fungdo definida e integravel no intervalo |a, b] e lim+ f(x)
0. X—a
Note-se que sendo f uma fung¢do definida e integravel em [a, b] \ {c} e

lgnf (x) = oo, com ¢ € |a,b|, entdo a um integral da forma
X—C

/abf(x)dx _ /acf(x)dx+/cbf(x)dx

também se chama integral impréprio de 2* espécie. Este integral diz-se
convergente se

c b
/ f(x)dx e / f(x)dx
a C
forem ambos convergentes e é divergente caso contrdrio, isto é se pelo
menos um destes dois integrais for divergente.

Observagio 1. Caso haja “problemas” em ambos os extremos do intervalo,
entdo

/uhf(x)dx:/adf(x)dx+/dbf(x)dx,

com d € |a,b[. E convergente se ambos o forem (o seu valor é a soma) e
divergente caso contrario.



Exemplo 102 (Integral de Dirichlet de 27 espécie).

1
1
/—dx é
o xP

3.7.3 Integrais Impréprios Mistos

convergente , sep <1

divergente , sep>1

No caso de um integral impréprio misto, diz-se que é convergente se
todos os integrais impréprios em que foi decomposto o forem e o seu
valor serd a soma do valor desses integrais.

Se algum dos integrais impréprios em que foi decomposto for diver-
gente, o integral misto é divergente.

CALCULO INTEGRAL EM R
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3.8 Exercicios Propostos
1. Calcule os seguintes integrais:
22
(a) / x°+3x) dx;
L ()
2
1
CN et
—sen (3x)
——d
(© / 3x + cos (3x) Y
x

d 7(13(.
() 0 vV2x2+1

2. Considere a funcao definida por

(a) Calcule /2 f(x)dx
-1

(b) Calcule o valor médio de f no intervalo [—1,2]. Justifique que
existe um ponto nesse intervalo onde a fungdo f atinge o valor mé-
dio.

3. Considere a fung¢do definida por

g (x) = cos (4x).

(@) Determine a expressio de G ( / g (t)dt, com x € [0, 55];

(b) Calcule o valor médio de g no intervalo [0,75]. Justifique que
existe um ponto nesse intervalo onde a fun¢do g atinge o valor mé-

dio.
4. Considere a fungédo f : [0,2] — R definida por

1-% ,0<x<1

1
7% ,(1<x <2

X

(a) Determine a expressdo de F (x) = / f(t)dt, com x € [0,2]. O
0
que pode concluir quanto a continuidade de F?

(b) Calcule o valor médio de f no intervalo [0, 2]. Justifique que existe
um ponto nesse intervalo onde a funcdo f atinge o valor médio.
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5. Considere a funcio g definida por g (x) = x% + |x — 2|.

(a) Determine a expressdo de G(x / g(t)dt, com x € [0,3];

(b) Determine o valor médio da funcdo g no intervalo [0, 3]. Justifique
que existe um ponto nesse intervalo onde a funcéo g atinge o valor
médio.

6. Justifique a diferenciabilidade das seguintes fungdes e calcule as suas
derivadas:

¥-12x
(@) F(x) :/ e%/tdt;
0
3x

e
(b) G(x) = /2+1 1+lntdt

x

(© H(x) = (x+l)/_2 e dt.

1

7. Considere a fungdo

Determine o valor da constante @ de modo a que se verifique F/ (1) =
2.

8. Determine o valor dos seguintes integrais:
2
(a) / XV x+2dx;
-2

0
(b)/ xarctg (x +1)dx;

i

@ /1 o4 4 er
et 1 1
9. Represente graficamente e calcule a area da regido do plano limitada
pelas seguintes curvas:

(@ y=+/x,y=—senxex =11
b y=Vrxy=-zey=1

@ y=x>-ley=%;
d y=lx|-ley=—|x—-1]+1;

@ y=vry=3x=0ey=2

) y=Inx,y=—x+e+1,x=0ey=0;

(g y=—vV—-x,y=—-x—-2ey=0.

[N]
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10. Considere a regido do plano limitada pelos gréficos das fungdes:
x =0, y:\/x—i—ley: —2x — 2.

(a) Represente graficamente a regido e determine a sua 4rea.
(b) Determine o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagdo da

regido em torno do eixo dos yy.

11. Calcule o volume do sélido de revolugdo gerado pela rotagao em torno
do eixo dos xx e dos yy da regido definida pelas seguintes curvas:
@ x=0y=1y=8ey=2x
(b) y> =x,y = x —2 ey = 0 no 4° quadrante;
(©) y+x2=3,y—2x =0ex = 0 no 1° quadrante;
(d) y=x*—-2,y=4—x?ex = 0no 1° quadrante.

12. Calcule o comprimento das seguintes curvas:

(@) y = 3+ V/x2 entre os pontos de abcissas x = 1 e x = §;

3 .
b)) y=7%+ % entre os pontos de abcissas x = % ex =2.
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3.9 Solugdes dos Exercicios Propostos

1.
@ %
(b) %
(c) %1n(1+cosl);
(d) 1.

-6
(@ -5

b) A = -3t
3.
(@) G(x) = 1sen (4x);
b) A =353
4.
X — XTZ ,0<x <1
(@) F(x) = ;

%+%1n|x\ ,1<x <2

(b) A =3+ 1in2.

5.
’g—s—%erZx ,x <2
@ G(x)= ;
Y4L _ov44 ,x>2
(b) A =2,
6.

@@) F (x) = ¢ VA-12x (3x2 —12);

! 2 337,
®) G (x) = ~ gy + T

X
x2

(© H (x) = /j e’ dt + T(x+1)er.

7. a=2.

32.
(a) 157

(b) —% (1—-1n2);
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(@)
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41n2;

d) iln (6'42“) + Jarctg (e2) — £.

(a)
(b)
(©
(d)
(e)
®
(8)
10.
(@)
(b)
11.
(@)
(b)
(©
(d)

12.

(@)
(b)

3
2+%7‘c7;
5.
4/
4v2,
3 7
3.
2/
1 4n2;
3 Tins;
2
e—1+%;
7
i
5.
3/
67
=
_ 762 _93._.
Vix =meVy =%

5 32 .
Vxx == gn e Vyy - En,

g

Vix = %ﬂre Vyy = 570
Vip = 1203432V2 ey, — 777,

(80@— 13\/ﬁ),~

o3 Q-
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A
Anexo

Demonstragio. (Teorema 11 na pagina 50) Seja P = {xg, x1,..., X, } uma
particdo de [a, b] tal que

X < X1 < X2 <...<Xy.

e Q = PU {x|} uma outra particdo de [a,b] mais fina do que P, em
que x} pertence ao intervalo |xg, x1[, ou seja xg < x] < x1. Sem perda
de generalidade, considerou-se Q mais fina do que P pela inclusdo de
apenas mais um ponto na partigdo - o ponto x}. Nestas condicdes, desig-
nando por My = SUP ye (2, 1,%] f (x) o supremo da fungdo f no intervalo
[xk_1, Xx] e por M} e My os supremos de f respetivamente nos intervalos
[x0,x7] e [x], x1], tem-se

My<M; e M{<M
e, consequentemente, verificam-se as relacoes:
My (x1 —x0) + My (x1 —x1) < M (x] —x0) + M (x1 — x7)
< M (x1 —xo)
e, finalmente,
M (x] —x0) + My (x1 —x]) + Mo (x2 —x1) + ... + My (X0 — xy—1)

§Ml(xl—xo)+M2(x2—x1)+...+Mn(xn—xn,1)(:>
© 7 (f,Q) <7 (f.P)

De forma andloga, considerando os minorantes, conseguiriamos provar
que a soma inferior de Darboux de f relativamente & particdo P seria ndo
superior a soma inferior relativamente a particio Q, ou seja, s (f, P) <
s(f,Q). Tal como ja referido anteriormente, o resultado s (f, Q) <
< (f, Q) é trivial, qualquer que seja a particdo Q. Deste modo,

s(f,P)<s(f,Q) <7 (f,Q <7 (f P).
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Demonstragio. (Teorema 12 na pagina 51) Considerando uma partigdo Q
mais fina do que as parti¢cdes P; e P, pelo teorema anterior, tem-se as
seguintes relacdes:

s(f,P) <s(f,Q <& (f,Q <& (f P1)

s(f,P2) <s(f,Q) <7(f,Q) <7 (f Pa).
Logo,
s(f,P)<Z(f,P) e s(f,P)<7(f,P).
O

A garantia de integrabilidade & Riemann de uma funcdo pode ser dada
pelo seguinte resultado:

Teorema 29. Seja [a,b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungao limitada
nesse intervalo. Entdo f é integrdvel a Riemann em [a,b] se e s6 se para todo
0 > 0 existe uma particio P, = {xo,x1,...,xn} de [a,b], tal que

L (f,Pn) —s(f,Pn) < 0.

Demonstracio. Para mostrar que a condicdo é suficiente, suponha-se que
f ndo é integrével em [a,b]. Deste modo, ndo se verifica a igualdade da
condicdo

A?wasAUWWx

e tem-se, entao,

/ﬂbf(x)dx < /abf(x)dx

0 < /abf(x)dx/ubf(x)dx

donde existe pelo menos J > 0 tal que
b b
0<5§/ f(x)dx—/ f(x)dx.
a Ja_

Sendo | ab f (x) dx o infimo do conjunto das somas superiores de f relativas
a todas as partigdes de [a,b] e [ ab f (x) dx o supremo do conjunto das somas
inferiores de f, entdo, para qualquer parti¢do P, verifica-se

b b
o< [ fdx— [ s < (FP) = (£ P).

Relativamente & condigdo necessdria, sabendo que f é integravel em [a, b]
verifica-se

/abf(x)dx:/ubf(x)dx:/abf(x)dx.
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Tendo em conta as defini¢des de integral superior (infimo) e de integral
inferior (supremo), qualquer que seja 6 > 0, existe uma partigdo P, (aqui
entenda-se uma ordem a partir da qual o nimero de pontos da particdo é
superior a esse valor) tal que

77 = [ Flmdx<g

e existe uma particdo P,;/ tal que

mo,

/f )dx —s (f,P}) <

Considerando a particdo P, = P/ U P! sdo verificadas ambas as condicdes
n n
anteriores e somando-as tem-se:

S (f,P) — [Pf (x ydx+ [Jf (x)dx—s(f,Pa) < 5+5 &
& LR~ [P f(x)dx+ [P f(x)dx—s(f,Py) <6 &
S (f, Pn) —s(f, Pu) <9

¢

O

Informalmente, podemos dizer que este teorema afirma que f é inte-
gravel se e s6 se a diferenga entre entre as somas superior e inferior de
Darboux de f, ou seja .7 (f, Py) — s (f, Py), é tdo pequena quanto se
queira, desde que exista uma parti¢dio P, do intervalo [a, b] que o per-
mita. Na realidade, P, é o termo geral de uma sucessdo de parti¢cdes, em
que o nimero de pontos da parti¢do vai aumentando e o comprimento de
cada um dos subintervalos vai diminuindo. E de esperar que se consigam
diferencas préximas de 0, quando a partigdo se torna mais fina.

Por exemplo, se considerarmos uma parti¢do regular do intervalo [a, b],
em que cada um dos subintervalos tem comprimento

b—
Ak:xk—xk_1: ﬂ, k:1,. ,n,
n
vem:
n n
S (frPu) =s(f,Pn) = Y Mg (x—x_1) — Y, myg (X — X_1)
k=1 k=1
n L b—a
= ZMk ka
k=1 k=1 n
n
— mk

em que My e my, k = 1,...,n, desigham respetivamente os supremos e
os infimos da func¢do f em cada dos subintervalos.
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No caso do Exemplo 58 tem-se:

SR 5P = L (M m
_ b;ai(C—C)
k=1
= 0<¢

0 que mostra, mais uma vez, que a fungéo constante C é integrével em
[a, b].

Exemplo 103. Considere-se novamente a fungédo real de variavel real de-
finida por f (x) = 2x + 1 no intervalo [0, 3], mas agora, considere-se a
particdo regular que divide o intervalo em 7 subintervalos de compri-
mento Ay = %,k =1,...,n.

Note-se que xo = 0 e x;, = 3. Note-se também que

p, = {0,3},
3
P2 - {0/2/3}/
p; = {0,1,2,3},
-1
Po- {0282, 2000 )
n nn n

Tal como ja referido, P, é o termo geral de uma sucessao de parti¢des, em
que o nimero de pontos da parti¢do vai aumentando e o comprimento de
cada um dos subintervalos vai diminuindo.

Dado que a funcéo f é crescente em IR, os supremos da fungédo f nos in-
tervalos [xg, x1], ..., [X,—_1, X»] sd0 respetivamente iguaisa f (x1),..., f (xy)



e os infimos respetivamente iguais a f (xg),..., f (xy—1). Assim,

n
My (x — xp_1) — Y, my (X — xp_1)

1=

S (f,Pn) —s(f, Pn) =

,\N
Il
—_
=~
Il
-

= kéf(Xk)ikéf(Xk 1)%

= 2 L0~ (1)

= D((F (1)~ f (o) + (F (x2) = f (x0)) +
= 2 (F (w) — F (1))

= ()~ f(0)

= Zxs

= 111—8<5

para todo 6 > 0, desde que n > 178. Logo a funcdo f é integravel em

[0,3]. Podemos concluir, por exemplo, que para obter uma diferenca de
uma unidade entre as somas superior e inferior de Darboux de f (6 = 1),
teremos de considerar uma parti¢do regular de pelo menos 19 subinter-
valos (Py9). Outro exemplo em que a diferenca entre as somas é menor,
uma décima (6 = 0.1) consegue-se com n > 180.

Este exemplo leva-nos a deduzir que qualquer funcdo crescente num
certo intervalo (e também qualquer funcdo decrescente), portanto moné-
tona, sera integravel nesse intervalo.

A partir do teorema anterior, mostra-se que f é integravel se e s6 se
as somas superior e inferior tiverem limites iguais quando a norma da
parti¢do tender para zero, ou seja, n tender para infinito.

Teorema 30. Seja [a, b] um intervalo fechado e limitado e f uma fungao limitada

nesse intervalo. Entdo f é integrdvel a Riemann em [a, b] se e sé se para todo
0 > 0 existe uma partigdo (de termo geral) P, = {x0, x1,..., Xy}, tal que

lim % (f,Pu) = lim s(f,Px) =LER.

n—+oo

Nestas circunstincias, o integral de f em [a, b] existe e é igual a L

/ubf(x)dx:L.
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() = f(x0-1)))
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Exemplo 104. Voltando ao dltimo exemplo, tem-se:

n
3
2P = Y fw)
k=1
3 n
= =Y (2x+1)
=
n
=
3 6 n n
= = Zk+21>
”(”k_1 k=1
18 & 3 &
= )Y k+=)1
e R |
_ 18n(n+1) 3
= w2 2 Ty
- 9”:1+3
e
1 3
SR = Y f )
k=1
3 n
= =) (201+1)
=
= Ei 2y 3=y
nk:1 n
n n
= 3<6Z(k1)+21>
AN = k=1
18 & 3 &
= ﬁk;(k—l)—f—;k;l
18 (n—1)n
- w2 2
= o1
n
Logo,
HEIEMY(f, Py) = nlirfms (f, Pn) =12.

Pelo ultimo teorema, f é integravel em [0, 3] e

3
/ (2x +1)dx = 12.
0

Uma vez que que se trata de uma fungdo integranda positiva entre os
extremos de integragdo 0 e 3, o resultado interpreta-se geometricamente
como a area da regido do plano limitada superiormente pelo grafico de f,
inferiormente pelo eixo dos xx e lateralmente pelas retas x = 0 e x = 3



(Figura A.1). Ou seja, trata-se da drea de um trapézio (retingulo) de base
menor igual a 1, base maior igual a 7 e altura igual a 3, cuja férmula é
conhecida (Figura A.2) :

(74+1)3

A=
2

=12.

Em geral, ndo é possivel calcular os limites como fizemos no tltimo
exemplo. Nem sempre a regido é um poligono para podermos utilizar
férmulas conhecidas para o calculo da drea. Torna-se necessario conhecer
outro tipo de resultados para o cdlculo de integrais.

Demonstragio. (Teorema 14 na pagina 54) A demonstracdo deste teorema
segue de perto o procedimento adotado no Exemplo 103. Se f é uma fun-
¢do constante entdo, como ja vimos, é integravel em [a,b]. Considere-se
f uma funcdo limitada e estritamente crescente em [a,b]. A demonstra-
¢do é andloga para f decrescente. Seja P = {x,x1,...,X,} uma particdo
regular do intervalo [4, b], em que cada um dos subintervalos tem compri-
mento Ay = =2 k =1,...,n. Dado que a funcdo f é crescente em [a,b],
os supremos da fungdo f nos intervalos [xg, x1],..., [x;—1, Xx] s@0 respe-
tivamente iguais a f (x1),..., f (xx) e os infimos respetivamente iguais a
f(x0),.-., f (xy—1). Assim,

n

S (f,P)—s(f,P) = I;Mk(xk_xkl)_kilmk(xk_xkl)

= LA - B )
k=1 k=1
= Py ()~ f ()
k=1
_ b;a ((f (x1) = f(x0)) + ...+ (f (xn) — f(x-1)))
b—a
= n (f(xn)_f(xO))
_ b;”<f<b>—f<a>>

Sendo (b —a) (f (b) — f (a)) uma constante, tem-se

lim (7 (f,P) ~s(f,P)) = 0

n—+o0

concluindo-se que f é integravel em [a, . O
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y=2x+1

Figura A.1: Area da regido do plano
limitada inferiormente pelo eixo das ab-
cissas, superiormente pelo grifico da
funcdo e lateralmente pelas retas x = 0

ex=23.

(B+b) xh
2

Area =

Figura A.2: Area do trapézio

Exercicio 36. Considere a fungado real
de variavel real definida por f (x) = x2
no intervalo [0,2].

1. Represente, interprete geometrica-
mente e calcule as somas inferior e
superior de Darboux da fungéo f re-
lativamente a particdo P = {0,1,2}.

2. Resolva novamente a alinea anterior
considerando agora um refinamento
da particdo P dado pela particdo
Q = PU{05,0.75,1.75}. Comente
os resultados anteriores.

3. Para cada n€ N, considere a parti-
¢do regular do intervalo [0,2] dada

por

p{o24,8, 200 o)
n'n’n n

Calcule s(f,P;) e 7 (f,Ps) (note

e
que Z;{lzl 2= n(n+1)6(2n+1) ).

4. Prove que f é integravel em [0,2] e
calcule foz x2dx.



