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O Ensaio de 1939 de Anténio Monteiro,
o seu contexto e a sua importancia

JosE FRANCISCO RODRIGUES'

O inédito e ignorado “Ensaio sobre os FUNDAMENTOS da ANALISE GERAL” de 1939, prémio
Artur Malheiros de 1938 atribuido pela Academia das Ciéncias de Lisboa a Anténio Aniceto Ribeiro
Monteiro, é uma monografia que introduz o modernismo matematico e prepara uma viragem na inves-
tigacdo matemadtica em Portugal, antecedendo a criagdo do Centro de Estudos Matematicos de Lisboa,
em 1940, apoiado pelo Instituto para a Alta Cultura.

Regressado de Paris, onde se doutorara em 1936 com Maurice Fréchet (1878-1973), Monteiro faz uma
extraordindria e original sintese, em quatro capitulos abstratos, que vai da Teoria dos Conjuntos a Andlise
Geral, passando pela Algebra Moderna e pela Topologia Geral, e estabelece, em bases firmes, a via da investi-
gacao do movimento matemético portugués no inicio da década de quarenta do século XX. Nesta comu-
nicac¢do, motivada pela reorganizagdo dos arquivos da Academia em fins de 2015, apresentamos uma
introdugao e uma andlise preliminar deste importante Ensaio, agora publicado em fac-simile, das suas fon-
tes e da sua influéncia que se pode identificar nos posteriores trabalhos de Monteiro e dos seus discipulos.

ANTONIO ANICETO MONTEIRO (1907-1980)
- MATEMATICO MODERNISTA, FUNDADOR E PROFESSOR

Em 2007, no centendrio de Anténio Monteiro, a Sociedade Portuguesa de Matemética (SPM) prestou-
-lhe uma justissima homenagem, publicando uma notavel fotobiografia [AAM_Fb2007] e organizando
um Coléquio Internacional na Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa (FCUL), do qual resul-
tou um nimero especial do seu Boletim [AAM_Bc2007].
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No ano seguinte, foi publicada uma extensa compilacao das suas Obras, em oito volumes com cerca
de 2800 paginas, onde nao foi possivel incluir o seu Ensaio de 1939, pois na altura nao era conhecida
nenhuma copia. Na apresentacao das Obras [AAM_0O2008], Jean-Pierre Kahane, da Academia das Cién-
cias de Paris, iniciou o seu significativo elogio escrevendo:

The works of Anténio A. Monteiro belong to the world history of mathematics. They cover a large variety of topics from
classical analysis to topology and from advanced algebra to logic in its more modern chapters. Some of them come from
courses and synthetic presentations, but the majority of them are research papers. They are presented in different styles,
occasionally handwritten, and also in different languages. Despite their intrinsic value, these works are a testimony of an
age and of an exceptional life. They were written, in four different countries: France, Portugal, Brazil and Argentina.
Monteiro was the founder of mathematical journals and various mathematical institutions, first in Portugal, then in Latin
America. He had to emigrate from Portugal because of Salazar’s regime and was also affected by the military dictatorship
in Argentina. His life testifies the link between the struggle for science and the struggle for freedom.

Nascido em Mogamedes (Angola) a 31 de maio de 1907, filho de um oficial do exército colonial por-
tugués, de quem fica orfao em 1915, vem para Lisboa frequentar o Colégio Militar entre 1917 e 1925, ano
em que se inscreve na Faculdade de Ciéncias de Lisboa nos cursos preparatdrios para uma carreira
militar. Aluno de Pedro José da Cunha (1867-1945) em Cdlculo Diferencial, Integral e das Variagdes, ainda
antes da sua licenciatura em 1930 na Universidade de Lisboa, ja em Ciéncias Matematicas, revelou as
suas tendéncias e aptidoes para a investigagdo, tendo obtido no ano seguinte uma bolsa da Junta de
Educagdo Nacional (JEN) para estudar em Paris onde apresentou a sua tese de doutoramento em junho
de 1936, sob a orientagdo de Maurice Fréchet (1878-1973).

Nos primeiros quatro anos da sua estada de cinco anos letivos em Paris (1931-36), Monteiro, ultra-
passou as deficiéncias da sua preparacao em Portugal, frequentando vérios cursos das “principais teorias
da especialidade que modernamente se tém criado e desenvolvido”, de G. Julia, A. Denjoy, E. Goursat, P. Montel
e M. Fréchet, mas s6 em 1934 e em 1935, ja sob a orientagdo deste tltimo professor, € que publica os seus
primeiros resultados de investigagao em duas notas nos Comptes Rendus de I Academie des Sciences de Paris,
o0s quais irdo determinar a sua tese de 1936 Sur I'additivité des noyaux de Fredholm, na Universidade de
Paris. Conforme revela a sua correspondéncia e os seus relatérios de bolseiro da JEN em Paris, natural-
mente influenciado pelo semindrio de J. Hadamard no College de France e pela frequéncia dos cursos e
da biblioteca no Institut Henri Poincaré, Monteiro assume a sua missao de “também estudar em Paris a
organizagio dum Centro de Estudos Matemiticos que teria, entre outros, o objectivo de realizar o ressurgimento
completo das tradigdes matemdticas portuguesas”, chegando mesmo a referir a aquisicao de livros para o
“Instituto de Matemdtica”, revelando a sua preocupacao e empenho nessa missao [AF, p.109].

O seu regresso a Portugal € marcado pelo inicio da guerra civil em Espanha e pela publicacao, a 14
de setembro de 1936, do Decreto-lei n.” 27003, que obrigava os funcionarios publicos e, por extensao os
bolseiros do Instituto para a Alta Cultura (IAC), que havia substituido a JEN no novo Ministério da
Educacao Nacional, a assinar a declaracao salazarista de compromisso politico: “Declaro, por minha honra
que estou integrado na ordem social estabelecida pela Constituigdo politica de 1933, com activo repiidio do comu-
nismo e de todas as idéas subversivas”. Com a sua corajosa e honrosa recusa em assinar essa declaragao,
decorrente da sua rigorosa coeréncia intelectual que, durante toda a sua vida e apesar de nao se lhe serem
conhecidas filiagdes partidarias, o faria afirmar-se como anti-fascista convicto [JR2], Monteiro, teria dito:
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“ndo aceito limitagdes a minha inteligéncia”. Fica assim impossibilitado de prosseguir em Portugal a carreira
universitdria que ird desenvolver no seu exilio, em 1945 no Brasil, e na Argentina, de dezembro de 1949
até a sua jubilacdo e afastamento, também por razdes politicas, da Universidad Nacional del Sur a 31 de
marco de 1975, onde era Profesor Emérito desde 1972 [AAM_Fb2007].

Apesar das dificuldades econémicas de ter de viver de explicacdes em Lisboa, com o espirito de
missdo e com a capacidade de iniciativa que lhe eram patentes, a fortissima influéncia e a determinante
atividade de Monteiro ficaram indeléveis na breve década do Movimento Matemdtico Portugués (1936-46),
iniciada com as atividades do Niicleo de Matemitica, Fisica e Quimica, em finais de 1936, com a fundacao
da revista cientifica Portugaliae Mathematica em 1937, com o inicio do Semindrio de Andlise Geral em 1939,
a criagao em 1940 do Centro de Estudos de Matemitica de Lisboa, pelo IAC e anexo a FCUL sob a presidén-
cia de Pedro José da Cunha e sob a diregao cientifica de Monteiro, e também com a fundacao da Gazeta
de Matemitica e da SPM, a 12 de dezembro de 1940.

Entre junho de 1937 e dezembro de 1942, a atividade cientifica e académica de Monteiro em Lisboa
é efetuada na qualidade de tarefeiro do IAC como inventariador de bibliotecas cientificas em Portugal,
sendo autor de um trabalho pioneiro cujo relatério foi publicado em 1939 pelo IAC [IP], na altura presi-
dido por A. Celestino da Costa [AAM_02008]. A notével atividade cientifica e de orientagdo de jovens
matematicos nos trés anos iniciais da atividade do Centro de Estudos de Matematica de Lisboa, foi marcada
pela influéncia das ideias modernistas do Ensaio de um tarefeiro/inventariador do IAC, culminando
com a visita de Maurice Fréchet, no inicio de 1942, e com a sucessiva partida dos jovens bolseiros para
o estrangeiro, incluindo os dois primeiros discipulos portugueses de Monteiro, Hugo Ribeiro paraa ETH
de Zurique e de José Sebastido e Silva para a Universidade de Roma.

Iniciou, ainda em 1941, a sua colaboracdo com a Faculdade de Ciéncias do Porto com uma conferén-
cia de Introdugio a Topologia Geral, seguido de um curso no outono do ano seguinte sobre Introdugio a
Nogio de Fungio Continua, ja no ambito do Centro de Estudos de Matemdtica do Porto, criado em 1942. Para
ai transferiu-se em finais de 1943 e iniciou Alfredo Pereira Gomes, o seu terceiro discipulo em Portugal,
na Analise Geral, tendo dirigido o Semindrio de Topologia Geral durante o ano seguinte até a sua partida
com a familia para o Rio de Janeiro, em fevereiro de 1945. A sua estada no Porto foi subsidiada pela Junta
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Fig. 2. Frontespiscio do vol. 1 da Portugaliae Mathematica. Fig. 3. M. Fréchet, P. J. da Cunha e A. Monteiro na Faculdade de Ciéncias
de Lisboa no inicio de 1942 (Fonte [AAM_Fb2007]).
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de Investigagio Matemidtica (JIM), criada em 4 de outubro de 1943, conjuntamente com Ruy Luis Gomes e
Aureliano Mira Fernandes, uma notével associacao patrocinada por fundos privados, que, reunindo a
quase totalidade dos (poucos) investigadores portugueses no pais, tinha como objetivo primeiro “pro-
mover o desenvolvimento da investigagdo matemdtica” e teve um papel muito importante no financiamento
das publicagdes cientificas, em particular a Portugaline Mathematica depois do IAC deixar de lhe dar o
apoio inicial que se limitou aos trés primeiros volumes [RLG].

Entre 1945 e 1948, Monteiro foi professor de Analise Superior na Universidade do Brasil, hoje Uni-
versidade Federal do Rio de Janeiro, onde lecionou Topologia Geral, Andlise Funcional e Conjuntos
Ordenados, Reticulados e Algebras de Boole. Ai teve forte influéncia em jovens como Mauricio Peixoto,
que foi seu co-autor, Maria Laura Mouzinho Leite Lopes, cuja tese de 1949 resolveu uma questao colocada
pelo mestre, e ainda em Leopoldo Nachbin [LN], a quem emprestou os dois primeiros volumes de Topo-
logie Générale de Bourbaki [BII-III] e que lhe sucedeu na direcdo da série brasileira de monografias Notas
de Matemitica. Esta notavel série, que Monteiro havia fundado em 1948 e que se publicou no Rio de
Janeiro até 1972, foi prosseguida, a partir do volume 48, pela North-Holland Publishing Company e atingiu
em 2008, ja na Elsevier, o nimero 208 da colecdo. Ainda no Rio de Janeiro, foi membro fundador do
Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas em 1949, tendo partido no fim desse ano para a Argentina, por a
Embaixada de Portugal no Rio de Janeiro ter convencido o Reitor da Universidade do Brasil a nao lhe
renovar o contrato devido as suas intervencdes civicas contra o regime portugueés.

Nomeado Professor da Universidad Nacional de Cuyo, San Juan, Argentina, em 1950, Monteiro funda
af a Revista Matemdtica Cuyana, com M. Cotlar e E. Zarantonello em 1955. E daf que envia o interessante
artigo Problemas da cultura matemdtica portuguesa [AAM_02008], publicado em 1954 na revista Ciéncia, da
Associagao de Estudantes da Faculdade de Ciéncias de Lisboa, onde conclui “que o problema principal do
momento consiste na criagio de um INSTITUTO PORTUGUES DE MATEMATICA que se dedique fundamen-
talmente a realizagdo de trabalhos de investigagio matemdtica e ao ensino da investigagdo matemdtica”. Apesar
de ter sido convidado para a Universidade de Buenos Aires, Monteiro, com alguns dos seus novos dis-
cipulos argentinos, muda-se em 1957 para a recém criada Universidad Nacional del Sur, em Bahia Blanca,
onde funda o Instituto e a Biblioteca de Matematica, prosseguindo a sua investigacao que, entretanto, se
tinha centrado na Logica Algébrica e em Estruturas Algébricas Ordenadas (Reticulados). Ai inicia uma
profunda renovagao da Licenciatura em Matematica com impacto em toda a Argentina [EO], cria uma
nova série de Monografias de Matemitica e funda as Notas de Logica Matemitica, em 1964, e as Notas de
Algebra e Andlisis (1966). Em 1974 é nomeado membro honorério da Unién Matemtica Argentina.

Apesar de ter passado um ano sabético na Europa, entre setembro de 1969 e agosto de 1970, visi-
tando colegas em vérias universidades em Franca, Roménia, Bélgica, Italia e Inglaterra, s6 regressa a
Lisboa em marco de 1977, como Bolseiro do Instituto Nacional de Investigagao Cientifica, onde retoma
a sua investigagdo no Centro de Matematica e Aplicagdes Fundamentais (C.M.A.F.) durante cerca de
dois anos. Ai orienta o doutoramento de M. Isabel Loureiro, o seu quarto discipulo portugués, e elabora
o extenso trabalho Sur les Algebres de Heyting Symétriques, que em 1979 obtém o Prémio Gulbenkian de
Ciéncia e Tecnologia, referido a 1978. Esta memoria foi publicada no volume 39 de Portugaliae Mathe-
matica [AAM_PM1980], o qual lhe foi dedicado postumamente. Numa carta de 5 de junho de 1978
enviada a Alfredo Pereira Gomes, o seu antigo discipulo do Porto, entdo professor da FCUL e diretor
da Portugaline Mathematica, na altura em recuperacao pela SPM com o apoio do C.M.A.F,, apesar do seu
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estado de satide, Monteiro escreveu “Estou realmente satisfeito com os resultados da minha actividade cien-
tifica em Portugal. Isto deve-se sobretudo ao Centro de Matemitica (C.M.A.F.), que me proporcionou o tempo
livre para estudar.” [APG].

De regresso a Bahia Blanca, Monteiro faleceu em 29 de outubro de 1980, no pais do seu segundo
exilio onde se radicara com a familia e onde deixou uma influéncia intelectual marcante. Nas palavras
do matematico argentino Eduardo Ortiz, Monteiro pertence “to an old tradition of Argentinian progressive
and independent thought to which the country owes some of its most valuable achievement”. Numa das tltimas
cartas, escreveu-lhe: “asi es la vida caro Ortiz. Uno se usa y se gasta en tareas que no pueden terminarse: y a
pesar de eso se inician con entusiasmo y dedicacion, porque las esperanzas y certezas nunca se pierden. Tristezas
de Bahia Blanca! nas margenes del Napostd;, entre vientos y tormentas en que la tierra nos ahoga, veo Lisboa distante
— recuerdos de mi infancia!” [EO].

O PREMIO ARTUR MALHEIROS DE 1938

Em 1937 foi instituido na Academia das Ciéncias de Lisboa, um prémio cientifico anual no valor de
5000 escudos, destinado a estimular o progresso das ciéncias em Portugal e atribuivel, por concurso,
“a autor portugués de obra original e inédita sobre o ramo de conhecimentos cientificos” que fosse indicado no
edital de abertura. As dreas do conhecimento eram sete e abrangiam, em regra pela ordem seguinte: as
ciéncias matematicas, as ciéncias fisicas e quimicas, as ciéncias naturais, as ciéncias médicas, as ciéncias
aplicadas, as ciéncias juridicas, politicas e sociais e, concluindo, as ciéncias econémicas e financeiras.

A abertura da primeira edi¢do do Prémio Artur Malheiros, de 1938, é anunciada oficialmente a 5 de
fevereiro de 1938 no Diario do Governo, “pelo prazo de trezentos e sessenta e cinco dias”, solicitando que os
candidatos entregassem “até ds dezasseis horas do dia em que terminar o prazo do concurso, seis exemplares
dactilografados do seu trabalho, assinados e um déles rubricados em todas as folhas, acompanhados de requerimento
de admissio, dirigido ao presidente da Academia”.

O Ensaio, dedicado a meméria de seu pai, é submetido por Anténio Monteiro no tdltimo dia do prazo,
a 4 de fevereiro de 1939, na sequéncia da sua participagao no Niicleo de Matemdtica, Fisica e Quimica de
Lisboa havia mais de dois anos. Um més depois, o Secretdrio Geral da Academia comunica-o aos quatro
membros da Secgdo de Matematica, juntamente com um outro trabalho a concurso, da autoria de Jayme
Aratjo, sobre “Algumas Modalidades tedrico-priticas na Resolugdo e discussio do problema de Pothenot”, uma
questdo classica de topografia plana, também conhecido como problema de Snellius-Pothenot, cuja
primeira solugdo data do século XVII e consiste em determinar a posi¢cao de um ponto acessivel desco-
nhecido a partir de medi¢des angulares a trés outros pontos conhecidos.

Em cerca trés meses, o juri examinou os trabalhos e deliberou o vencedor do prémio e, posteriormente,
na sessdo da Classe de Ciéncias de 6 de julho de 1939, foi aprovado, por unanimidade, o parecer e a
atribuicao do primeiro Prémio Artur Malheiros — 1938 ao Ensaio de Anténio Monteiro. O prémio so6 lhe foi
entregue na Sessdo da Classe de Ciéncias a 16 de novembro de 1939, ap6s lhe ter sido comunicado ofi-
cialmente por carta de 4 de novembro pela Secretaria da Academia. Entretanto, é de registar a publicagao
a1dejulho de 1939, nojornal O Diabo [AAM_02008], de um desenho de Monteiro por Manuel Mendes,
artista plastico, escritor e resistente anti-fascista, ligado ao grupo da Seara Nova, com uma nota de M.
Zaluar Nunes celebrando o prémio da Academia das Ciéncias.
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DR. ANTONIO ANICETO RIBEIRO MONTEIRO
(Dasenks de Manosl Mindes)

0 Diabo, 7.07-1939

Fig. 4. Requerimento assinado por A. Monteiro em papel selado.(Fonte ACL). Fig. 5. A. Monteiro desenhado por Manuel Mendes em
1939 (Fonte [AAM_Fb2007]).

Os dois principais contributos originais de Monteiro, referidos no Prefécio e enunciados no capitulo
4 do seu Ensaio, foram reconhecidos pelo parecer de 14 de junho de 1939, redigido por Aureliano Mira
Fernandes. O relatério é também assinado pelos trés outros matematicos da Secgao de Matematica da
Academia, sendo a primeira assinatura de Pedro José da Cunha, enquanto presidente da Secgdo, e as
outras de Santos Lucas e Manuel Peres.

O relatorio/parecer € uma carta dirigida ao Presidente da Classe de Ciéncias da Academia que resu-
midamente expde o que de essencial Mira Fernandes encontrara no Ensaio, por um lado, reconhecendo
o seu valor e a sua atualidade e, por outro, revelando que o relator estava muito razoavelmente a par
dos progressos recentes da matemdtica, apesar da pobreza da bibliotecas cientificas em Portugal na época.
No entanto, elabora numa pequena confusao histérica quando refere no inicio do relatério que “O nome
de Andlise Geral foi criado pelo professor Fréchet”, apesar de Monteiro ter escrito, logo na primeira linha do
Prefacio do Ensaio e com mais rigor, que a Andlise Geral fora fundada no principio do século XX por
Maurice Fréchet. De facto, Fréchet adotou mas nao criou a expressao, hoje caida em desuso, de Anilise
Geral, pois ela aparece, pela primeira vez, nas ligdes do matematico norte-americano E. H. Moore sobre
Introduction to a form of General Analysis, efetuadas na Universidade de Yale em setembro de 1906, as quais
sdo citadas no livro de Fréchet de 1928 [F]. Contudo, Mira Fernandes reconhece que a Anélise Geral “é
uma ciéncia de criagdo recente cujos progessos podem justificar amanhd uma acertada mudanga de nome”, algo
que efetivamente veio a acontecer.

Efetivamente, Maurice Fréchet foi pioneiro ao propor, na sua tese de 1906 sob orientacao de Jacques
Hadamard (1865-1963), uma abordagem abstrata da Analise Matematica baseada em estruturas gerais:
classe (L), espagos com convergéncia; classe (E), espagos com écart, i.e. com distancia, renomeados espagos
métricos por F. Hausdorff, em 1914, como uma subclasse de espagos topoldgicos, e classe (V), uma gene-
ralizagdo dos espagos (E) munidos de vizinhangas (voisinages). Estas nogdes foram evoluindo e Fréchet
exp0s os seus resultados no influente livro Les Espaces Abstraits [F], o qual marcou fortemente a atividade
matematica inicial de Monteiro e, em particular, o seu Ensaio.

O testemunho auto-biografico do matematico norte-americano Norbert Wiener (1894-1964), que inte-
ragiu diretamente com Fréchet na sua segunda viagem a Europa, por ocasido do Congresso
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Internacional de Matematicos realizado em Estrasburgo em 1920, é eloquente: “The scholar I chose was
Maurice Fréchet. It was Fréchet more than anyone else who had seen what was implied in the new mathematics of
curves rather than points (...) One of the specific things which attracted me in Fréchet was that the spirit of his
work [spirit of abstract formalism] was very closely akin to the work I had tried to do at Colombia on topology (...)
My training with Russell and my later contact with the work of Whitehead had sensitized me to to the use of formal
logic tools in mathematics, and there was much in Fréchet’s work which was suited from the very beginning to be
embodied in the peculiar and highly original mathematical-logical language which Whitehead and Russell had
devised for the Principia Mathematica.” [NW].

O Ensaio de 1939 reflete claramente o “espirito de formalismo abstrato”, que Monteiro absorveu de Fré-
chet e af antecipou a Bourbaki, tendo ficado inédito e perdido no arquivo da Academia das Ciéncias de
Lisboa. Por isso, ndo foi possivel integra-lo na publicagdo da sua obra (quase) completa em 2008
[AAM2008] e apenas, na sequéncia duma organizacao daquele arquivo se encontrou, em finais de 2015,
0 seu processo e quatro dos seis exemplares do Ensaio.

O ENSAIO SOBRE OS FUNDAMENTOS DA ANALISE GERAL DE 1939

Na frase inicial do Prefécio, Monteiro nao podia ser mais claro: “A Andlise Geral foi fundada no princi-
pio deste século por Maurice Fréchet, com o objectivo de generalizar o cdlculo diferencial e integral para as fungdes
em que a varidvel independente — e eventualmente a prdpria fungio — sio elementos de natureza qualquer”; a qual,
citando uma frase de 1933 numa Notice sur les travaux scientifiques do seu professor, visa “o estudo das
correspondéncias entre varidveis de natureza qualquer” (sublinhado no original).

Monteiro descreve de seguida o contetido do seu Ensaio que, com cerca de 130 paginas datilografa-
das, consiste em quatro capitulos: A Teoria dos Conjuntos Abstractos (13 p.); Algebra Abstracta (52 p.);
Topologia Abstracta (26 p.) e Andlise Abstracta ou Andlise Geral (38 p.). Completa o relativamente longo
Prefacio, de nove pdginas, com um pardgrafo programatico, que vai por em pratica de imediato, com
o Curso de Introdugio a Andlise Geral, do segundo semestre do ano académico de 1938-39, ainda no dmbito
do Niicleo de Matemitica, Fisica e Quimica de Lisboa, e no terceiro ano do Semindrio de Andlise Geral, em
abril de 1940, ja no ambito do recém criado Centro de Estudos Matemadticos de Lisboa, a funcionar na
Faculdade de Ciéncias sob a presidéncia de Pedro José da Cunha. Nesse paragrafo final escreve: “Se

Nicleo de Malemdilica, Fisica e Quimica

ANO is38-39 SEMINARIO DE ANALISE GERAL
Curso de Intredugao a sl 0
5 " Sob a presidéncia do Professor Dr. Pedro José da Cunha
A n a l l S e G e r a l realizam-se na Faculdade de Ciéncias as seguintes conferéncias:
por Anténio Monteiro Objectivo da Topologia Geral
POR
PROGRAMA : HUGO RIBEIRO
1. Ano— Nogdes fund tais da teoria d juntos, da algebra,
¥ da topologia ¢ da andlise abstractas T A importancia da Analise Geral
. = & pe & POR
Primeira licao - 27 de Fevereiro ANTONIO ANICETO MONTEIRO

As ligdes déste curso realizar-se-30 as 17 horas e meia

= éncias tém por objectivo informar os estudiosos sébre o programa de
das 2™ feiras no novo Anfiteatro de Matematica da Estas conferéncias t&m p: i f program:

trabalhos do Seminério e realizar-se-d0 &s 17 e 30 horas de 2° feirs, 8 de Abril, na

FAGULDADE DE GIENCIAS DE LISBOA Sela de Matematica.

Fig. 6. Antincios do curso de 1939 e do seminario de 1940, ja no ambito do Centro de Estudos de Matematica, de A. Monteiro na
Faculdade de Ciéncias de Lisboa (Fonte [AAM_Fb2007]).
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com a realizagdo déste trabalho conseguirmos chamar a atengio dos jovens estudiosos do nosso pais para a impor-
tancia sempre crescente da Andlise Geral, fundada por M. Fréchet, cujos métodos tendem a dominar a estrutu-
ragdo da matemdtca moderna, podemos considerar o nosso objectivo atingido porque pensamos que nestas
condigdes servimos a ciéncia de uma maneira geral e os estudiosos portuguéses em particular. Por essa razio
apresentamos éste trabalho a Academia das Ciéncias de Lisboa para o concurso ao Prémio Cientifico Artur Malhei-
ros de 1938.”

Considerando, como Fréchet, a Teoria dos Conjuntos Abstratos como um capitulo da Analise Geral,
Monteiro carateriza-a como sendo a teoria que “se ocupa das propriedades dos conjuntos de pontos que se
mantém invariantes em relagio ao grupo das transformagdes biuntvocas”, tal como a Algebra Abstrata, “um dos

capitulos mais recentes da matemdtica moderna” trata das propriedades “que se mantém invariantes em relagio
ao grupo dos isomorfismos (correspondéncias biunivocas que respeitam a operagio considerada)” e a Topologia,
também ela um capitulo da Analise Geral, € a teoria “que estuda as propriedades dos conjuntos de pontos que
se mantém invariantes em relagdo ao grupo das transformacdes bicontinuas ou homeomorfias.”

Finalmente no quarto e principal capitulo, Monteiro introduz “a nogio de espaco algébrico-topoldgico —
que podemos definir como um espago onde existe simultineamente uma dlgebra e uma topologia”, com o objetivo
de tratar do “estudo das propriedades invariantes para um topo-isomorfismo, isto é, por uma correspondéncia
biunivoca que é simultineamente uma homomorfia e um isomorfismo”, em especial no que designa por espagos
analiticos, ou seja aqueles para os quais a operacao algébrica seja continua. Entre estes, introduz os grupos
abelianos topoldgicos perfeitamente decomponiveis, para os quais demonstra “um teorema de estrutura”, que

sendo “andlogo aos teoremas de Banach e de Cantor-Bernstein” (sobre a equivaléncia de dois conjuntos com
a mesma poténcia), estabelece, em particular, que se dois daqueles grupos “tém a mesma dimensao algé-
brica éles sio topo-isomorfos”. Anova nogao de dimensio algébrica é uma generalizacao da “dimensio linear
de um espago (vetorial) de tipo (F) introduzida recentemente por Banach” no seu livro classico de 1932, sobre
Théorie des opérations linéaires. Culminando uma moderna sintese de algumas estruturas algébrico-
-topolégicas, incluindo grupos topolédgicos e espacos (B) de Banach, é levado a definir anéis vetoriais
normados, nogdo também considerada em 1936 pelo matematico japonés M. Nagumo, com o objetivo
de generalizar os resultados da sua tese sobre a aditividade dos ntcleos de Fredholm, obtendo condi¢oes
necessarias e suficientes para a aditividade das resolventes no ambito dos anéis de operadores lineares
em espagos de Banach.

A clareza com que as novas ideias abstratas sao descritas e concretizadas por Monteiro no seu Ensaio
sdo notdveis e representam um progresso significativo, certamente, independente e desconhecido do
coletivo dos matematicos que, sob 0 nome de N. Bourbaki, estavam a criar os Eléments de Mathématique
que s6 se comecariam a publicar um ano mais tarde em Paris. Na sua autobiografia, André Weyl (1906-
-1998), um dos fundadores e mais influentes matematicos desse coletivo, regista o espirito da época ao
escrever [AW2, p.114]: “In establishing the tasks to be undertaken by Bourbaki, significant progress was made
with the adoption of the notion of structure, and of the related notion of isomorphism. Retrospectively these two
concepts seem ordinary and rather short on mathematical content, unless the notions of morphism and category
are added. At the time of our early work these notions cast new light upon subjects which were still shrouded in
confusion: even the meaning of the term “isomorphism” varied from one theory to another. That there were simple
structures of group, of topological space, etc., and then also more complex structures, from rings to fields, had not
to my knowledge been said by anyone before Bourbaki, and it was something that needed to be said.” Que era
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relevante dizé-lo, Monteiro também o sabia e descreveu-o claramente ndo sé no Prefacio do seu Ensaio
como também ao longo dos seus quatro capitulos.

No primeiro capitulo, sobre “A TEORIA DOS CONJUNTOS ABSTRACTOS”, Monteiro comega por
introduzir a relagao dos “elementos abstractos ou indefinidos” pertencerem ou ndo ao conjunto, usando a
notagdo de Peano, hoje banal, e com a nogao de igualdade, com a possibilidade de num mesmo conjunto
poderem existir varias relagdes de igualdade, caso em que uma delas, a fundamental em relagao as outras,
¢ a “identidade e a outra ou as outras tém o nome de equivaléncias”, caraterizadas pelas propriedades de
reflexividade, de simetria e de transitividade. Ap6s descrever a inclusao de conjuntos, a nogao de fungao,
de homomorfismo em relacdo a identidade e de transformagdes biunivocas, conclui que “as propriedades
de que se ocupa a teoria dos conjuntos abstractos, isto é aquelas que se mantém invariantes para uma equivaléncia,

sdo aquelas que se podem enunciar recorrendo apenas ds nogdes primitivas da teoria dos conjuntos x =y e xEA e
as funcoes proposicionais da Légica formal.” O capitulo prossegue com uma descri¢ao da poténcia de um

conjunto infinito ou ntimero cardinal enunciando o Teorema de Cantor-Berstein sobre dois conjuntos
serem equivalentes se e s se tém a mesma poténcia, deixando a demonstracao para o segundo capitulo,
para onde também remete o estudo da dlgebra dos subconjuntos de um dado conjunto. Termina com
algumas propriedades sobre os niimeros cardinais, referindo a equivaléncia entre o problema da trico-
tomia (<, >,=) e do axioma de Zermelo que enuncia da seguinte forma: “Se os elementos de um conjunto A

sdo conjuntos E, ndo vazios e sem elementos comuns dois a dois, entio existe pelo menos um conjunto A’ que

contém um elemento e um sé de cada conjunto E.”

O segundo capitulo, o mais longo do Ensaio, € a primeira exposi¢do moderna em portugués sobre
“ALGEBRA ABSTRACTA", “um dos capitulos mais recentes da Matemdtica Moderna, visto que o inicio do seu
desenvolvimento se pode localizar por volta de 1920” (p.14). Depois de introduzir uma operacao algébrica
num conjunto abstrato e a no¢ao de espaco algébrico, define homomorfismo entre dois espagos algébri-
cos, que é isomorfismo se for biunivoca, quando essa correspondéncia respeita as respetivas operagoes,
e estabelece o objectivo da dlgebra abstracta como aquela “que estuda as propriedades dos espagos algébricos
que se mantém invariantes quando se passa de um espago algébrico para outro que lhe seja isomorfo” e que se
ocupa das propriedades “que se podem enumerar recorrendo apenas as nogdes primitivas da Algebra”. Depois

Fig. 7. As capas dos livros de M. Fréchet e do de B.L. van der Waerden (Fonte Biblioteca da FCUL).
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de introduzir os axiomas da adicdo e da multiplicagao, trata da algebra dos conjuntos abstractos, onde
a adicdo corresponde a unido de conjuntos e a multiplicacdo a intersecgao, e demonstra um teorema de
Banach de 1924 sobre a possibilidade da decomposicao de dois conjuntos em duas partes disjuntas que
sdo respetivamente equivalentes, ou isomorfas. Deste conclui o teorema de Schroder-Cantor-Berstein:
“se 0 conjunto A é equivalente a um sub-conjunto de B e se B é equivalente a um sub-conjunto de A, os conjuntos

A e B sio equivalentes”. Em seguida define as nogdes de Grupo, de Grupo Abeliano, de “Espago Vectorial
Abstracto”, de Anel, onde estuda transformagdes e as suas propriedades, e de “Anel Vectorial”, tendo em
vista o anel dos operadores lineares definidos num espago vetorial, terminando o capitulo com o “Tipo
algébrico de um espago”, a nogao “que desempenha em Algebra Abstracta o mesmo papel que a nogio de poténcia
de um conjunto desempenha na teoria dos conjuntos abstractos”.

No Capitulo III, dedicado a “TOPOLOGIA ABSTRACTA”, Monteiro coloca-se na perspetiva de Fré-
chet [F] utilizando como nogao primitiva a nogao de vizinhanga que lhe “parece a mais intuitiva muito
embora existam nogoes da topologia que ndo se sabem ainda exprimir por intermédio da nogdo de vizinhanga”,
centrando esse capitulo na estrutura de Espago (V). Apesar de iniciar o capitulo com uma breve referén-
cia aos espagos topoldgicos baseados na operacao de derivacao de conjuntos, i.e. a passagem ao conjunto
de pontos limites ou de acumulac¢ao de um dado conjunto, Monteiro distancia-se de Pedro José da Cunha,
o seu mentor em Lisboa [PJC], e demarca-se de alguma terminologia de Mira Fernandes [AMF], dois
dos primeiros introdutores em Portugal destas nogdes que nao faziam ainda parte dos cursos da época.
E interessante ler na pagina 67, como Monteiro refere que “a topologia pode ser baseada sobre outras nogoes
primitivas, por exemplo: vizinhanga, conjunto fechado, conjunto aberto, “fermeture” (ou conjunto de inclusdo, na
terminologia do Prof. Mira Fernandes) ponto interior, etc.”, sem contudo citar o artigo de divulgacao [AMF],
resultado de uma conferéncia realizada por aquele professor do L.5.T. no dia 26 de novembro de 1934 na
Faculdade de Ciéncias da Universidade de Lisboa, e que certamente conhecia, apesar de nao ter assistido
a conferéncia por se encontrar em Paris. Na exposi¢ao das 26 paginas do capitulo Il da sua monografia,
Monteiro faz um interessante resumo e uma original sintese da Topologia Abstracta, onde, sendo patente
a influéncia estruturalista na Matematica absorvida na sua estada em Paris, nao deixa de seguir a termi-
nologia e a abordagem de Fréchet (Espagos (V) e (L), fungdes continuas, espacos distanciados), apesar de
procurar integrar alguns dos desenvolvimentos da década posterior ao livro [F] de 1928.

Finalmente, no quarto capitulo, Monteiro apresenta a ANALISE ABSTRACTA, designagao por si
proposta, ou ANALISE GERAL, como uma sintese das “mais recentes da matemdtica moderna, visto que ela
se pode considerar ainda em plena formagio”, apresentando-se “como logicamente subordinada a Algebra Abs-
tracta e a Topologia Abstracta e portanto a teoria dos Conjuntos Abstractos”. Assim, entre os espagos algébrico-
-topolégicos, i.e. aqueles que forem simultaneamente dotados de uma “4lgebra” (uma ou mais operagoes
algébricas) e de uma topologia que estejam relacionadas entre si, ou seja, onde as operagdes algébricas
forem continuas, chama “espagos analiticos”. Nestes podem ser definidas propriedades importantes,
como, por exemplo, limites de somas ou de produtos de sucessdes num grupo topoldgico, ou de séries
absolutamente convergentes e de derivadas em grupos abelianos normados e completos. Introduzindo
os espagos de Banach [B], Monteiro apresenta o teorema deste matematico polaco sobre os operadores
lineares serem continuos se e s6 se forem limitados. Mas o culminar deste capitulo estd na generalizacao
a anéis vetoriais abstratos, normados e com unidade, onde é possivel estabelecer uma teoria abstrata da
resolvente e onde estabelece condigdes necessarias e suficientes sobre a aditividade das resolventes de
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operadores lineares, que havia obtido no verao de 1936 e que generalizam resultados da sua tese sobre
a aditividade das resolventes de dois nucleos de Fredholm [AAM]. Este resultado novo é reconhecido
por Mira Fernandes no seu relatorio a Academia, que contudo dé mais relevo a observacao de Monteiro
na tdltima pédgina do Ensaio sobre a equivaléncia de dois conjuntos arbitrarios implicar a equivaléncia
dos conjuntos de todos os seus subconjuntos, determinando entao a existéncia de um “topo-isomorfismo”
entre estes, pois isso “inculca, sobretudo, a fungdo primacial da Andlise Abstracta dentro da Andlise Geral de
Fréchet”.

De facto, Monteiro deu mais importancia aquela generalizacao do ultimo capitulo do Ensaio, que
publicou posteriormente em 1940 numa pequena nota de quatro paginas sobre Sur l'additivité dans un
anneau, nas paginas 289-292 do volume 1 da Portugaliae Mathematica [AAM_0O2008]. Numa nota da pagina
291 deste artigo, Monteiro refere o seu Ensaio e regista a sua intencao de o publicar naquela revista. Nesse
artigo ndo apresenta demonstragdes, tal como nao o fizera no Ensaio, pois refere que sao analogas as da
sua tese de 1936 [AAM]. E interessante observar que a sua tese foi composta na Imprensa Portuguesa do
Porto, tendo sido também publicada nos Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto no volume desse ano,
cuja Introduction termina na pagina 8 com o agradecimento: “Nous remercions également la Junta de Edu-
cacao Nacional et le peuple de notre pays, a qui nous devons d’avoir pu entreprendre et terminer ce travail sans
préocupations matérielles, pendant notre long séjour a Paris”, cuja expressao sublinhada por nés é omitida na
edicdo de [AAM] publicada em 1937 na Portugaliae Mathematica e reproduzida nas suas Obras [AAM_
02008].

AS FONTES, A EPOCA E BOURBAKI (1935-1942)

Se a influéncia de Fréchet, em particular do livro [F] referido na Bibliografia do Ensaio, é indelével,
na teoria de conjuntos Monteiro sofre a influéncia da escola polaca, citando o livro de Sierspinski, também
publicado em Paris em 1928 e na algebra da escola alema, através da primeira edicao do influente livro
de van der Waerden [vW], desenvolvido a partir das licdes de Emil Artin e de Emmy Noether numa
linguagem precisa e moderna, cuja segunda edicdo iria ser traduzida em portugués na década seguinte
por Hugo Ribeiro e publicada pela Sociedade Portuguesa de Matematica.

O livro de Sierspinki, apesar do titulo se referir aos niimeros transfinitos e constituir uma introdugao
muito clara a teoria de Cantor e dos seus seguidores, contendo resultados recentes, é também inovador
por se basear no método axiomatico, que Monteiro segue no seu Ensaio.

Contudo na topologia geral, onde as influéncias polaca e russa também se fazem sentir, Monteiro
procura manter-se fiel a terminologia de Fréchet ndo indo além dos espacos (V), que lhe bastam, ape-
sar de adoptar uma exposicao mais abstrata e algo inovadora. No entanto, Monteiro refere as dificul-
dades do conceito de vizinhanga, citando em particular, o curto ensaio de 1938, com apenas 39 paginas,
de André Weil [AW1], onde este, para além de estabelecer as propriedades basicas dos espacos uni-
formes, uma classe de espacos topolégicos adaptada aos conceitos de convergéncia e continuidade
uniformes, suscita um conjunto de observagdes sobre os axiomas da topologia geral onde procura
estabelecer uma distin¢ao entre aqueles com mero interesse histdrico dos verdadeiramente importan-
tes que irdo fixar a exposicdo moderna do primeiro livro de N. Bourbaki Topologie Générale, publicado
em Paris em 1940.
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Mas é sobretudo no ultimo capitulo sobre analise abstrata que a exposicao de Monteiro é original,
pois ndo s6 efetua uma breve e clara sintese entre a dlgebra moderna e a topologia geral, pois, sem esque-
cer os espacos de Banach [B], desenvolve a teoria dos grupos topoldgicos e sobretudo introduz, de forma
independente do matemético japonés M. Nagumo, os anéis vetoriais topolégicos. E importante referir
que, jd na segunda metade do século XIX, Sophus Lie havia langado as bases dos grupos de Lie, que sdo
uma classe particular de “grupos continuos”, mas a teoria geral dos grupos topoldgicos foi iniciada
apenas em 1926, por O. Schreier, e que o primeiro livro, da autoria de Lev Pontryagin, sendo de 1938 s6
iria ser publicado em inglés em 1939 e ndo era conhecido por Monteiro.

Desde a sua chegada a Paris em 1931, Anténio Monteiro trabalhou na biblioteca do Institut Henri
Poincaré, recém-criado em 1928, tendo assistido regularmente aos semindrios que ai se realizavam. Em
particular, o semindrio de Gaston Julia, que na década de trinta era frequentado pelos jovens que iriam
fundar o grupo Bourbaki, nos trés tltimos anos académicos da estada de Monteiro em Paris tratou dos
seguintes temas: Grupos e Algebras, em 1933/34; Espacos de Hilbert, em 1934/35; e Topologia em
1935/36. Nos seus relatorios, Monteiro, refere explicitamente as conferéncias de Claude Chevalley, André
Weil, Jean Delsarte e Jean Leray, que no ano académico de 1934/35 também se reuniam periodicamente
em Paris no café Capoulade em discussdes matematicas. Estas reunioes, que incluiam ainda Jean Dieu-
donné, Henri Cartan, René de Poussel e Szolem Mandelbrojt, que substituiu Leray, iriam dar lugar a
reunido fundadora do pseudénimo coletivo Nicolas Bourbaki, realizada numa aldeia de Auvergne, no
centro da Franga, em julho 1935.

Fig. 8. As capas dos quatro primeiros fasciculos de N. Bourbaki (Fonte Biblioteca da FCUL).

Se o objetivo inicial do grupo daqueles jovens professores saidos da Ecole Normale Supérieur de Paris
era escrever um novo curso de Célculo Diferencial e Integral, sob a forma de um moderno tratado de
Anélise Matemdtica que substituisse os classicos Cours d’analyse da escola francesa, ao longo das vérias
reunides e discussoes coletivas, o grupo Bourbaki evoluiu para uma apresentagao axiomatica e abstrata
de algumas nogdes gerais e essenciais, “les structures fondamentales de I'analyse”, cujos quatro primeiros
livros que constituem os ELEMENTS DE MATHEMATIQUE sao [BLILIILIV]:

Livre I - THEORIE DES ENSEMBLES (Fascicule de résultats) Paris, 1939 (1-2-1940)

Livre IT - ALGEBRE (Structures algebriques) Paris, 1942
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Livre Il - TOPOLOGIE GENERALE (Chapitres I et II) Paris, 1940

Livre IIl - TOPOLOGIE GENERALE (Chapitres III et IV) Paris, 1942.

O fasciculo sobre a Teoria dos Conjuntos, apesar de datado de 1939, tem a data de impressdo de 1 de
fevereiro de 1940, e comega por explicar o “mode d’emploi de ce traite”, que “toma as matemdticas do seu
inicio, dd demonstragdes completas e, em principio, nio supde nenhum conhecimento matemdtico particular, mas
apenas um certo hdbito de raciocinio matemitico e um certo poder de abstracgdo”. Contém apenas cerca de 45
paginas de defini¢des e resultados sobre elementos e partes de um conjunto, fung¢des, produtos de vérios
conjuntos, reunido, interseccao e produto de uma familia de conjuntos, relagdes de equivaléncia, conjunto
quociente, conjuntos ordenados, poténcias, conjuntos numeraveis e termina com escalas de conjuntos e
estruturas, tendo adotado uma notacao e uma terminologia consistentes e duraveis.

O segundo livro, sobre Algebra, é o quarto volume e s6 é publicado em 1942 na Paris ocupada. Com-
preende o primeiro capitulo das estruturas algébricas, tratando das leis de composigdo internas, asso-
ciatividade, comutatividade, elemento neutro, elementos regulares, elementos simétricos, leis de
composicao externas, estuturas algébricas, relagoes entre leis de composigao, grupos e grupos de opera-
dores, grupos de transformagao, anéis e anéis de operadores, terminando com corpos. A sua introdugao
abre com a descrigao sobre “fazer dlgebra, é essencialmente calcular, isto é, efetuar, sobre os elementos de um
conjunto, ‘operagdes algébricas’, cujo exemplo mais conhecido é dado pelas ‘quatro regras’ da aritmética elementar”,
e a sua nota histdrica, depois de identificar trés correntes — a teoria das substitui¢des na resolucao das
equagdes algébricas, o clculo vetorial e matricial e a teoria dos ntimeros algébricos — termina na sintese
da algebra moderna como resultado “sobretudo da obra da escola alemi moderna: comegada por Dedekind e
Hilbert nos iltimos anos do século XIX, o trabalho da axiomatizagio da Algebra foi vigorosamente prosseguido por
E. Steinitz, e depois, a partir de 1920, sob o impulso de E. Artin, E. Noether e dos algebristas da sua escola (Hasse,
Krull, O. Schreier, van der Waerden)”, e reconhece o livro [vW] como fonte de inspiracao.

O terceiro livro de Bourbaki, dedicado a Topologia Geral, ¢, de facto, o segundo a ser publicado em
1940 e compde-se de dois capitulos que tratam das estruturas de outro tipo que “dio um sentido matema-
tico as nogdes intuitivas de limite, de continuidade e de vizinhanga”. O primeiro, sobre estruturas topoldgicas,
inicia-se com conjuntos abertos, que determinam a defini¢do de espaco topoldgico, prosseguindo com
vizinhangas e outras nog¢des, como homomorfismos e a continuidade das transformacdes, produtos,
compacidade e espagos conexos, e baseia a nogao de convergéncia no conceito de filtro, uma generaliza-
¢ao das sucessoes introduzida por H. Cartan em 1937, obtendo a completa equivaléncia entre vizinhanga,
conjunto aberto e a topologia da convergéncia. O segundo capitulo trata das estruturas uniformes, um
conceito introduzido por A. Weil em [AW1], que permite estender a estrutura dos espagos métricos
introduzidos por Fréchet em 1906, e generalizar para os espagos uniformes importantes resultados, em
particular de compacidade e de completacao.

Os capitulos [l e IV da “Topologia Geral”, que também se publicaram num fasciculo em 1942, tratam
da teoria elementar dos grupos topolégicos e dos ntimeros reais, respetivamente. O capitulo III, comeca
pela defini¢ao de grupo topolégico, enquanto conjunto munido de uma topologia compativel com os
axiomas algébricos de grupo, desenvolve a teoria baseada nos filtros e nas suas convergéncias e nas
propriedades das estruturas uniformes, e conclui com alguns tépicos sobre anéis e corpos topolégicos.
O capitulo IV introduz o grupo R os ntimeros reais como o completado do grupo ordenado Q, dos
numeros racionais munido da topologia dos intervalos abertos, demonstra as propriedades topolégicas
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usuais de R e das respetivas séries e fungdes numéricas, e termina com uma extensa e bastante completa
nota histdrica com doze péginas.

Comparando a estrutura dos quatro capitulos e das respetivas sec¢des do Ensaio de Antonio Monteiro,
entregue a 4 de fevereiro de 1939 na Academia das Ciéncias de Lisboa, com os contetidos destes quatro
primeiros livros de Bourbaki, que sdo uma obra de outra dimensao e com outra ambicao, ficamos sur-
preendidos pela coincidéncia do seu encadeamento e mesmo pela sobreposicao de muitos dos seus
contetidos. Naturalmente que Monteiro absorveu em Paris, durante a sua estada entre 1931 e 1936, as
novas ideias e os resultados mais recentes das matematicas modernas e que os seus objetivos tinham,
numa escala e num contexto completamente diferentes, algum paralelismo com o ambicioso programa
do coletivo Bourbaki, mas nao podia conhecer nem os planos nem os contetidos dos Eléments de Mathé-
matiques. No entanto, apesar de Monteiro nunca ter sido “bourbakista” nem ter revelado simpatias pelos
trabalhos dos discipulos de Bourbaki, ousamos considerar que o seu Ensaio é, de facto, uma obra pre-
cursora do grande projeto daquele autor coletivo, que também é caraterizada por um modernismo e um

estruturalismo notaveis.

A INFLUENCIA DO ENSAIO NO CEML E NA JIM, ENTRE 1939-1944,
E NO BRASIL EM 1945-48

A elaboracao do Ensaio aparece na sequéncia dos cursos que Monteiro professou no ambito do Niicleo
de Fisica, Matemitica e Quimica em Lisboa, nomeadamente no iniciado a 2 de marco de 1937 no Instituto
Superior Técnico sobre Teoria das Matrizes, ja na perspetiva da Algebra Moderna, nas duas conferéncias
sobre Os Fundamentos da Andlise Moderna, realizadas a 20 e 21 de dezembro de 1938, e no Curso de Intro-
dugio a Andlise Geral, iniciado a 27 de fevereiro de 1939 com um programa que cobre exatamente os
quatro capitulos do Ensaio, estes dois ultimos lecionados na Faculdade de Ciéncias da Universidade de
Lisboa [AAM_Fb2007].

A 17 de marco de 1939, a convite do “Grupo de Estudos dos alunos da Faculdade de Ciéncias de
Coimbra”, Monteiro inaugurou as atividades efémeras e sem consequéncias desse grupo com uma con-
feréncia sobre O objectivo da Andlise Moderna, a qual foi relatada em noticia do Didrio de Coimbra de 19 de
margo desse ano da seguinte forma [MCA]: “Toma, entdo, a palavra o Dr. Monteiro, que revelando uma cultura
matemdtica invulgar e com raro poder sugestivo e clareza cristalina (...) fala sobre o objectivo da teoria dos conjun-
tos, da dlgebra abstracta, etc., prendendo sempre o numeroso auditdrio, em que se viam muitos estudantes e profes-
sores, que tributaram ao conferente uma calorosa salva de palmas ao terminar a sua brilhantissima exposicdo, que
durou cérca de hora e meia.”

O Semindrio de Andlise Geral foi englobado no Centro de Estudos Matemiticos de Lisboa (CEML), que foi
criado em 1940 pelo Instituto para a Alta Cultura (IAC), anexo a Faculdade de Ciéncias de Lisboa, sob a
presidéncia de Pedro José da Cunha, e funcionou durante um periodo inicial de trés anos, sob a direcao
cientifica de Anténio Monteiro, tendo trazido a Portugal M. Fréchet, que a 17 de janeiro de 1942 foi rece-
bido como primeiro sécio honorario da Sociedade Portuguesa de Matematica pelo seu primeiro presi-
dente e secretdrio-geral, figurando os trés na fotografia da Fig. 3 [AAM_Fb2007]. O CEML contribuiu de
modo significativo para o arranque da revista e da biblioteca da Portugaliae Mathematica e desenvolveu
uma atividade pioneira de investigacao, com alguns jovens bolseiros, entre os quais Hugo Ribeiro e José
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Sebastido e Silva, os principais discipulos de Anténio Monteiro do seu periodo em Lisboa, criando um
movimento intermitente, sem precedentes, de modernizacdo da Matematica em Portugal. Assim, por
exemplo, aquele semindrio funcionou em abril de 1940 com uma conferéncia de Hugo Ribeiro sobre
Objectivo da Topologia Geral e outra sobre A importincia da Andlise Geral por Anténio Monteiro. No entanto,
0 CEML s6 retomaria atividades uma década mais tarde, em 1952, sob a direcao de José Sebastido e Silva.

A atividade do Semindrio de Andlise Geral foi descrita por Monteiro no seu relatério de fevereiro de
1940: “O Semindrio tem por objetivo fundamental a realizagdo de trabalhos de investigagdo e para esse efeito existe
um plano de estudos. O objetivo fundamental é estudar os Espacos Analiticos isto é aqueles em que existe simul-
taneamente uma Algebra e uma Topologia. Trata-se de um ramo pouco estudado da Andlise Geral. Para esse efeito
impade-se estudar os fundamentos da Algebra Abstracta e da Topologia e os Espacos Analiticos particulares que tém
sido estudados até hoje. Este ano serd consagrado fundamentalmente a Topologia, muito embora se realizem outros
assuntos ao mesmo tempo. O estudo dos fundamentos da Topologia foi empreendido no principio deste ano por A.
Monteiro e H. Ribeiro, posteriormente ingressaram neste grupo Sebastido e Silva e José Paulo. Os resultados jd
obtidos excederam toda a expectativa. Hi neste momento dois trabalhos publicados na Portugaline Mathematica:
H. Ribeiro “Sur I’Axiomatique des Espaces Topologiques de M. Fréchet” e A. Monteiro e H. Ribeiro “Sur
’axiomatique des Espaces (V). Além deste hd outros trabalhos realizados este ano no Semindrio. Sebastido Silva,
que comegou a trabalhar hd muito pouco tempo, descobriu um principio de dualidade nas nogoes da Topologia,
destinado a desempenhar, na minha opinido, um grande papel simplificador no estudo da Topologia e a esclarecer
as suas nogoes fundamentais. O mesmo estudioso conseguiu obter ji alguns resultados no estudo do problema de
Wiener (Topologia).”

Com a partida dos jovens bolseiros para o estrangeiro e com as dificuldades criadas em Lisboa nos
finais de 1942 com o fim da sua bolsa de arquivista do IAC, Monteiro, que ainda em 1941 e 1942 havia
comegado a colaboragdo com a Faculdade de Ciéncias do Porto, desloca a sua atividade para essa cidade
em 1943, com o apoio da Junta de Investigagio Matemidtica (JIM), comecando uma colaboracao com Alfredo
Pereira Gomes que se torna co-autor duma monografia, com cerca de 150 paginas, sobre Introdugio ao
Estudo da Nogdo de Fungio Continua, publicado em 1944 onde as nogdes de Topologia e de Analise Geral
sdo desenvolvidas com clareza e profundidade.

A partir de 1945 Monteiro ensina em cursos e semindrios topicos modernos de Andlise Superior no
Rio de Janeiro, comega a interessar-se e a publicar em estruturas ordenadas e teoria de reticulados e
exerce uma influéncia nos seus novos discipulos brasileiros, entre os quais se destaca Leopoldo Nachbin
que publica duas das cinco primeiras Notas de Matemitica, a colegao fundada em 1948 pelo matematico
portugueés no Brasil, nomeadamente o fasciculo n.° 1, sobre Combinagdo de Topologias e o 1.° 4 sobre Espa-
cos Vetoriais Topologicos. O n.° 2 dessa colegdo, sobre Filtros e Ideais, é do préprio Monteiro e o n.° 5, sobre
Aneis de fungoes continuas, de Marshal H. Stone, sendo todos os cinco sobre temas de Anilise Geral, na
terminologia do Ensaio que comecava entdo a cair em desuso.

E notéria a influéncia do contetido do Ensaio e do seu autor que, com as atividades intensas de inves-
tigacdo matematica de apenas trés anos do CEML, em Lisboa, e de cerca de um ano no CEMP, no Porto,
juntamente com os seus colaboradores vao constituir um esbogo de uma Escola Portuguesa de Topologia
Geral, influéncia essa que se estende ao Rio de Janeiro por cerca de quatro anos. No cléssico livro de
Topologia Geral de 1955 [K], o matematico norte-americano John L. Kelley, no seu Prefacio, nao s¢ faz
um agradecimento a Hugo Ribeiro, como cita na Bibliografia trés artigos deste e dois de Monteiro, todos
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Fig. 9. a) Artigo de Topologia na Portugaliae Mathematica, v, 2 (1941), pp. 56-66. b) Frontispicio da monografia também publicada nos
Anais da Faculdade de Ciéncias do Porto, v. 28, 1944. ¢) Primeiro volume da colecio NOTAS DE MATEMATICA, publicado no Rio de
Janeiro em 1948.

publicados na Portugaliae Mathematica entre 1940 e 1945, uma nota aos C.R. Acad. Sc. Paris de 1948 de
A. Pereira Gomes e a monografia n.” 4 das Notas de Matemitica de L. Nachbin sobre Espagos Vetoriais
Topoldgicos, ambos publicados em 1948.
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ANEXO

INDICE do “Ensaio sobre os FUNDAMENTOS da ANALISE GERAL”
Memérias da Academia das Ciéncias de Lisboa, XLVII - Volume 2, pp. 27-169

Autdgrafo 1(27)
Prefacio (9 p.) 111 (29)
Bibliografia (2 p.) X1I (38)
Capitulo I - A Teoria dos Conjuntos Abstractos (13 p.) 1 (40)

1 — Conjuntos abstractos; 2 — Nogao de Igualdade; 3 — Sub-conjuntos; 4 — Igualdade de conjuntos; 5 — Observacao;
6 — Determinagao de um conjunto; 7 — Nogao de funcio; 8 - Homomorfismo em relacdo a igualdade; 9 — Transformagdes
biunivocas; 10 - Objectivo da teoria; 11 — Poténcia de um conjunto infinito ou niimero cardinal; 12 — O problema da tricotomia
e 0 axioma de Zermelo.

Capitulo IT - Algebra Abstracta (52 p.) 14 (53)
§1 — Operagdes algébricas — 1 — Defini¢des; 2 — Sub-espaco algébrico; 3 - Homomorfismos; 4 — Isomorfismos e Automorfismos;
5 — Objectivo da Algebra Abstracta; 6 — Espago algébrico universal; 7 — Axiomas fundamentais; 8 - Axiomas da Adigao;
9 — Axiomas da multiplicagdo; 10 — Axiomas que relacionam a multiplicagio com a adigéo.
§2 — Algebra dos Conjuntos Abstractos — 11 - algebrizagéo de E; 12 - Adigao de Conjuntos; 13 — Interseccao de conjuntos;
14 — Teorema fundamental sobre a dlgebra dos conjuntos abstractos; 15 — Subtracgdo de conjuntos; 16 — Teorema de Banach;
17 - Defini¢des e Teorema de Schroder-Cantor-Berstein.
§3 — Sistemas com multiplicagdo — 17 — Definicao; 18 — Inversos a direita e a esquerda; 19 — Sub-espago algébrico; 20 — Poténcias;
21 - Exemplos.
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§4 - A Nogio de Grupo — 22 - Definigao; 23 — Sub-grupos; 24 - Exemplo de grupos.

§5 — Algebrizagio do espago dos sub-grupos de um grupo dado — 25 - Multiplicagao de sug-grupos; 26 — Interseccao de sub-grupos;
27 - Produtos Directos; 28 — Propriedades do produto directo; 29 — Grupos decomponiveis; 30 — Automorfismos interiores.
§6 — Grupos Abelianos — 31 - Definigao; 32 — Algebra dos sub-grupos de G; 33 — Soma directa de sub-grupos de G; 34 - Algebra
das transformagdes definidas em G; (35) — Resultado de Mazur e Ulam; 36 — Transformagdes aditivas.

§7 — Espagos Vectoriais Abstractos — 37 — Definigdo; 38 — Algebrizacdo do conjunto das variedades lineares de E;
39 - Transformagdes aditivas e homogéneas

§8 — Aneis — 40 — Definigao; Sub-anel; 41 — Anel das transformagdes aditivas de um grupo abeliano; 42 — Nota; 43 — Teorema
de Hellinger-Toeplitz; 44 — Nogao de aditividade.

§9 — Aneis Vectoriais — 45 — Definigdo; 46 — Sub-anel vectorial; 47 — Anel dos operadores lineares definidos num espago vectorial.
§10 — Tipo algébrico de um espago — 48 — Definigao.

Capitulo III - Topologia Abstracta (26 p.) 66 (105)
§1 — Espagos (V) — 1 — Espagos topologicos; 2 — Espacos (V); 3 — Fungdes continuas; 4 — Homeomorfias; 5 — Objectivo da
Topologia.

§2 — Tipo de dimensdo de um espago topoldgico — 6 — Definigao.

§3 — Espacos (V) particulares — 7 — Espaco acessivel; espaco de Hausdorff.; 8 - Espagos L.

§4 — Topologia dos conjunto abstractos — 9 — Limite de uma sucessdo de conjuntos; 10 — Equivaléncia e homeomorfia.
85 — Espacos distanciados — 11 - Nogao de distancia; 12 — Axiomatica de Lindenbaum; 13 — Espagos nao distanciados.

Capitulo IV — Anélise Abstracta ou Anélise Geral (38 p.) 92 (131)
§1 — Espacos algébrico-topoldgicos — 1 — Definicao; 2 — Topo-isomorfismo; 3 — Objectivo da Analise Geral; 4 — Dimensao algébrica
de um espago.
§2 — Espagos Analiticos — 5 — Definigao; 6 — Propriedades dos espagos analiticos; 7 — Algebrizagao das variedades fechadas.
§3 — Grupos topoldgicos — 8 — Defini¢ao; 9 — Grupos abelianos topoldgicos; 9 — Variedades fechadas; 10 — Grupos abelianos
perfeitamente decomponiveis.
§4 — Dimensdo algébrica dos grupos abelianos perfeitamente decomponiveis — 12 — Teorema.
85 — Grupos abelianos — 13 — Defini¢ao; 14 — Nogao de série; 15 — Espaco G2 ; 16 — Grupos normados perfeitamente
decomponiveis; 17 — Nogao de derivada.
§6 — Espacos de Banach — 18 — Definigdo; 19 — Fungdes analiticas; 20 — Operadores lineares; 21 — Variedades fechadas.
§7 — Aneis vectoriais normados — 22 — Definicdo; 23 — Resolvente; 24 — Espagos de Banach com operadores.
§8 — Andlise dos conjuntos abstractos — 25 — Sucessdes de conjuntos e limites; 26 — Equivaléncia e topo-isomorfismo.
— FIM na pégina 130 (169).
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,?:_ A=

PREFACIO
”

A Andlise Geral foi fundads no principio déste século por
Maurice Préchet, com o objectivo de generalizar o caleulo
diferencial e integral para as fungles em que a variavel
independente - e eventualmente a propria fungio - 330 ele-
mentos de natureza qualquer,

M,Préchet considera a Anilise Geral como tendo por objectivo

o estudo das correspondéncias entre variiveis de natureza

qualquer ( veja NOTICE SUR LES TRAVAUX SCIENTIFPIQUES DE M.
PRECHET , Paris 1933 e 1'ARITHMETIQUE DE L'INFINI, Paris
1934 ) . Em particular néste dltimo trabalho diz que (p.8):

" I.'essentiel de ma contribuition 3 cette nouvelle théorie

" ost sans doute d'avoir montrée comment on peut étudier les

" transformations ofi, sans connaltre la nature des éléments,
" on en supposait au moins défini le voisinage " .

Cantor nos fins do século XIX fundou a teoria dos oon-
juntos abstractos , que Préchet considera ocomo um capitulo
da Analise Geral,

Podemos dizer que a teoria dos conjuntos abstractos se

ocupa das propriedades dos conjuntos de pontos que se man-

tém invariantes em relagdo ao grupo das transformagdes bi-

uni{vocas B ,
Um segundo caplitulo da Anflise Geral & a Topologia que es=-

tuda as propriedades dos conjuntos de pontos que se mantém
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invsriantes em relagio ao grupe das transformagdes biecontinuas
eu homeemorfias, £ clare que H & um subegrupe de B, 0Os espagos
de que se ecupa a topolegia tém o nome de espagos topol‘giooc.
Por outro lade a Klgebra Abstracta que é um dos capi{tulos
mais recentes da matematica mederna estuda os conjuntos abs-
tractos E onde se define pelo menos uma operacao que a cada par
ordenado ( a; b ) de elementos de E faz corresponder um unieo
elemento de E ; daremos a um eonjunto nestas condigdes o nome

de espaco algibricg,. As propriedades de que se ocupa a dlgebra

abstracts s30 aquelas que se mantém invariantes em relagio ao
grupo I dos isomorfismos ( correspondéneias diuni{vocas que res-
’poitan iROperaqio eonsiderada ) . I & evidentemente um sub-gru-
po de B,

A nogao de espage é aqui tomada no sentido que lhe atribuiu
Uryshon - isto é: um espaco é um conjunto onde se define pelo
menos uma relacio entre os seus elementos. Essa relagdo é na
teoria dos conjuntos abstractes a relagao de igualdade, na to-
pologia a operagio de derivacio e na algebra sbstracta uma ou
mals operagdes algébricas, M, Préchet considera que estas no-

¢3es : " lorsqu'on voudra passer & la généralisation de 1'Algé~

bre e du caleul différentiel ne sont pas suffisantes ¢( veja

LYARITEMETIQUE DE L'INFINI pgs. 10 )o E M, FPrechet é assim le-
vado, com o objectivo de generalizar a nogao de diferencial
abstracte, a estudar espagos vectoriais em que se define uma
métrica ou mais geralmente uma topologia, Por outre lade o de-

senvolvimento da teoria dos operadores lineares e da Algebra

30



CLASSE DE CIENCIAS

Abstracta tem levado 0s analistas a considerar uma série de es-
pagos da mesma natureza que nos intereswa caracterizar diszendo

que na sua definigio intervém simltineamente nog3es de algebra

o de topolegla,
Fol o reconhecimento déste facto que nos levou a introdusir

& nogio de espago algébrico-topoldgice - que podemos definir

comoe um espage onde existe simultineamente uma algebra e uma
topolegia, o a considerar um novo capi{tulo da Aniliio @Geral; a
que podemos chamar Analise Abstracta, que tera por objectivo o
estudo das propriedades invariantes por um tope-isomorfismo,
1ste &, per uma corresponddncia biunivoca que & simultineamen-
te uma homeomorfia e um isomorfismo,

0 eonjunte T dos topo~isomorfismos formam um grupo que é
similtaneamente um sudb-grupe de H ¢ de I. As propriedades que
se estudam na Analise Abstracta s@o portante simmlténeamente
propriedades algébricas e propriedades topoldgices. A analise
abstracta apresenta-se assim como um capitulo da Andalise Geral,
se considerarmos esta Ultima como o estudo das correspondénci-
as entre elementos de natureza quaiquor.

¥o capitulo 1Y demos também & Analise Abstracta o nome de
Andlise Gersl, porque esta foi fundeda por M, Fréchet com o o-
bjectivo de generalizar o caleule diferencial e integral, e
porque essa generalizagao 86 & possivol%rocilanonto nos espagos

anal{ticos,
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X

A nogao fundamental da teoria dos conjuntos abstractos éa

negio de poténcia de um econjunto, e a sua definigdo é tal que

dois conjuntos com a mesma poténcia sdo necessariamente equie-
valentes, iste &t existe entre 8les uma correspondéncia biue
nivoca ( Teorema de Cantor - Bernstein ),

A negdo fundamental da topologla é a nogéo de tipo de di-

nsnsiq de um espacd, intreduzido ainda por Fréchet, Se dois

espacos E ¢ F tém o mesmo tipo dimensional, 8les ni@o sdo ne-

cessariamente homeemorfos; mas em todo o caso Banach demons-

trou que & sempre possivel decompdr E e F em dois conjuntos
E
2

"

E + Et
r»\ +r:.

( onde E,@ E, bem como P o F,

sSo disjuntos ) tais que E: é
homeomorfo a F,. ( 1 = 1,2 ),

Pomos levados a introduzir na algebra a nogdo de tipo al-
gébrico de um espage, ocuja definigdo é indicada no capitule

II, mas nio conseguimos nenhum resultado analogo ao teoreme
de Cantor - Bernstein ou ao teorema de Banach,
Na Analise Abstracta ( eapitulo IV ) f3mos levades a intro-

duzir a nogdo fundamental de dimensio alg‘brica de um espago

algébrieo-tepolégice, ¢ a sua definig3o & tal que se dois es-
espagos tém a mesma dimensio algébrica $les tém necessiriamen-
te o mesmo tipo alg‘brico e 0 mesmo tipo dimensional e portan-

to a mesma poténoia,

32



CLASSE DE CIENCIAS

A nogso de dimensio algébrica contém como caso particular
a nogdo de dimensio linear de um espago do tipo ( P ) intro-
duzida recentemente por Banach ( veja: TEORIR DES OPARATIO-
NBS LINEAIRES, VARSOVIA, 1932; pgs. 193 ), é a unica nogdo
particular de dimensfo algébrica que com nossb conhecimento
fol até hoje considerada. :

%bto exemplo mostra-nos que a nogao de dimensgo algébrica
é de facto uma nogdo fundamental da Andlise Abstracta.

A nogio de espage algébrico-topoldgico, tsl como a nogae
de espago ( V ), n@e & susceptivel de nos conduzir a proprie-
dades muito numerosas e por 1sso fOmos levados a particulari-

sa-la introduszindo a nogiio de espacos analiticos ( veja ca~

pitulo IV, § 2 ), para 08 quals & ja possivel indigcar um certo
nimere de resultades importantes nas apliocagdes,
Nos espagos snalfticos existe uma conexdo entre a Llgebdra
e a topologia do espago, o que nio acontece necessariamente
nos espagos algébrico-topoldgicos, Encontramo-nos assim peran-
37/;;nlizaqio de uma ideia que M, Fréchet foi levado a formu-
lar no estudo dos espagos vectorials nos seguintes térmos:
" 81, logiquement, on peut associer de maniére queleonque
" dans un méme espace les proprietés vectorielles et les pfo-
® priéfés de continuité, on risquerait de produire des mons-
" tres, En intreduisant dsns un méme espace deux principfis
® d'ordre, ceux-ci doivent- ecopérer et non s'opposer,"
Particularizaendo a algebra e a topologia do espago analfe
tico eonsiderado podoiiamos indicar um conjunto numeroso de
espagos particulares, Limita-mo-nos a indicar os mais impor-

tantes, Pdmos também levados a procurar um teorema de estruc-
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tura analogo ao teorema de Banach ou a0 teorema de Cantor - Ber-
nstein, Um tal teorema nao deve existir no caso de um espago a-
nal{tico qualquer, mas existe para espagos particulares. Com $s-

te objectivo introduzimos a nogdo de grupos abelianocs topoléglc

cos perfeitamente decomponiveis para os quals consogu{hol demonse~

trar um teorema analogo aos teoremas de Banach e de Cantor - Ber-
nstein, Em particular podemos afirmar que se dois grupos adbelia-
nes topolsgicol perfeitamente decomponiveis tém a mesma dimensao

algébrica 8les s@o topo-isomorfos.

e

FPoi & luz destas ideiss gerails que procedemos a redacqio dds-
te trgbalho consagrado aos fundamentos da Andlise Geral,

Um estudo erftico das nogdes fundamentals da teoria dos cone
juntos abstractos mostra-nos que o oonjunto‘z dos sub=conjuntos
de um econjunto dado E é um espago analitico, quando se definem
em E as nogdes habituais de adigde, intersecgdo e limite de uma
sucess3o de subeeonjuntes de E, Como estas negSes sie indispen-
saveis no desenvolvimento daquela teoria e em particular na de-
monstragio do teorems fundamental de Gantor - Bernstein, fiea
assim demonstrade que s nogio de espago analitico é smsencial
na Analidé Geral,

A algebrizacdo des sub-sonjuntos de um conjunto desempenha
portanto um papel importante na teoria dos conjuntos abstrastos,
onde ela & feita de tal maneira que toda a equivaldnela & neces-

sirismente um isomorfismo, Mals geralmente mostramos que toda a
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equivaldnoia é um topo-isomorfismo.

Na algebra abstracta fdmos também levados a pdr em evidénocia
© problema da algebrizagao de um espago alg‘brieo dado e nio en-
contramos, mesmo na teoria dos grupos, uma algebrizagao que gosas-
se de todas as propriedades encontradas na teoria dos eonjuntos,

A melheor algebrizagio conhecida & aquela que se obtém com a
relagfo do produto directo, ou de soma directa no caso dos grupos
abelianos,

No cap{tulo eonsagrado & Topologia tomémos como nogio fundamen=
tal a nogso de espago ( V ) que nos parece a nogio primitiva mais
intuitiva, dentre tedas aqugias sdbre as quais se pode basear a
topologia,

0 estudo na noglo de espage ( V ), introdusida por Fréchet,
levou-nos & ooncluaio‘do que é possivel definir de uma infinidade
de maneiras diferentes a nogae de ponto limite de um conjunto si-
tuado nimespage ( V ) e que portantotonospuq§ ( V) pode dar o~
rigem s uma infinidade de topologias diferentes, £ interessante
notar que esta eircunstincia se pode mesmo apresentar em espagos
( ¥ ) bastante particulares, como sejam por exemplo 0s espagos
de Hausdorff, Pomos assim levadds a intreduzir duas condigdes su-
ficientes ( que devem verificar as vizinhangas ) para que no es=-
pagoe considerado haja apenas uma topologia, Uma desaas condigdes
& Ja conhecida, ela intervém por exemplo na definigio de espago
de Hausdorff, enquanto que a outra n@o a vimos indicada em parte
alguma, muito embora ela represente uma idela muito simples e in=
tuitiva,
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Uma catégoria importante de espagos ( V ) slo aqueles em que
existe mu‘alnoxio entre a operagio de derivagio ¢ e adigio de
eonjuntos, em particular aqudles para os quals

(1) D (A+B) =D (A)+ D (B)
5* ()= d[p (a)) C D (a)
onde D (A) representa wh sonjunto derivado de A, £ o que acone
tece nos espajos acessiveis e nos espagos de Buuldor:f.

Nos espagos anal{ticos imperta sobretudo relacionar a topolo-
gla com a algebra dos sub-ospagos algbricos do espago dade ¢ em
particular, na teoria dos grupos sbelianos, COm s oonjunyos que
estio em relagfc de soma directa.

r8mos com $sse fim levados a considerar 08 grupes adbeliasnos
prefeitamente decomponiveis para os quais -

D (A® B) =D (A)&® D (B)
relagfo andloga & eondigo (1),

.A].‘l dos resultedos ji indicados apresentamos no decorrer dlste
trabalho um ecerto nimero de proposi¢Ses e de nogdes novas que o
leitor reconhecerd sem dificuldade, limitando-nos a indiear qqui
a generalizegio para um anel da nogio de aditividade, de que tra-
tamos com desenvolvimento na nossa Tése de Douterarenso na Univers
sidade de Paris, Nio damos qui a demonstraglo dessas prepriedades
que s&o em tudo andlogas &s indicadas no referido trabalhe,

Na teoria dos grupos normados mostrémos rapidamente que & pos-

sivel faser uma teoria das séries,
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Dq mesmo modo @ possivel uma tgorin Welerstrassiana das fungdes
anal{tiecas de uma variavel complexa cujo contra-dominio & um e-
lemente dum espago completo de Banach,

Na teoria dos anéis metricos & possivel fazer uma teoria da
resolvente analoga & de Predholm para a qual indicamos ainda ue
ma generalizagso dosg&éﬂi*oﬂditivos.

Se com a realizagfo ddste trabalho conseguirmmes chamar & atene
¢80 dos jovens estudiosos do nosso pals para a importineia sem-
pre crescente da Anilise Geral, fundade por M, Fréchet, eujes

métodos tendem a dominar a estruturaggo da ﬁatemitioa moderns,

podemos considerar o nosso objectivo como atingido porque pensa-
mos que nestas eondigdes servimos a ciéncia de uma maneira geral
e os estudiosos portuguéses em particular, Por essa razdo apre-
sentamos 8ste trabalho & Academia das Ciéncias de Lisbea para e

conocurse ao Prémio Cient{fico Artur Malheiros de 1938,

i
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i

CAPITULO I

A TEORIA DOS CONJUNTOS ABSTHACTOS

1- Conjuntos gbastractos, A nogdo de gonjunte abstracto & a nog&o

fundamental da matemitice moderna. Ela intervem, por exemplo, oomo
teremos ocasifio de v;}, na A&gebra gbstr.cta,na Topologia Geral e na
Analise Geral, A exposig&o do obj@tivo da teoria dos comjuntos abstractc
deve portanto$§s:%:xposiqﬁe relativa a cada uma daquelas teorias,
Dé-se o nome de conjunto abstracto a todo o conjunto em que se abstrai
da natureza dos seus elementos, Um conjunto abstracto pode portanto
ser constituido por pontos, fung3es, némeroa,rectas, equag8es, operado-
ros;-etc:son que nos importe especificar que se trata de elementos des-
ta ou daguela natureza,
Nestas condigles os elementos do conjunto tem o nome de elementos
abstractos ou indefénidos. Para indicar qQue um elemento g pertence a
um conjunto A escrevemos | sogu;do . Peano)

a cA
e para indicar que g nfo pertence ao conjunto A, escreveremos

a ¢AA
Para representarmos o conjunto formado pelo elemento & usaremos a no-
tagéo ( a ).

2-Noc#@o de jgugldade, Dado um conjunto abstracto A, diremos que a no-

go de igualdade estd defenida sObre A, quando para cads par ordenado

(a,0) de elementos de A existe uma relag8o que verifica as seguintes
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condigBess
I- Determinag8o: Para ocada par ordenado (a,b) de elementos de 4
1

ou existe a relaglio em questlio, e entBo escreveremos g=b (leia-se
4 igual a b) ou entdo nBo existe essa relag®o e escreveremos atb

(leia-se g diferente de D).

I, - Propriedade reflexiva: pa.r+a.da elemento a de A tem-se g=ga

I - Simetriu, Se 3 =b serd tambem b_= a.

Iy- Zransitividade. Se a=Db e b=¢ entBo seré: & =8, qualisquer que

sejam g, b e c de 4.

Num mesmo conjunto A pod¥m existir vérias relagSes de igualdade,

( % o que acontece, por exemplo, na teoria dos vectores onde se de-

finem diferentes relagBes de igualdade que dEo origem &s nogBes de

vectores livres, deslizantes e aplicados),

Se uma das relagBes de igualdade deve ser coftsiderada come funda=-

mental em relag®io a outras aguelg tem o nome de identidade e a outra

Ou as outras t8m o nome de eguivalénejgs, '

Para notar a identidade serf entéo usado uam dos sfn‘oolos =ou=, e

para as equivalaleias um dos s{mbolos ~ y &=y A=, N, ’_’*_—',ﬁg_, etc,

33 Sub-conjuntos, Se todos os elementos de um conjunto A 880 elementos
de outro conjunte B, diremos qhe A é um 8uo-conjunto de 3 e esore-
Veremes para indicar &sse facto:

ACRBH
ou BjA ? ERE .
relagBes que se 18&m respeétivmente: © conjunto A & um -sub-conjun-
to de B ou A ¢ uma parte de B}e 3 tem A como sub-conjunto ou 3 cop-
tém A.
A relaglio entre dois conjuntos A e B que representamos pelo s{m-

bole C dé-se o nome de Telag@io de inclusgo.
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3

E evidente que a relagBo de inclusfo gosa ds propriedade transitiv 5

isto é: se 4 é/ﬁ‘r‘n}-con,junto de 3 e 3 é um sub-conjunto de C , 4 &

ainda um sub-conjunto de € , isto é:

b ACBe3Cec
:implicu AL G @
4- Iguj e de njuntos.Seja £ um conjunto austructo yualguer e

2

seja Qo conjunto dos sub-eonjuntos de E. Diremos que dois conjuntos
Aefo e Be % 880 iguais ( e escreveremosiA=3) quando fdrem verifi-
cados simult@neamente as duas seguintes condig8es:

ACS 3>a
Como todo o elemento de A & um elemento de g/raecxprucanente, vé-ge
imediatamente que & = 4 confem os m-emos elementos)isto é.0s8 dois
conjuntes A_ e B sKo identicos, v leitor pode veririear sem difi-
culdade que sfo verificados, para a relag@io de igualdade assim de-
tg'nida,os axiomds I,, s I!’ I,. Para indiecar que dois conjuntos
A e B n3o sio idfnticos escrveremos A s 3
5- QbservacZo.Cada relagdo de igualdade def¢nida sdbre um conjunto
4, define simultaneamemte Uma classe de sub-conjuntos de A sem ele-
mentos comuns dois g dois, ou ainda como 8¢ costuma dizer uma classe
de sub-gonjuntes disjuntos de Ao
Com efeito oonsideremos o sonjunto W dos elementos de A que 38Z%o
iguais a um elemento g de 4; daremos a Z o home de classe gerada por
8. £ evidente que as duas classes 8eradas pelos elementos & eb s

Podem ser idénticas se rar & =h,

Pode aconteger que a classe gerada POT a « A seja constituida t{nica-
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EstR ovservagio vai-nes permitir precisar a nogBio de conjunto,

Para que um eonjunto A, seja déterminadg, & neeessario que sejam

verificadas as seguintes ocondig8es.

12) Dado um elemento & qualquer, mas bem determinado, das duas uma
ou 8 € A, ou a¢ A.

22) No conjunto A existe uma relagéo de igualdade tal que a classe
gerada por um elemento qualquer g <A & constituida u’nicancnte PEET"S
shtwawtut® pelo elemento a,

Assim por exemplo.no conjunto constituido pelos nn’n_ero' 1,3,3, os
dois numeros 3 que néle figumam devem ser considerados como elemen-
tos diferentes,e nestas condig8es a relagdio de igualdade a que se—I98 -
refere u condig8o 2¢) ngo pode ser a relag3o de igualdade entre nu-
meros inteiros,

A teoria dos conjuntos abstractos ocupa-ge dos conjuntes A que ve-
rificam as duas condigBes 19 e 20), iste é, ocupa-se dos conjuntos

A para osqugis:12) nés podemos decidir se um elemento dado pertence
ou néio ao conjunto A

29) gabemos distinguir uns dos outros os elementos que pertencem

a0 conjunto A, :

7- Nog@o de funcdo,. Seja.mﬂfe ydois conjuntos em cada um dos quais
foi defgnida uma relagéo de igualdade que podemos raprésentar pelo
mesmo sfnbolo = , sem perigo de confusfo, se tivermos 0 cuidade de
indicar as letras que utilizamos para represmisar os elementos de

xode .

Suponh 8 que a cada elemento %« é)C fazemos corresponder um

elemento/ e um gé de% que representaremos pela notaglio £ (x)
4
y: £(x)

de tal maneira que todo e qualqger elemento Y de § o correspondente
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b

.

de um elemento pelo menos dex. Nestas condi;3es diremos que
Yy = f(x) é uma fung&o uniforme cujo dominio & xe cujo ocontra-do-

minio 6%. Tﬂb‘l é costume dar-se a {0 nome de conjunto dos gr-
gumentos e a}o nome de conjunto dos valores da fungfo y= f(x).
Podemos ainda diger que a funglio f truformaz em %
sotwby 3¢ X C X representaremos por £(X) C'y o conjunto dos
elementos de que dorrespondem aos elementos de X ,
Sefdr chropre-entare-os p.or f-'(Y) o conjunto de todos os ele-

mentos de Zcujos valores pertencem a Y,
8- Homomerfismos em relacBo & igualdade. Diremos que f define um
homomorfismo dex em relativamente as relag8es de igualdade ante-
riormente consideradas quando f£8r verificada a seguinte condigio?
X, = X, impliea f(x )= f(x, ) quajquer que scjam X, e x dex

A funglo 1 & portanto uma transformaglo que respeiia as relmgles

ae 1gui1dadc dcf‘nidus emAXe o

€omo na teoria dos conjuntos dois elementos distinctos pertencentes
a um mesmo conjunto devem ser considerados como diferentcs (7:)
toda a transformag&o de um conjunto %num conjunto %ur& sempre
um homomorfismo relativamente as relagdes de igualdade defgnidas em

%e;f.( )

9- IransformagBes biunfvocas.Diremos que y = £ (x) transforma /Ku
%do uma maneira biunfv@ca quando a igualdade
(V) 2(x) = £(x)
implicar a igualdade
() == = »
nestas condigBes as igualdades (1) e (2) sd3o0 equivalentes,

Néste caso existe a fung&o inversa x- f"(y) que trunsfc;rma/uz de
uma maneira biunivPea,

:Dados dois conjuntoa‘)(o%, se existir uma transformag®o biunfvdca
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dca/em }/ ( ou o que é o mesmo de ;'/emz) diremos que os dois
07

sdo egguivalentes e J‘crevercnosx

Gaat/

4 relagdo de equivaléncia gosa de todas as propriedades da relagBo

conjuntao

de igualdade, com efeito:

I - Dados dois conjuntos Ie; ou & verificada a relagio 2”‘;0‘1
n8o é verificada (29&%

I -Z’VZ basta considerar a transformag@io x = £f(x) onde xéﬁ/ =

I- Se‘va seré;wzoomo vimos precedentemente. ‘

1w Sevaye }Nz serii'\«_z « Comd efeito seja f(x)= y uma
transformagdé biunf{voca de,ﬁrem e z = g(y) uma transformaggo
biunf{voca de «/ emz. A transformag#o

{ 5= ;[f/u;j = Alw) "
¢ uma transformagdo bimn{voca de,;?;m.zz, como & féci%/xerifioar.

10- Objectivo da teori 08 _conjuntos.abstracteos, 4 teoria dos con-

juntos aovstractos estuda as propriedades dos conjuntos abstyé%oa

que se mantdm invariantes quando se passa de um conjunto para

um outro que lhe seja equivalente, ou o que éw;esno, quando

se efectua soure um conjunto uma transformagfo oiunf{vocs.
Podemos portanto dizer que na teoria dos conjuntos & impossivel dis-
tinguir dois conjuntos oquivalente:;TSHas as propriedades de um dos
conjuntos pertencem ao outro conjunto e recfbrocamente.
Nﬁéeoria dos conjuntos quando estudarmos as propriedudes de um conjunsc
to determinado A, estudamos ao mesmo tempo as propriedades comuns a
todos os conjuntos equivalentes a 4.
Podemos ainda apresentar a mesma ideia da seguinte maneira: seja
cj7z;) a fam{1ia ( isto & o cdhjunto) de todos os conjuntos equiva-

lentes a0 comjunto A; a teoria dos conjuntos estuda as propriedades d

2 de cada uma das fa.mflias %e gosam da seguinte propriedade 19)
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19) wami

to s_elemento » ropriedade 7.

As fung8es propesicionais primitivas da teoria dos conjunton 8do?

mm_mx-yoaagmm.mmm&ﬂxch-

Com aas operagBes fundamentais da Légica formal e com estas duas
. L G

nog8es ﬁrimitivn da teoria dos conjuntos pode-se construir tSda a
teoria‘! o8 cogjuntos abltraotos; toda a fungio proposicional assim

obtidd}"leri uma func&o cion njunti
Se £ fﬁr uma transforma.qao biunfvoca de A em s tivemos ocasidio

de 'trg;que o= & equivﬁlente a f(x)-40e)

Por outro lado & evidente que se x ¢ X serd £(x) ¢ f(I)ry .
Isto & a relagéo de iguald;de ¢ a propriedade de ser elementode um
conjunto mant&m-se quando s;\;x‘.‘ Passa de um conjunto para outro equiva-
lente., Nestas condigBes de tt;ﬁa. & proposig&o que se possa enunciar
para o conjunto A em que 1nter\0\enham apenas as nogles primitivas

x: yex €A, se pode deduzir uma outra relativa ao copguaso
f(A) que se obtem substituinde x por f(x).

Podemos ainda dizer que gs propri

dos conjuntos avstractos, isto & aquelas que se mant8m invariantes

por ums equivaléﬁoia) o _aquel; e_ge podem en recorrendo
¥ :

e as Bes os Sgica for

Exemplo I- Un’(\onjunto formado por um Gnico elemento pode ser ca-
racterisado como um conjunto A que gosa das seguintes propriedades
1¢) existe um objecto x tal que x & A

20) se y € A serd x=-y.

Se £ f8r uma equivaléncia, o conjunto £ (A) goss ainda das duas prop:
priedadess

19) existe um objecto }ex)- tal que er) € Hca)

20) se f(1) € }(A) serd £ (x)z 4(y)
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AT l;'

1

o

donde se conclui que f(A) & formado por um dénico elemento,
E;omp;gII..Dados dois conjuntos AcX e Be ) diz-se que &les sio :

diajunfoa se ngo tém nerhun elemento comum, propriedade que pode
ser ci@ecterizada pela seguinte condigdoes

e) NE%;existe nenhum objecto x tal qQue X &€ Aex& B

se £ fGriula equivaldneia que transforma x em y podemos dizer:
¢ ) Ndo existe nenaum odjecto f(x) tal que f(x) ¢ £(RA) e £(x)€£(B)
Nestas condigdes £ (A) e f(3) sZo disjunto..
11- Potlneia de um conjunto infinito ou nimero ogrdinal.
Vamos agora aoordar o estudo da nogéo de nﬁnero cardinal ou de
poténcia de um conjunto, que é a nogdo fundamental da teoria do
dos conjuntos aostraltos.
DePanigBes :I-Diremos que dois conjuntos abstractos infinjitos
A e3 tém o mesmo nfimero cardinal ou s mesma poténcia, se 4

for equivalente a um sub-conjunto B3C B e se 3 f8r equivalem-

t ub- conjunto o

Nestas condigaes escreveremos

_‘:=3

(leia-se: poténcia de A igual & poténcia de B)

II- Diremos gue otneia ou o nfimero cardinal do _gon
u T n o _gon o B £ nt
-COon to B e se B n 8r equivalente n

sub-gonjunto A, € A,Entdo escreveremos

- . =

A ® :
Nestas mesmas condigBes também é costume diger-se que a po-
téncia do conjunto B & inferior & pot&ncia do conjunto A e

es8Crever

= B

o
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H& ai\da loaica-ento doiy casos possiveis.

I11-4 pot8ncia de 4 ¢ 1gfer;or & _poteéncia de B e ant¥o escreveremos

cuja def‘niqao acaba de ser dada.

IV- Diremos que a poténcia de A é incomparavel com a pot&ncis de B

se A ndo f8r equivalente a nenhum sub-conjunto 3, C3 e se B n#o

f8r equivalente a nenhum suv-conjunto, Ap (@

b3 necessd%io fazer algumas ooservagBes sobre as def&nigtes preceden-
tes.1v)Em primeiro 18gar & evidente que g@e dois conjuntoé A e B sio
equivalentes €les tdm a mesma poténoia, isto é: se A ~3B

semé i: 35

Ora #&ecfproca desta proposiglo tawbém & verdadeira, isto &: se doia

conjuntos A e '3 tém a mesma poténcia ésses dois conjuntos s equi-
J 8 eq

valentes, isto &:

= .8
se Ak
sers .. A B
Esta proposigdo € conhecida pelo nome de Teor dde -Berngtei

e lfa domina toda a teoria dos conjuntos abstractos. A sua demons-
traglio serd indicada mais adiante mo capitulo II, e serd bvaseada

num teorema de Banach.
0 que & importante dizer néste momento & que ¢ impossivel demons-

trar o teorema de Cantor-Berngstein antes de estudarmos a A1ge-
bra dos sub-conjuntos de um conjunto dade; porque Messa teoria ]

se introduzem nog8es que sdo indiapens&%eis para a demonstragfio do
referido teorema, em particular as nogBes de aoma e de intersegoko s T
de dois ou mais eonjuntos. Ora como nés pretendemos fazer um o-tudo \3
er{tico das nogSes fundamentais da Anflise Moderna § natural que nfo
estudemos a flgebra dos conjuntos antes de defe¢nirmos com precisfe

© objectivo da Llgebrs Abstracta, e de indicarmos as nogées fundamen-

tais dea doutrina. . :
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Em todas as exposigBes que conhecemos da teoria dos eonjuntos abs-
tractos, as nogBes de soma e de interseggéio de dois owl mais conjuntos
costumpm ser apresentadas logo de infcic e estudadas com t8do o deta-
lhe.Veﬁa-se por exemple o curso de Sierpinski (pag 5 e seguintes).
Nestas condig8es poder-se-ia preguntar se essas cnndigles deveam ou
nZo figurar numa ekposigBo da teoria dos conjuntos abstiractos,

2 olaro que nés esfamos em condigBes de dar uma resposta a esta ques-
t8o,visto que j4 defenimos (m°l° ) o objeotivo da teoria dos conjuntos
abstractos e possuimos mesmo um critério ye nos permite recenhecer

se uma nog@o determinada deve ser ou n8o sstudada na teoria dos con-
juntos abstractos. As no;Bes de que se ocupa a teoria dos conjuntos
abstractos 8sdo aquelas que podem ser defénidas recorrendo apenas as
nogBes primitivas da teoria dos conjuntos x =y e x € A e hs fungles
proposicionais da fogica formal.

@ra & facil de reconnhecer como teremos ocasifo de vér que as nogdew
de soma e de intersepgB0 de dois conjuntos, est8o precisamente nessas
condig8es; trata-se portanto de duas nogBes que pertencem i teoria
dos conjuntos abstraetos, na qual sZo estudados habitualmente.

Mas é bfeciso também dizer, que essas nogYes s8o0 ao mesmo tempe no-
¢8es de flgebra, como teremos ocasifo de v&r, e que portanto também
é possivel sem inconveniente estudi-las no cap{tulo consagrado & Al-
gebra Abstracta, 5ﬁeeid1moa proceder assim, nZo 86 para simplificar
a exposigZo, mas também porque no7ﬁareceu que melhor poderiamos nessa
altura p8r em evid8ncia certas caraeteristicas da Algebra dos cenjun-

tos.Por outre lado ficarf assim em evid&noia a ideia de que: a alge-

briyache dos sub-conjuntos de um conjunto dado desempenha um papel

WWWW

49



MEMORIAS DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

i
alstractos.

Se admitirmos provisériamente o teorema de Cantor-Bernstein, podemwys
diger que para que dois conjuntos A e B tenham a mesma pot8ncia ¢
necessfrio e suficiente que 8les sejam equivalentes. A nogdo de
poténcia de um conjunto A apresenta-se assim como uma propriedade
comum a todos ©s conjuntos equivalentes ao conjunto 4,
A concreti,aqﬁo da nog@io de potdncia pode entdio ser apresentada da
seguinte maneira: Seja A um conjunto infinito determinado, para fimx
xar ideias podemos supdr que A é o conjunto formado pela sucessio
natural dos nimeros inteiros,

. A) 0, 4; ' B, 3, &Goesss N ssse

diremos que um conjunto qualquer B tem a pot&ncia do némerdvel(ou

é um conjunto nfmerével) se &sse conjunto £dr equivalente ao conjun-
to A), §Scju &,o elemento de B que corresponde ao nimero zéro, E!
aquéle que corresponde ao némero 1,..,, b, aqudle que corresponde ao
ndmero inteiron , etc. O conjunto B serd

Bys Bp, B sesesd, gove
A pot@ncia do nfmeravel representa-se pelo s{mbolo 3‘°(alefa indice
zéro). .
Um outro exemplo de conoretizaglio da noydo poténcia é o seguintes
seja C o conjunto dos nimeros reais a que passaremoc a dar o nome
de contfnuo, diremos que um conjunto C 'tem a poténcia do_continuo
se @/ f8r equivalente a C.
A potefisia do: eontf{nuo. seri representada pela letra gbtica<f,
A possibilidade da exist@ncia de uma teoria dos nfmeros cardinais
transfinitos baseia-se no facto de existirem conjuntos 1nfin1to- &dﬁf«
poténchas dferentes, porque no caso contrdrio existiria um Gnico.
nfmero eardinal transtfinito e portanto nada mais haveria a dizer:

sobre os nfmeros cardinais transfinitos,

Prova-se por exmppdo que L}#; & i:
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12- Q § : i : - de elo. Dados dois nfmeros

card¢nais 1 ¢ M & evidente,em virtude das defiﬁiqbes dadas no ne¢
proccdentchuc qualquer das oondigdes

ML oy et
exclui as duas puttas. Portanto dois nfimeros cardinais podem estar re-
lacionados guando mujte por um dos trgs sinais

€. B =
© que ndo quer dizer que seja sempre pos.fvcl reunir dois nfmeres

A
cardinais quaisquer dados por um dos trés sinais <, 2, =,

(problema da tricotomia), Para que assim seja & necessario e sufi-

esiente que n®% existam dois conjpntos de potlncias incomparaveis,
e o0 problema da tricotomia se resolve pela afirmativa entfos se pi-
dermos afirmar que nZo se verifica a condig&e

m <

Podemos afirmar que € verificada a desigualdade

m >n

Us dos resultades mais importantes da teoria dos conjuntos é e seguine

{

tesa tricotomia & equivalente ao axioma de Zermelo,

O Axioma de Zermelo, sempre t&o disouzido, pode enunciar-se da seguin-

te maneirgs

8¢ 95 elenentos de um conjunto 4 sgo co Aluntos ¥y 180 vezios e gem
elsmentog gomung dois a dois, entio existe RS1Q uenos wa conjunto g/

ggg_gg‘ﬁ‘ mento e e c t

12- Zropriedades da desigualdade de poténcigs. , desifgualdade de pe-
téncias verifica as s@guintes propriedades formais das desigualdades
ordindrias. Kepresentaremos, para simplificar a esorita, a pot8ncia
de um comjunto A pelo s{mbolo p (A).

1¢) Se 4=3 p(a) Zp(B)

“9)S8  p(alz p(3) < p(s) = p(4)

30)8e pla)e p(8) & p(3)= p(@) serd pla)=p(e),

i - ..“" it N = g
i ” i) B i}
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48) Se A3 serf p(a) <p(3Y
5¢2) Se p(A) £p(B) < p(8) serk p(d) £ p(@)
69) Se p(A)< p(B)Lp(e)

eu p(A) L p(B) £p(o)
serf p(a) £ plo)
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§1-Opera ;Bes ulg./‘orual.

1-Defenicles.A Algebra Abstracia & I+Os cap{tulos mais recentes
da Matematica ioderna, visto que o &nieioc do seu do&xvo;vmnto '
se pode localisar por volta de 1920, Teremos ocasilio de defenir ocom
todo o rigor o ovjectivo da dlgebra abstracha mas podemos desde jé
diser que ela: o8¢ ocupa de certas propriesdades dos sonjuntos abs-
trastos onde além da no B0 de igualdade foram deferidas uma ou mais
opera;Bes algébricas.
Qnera:ke algébriga.Dedo um conjunto abstraste £ onde existe uma re-
laghe de igualdade, diremos que em E foi def¢nida uma gperache algé-
hzies © qQuando a cada par ordenado (a,b) de eslementos (iguais eu
diferentes) de E se fas corresponder uma entidade gue representare-
mos pela notaglio a O b e que verific. as seguintes eondigSess
Exitingds.
Axigma Q.. Sda c E ¢ b € E serd

aEbes
Quaiaquer que ssjam g e D de E,

Upiformidade. | /
AZloma 0: o Se a:a, ¢ b-b, serks
aQbd:=a0b,

A moglo 4- uniformidade Qo uma omaglo d.tmu em E estl portanto
utxnmnﬁc relasionada eu a noqu de igualdads defenida em K.

l1ste Gl us opera;Eo pode mer np“om zelativaments a uma relagko
de 4 dade e nfo o ser rohuvupnto a outra.Seria faoil indiecar

viries| exsmnlas.
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Quere-nos parecer que 8ste fasto ainda nZo foi convenientemente
assinalado.

Defenir uss operagho algébrica no conjunto adstracte £ equivale a
dot.'ntr uma fungfio de duas variaveis f(a,b) onde @ ¢ b sko eclementos
de E @ sujos vuor'cs pertencem ao esonjunto E,

vé-se o nome de espag9 aliébrigo a tede o conjunto abatracte onde foi
dcrin;do pelo menos uma opera;Bo algéovrica. £ claro que num espa e
alglorico podem ser defenidos duas ou mais operagles nlgébricgs.

=5 g b .5eja B, um sub-conjunto de E, diremos que E
é un gub-espaco algéorice de k se r., £0r um espago algébrico releie-
tivamente & opera;fo © defenido em E e para isso § necessario ¢ sufi-
ciente quc se g ¢ D forem dois elementos de Ey o elemento gQ@b wse-

Ja aimda um elementd de Z, quaiequer que sejam g e b de &,

Para indicarmos que E & um espayo algbbrico relativamento % operayfo ©
defémida em E utilisaremos & noglgEB E (©), nestas condigSes para :

indiearmos que i, (©) & um suv-eapago algébrice de E(GO) esereveremos
Ey(0) CE(9)

£ evidente que s¢ E, (0) & um sub-espajo algbbrico de £, (D) e se
B (©) & um sub-espago algéorico de E (©), i,(0) é ainda um sub-espa,o
algbbrico de EJ (©), isto & se £8r:

E (0) CE,.(0) o E (0) C E(0)
" serd ainda

£, (0) C &,(9) |
08 sub-espagos algduricos de um espago alglbrico dado desempemham na
Algevra Abstracta o mesmo papel Que a iupglo de sub-aonjunto na teo-
ria dos eonjuntos abstractos, k
S-Homomorfismos-Sejam 5(0) e £ (G) dotis espagos algburicos o imdiceres
remos uma transformaclo T eujo domenio § E ¢ cujo contra-deminio
§ B\ Té § uma transformaglo da forma

54



CLASSE DE CIENCIAS

/6

' & = T(a)
onde g € FE ¢ g <E .
Diremos que T define um homomorfismo de E em E 'relativamente hs
operagles © ¢ ©', se T respeita as operagSes defenidas em E ¢ K.
Duma maneira mais precisa seja:
a'= T(a)
b' = T(b)

6= ach
c'-adp'
A transfermag8o T seri um homomorfismo se f3r
¢' T(o)
quaisquer que sejam § ¢ b de E, isto & se £3r
T(a)©' T(b) = T(a @b)
Se em cada um dos espagos E e E' forem defenidos duas ou mais opera-
gles, O, e 0, emE , 0: e OL em E'diremos que T define um homomors. .:
fismo de E(e,, 0,) em E (@', ) (-{) s8¢ T f3r simultaneamente um homo-
morfismo relativamente ks operagBes 0, e ©; e as operagBes O, e o, ,
isto & se fdr; ‘
T(a) o T(b) = T(ao, b)
T(a) 6, T(b) = T(a 0,b)

4-lsomor{isuos ¢ 4utomorfismos.Diremes que dois espagos E(C) e

E'(Q) s8o ilsemorfos se existe Wma corresponddneia biun{veca entre

"

E ¢ E' que respeita as leis da composiflio © e 0,
Para indicar que E {©) e E' (&) slo dois espagos isomorfes eserevere-
mos

B (0)zx E'(0)

seE' ¢ um espago idéntico a E ¢ se 9'é a mesaa operaglio que 9 o

isomorfismo toma entZo o nome de automorfiame .
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B floil verificar que a relag8o de isomorfiemo gosa de todas as pro-
priedades da relagfo de igualdade, '

5-Qbjegtivo da Llgebra Abstracta.A &lgebra abstracta estuda as pro-
priedades dos espagos .lgfbrico- que se¢ mantdm invariantes quando
s8¢ passa de um espago algebrieo para outro que lhe seja isemorfo.
Na Algebra Abstracta & impossivel distinguir dois espayos algebri-
0os isomorfos; todas as propriedades algébricas de um dos espagos
pertencem ao outro e reciprocamente. Em flgebra Avstracta ‘quando es-
tudamos as propriedudes de um espago d1gébrico determinado E(e) es-
tudamos ao mesmo tempo as proppiedudes comuns a todos os espagos al-
gébricos isomorfos a E(e).

Nestas condigBes podemos dizer que as nogBes ¢ propriedades de que

- 4

ae _ocupa o Aleebra Abstracta aSo aguelas que se podem enumkhsr re-

*

Tr¥ ‘ tiv lgebr =0 =
& .0:a0Db e s fungdes proposicionais da Légiea formal.

£ o que acontece &s nogdes deisistema com multiplicagdo, grupo,grupo
abeliano, anel corpo, etc, de que nos vemos ocupar.,
6-Espago dlgéorico Universal. Seja i(o) um espago algébrico e seja I
a potdncia de conjunto E,
Diremos que’'i(o) & um espago algdbrico universal, se dado :7"9&90
algébrico qualquer &’ (o) de pot&ncia" » existir um sub-espago al-
géorico BE” (0) C E(0), que seja isomorfo a E’ (d).

We Sierpinaki [2) demonstrou que n¥io existe um espago algébrige nume-

rével universal. Seré importante abeordar o estudo diste problema para
espagos com uma potdncia diferente da do numerivel e para espagos al-
gébricos com mais dp que uma operagiio.

Se a operagfo n¥o f8r completamente arbitréria pode acontecer ecomo t
teremos ocasiio de indicar que existam espagos algébricos universais.

7-Axiomas Fundgmentais. Nos sistemas algébricos mais importantes nas

aplicagBes intervim em regra ums ou duas operagBes; a uma delas da-
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DM .
remod’de gdiglo e seri representada pelo sinal (+), e a outra dare-

mos o nome de multiplicagfo e seré representada pelo sinal ().
Ea regra ossas operaglies: 'ngo s¥o completamente arbitr&riu satisfa-

sem pelo contrério a um certo nlmero de axiomas que caracterisam os
eapagos algébricos correspondentes.

Vamos indicar uma lista d8sses axiomas que nos permitird dofgxlr eom
facilidade os espagos algébricos mais importantes que teremos a oon-
siderar.

8-Axiomas da_adigHo.
A,- Existlngis. Dados dois elementos arbitrérios a e o de K, o ele-

mento a3 Db psrtence a E.
A - Unieidade. Se axa, @ b=1, serf: a+b:a\+—b\,

A- Lei associgtiva. (a i0)+c -a~+(b+a)

A Existéncia de um zéro. Existé um elemento ( E tal que #&
46 = ©+a a, Gualquer gue seja o elemento g

de E. As vezes & dtil substituir 8ste axioma pelos dois seguin-
tea: |
A't' -Existéncig de um zérg & esquerdg.Existe um elencntoelé E
(zéro a esquerda) tal que© + a—a qualquer que seja ac<f
A:1 - Existépois de zéro b direjita. Existe um elemento QHC—: B
(zbro & direita) tal que a+@0"= a qualquer que seja a &R,
i Existéncig de um gimétrico. Para cadu elemento acE existe ua
outro (v} a) ,simétrico de g, tal que (-a)4 a=a+(-a)= e
As vezes & =6.t11 substituir 8ste axioma pelos dois seguintes:
- Existénoia de wn pimétrico & gsquerde. Para cada elemento
a €L existe um outro (-a), simétrico & esquerda, tal que
(~ae) 4 a=86'
'A" Exiat8ngla de um phmétrico 3 direita. Para oada elemento
a &E existe um outro (-a,), simétrico & direita, tal que
n+(-a4):6" .
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Ay Lei comutativas a+b =b+a quaisquer que sejam os elementos
~aepbdek,
A - Eg'stsnoia de um elemento absorventelwExiste um elementoWE&€ E
tal que: Te
atW =W+ aw
qualquer que seja a & E.
9- Axiomgs da multiplicagBo,
liy- Exist8ngia. Dados dois elementos arbitrérios g e b de E,0

“eslemento a Db pertence a E.
Ml-Uxiiciggge . Sea=aeb =D seré: ap -a .b,
» M - Led associativa. ( a. b ),esa .(b,c)
K“- Exist8ncia de umg mnidade. Existe um elemento ¢ CE tal que
ae=ea — & qualquer que seja o elemento g de E, As vezes
é util substituir &stew axioma pelos dois seguintess
M;- ) % egguerdga.Existe um elemento §€E

(unidade & esquerda) tal que §.a =a qualquer que seja a €E.

%

u;'- Exiatincis de wes finidade i direita.Existe um elemento e'EE

(unidade & direita) tal que ae" = a qualquer que seja a <E,

l(:- W_jmm.?ua oada elemento a E existe ou-
# ! -1

tro a". inverso de a, tal que a; axa a” = e. As vezes

§ Jtil substituir 8ste axioma pelos dois seguintes:
u¢ -Existinois de um inverso h esguerda.Para eada elemento

a €E existe um outro a;' , inverso & esquerda tal ques

. '

a,.a=e ,
M; - Existéncia de¢ um inverso h direita.Para cada elemento
a €EE existe um outro a'i s inverso & direita, tal que:
-l "
a,a = e
M -Lei gomutatiya. a.,b =b, a quaisquer que sejam es elementos g
e b de F,
Y, - Existlngis de um elemento sbsorvente.Existe um elemento NEE

58



CLASSE DE CIENCIAS

AD

tal ques

& "n":—()-" ‘-'-‘"Q'
qualquer que seja & £ E.

19-Axiomafque relacionam a multiplieagfo com a adigfo.

M A - Lei distributiva da multiplicagBo em relaglio & adigBo.

a.(bte) =a,b +a.0

ala$4b¥=a ‘ 5

y : (a4 bla=a 4

A -Lei 4istriRitiva ds sdicfe em relsclio h multislicase.
' a o440 =(a+ec), (b+e)
c+ab=(c+a) $e+b)

A.“f1du_mLjhlnlﬂNLJl4Nuﬁ!ﬁ_ﬂllﬁll&ilitjmlibﬁuuunll-
at+ab=a
a E&pa: a

§2- Algebrs dep Conjuntos abatractos

11- Antes de indicarmos os espagos 'algébrieos muis importantes,
vamos n‘:;rm o estudo da Algebra dos eonjuntos,sstudo gque ser-
vird ac mesmo tempo de exmmplificagio das nogles anteriormente
defenidas, Seja E um conjunto abstracto dade. Os eenjuntos A,3,..
que vamos sonsiderar serdio todos sub-conjuntos doa eonjumto R,
isto § vamos estudsr o espago £ formado per todos os sub-gonjun-
tes de E, incluindo o conjunto vaszio O e o proprio conjunto E.

O espagod serd um espuge algébrice quando se dcto'nn" eaf uma
operagio que & cada par ordenado A,B de elemengo ded fas corres-
ponder um elementh def . A algebrizagfio do espajo & pede faser-

se da seguinte maneira.
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12-Adicfo; de Conjuntopados dois sub-conjuntos A e 3 de E, conside-
remes o conjunto C dos elementos de kK que pertencem pelo menos

a um dos eonjuntos A e 3, diremos que C & a soma dos comjuntos

A e B ¢ esereveremos C - A4 B,

£ elaro que C & um sub-conjunto de k¥ ¢ § portanto um elemnto de % :

Neata® condigBes a defenigBo que aoabamos de dar equivale a defenir
uma opsracgBo algébrica no espaqo/%; , ¢ & facil de verificar que esta

operagfo gosa das seguintes propriedades.

A -Exiatinciae Dados dois elementos arbitrarios A e B de z(- isto &3
dois sub-gonjuntos A ¢ 3 de E) o elemento C=A }3 pertence a (o

A - nigidade. Se A= A & B=5 serd A+B =z A+ 3B

A -Lei easosiativa (A+8)« e TRy

A, -Exist8pcia de um zéro, Existe um elemento O € & ( & saber o con-
junto vasio o) tal que A+ 0= 04 A-qualquer que seja A.

Aé- Lel comytativg.A+B =3+A |

Ay-mgig gg' um glementQ gbsorventeo Oelemento E Cfa (isto & o
conjunto E) & tal que A+E~E+ A =L, visto que A ¢ sempre um sub-
conjunto de X,

Podiamos ainda indicar outras propriedddes da adigBo de comjuntos,

por exemplos

Se A & sub-conjunto de 3 ser& A4 3= 3, que como caso particular con-

tém a seguinte propriedade da adigBo3A+ Az A qualquer que seja A

A demonstragdo desta proprin/gffes faz-se mostrando que todo o eslementc

do conjunto que estd escrito do lado esquerdo da férmula & um elemen-

to do sonjunto que estd esorite do lado direito s vice-versa,

NZo nos interessa néste momento explorar as consequéncias destas prog

priedades. O que pretendemos é pdr em evid8ncia as propriedades que

se seguem,

Em primeiro logar notemos que na defenigéo de soma de deis sub-conjur

tos A e 3 de E, intervém apenas fungles proposicionais da 16gica for-

60



CLASSE DE CIENCIAS

22

mal ¢ as nogBes primitivas da teoria dos eonjuntos a =b e a<E;
portanto a nogZko de soma de dois sub-conjuntos de E § uma noglio da

teoria dos conjuntos abstractos.Por outro lado considereios uma trans-
forma %o unf{voca de E num outro conjunto E'[ £(E) =E_7»

Se £8r ACE e conjunte A'dos transformados a'-f(a) dos elementos

aCA & um sub-conjunto de E,Diremos que A'é & imagem de A relativa-
mente a transformagio f e esgcreveremos A f(A) isto ‘A‘quonto do
conjunto J formado por todos os sub-conjuntos de E;

isto & a transformagfio f define ao mesmo tempo ums transformagfo un{-
vooa del em &' f(é)=6" . Se £(E)=E '8r uma transforma;lo biun{-
vooa(E'v B): £(& )= ¢’% ainda umaltransfornagio viuntvooa(d ~ & )
Como & & um espago alg(bu“JG natural verifiear se f£(J& )=C§’l um
homomorfismo. Se £8r A e BEE(sto §1 ACRE e BCE) & faeil de verif
ficar que

£(a+8)=£(A)% £(B)
isto § a_imagem duga soma § a soma desi_imagens das parcelas, e por-

& adig8o defe-

tanto £ € um homomorxfismo dof oA é ', relativamente

niu ué‘;é

Se £(B) - k'£88 uma oquivn.l‘ncia g )= é 6 um isomorfismo relativa-
mente & adigio doﬂnidu A @ .

; A
Acabamos portanto de vereficar que: Se E'f‘r um conjunto qualguer

’
equivalente a £ [_E Sf(E) onde £ & uma transformagio biun(vocu] a de-

féniglo de adiglo de conjuntos anteriormente dada & tal que os espa-

]

gosl e ¢s £(&) s8o isomorfod relativamente & adigle, qualquer que
seja a equivallncia f,

Podemos ainda diser que:s equi t ol ()

' '
abstratos E ¢ E § a0 mesmo tempo um isomorfisme relativamente :
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ndi!l$don sub-@gnjuntos de Eﬁf propriedgde que & extremamente
n'otivio que nos explica a raz@l pela qual a nog%o de soma de con-

Junte 'uuponhn. umipapel t3e importante na teoria des scenjuntos
abltrn/t('oa. Nestas condigSes: podemos dizer que as propriedades da
adigBo de conjuntos se manteem quando se passa de um conjunto E pa-
ra outro E' que lhe seja esquivalente,

A nojao de soma estende-se sem dificuldade a uma fam{lia de conjuntos
Q(A). Dé-se o nome de soma dos conjuntos da fam{lis Q-ZA),(. repre-
senta-se pelia notagBo Zﬁl a0 conjunto S dos elementos que perten=
cem a um pelo menos do?.conjuntoi da fuiling\. Se g\for formada
por ums infinidade numerivel de conjuntes Ay, A,, Ayy eoey Ay e

a sua soma costuma representar-se pela notaydo

B Tk ) A dnictens oty
Se £ transforma E onL -B" = £ (E), a cada A C B corresponder: dn/A" =
=z (.A)C E' e portanto & fam{lia ?(A) corresponde uma fam{lia
?’(u) de sub conjuntos de E', escrevercmos entfeo 9_:-/- £ (g).
Nestas condig8es era ainda facil de verificar que
B (g: A):gf (a)
isto & a imagem duma soma & aimda a soma das imagens,
13 é Interdepgao de conjuntos._

Yamos agora dof‘nir uma nova operag#io no espagoalgéorice é, a que
daro-?s nome de intersepfao e que representaremos pelo &{mbolo/| .
Sejam A3 dois sub-conjuntes dndos de B, isto &: A€ fl B 62. Ao
Ae conjunto @ dos elementos que pertencem simultankamente a A ¢ a

B di-se o nome de intersepgdo dos conjuntos A ¢ B, o que representasc

Temos pela notag@ao C = A AB. & claro que sendo C um sub-conjunto
de B, C & un elemento dc/g

” [ ¢ .
Nestas sondiglegh a def¢nigiio que acabamos de dar equivale a dch‘-
nir uma operajie algébrica ¢ws no elp.qo/z » € & fhcil de verifi-
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car que esta eperagio gosa das seguintes propriedades
l, - Existnecja. Se Ae'& e B€el , serd AND e

M, - Unicidade, Se A= A ¢ 3 =3, serd AAB = AA 3
M, - Lsi asseclativa. (AAB)AC = aA (3/\0)
My - Existéncis de uma ynidede. O sonjunto Eclé tal que
AANAE EA Az A qualquer que seja A & ﬁ .
M; - Lel gomutativa. A AB= B AA
M, - Exietlncia de um clemento absorventg. O conjunto vasie O &
tal que AA 0 =0 A A= 0
Estas propricdades sZc andlogas &s propriedades correspondentes da
adigio, note-se apenas que 08 papeis dos clementos E ¢ O estdo tro-
cados, Seria ainda fécil de verificar que q8 propriedades andlogas ca_
M ‘iA' A %A,A M, s&o verificadas, propriedades que relacionam a
adicdo com a interceg.fio de conjuntos.
Deatas propriedades podiam-se de uzir outras, acsim por exsmples
como A A (A4 B) = A
$e fizermos B- O vem
AN (A4 0) = A
ou AA A= A’
NEo nos interessa ndste momento explorar as censequdncias destas
propriedades, pretendemos apenas pOr em evid@noia a8 ideias que se
seguem.
A nogio de intersep;io de¢ dois conjuntos & uma nogdo da teoria dos
esonjuntes abstratos porque ela se pode introduzir recorrendo apenas
as nogles primitivas da teoria dos eonjuntos a= b e a € E ¢ as
funy3es prepesicionais da 1égica formal.
Consideremes uma transformagio de K em ' = £ (&), sejam A'= £ (A)

e B’zg (3) { B evidente que se A (B ~ £ (A) T £ (3) ieto & a i-
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iuaengde um sub-conjunto de um conjunto & um -ub-oonjunto da ima-
gem d&sse sub-conjunto. b

Como AA B §é um sub-conjunto de A e de B serd £{(A A\ B) um sub-con-
Junto de £ (A) e de £ (B) o portanto £ (A /\B) esté contido em
t (MAz (s),
£ (AAB) C £ (WA £ ()
isto &: a imagem da intercepglio de dois conjuntos estd contida na

intersepgido das imagens. odemos port rm u tr -

maclo £ un{voga de E em E’ ( que induz nos espagos f i/
transformagio f unfivoca de % em % ) seja um homomorfigmos do es-

pago alg brico /Z en cl relac8o a operagdo de intersepgdo (/‘).

[( 0 que acontece por exemplo se f transforma dois elementos dife-

ronteﬁ. € E eb &K no mesmo elemento o' ©E'. Pondo A - ~(a) e
Bz(b) % evidente que AAB-0 e portante £ (AA B) = £ (Q)p0;

per outro lade f (a)Af (B) = (e')]

Teoren. i ¢ e énci re ' m’ﬁh
orrespondente entre 'f/ omorfismo T & inter-

efcio de conjuntos,isto &:
f (AAB) = £ (a) At (B)
quah?or que sejam 08 elementos A ¢ B de 5
Para demonstrar $ste teorema, vasta-nos mostrar que
 (aA8) ) £ (&) As (3).
Temos portamto que. provar que todo o elemento 8' de £ (A) L (B) &
um elemento de £ (AN 3). SejaC=4a AB, o' 3¢ (A), B'=? (8) e
C'z= A'"AB', a condig@o precedente escreve-ses
(6 >c
Se g' ©C' serd: o' =4A' e g' <B', isto 1" CL (A) ¢ o' &f (B).
Como £ & uma correspond8ncia biunfvooa serd o'=f (o), onde S perten-

ce a A ’ Bea A/\B, € portanto g'>f (c) é elemento de £ ( A/\B),
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i
Seja Ct AA3, A'=¢f (A),B'=£¢ (3) eC'> A'A B', a condigio

precedente escreve-ses

£ (@>c
Se 'S C' serds 8' CA' ¢ g' = B', 1st0o €1 9' € £ (A) e g'<f (B),
Gome £ & uma corresponddncia bionfvoca serk ¢' = f (g), onde g per-
tence a A aB s a AN B, e portanto ¢' = f (c) & um clemehto de

£ (AA B),eomo queriames prevar,

Podemos dizer que toda g equivgl8ncia entre dois gonjuntos abstirg-

mumm%mw-
%
mm_&u_suzumxu)uu_e_g_

-

Poduo/ afirmar que as propriedades da intersefgio de conjuntes se
mantdn quando se passa de um eonjunto abstrato E para outro E' que
lhe seja equivalente,
A noglo de intersepglio de conjuntos estende-se sem dificuldade a
usa famflia de conJuntoig‘(A). Dé-se 0 nome de dnterseggfo dos
cenjuntos da famflia (A) ( e representa-se pela notuqio'-—rA)
@0 oonjunto I dos elementos comuns a todas os sonjuntos da famflia ;-..
Se g £8r formada por uma {‘lntinidade numerfvel de conjuntos
Aps Ap eooy A,y ceo & suk interseggio costuma representar-se
pela notagidos ah I
1 -’\T"l A AAA AR cie A AN vee
Se £ transforma E em E' ¢ £ (B) & @wda A CE corresponde ua ..
A' = £ (A)C E' ¢ portanto & Euflia Q(A) co‘rreaponde uma tulaa
;’(A') de sub-conjuntos de ¥'; esereveremos entZo 3‘:} (g\).
Serd fécil de verificar que

¢ (@OCTe )
® Que se f representa uma equivalénoia & aindas

£ (77 80:7Tt ()
| g 2
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14 - Teorema fundamental sOore a &lgevra des cenjuntos abstrates.

Como tivemos ocasifio de verificar, as negldes de soma e de intersef-
¢%0 de ecenjuntes sdEo nogles da teoria dos conjuntus abstratos. Se
considerarmos estas duas operagles simultfinfamente defénid.- num .
conjunte abstrate E, o espago abstrate 1& ( formado pelos sub-conjun-
tos de E) & um espago algébrico no qual sZo def;nidas duas operagBes
algébricas distintas +e A ; para‘indioar 8ate facto escreveremos
@H—,A). 2

O teorema fundamental sdore a ilgebra dos conjuntos abstrgtes pode
enunciar-se dizendo que se f fOr uma equival@ncia entre dois conjun-

tos abstratos E e E' , a equivaléneig correspondente entre 08 _espa-
av_alx!mgngg (N ) 8 3' (HA) & un isomorsi relativ

i3 operacBes jg g(!/;
. C
Podenos ainda dizer que a sidebrisacie dos coniuntos sbatzabes &

e ir onjuntos abstr % u e

gempre isomorfos, Era_evidcnte,h pri6r17que uma flgebra dos conjun-
tos abstratos ab poderia ser antudadqha teoria dos conjuntos abstra-
Ctos ¢ satisfizesse a esta condig3o, A-pesar do maracter evihdenge
destus observagdes , néo tewos conhecimento de que elas tivessem

sido feitas,
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15 - Subtragle de conjfintog. Dé-se o nome de diferenja de dois con-

JjJuntos A ¢ B a0 conjunto C dos elementos que pertencem a A e nfo
pertencem a B, conjunto que se representa pela notagio C = A - B.
Esta operaglio goza das seguintes propriedades:
A-(34¢)=(Aw™~3) -c¢
(A-B)/\C\AAG-‘B/\C ‘
(A+3 ) =ez(a-0)+(3 Q)
AAB -c = (A-0c)A(Bwo)
(a-3)Ns=o0
8¢ 4 ¢ um aub- conjunto de E, & diferenga E - A d&-se o nome de

gomplementam de A relativamente a E ( em notagdo ﬁ (A) = E - A),

e & evidente que
/‘(A) AAZzo0
/g/Z(A)] s A
L aAB) 2da) 4+ 4a)
A ati)-Ha) s L)

Se traneforma E em B'= f (E) e se 4 ¢ 3 830 suo-conjuntos de E
tem-se
£(a-3)D1 (a) - £ (a)
isto &3 a imagem duma diferenga eontém a diferenga dus imagens, Mgs
se £ fO0r uma equivallncia, pode-se demonstrar que
f(Aa=-B)z=¢f(a)-¢ (3)
isto &: toda a equivalénoia & um isomorfismo em relagfio & subtragio,
Podiamos aqui fazer observagdes andlogas us que fizemos a respeito da

adigdo e da intersepgio. Estamos agora em condigdes de poder demons-
tear 0 seguinte teorema.

16 - Igorema de Banach. ge 3 fungde trangform de uma mgneirg bi-
unfvoca o eonjinto A num Sub-conjunto de 3 e ge a {fungéo HL transfor-

Ummmwmmmmmmmmw
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Y

A.AAm‘»O B\AB\_:O
Qa8 Y(38,): a,

Isto “:os dois eonjuntos A e 3 ; odem-se decomp8r em duas partes dis-
juntas que s%o respsctivamente equivalentes.
se A'¢ ua sub-eonjunte de A, isto é: se

A'Ca

|
serd " (a)C Y (w

e 4l \y(a

- (s

serd Yy

Como ?(A})Cﬂ serd \UA/) (s e

portanto \{’W (& )] C \f‘ (8)

{11y ]
Come Ak‘f(*’) B (';‘I)N\k[ (A')] serd
AT
PoA outro lado)come J)C_A ler&\,/'(ﬁ’ 1 &4 se 3'C3 e portanto come

\f(a')(’d sefd \(/ [:":F'(A' )] Ca. Ponnamos:
P W=y [yan)

§ € defgnida sobye todos ‘08 sub-conjuntos de A e transforma A’Ca
it y ] {ii.
sub=-oonjunte )?(A ) de 4, que é equivalente a A. Em resumo, se
.1 \
, ’ a”,CA Aers)
] [
?(A)CA e Aada)
Podemos portmt_o ; afirmar qnlte
i
Al
A |
i
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* (A')-.?{@ (A'D C a

QU
¢ (a~Puan v ar
Dumg muneira gerals

o™ an =?[@w‘(r)‘] Ca

—
¢ e~
Seriu ainda fécil de veriricur que
2 3 “
A)_@(A))@ (‘)D @ (A)> -oo) Q (A)) voe
Ponhamos

(» R= A= li)(:l)

serd
R/\LP (3)=0
Como R (A serd @vin) CA e portento o con.)unto
(2 A= R +§m)+§(n)+§ (R)+ ...:,}g(nn ;
¢ um sub-conju'to ds A . Seris ainda fécil de v8r que gg(h)/@ (R) =0
se 14) (supbmos ue EF(R) R ) « Ponhamoe agoras

A = A=A,
seré
(3) A:A'+AL ™ *."“O!
Seja
(4) a,:fu,)
[ ]
BL::B -: B,‘
isto &

(8) ‘B =B +B ‘ B/\B:Oh

E evidente que

B={(a) c\fu’p &
ieto ¢ \
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o

B‘ < Bo
Resta-nos agora provar que
(6) Vs, = a

Para _isso nejemos que, sendo <§ uma equivaldncia, serd em virtude

de (253 i 5
?(A,‘): ? (R) +§(R)+‘-- +§(R)+---

%ortmto
(n A Rrda,)

onde RA § (AA) =0
Cno\kl uma equivaldncia seré:
Y3, = ¢ (3-3)) < § (3)-1 13,
Ora em virtude de (1) serd
(8) Y@ = ar
.
(9) Y e ¥ [P apl= @ @y
Substituinde na expressfe precedente, (8) (9)e (7) tem-se:
Ve )c(am)- & (a) e a-[R+E(a)]x

= f-Ay =A-2

Como queriamos mostrar,

Este teorema foi demonstrado por Banach [1], (sobre a demonstragfo
que indicamos veja-se Sierpinski( [1]pag. 90.)

Banach tirou diste teorema as seguintes oonsequéncias muite imper-
tnto-[}oc. oit.]

17~ m.nilun que a relagSo R possui a propriedade (a) quan-

dos

19) a relagfio R 38 pode ter logar entrse sonjungos
29) aedwdiglo .. AR B (leia-se entre os dois conjuntos 4 ¢ B
existe a relaglio R) implica a existénocia de uma fnnqlo\() .

que transferma de uma maneira biunf{voca A em B - 70 (A) de tal
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maneira que A! R‘f(A') qualquer que seja o sub-conjunte A' ( A.

Do teorema de Banach deduz-se imediatamente o seguinte corolarie:

cor gljigi So a relaglio R possul a propriedadd () e se £8r
e

T A, LA B,(B
5
,{ AR B, e ARB
podu-i: dcompwtoa A e B dn: dois sub=gonjuntos dis-
Juntoss
AzA +4A, A, A A=0
B=B 4 B, B, A BL:O
tals ques ARB e ARB
—— el e \ ] i 2

Teremos ocasiflo de indicar uma aplicaglo d8ste teorema ao caso em que

a relaglo R é a relagio de homeomorfisme entre conjuntos de pontos

situados num espago topoldgico,

M,,Dirono- que a relaqion R possui a propriedade (/?) se:

18)a relagBio R 88 pode ter logar entre conjuntes,

22) as condigBes: Ay R B‘“ gy AR Bzo A/\A’/:-. o, 34A32=0 implicam que:
;ﬁ (A+.A) R (B,+3)

Do teorema de Banach dedul-u imediatamente o seguinte corolario:s

corolario 2 . Se a relag3io R pessui as propriedades (%) e (£3) e se
. = X 2 i ,
£or:

A (A B, (B
ARB, e ARB
serd ARB

Aplicando esta proposigio 4 relagio de equivaléncia meieeplewte

eqttamblieetily entre dois conjuntos, obtem-se imediatamente ¢, |
Teorema de Schroder-Cantor-Bernstein: se o conjunto A é equivalente

a um sub-conjunto de 8 e se B é equivalente a um sub-conjunto de A,- o8
senjunges A e B ske equivalentes

g ’
visto que a rélagfio de equivaldncia gosa das propriedades (X) e (/6)

\
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3

{ 3= Sistemas oom multiplicagZo

i
17- Defdpico.Mz-se que E (.) § um sistema com multiplicagko se

n,u".ﬂ;‘“; ]

forem verificados os axicmas M , M,

Vamos mostrar que os dfébsemas com multiplicagBo gosam das se-

guintes propriedades.

l'eorema l- Made » unidoada = ---n-:“ L {1l £ unidadae £ Aiwail Q-.

Gom efeito fasendo a=6" no uxioms i) ¢ a=¢'no axioma M} , tem-se
respectivamente e',c" =¢" , e',¢"=6' ¢ portanto e¢'=0" 0 que EWW

demonstra 0 teorems.

Com efeito se existirem duas unidades a csquerda (per exemplo)

:2 o‘ls'- seria e', = ¢" ¢ ¢)=¢" ¢ portanto e)-= 04:_ . Duqui Tresulds

t. que na definigdo de sistema com multiplicag@o se podem subatituir

o8 axiomas H’V e I(; Pe/o axsomva /‘{l

18- Inverses h direita ¢ & esguerds. Diremos que a c E tem um in-
'yerso h direita se existe um elemento a;' € E tal que a. ay' = e,
Do mesmb modo diremos que § € E tem um inverso 3 esgqyerds se exis-
te um elemento a;' € k£ tal que re'. a=e . '
Igoreny 2 - Se g € & tem um inverso dos dois lados, 8sses dois in-
Yersos 880 iguais e Gnicos. Com efeito: se multiplicarmos & direi-

ta a igualdade al,'. & = ¢ por a;"' ven

(a;'. a). c;'=c. ay! , on az' . (a. ay! )=¢.;' » OUazl, e<ay

ou finalamente az's ‘j' } © que demonstra que um inverso & esquer-

da & sempre um inverso h direita ( se 8ste existir ) e que d3stes

dois inversos s&o iguais.,IRaqui resulta a unicidade do inveraon,

Nestas condigBes diremos que g tem um inverso vilateral, ou maie

simplesmente que g tem um jnvergg, que representaremos pela nota-
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¢Re a~' , ¢ figtRe teremos: a a~'za~' & =e. EmE ha sempre pelo
menos um clemento que tem um inverso vilateral a saber o slemento g,
ma® 8 exist8ncia de um inverso & esquerda nSo implica sempre a exis-
t8ncia de um inverso & direita s vice-versa. ;

St
Podemoa a Bste respeito demenstrar a seguinte propo\‘qlo.
Jeorema 3. Je & € k& tew um inverso b direitsy a ' , gque tem por sus
wmmm'_mmwm
guerdg. Com efeito, por hipbteses
a l;' z €

d
Esta (ltima igualdede pode escrever-ses

(a=' ) (.;' ):-c

I;'o’t(l;' ;BZ.
ou u;‘ s (&s u;' ). s (n‘;' );':.
(a;' 2 B) & a.;' 3 (n.;' )2V = @
(a.:,' e ) s =8
-.;' « & =28

o que mostra que a;' é un inverso b esquerda de g. Serfk fheil de ver

Que sc u e b t8m um inverso & direita a . b também tem um inverso h
direita que é3 (a b)d" = 07" « &' . Do mésmo modo se via que e Ia.;"
e b-' existem serd: (a v);' = b . S

19 - beg e Para que E' ¢ E seja um sub-espago el-
gébrico de E, isto &, para que E' seja um sistema com multiplicagZe, &

necessario e sufioiente quet 19) g, VEE' se a cE' e 0 € B' ,°

29) que g € E' . Pode aconteder que a multiplicagd@o seja comutativa
em E' sem que 0 seja em K. & 0 que acontece com o sub-espago algébrice
formado pela unidade.

20 - pot8ncias. Por det;niqio‘ a", onde p & um inteiro positivo, & um
produto de factores todos iguais a n. B fécil de verificar que:

”

n m+n
1") & . & - a

20) (a™" = a . Se & tiver um inverso

<
ponhamos por defenigio & = () « (&')" o convencionaremos que a°=~e ,
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S
ento as regras de chloule 1¢) e 29) sko vilidas para expoentes intei-
res, positivos, negativos ou nulos.

21 - izemplos. 1¢) Seja E um conjunto abstrato e seja T (a) uma
transformagio univ'ocu detc.nida en E e cujo contra-domfnio & um sub-oen-
Junto de E . oc‘a:“::dan as transformaglcs | formam un sistema coa
multiplicagio quando se define a igualdade de duas transformagBes

T,(a.) e Tz(a) ( em simboles T, =‘l;) pela condigio: T, (a) =1;(.<)
qQuAlquer que sejq a €E, ¢ produte (T =7, .7; ) de duas transferma-
qUes T,¢ T, como sendo a transiormajao ]

T =T, [ T, (]

A demonstraglo § imediata em particular a transformegfe unidade U is-
to & tal que TU=UT =T, qualquer que sejg T) & a tranformaglo i-

dentidade, isto 83 aquela que nio altera os clementos de L. U(a) = a

para qualquer A € E J.
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§ 4 - ANogio de Grupe

v
\ 4

L3
22 - Defénigfe. Dado um espago glg‘bricof (o) diremos que ela for-

Ba um grupo se forem verificados os axiomas X, , M, M,, M', e M'

( ou entlio os axiomas X , M, M, M, ¢ Mj ), £ facil de degmonstrar

que estes axiomas s80 equivalentes aos axiomas M, M, 15; uy, M, Também
se demonstra que a unidade ¢ & unica bem como 0 inverso a"dc’cad-. ele-
mento a

bde a x=8 y resulta imediatamente que x=y, basta multipliocar

Y esqu-r‘da; ambos os menpros da igualdade precedente por 2 5
ﬁo mesmo modo se demontra que de xa =xy resulta K-y,
As equalfes ax =D ey a=Db tém uma (nica resolugZo a saber x=a'b
e y=b l..'
Diz-se quef ¢ aveliano se f8r a b=Db a qualquer que njn aeb de f
3-Sub-gruposDiremos qucf Cf‘ um gub-grupo dofaoff&r um grupo
em relagfo 4 operagfo dcf'nida em {; para que assim seja § necessario
e suficiente que:llﬂ)n béj‘se aef«‘ b ef .en) a ef se aef
Um sub-oconjunto ¥pode ser abeliano. sem quefo seja; & o gue acontece
céem o sub-grupe formado pelo elemento unidade.
- Exemplo de grupes: I-Seja E um conjunto abstracto qualquer e consi-
deremos o conjunto de todes as transformag8es T biunf{vocas de eonjunto
E em si proprio. Come vimos no pardgrafo anterior o conjungo de tedas wwt
&8 transformagles T forma um sistema com multiplicagfio quando se define
a igualdade ¢ o produto de duas transformagBes da maneira indicada,
Para mostrar que elas formam um 8rupo basta mostratique a cada trans-

formagdio T cerresponde uma transformagBo T =/ tal que T T U, Com efei-

to, seja: a'~T(a), Como T é uma transformagiio biun{voca serd a= .S(a’)

R
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tal ques a=S [ T(a)] =5 T (a) e portante S T=U e.q,d.
Seria ainda facil de v8r que o eonjunto de todas as trunsformagBes
de um conjunto E num outro equivalente formas um grupo a que se di

0 nome de grupo das equivalencias gue é o grupo fundamental da teoria

des conjuntos absgtractos., Vemos assim mais uma ves que na teoria

dos conjuntos abstractos se & levado a introdusir nogSes de &l-
gebra.

I1I1-Seja E um espago algébrico qualquer e consideremos ° conjunto de
todas as transformaj;les isomorfas de E em si proprio. O oonjunto de
todos 8stes isomorfismos formas um grupo se dof;nir-on igualdade e
produto de dois isomorfismos duma maneirs anfloga & anterior.

Dew meamo modo se vé que 0 conjunto de todos od isomorfismos de um
espaco algébrico formam um grupo a que se di o nome de grupe des
ng;ggg;j!gg que § o grupo fundamental da Algeora abstracta,

. /'Jamﬂ"f’&‘

Dois capaqos.llgébricosViIOL'le-’ri equivalentes mas a reci{preca nfo
¢ vierdadeirs ¢ portanto o srupe dos isomerfismos sssesiados a um

espago algébrico dado”é #m sub-grupo do grupo das equival8noin asse~
ciadas 48 mesmo espaco. Pedemes portunte considerar a dlgeora abstrae:

cta como subordinada légicamente & teoria dee oonjuntos abstractos
113- 0 ézﬁjunto dos elementos de um sistema com multiplicag®o que
tém um inverso formal} evidentemente um grupo em relagio a multipli-

caglio,
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J 8
y5-Algebrizaglio do eapace 4o sub-grupos
s de um grupo dade.

25-_Multiolicacko de sub-grungsA algeprisagdo dos sub-grupos de um
grupo dado desempenha um papel ti@o ;‘nportantc na teoria dos grupos
como a algebrizagdo dos sub—con,juntfo\s de um conjunto dado.

Sc,janﬁ e f” dois sub-grupos deﬁutilizarenos a notagéo ,,‘z para

representar o conjunto dos elementbsn (a,. az) onde a, éf" e a.ze“/g‘:

YRR YA

visto que ﬁeﬁcont&m & unidade,

R clare que

Sof,' (‘fa serd ﬁ‘z ='/g exactamente éomo acontecia na adig@o de conjuntes
Por outro luoﬁ‘f-.-f qualquer gue ae,jaﬁ (f‘ um elemento absor-
vente), No caso geralﬁﬁ contém elq\;mento- que ngo pertencem aj, nem
a‘fe . : } '

O grupo formade pelo elemento unidade ¢ tal que f.—.oﬁ =ﬁe, qualquer
que seja‘ﬁ </. ¢ portanto e dcgonpenha 0 papek de uma unidade,
Diremos quefje' é o produto dos aub-grupo%oje'(considerudo- nesta
ordem), Aqui aparece uma dificuldade muito importante, o produte de

dois sub-grupos defnao é em geral um sub-grupo dcfe f/g #/gﬁ
B esta a razfo. pela qual esta operagdo desmmpshha um papel pouco im-
portante na teoria dos grupos, o mesmo nio acontece na teoria dos

grupos abelianos como veremos, A noglio de produto directo de dois
sub-grupos que estudamos mais adiante resolve precisamente uma parés
dessas dificuldades,
o=qus Sox-'i‘a importante era algedbrizar o e8pago--dos sub-grupos de ¢ per

ume operaglio que gozasse das mesmas propriedades que a adigBe dos sub-

conjuntos de um eonjuntof dado,.

Ura uma tal algebrizagBo nde ¢ possivel em geral pela operagio que aca-
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bamos de indicar e nZo conhsdemos nenhuma algebrizagdo dessa naturesa
26-Www.Seﬁe£sio dois sub-grue
pos de f daremos o nome de intersefoZo deje/g ao oonjuntoﬁ Afe dos

elementos que pertencem simultfneamente uﬁo‘/g, Vamos mestrar que
f"‘fz é um sub-grupo def. Com efeito se & e b slo elemcntoq‘h &g
r'
ﬁ,‘ﬁ sera
a€ g, s & &

bé/ beg

abéﬁ abefa

isto ¢ a bé—‘f, Af,_ Por outre lado se a § um elemente de j, A‘g

sexf ae—ﬁo aé‘fe e portanto a."eﬁ e a"eﬁ‘ iato & a_’eﬁ/’.g +

A unidade é um ylelento deﬁ/\fz e porta.ntoﬁ/\‘g ¢ ainda um sub-grupo
ﬁ Cf, entfo escreveremos

S SNk

Ser4 facil de verificar que esta operagio gosa das segmintes proprieda-

e portanto

des em tudo anflogas hs propr:l,é{ea que indicamos para a interse@;Zo
dos uub-conjun&c de um conjunto dade.

M- E;Ls_t_égm‘f,/\ﬁ é um sub-grupo def.

M,- Unieidade, Sef,=f;’e/g =_/f'6 § ALY ='ﬁ'4/g’

U- kel assosiativa. (S A £ )IAG =5A(ZAg)

M - sténc e_um idade,.O .ub-grupofé tal que

E\‘ /\ﬁ = ﬁ/\ E :ﬁ
qualquer que seja o sub-grupo f,
M. -Lei comutativa, f‘,,\f“: _;fe' ,\ﬁ
ll:’_- Existencis de um elemento gbsorvente, O sub-grupo E formado pelo

elemento unidade ¢ & tal que EAf = S AK =E

qualquer que seja O sub- grupoﬁ
A unidade desempenha aqui o papel do conjumto vazio, ol
Consideremos o éonjunto % dos sub-grupos de um grupof;%uer‘ um
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espagp algébrico em relaqt.o & operagBo de interse@g@o de sub-grupos
dcf gue acabamos de defdni,r. sey & un grupo isomorfo aj" 0 espago
algfbrico correspondente Z sefkf isomorfo a.fm relaglio &4 operagRe
de interseffgBo. A operagio de intersepglo é invariante por isomor-
fismo, i
27- Produtos Diregtos . Diremos que 0 grupo 06 (] produto‘/dos grupos
AV € B sc f8rem verificadas as seguintes condlgBess
1¢) Todo o slemento g de f& o0 produto de um elesmento g de A por um
elemento &x b de B, isto § g =& b, e resiprocamente &-r3B
20) A decomposigZo a que se refere o nfmero preccedente & fnica isto &:
se a b=a't serd a=a’e :g:tl’
38) os elementos de A 832 permutéveis ocom os elementod de B, isto &
a b=D a quaisquer que sejam acA 8 bDe 3.
Para indicar que dyé o produto directo de A e B escrevercmoss
C=ax3

£ evidente que nestgs condigBes 1°) o produto de todos os elementos
de A pelos elementos de B § o grupo: C. 22) os grupos A ¢ B 88 podea
tér como unico elemento comum a unidade g,
Com efeito se g fdsse coumum a A ¢ B n'o’s poderiemos esorever g —g ¢
e 5c=@ @ ¢ portanto e=g ¢« q. d..
A nogéo de produto directo pode genaralizar-se a0 caso de varios facto-
Tea, PDiremos que A & o produto directo dos ANEXEERIERLEE Sub-grupos
A, >4y +-0An se forem verificadas as seguintes condigSess
1e) Todo'\o elemento g de A & o produto de n faetores _g‘,_gz,...,an que
pertencem rcepgotivamente a A?,Ae,..,An

20) A decompo\sig‘lo a que se refere o nfmero precedente & Gnica, isto
és se 2=8.8s00020 e\gag:.;"e...m serf a} = a; (1=1,2,..0,n)
3))Todos os elementos E:.Le A, oo permutaveis com todos os ole:aantea
€A (se 1#5) 3

J
Paua indicar que A § o produto directo de A % pesepAN SBCTEVEremOs
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§/

A:AAX&_ X A;x. g-'QKAno
28-propniedades de produte direete.0 produto dirm/zo-a das seguin-
tes propriedaddes anflogas as prepriedddes da adigBo dos sub-gonjuntos

de um senjunto ddde.

A_ - Unigidade. Se A=A, e B:5, serd 1 AXA=BXB,

Ay = ssociativa. ( AXB)XC= AX(BXC)
Ay = Existlncig de ume unidjede., Existe um sub-grupo de j. a savber

o grupo formedo pelo eclemento unidede & , tal que eXA=AXe< A
qualquer gque seje 0 sub-grupo A,

Ay - Dei comutativa. AXB BXA

E £4c9l de v8r que as propriedades A, ¢ A? n&o sB%o verificadass

Arnee s
Teorema: Se 0 grupog &0 pm duto de dols 5ub-grupos A € 3 respecti~

merio 4 cis sud-grupos _A' - 2.0 4
Yamente isomorfos s dols SUD-gY -

admite um sub-grupo glisonorfo aﬁ e que & o produto directo de A'
e3B' . Toto & 1 se AYA' e BxB' serd AXBZA'XB':

Vamos agora agoordar o :studo das relagCes entre o produto directo
e a intersepgde des sub-grupod de/ ;: Bm pri}meiro logar consideremos
a lei
u Ai- i gtrioutiy tersepgfio em relagd T r
de sub;grupoa.
AA(BXC) = (AAB)X (aAC)
€ (8 XC) Aa = (BAA)X (CAA)

Ser4 esta lei verdadeira ? Se a primeira f8r verdadeira § evidente

. A '
que a segunda o sera em virtude da pror edade comutativa do produte
directe e da 1n£ersepq§o de sub-grupos . Para estudarmos esta lei,

vamoe considerar d-is casoss

1% caso0. U_sup-grupo A contem o_suo-grupo XC. Ieto &
aD)sXg¢e

entdo serad

AA(BXC)=BXC -
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AA(BxC)=4xC

AABS =3

AAC=C
viste que: a,eontendo 3xC oonté* Buo=-grupo Be C. A lei em questlo
pode portanto, nestecuss caso escréver-se:

B8xC*+3xC
relajdo que & @videnteménhe verificada.
B® ¢asg. O sub-grupo A 4gri contido em 3x C,
entfo teremos

AA(3xC)=A
: portanto a lel M A, escrave-se soo-a forma

A=(aAB)x(anC)

L facil encontrar exemploe que nos mostrzm gque esta igualdade nem sem-

pre & verificada. Em todo 0 cas0 s8¢ A contem um ENEXEERixnim dos sub-

grupos 3 e C esta igualdrae & verificad e pode escrever-ae por execmplo
no oase em que A >3 (ocaso em que AAB=B):

| A=3 x (A/\c))

Para a desmonstragBo deste teorema veja-se: Van der Waerdenm (1). vol.l

Pe 143,

- Grupos decomponiveis.Diremos ques um grupo .a 8 decomponivel quan-
aendo dado um sub-grupo qualq‘erj dey existe un 2uo-grupo EREXgEXEX

jk(,j tal que: f j fe

Teerema 1- Todo o sub-grupo do um gr qpcy:“ egomponivel é um gr_gg econso

RONLTGLy p .

Seja j'u- SUD-gTrupoe gualguer coj. So.jajun sub=-grupo qualquer dof 2
(4

y
entio existe tal que:
Foi= 7
= x j‘

Gomoj; contemf’uré:
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FEF R LRngy
= 278 ' abe £
Ora;/(/ =ﬁ um sub-grupo dt‘z/fe portamto exis eﬁtal que:
- /7
r RGN
Cowo queriamos mostrur,

Ieoremg <, Todo o espa;o a_l_gébrioo isomorfo a um grupo decomponivel

4 un_grupe decomponivel.

LEsta propriedade resultz imediatamente de teoremas anteriormente

damonstrﬁdac
30~ Automerfigmos interiores.li-se ¢ nome de automorfisme interier de 1

.
um grupc:/ 80 automorfismo defénido pela transformag3o.
f(a)=9""a 8=a’

onde 3 é um ¢lemento fixo d?f‘e 8 um elemento arvitrario., Tratae-se
evidentemente de um automorfisme visto que ¢

f(av)=8"a 8-8"'

as., 8'a s =f(a).f(b)
O monjunto dos automorfismos interiorcs :formas- evidentemente um grupe

em rel:¢do & multiplicaj&o dos automorfismos.
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5. 6= Grupoa abelianos.
31~ Dei¢niciio, 87/nm grupe G, « multiplicagho for comutativa (a 0=
=b a)0 grupo dis-se aveliano., Di-se bumuém o nome de médule sos grupos

abelisnos. Usaeremos a notay¥o aditivu (+) para reprisentar a eperagfo
correspondentc, a quc¢ doRemos o0 nomc de adigfo, Um grupo aveliano

veriiicu portaito 05 axiomus: &, es, s ciye Agede 8 é,d0 nv g

P gl - ZLUDO #ucos dois sub-grupos G, ¢ G,de G daxemos
o nome de soma de G e Q;ao conjunto G:Jde todos o8 elemuntos da forma’
a,= a,+a,
onde v, € G: ®a,c G:e , donjunto que representeremos pela notaglo
G= G +6G
Teorem:.A goma de dois SU-grupgg de uuw grupo abeliano G- ¢ ua sub-~

grupo ce G .kepresentercmos por @ o sub-grupo nulo formado pelo ele-
mento & , e por (—/6-;') a que chamaremos gZupo pimdtrige de G .
Conjunto dos elementos (-4) onde a, € G;

2 olaro que (-G, ): G, ¢ pertante:

/
e portaste o senjunto f dos suv-grupos ae G-ndo formam um grupe abelian

em r¢la;%0 & adiglo. U Unico uxioma que nBo é verificado € o axiomc
da égzstwoxa de um -m&truo.%lcebriza;ao dos sub-grupos de Gque aoe

baldnl’;de fazer nlo trunsiorua f num grupo abeliano/ mas em todo 0 Ga-
22
q,ﬁ/tgmos Jé mais propriedaae# gueé N0 cuso dos grupos NE0 avelianose
/& intersep;8o de sub-grupos define-ec como no paragraro precedente e
i /

gos: f,das mwesuaas pro_priedadeai A intersogcrao de dola 3rupos adbelianocs

¢ um grupo mbeliano.

I}

e &

Lo : i defani;qo € anfloga 4 qus dsmos
para o produto/”di'i‘ooto. Para indicar que G § a somu directs de 6,3 e 6.:3

& g ‘
nerever% v G =6 & G,
AN Greeg
i\ A G, =Ge G
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Pedemos intcrfntar o s{kbddo A©B como uma subtracglo desde que - - ?J-
B seja um sube=grupo de A e que A seja decomponiiel, entfo o s{mbelo
indicado tem sentido qualquer gue seja o0 sub-grupo 3B de A,

A soma direeﬂka gesa de todas as propriedades do produto dir7£;:

mxxxsauzxspexazliex Sob certo aspecto podmes considerar @ e S cmme

operaz@des inversas visto que:
G: G, ®(606y)

Ge(ee G4)= 61
estas férmulas 880 sempre exactas se G £3r decomponivel e G;Hn sub-grue-

peﬁualquer de & .
Netemos ainda que
(Aer) @c= Ao (BOC)

& verificada se f8r: B um sub-grupo d7h e C um sub=grupo de A OB
Cem efeito: ponhamos:

(1) 4eB=3
dende

(z) A=B ® 3,

Como C & um sub-grupo de 3 ponhamos
(#) 39c = ¢y

dende
“)BL‘ c,ec
Substituindo em (x) vem:
A=3® (c,®c)=
=B& (Cecy) =
= (Bec)oc,
dende
| (5) C,:A e (3ec)
Atendendo & (1) ‘e (2) tem-se
(6) ¢;=B,oc = (aeB)oC

oom |
parando (5) ? (6) v8-se imediatamente que o resultado anunciedo €
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verdadeiro, resultado que utili‘;nrcnﬁos no capf—tu«lol v,
Indiquemos ‘algumas razBea que no\\e rimstrm a importancia da nogdo de
\

soma dire¢sa. Em primeiro logar n%o podemos falar da soma direcéa de ...
dols sub-grupos quaisquer de G-’t).rata-se portanto de uma operag%o que

88 &.defenida para certos pares de elementox dog (eonjunto des sub-
grupos de G ), emmuanto que a adi¢fio de sub-grupos era definida em
tedo o empago f. 0 axioma 4, ndo & portanto verificade. Por outre la-
do a soma directa ;osa de todas as propriedades da soma. ‘
FParece portanto que nada ganhimos com a introdugZo desta nogie,

Mas nSo0 & assim vistD que se pode dofinir uma operacgdo inversa da so-
ma directa,relativamente ao elemento absorvente G-, para todos os gru-
Pos abelianos decomponiveis, visto que dade G_,‘; existe G-‘= Ge Gg
tal que & Gﬁ ® G

o que & évidentemente importante,

34-4igebr formacl e 8 G, seja T o conjunte
das transiorma Ses = i(x) definiiajem G o cujo contra-dominio perten-
oc 6 -G .58 efidirmossy somg-dg duas-t¥ansform es F,(x) e F, (x) oco-

o gendo . transrormugio F (x), tal quE
F(x) = F, (x)+ § (x)

(entdo escreveremos » = Fy+ 7, ) 0 espaco B & un EXupg abeliano em rels-

g80 & operay”o que acaba de ser definida.

Note-se que:o z€ro de G § & transformagiio O definide pors
6;0(1)
qualquer que sejs x de @,equc a transformaqio gefiniduxpax sim€tri-

ea de F(x) & o traneformagio H(x) definida per
H(x) = -[P(x)]
Para representar 1 usaremos a notagfo (-7),
Teremos ocasizo ge complet ; 3
mpletar a flgebra de @,pela introdugio de uma no-
¥a operagdo, no § consagrade £ teoria dos anéis,
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Nada mais diremos sobre 03 grupos ebelianos porque nio teremos a uti-

1izar outros resultados.

Para terminar limitamo-nes a #mndicar o seguinte resultado de Mazur

e Ulam,Existe um grupo abeliano éﬁmcrével universal. (veja n96),,
i{sto & um grupe abeliano nmerévéf} U tal que todo e qualquer grupo
abeliano numerivel & isomerfe a 1/-\ sub-grupo de U, Rste resultado &
devido a Mazur e Ulam.(1]). i ‘\\'

36~ TWM.Dtruos%\ﬁue uma trnasformag3o T definida

em G e oujo contra-dominio A pertence a G & uma transformag8o editi-

A
A

va se: f - |

(1) T(a+b)= T(a) + T(b)
quaisquer que sejam a e b de G, Cox‘xgéi T respeita a lei de compeosigZo
definida em G, T define um homomorfisxﬁp de G em J » que é mm sub-grupo
de G, Para demonstmur que 4 é unm grubo abeliane, bLasta mestamr que
A & um grupo e portanto que: 19) se a’ed @D €A e a+bcd 29)
©elA 38) sc a’€d serd (-d)€d .0 leitor verificarf, sem dificul-
dade, que assim & utilizando a rola'gio (@).s
Teorema.o_conjunte de todos as trap'gformggmr _aditivags definidgs em
G e cujo contra-dominio pertence a G formam wum grupo abeligno relati-os
voment ¢ & adi;Z0 das_transformacdes.

Basta para isso mostiar que: 19)eT,e T 830 aditives T, +T, & aditiva

2%) O & uma transformagZo aditiva 30).T § aditiva (-~T) tambem o &; o
que € imedkato.
Bm tudo o que aczbamos de dizer(n® 4 e 35)podimnos supdrique T(x) ema.

uma transformag8o definida enG e eujocontra-dominio era um¢ eutre
grupo abeliano Gy.

Nestas eondigBem se G € o contra~dominio de T (x) aditimce se

T(i) ET(X,_)

equivale a x, - x,

R

T § um isomorfageaic ewft G e &, (G G’l)
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$§ 7- EIPIQOI Veoctariais Abstrectos

- S e s - S S e

37 - Definiafa - Di-se o naw dv sspago Veotoris) sbatrpote = tdde
e grupe abelians E ande s cada Aimere real eu complexe (K o & sailn _
elsmento a ¢E se peds fazer corresponder um elemwnte que representa-
renss pola notagRo o o 3 tal ques

18,) =& € E

28,) - So my = 0y, Awy = olmy

s8,) ~p(fa) e @xfra

42,) eA( 2 +b ) = ouwr?&B

62,) = (ok+(l ) ama toL b

6% ) « lea=a

A A di-s0 © Now Gv produte ue NMimure X pelo cluikhite & e

A dlgebra dwi espage Gesta HNaturesa ¢ eXactmiente s algeda des veoe
tores do plane, v tddns as propriedsdos algebricss se dedusem f£aoile
wente dos sxionss ds definigie ds g@rupo sbelisne ¢ uoz sels axiomss
precedenione

Sstes 12 axiorws ndo sio cortunwnte indevpendontes mas nso nes interes
lﬁ néste memchte procwrsr ww liste de axlomas iundvpsndentes. Ve ja,
per oxemple, uanach ( & ), p. 26, oniev sv indica wm uxiemition mais
reduzida. A Wn espage vuoterisl costwus ks vesss dir-se @ nome de

o5pego linepr.
Sub - espages veoterisis - Dis-se que um cenjunte E)(E ¢ unm gub - 8)

Pago veoterisl de E eu wns variedsde Jinepr lmerse em K, yuande B,
for un espago vwoeteriml, ¢ purs isse ¢ nvovssiric ¢ suf'lcients ques

o~ u+Fb so je. wa vilopente de El quaIKio néE ] bekl, sondo o ®
r) mwros quuuqunr. £ clare quet se ay € By e

EO(&

[ §
ir1 i
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¢ a{nde wi clvmeate de ).

58 = Algubrisegfie do conlunto dns verledsdes Linesres de E -

Gome Wis virisdade lincer ¢ Wi @upe abelisne define-se de wm xeuel-
ra andloga a noqio de sam Eyt+Ep @ de intersspgie E, A K, dv duas
Veriviudes linusres, ¢ waim Nogio goss das Jroprieduades Lfndicsdas.

By + Epx o EjAE; sio vericdsios linesrvs Lawrsus en E. uii-se que es

¢lcnentos ueu aio lincvarncats lndupsidentes, Qusandes
M
E As By » 0@
A=A
implioa qued s O
Dugs veriededes linesres E; e E; dizen-se linearmonte independentes
quende Ky A E, B @

2 o0lsro que nustas comdlqless

°L4 L +d1f3 BV
ondv a3 € L) ¢ s, CEy; laplics, so 8,40 Fay quedzoL = Op Perque e
cus0 coutrariod, @ ® { =0¢,) &, pertenceria simltinesmente a Ky ©
E“ ¢ porisnte ol'l.l s ( -dl) & 20 ¢ catio avria .l = @ ¥ o0

. ©
que ¢mposs (vel.

:lec.{procm.wnte se
oL By 4o, B (]

implice - -0, queisquer quus 8vjun &) CE ¢ 8, cEy ontilol &y \E S ©
Com efvito sov w88l Lo [Osme exlstiris wi clupenio & +£ @ comam &
E, ok, Ore eatie xe ¢ wlndn wa clumeate de By AEy, qualquer qus se=
Ja 0(7&0 e era

Xat(=X)a (X=X )aS0.0=9
ond.oo(T. o ( -lX)?L 0, 0 quo v Lapossfivel.
Pocviios portsnto dofinir do duss isawires s Ludepéndoncis Linsar de
duns variodsdes lliiesres.
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Se E, e B, bom come E; o Ey, sio linearvente indupondentes nke pede-
mes afirmar que E, seju Lincmrmcnte independente de E;+ By viste que
em gerals

By By g ) EB AR + B AR =

En t8de o csse ® que podemos efimsr ¢ que se E; ¢ linewrmeate indspen
dento de Ep o se B, ¢ wi veriedede linesr centlds em By B, e limear-
mente Lidspundente de Eye

Podunos ainds Mefiinir independdneis linewr de [ varicdades linems=
res dz sesguintc nsneirese

'd.h'hm: 'qw/: vericdades linewnres EJ.’ L'a’...... ) E, séo linearmente
J.ndupend.am./u-, 508

o
c-%s, Amg ® O .1631

implica que @, & @ ( L N p——
ou ontde, ® qw € syuivealunts, se .
Biﬁ'( El-;-Eg-;s-o.----r*-E ( 1_1)-;-3( 1+1 ).i.En s @
1 2 1, Byesecccney R ‘
Un caso importantes ¢ squile em ques .
E = By EyfeeeesseeedBy
entiio diremes gus as Vvarisdades E,, Ea. Bieisreratete !n detorminam ume de-
compesiocse do espuge E.
Vumos mostisr gque nestas cendlgdes todo o clemento o de E se pode es-

orever de wis Unica mancirs sob a formas

a= % n, endes ay 631

con efelto se L:‘_A
¥ ,
22,5 b, onaes By LB
. 1 " BT
sora -
On é (bl-.
L;/j 1)
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ende Al"léni,

Gamo es Ej sie limearmcnte indepondentes, sera
bi-liﬂo

isto ¢
b T

Isto mostra-nos que E ¢ s sema directa de By, Ey,e.cuses En)'pm inds-
car 8ste foote,escrevercmess

E.Ell ® Ea@....l.... @!n
Se  E, cefnoide ool & varledsde linesar gersds por um \inice veeter
8;, 1ste 63 se E, & forrede pelos Vectores da formajs, endeA ¢ um mime-
re qualquer, diremes que os a sfo vectores linearmente inde

b
® que E ¢ un espage vectorisl sbstracte a n dimensSes. E ¢ entae forma-

de pelo conjunto des wﬁoro-, Ba rorn;:
a B é‘(ili
=l (4 "2/1 -
ends es O/ 380 numeres qualisquer. Diremos entfo que o= 8, formam um

sistema do vectores dc bsse ( ou wns base ) do espago E,

wir
Un espege vecterial E diz-se gecemgonlvol quende dedo /sub - espage
/

vectorial E;(_E existe um sub - espage vectorisl E, tsl ques

E=s El@ Fa
Tude qusnto dissemes atraz sobre os Zrupos decomponfveil ae pederia
aqui repetir purs es espagos veotoriais decempen{veis.
39 « Transfer s_aditives e ‘neas - Seja T (#) uma trsnafor-
magde de E em E. Se dufinirnos T+, o T ende S wi nimere, peles
condigdea

(4T )(®) &2 (@) B (R)
X7 (%) =d{ T (%)) -
entio o conjunte ‘® des transtormm¢des déstv tipo formem wn espage ves

torial como e facll de Ver.
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Ddrewss quo T (¥ ) & aditiva o hoaegonsa ( eu Linear ) set
!(ZH-/) = !(Q)-'f‘!(;)
T(AY) = (%)

Verifice~se Limdiatassuts que @ conjuwnte dsstes Wansfermgion ferwem
unm sspage vestarial, ® que @ sentia - deninie de oada wes welas € wa
ospage veoteriale .
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4

§ 8 « Anels

40 - Definigfo - Ceneideremos wa sisteme slgotrioe ‘&ondo sie dsfini-
das duss opersqQdest wms adigieo o ww rultipliongie; dircmos que ‘é»(r-];.)
¢ um wnel quande % £ér wa grupe abeliane em relacie & adiqie ¢ guands
a multipliongio veriticur slguns dos sxlouss M.

Pera onda sistons de sxlouas ML tervaes wia ostezoria de¢ enais. Veses

indicsr @ tipe ds mnels yuwe tervios & consldurar, serio syusles en que

a multipllosgiie verificer os segulntos axiomsass

M, - Existénols as G
M, - Unioldagp &=uloB=Blmp11m1AB=hlnl

M, - Lol saseolstive (A B)C:= A (B
MAy- Lol dletributive de mulbipliouqiie em pvlagie d 3digclio

A (B}+O )= AR+ AC

(B+0C)as=BrtfCa
A multiplicuqie nio sers em geral comitative. Terenos por Vesss neoes-
sidsde dv supdr que existe ums unidsde, isto ¢, un clemente E tal que
AE= FA = A, Diremes qus se trata de um snel com ura unidede. ete ese
s0 3¢ cads clemwnte de i,oxoopto @, ten ua inverse a-le {um’ relaqie &
mul.upltcauqi'e, dlreros que /i & un corpo.
AL - 3ub - spe) - Un oub - cmjuntoﬁ[.f{i o gub - spel hz s JC

é w1 riwl; pas 1sso € necesserie e suficlente ques

19)a se A s B sfo clopentes aelCA+B, s, e (= A ) solen pinds elsne
tos o.e0t. .

22,) JC contenhe ©

£ evidente que lo € wn sub -~ snel o 3. Sng tem wns unidsde F neo é ne
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5

cessarie supér que JC. centenhs K, mus peds acontecor que om Jlexingta
wn elemente E' tul ques E'A = AE' 8 A pera todes es cleiwntes A e/C.

4 - fne) das trensfemlies sALWAYER 8 M Npe shellape - Seja 3@
conjunto de todas ss transformaqdes de wn grupe abullsne @ on si pré-
pris. Ja ;lgem'izs'm.mpeh tatredugiie de was sdigio e vimes entde
( D% 54 ) que & ¢ Wi grupo sbelianc. Uefluwuos enJf wae rmltiplicagie
a0 medo ardindds, o proaute de dues trunsformedes Ty ( ’Zg_) e T(Y¥)
¢ por definiqie = tranafarnaqgee T ( 4, (¢) ). ‘ :
Entse f%nm wi sistema cem mltiplicagéam, isto s sso wm.ﬂoldol/u!..
-uul.u,u onh-diluoxuteumunmnda(L'RIECT).M.‘
¢ dorinida pels oaiigies €2 E ( §) qualquer qu scja ¢€(-Z ] afnas

4

fioll de ver que ¢ Vverifiouds a ceudigios
(B+C)a SBaAt+ CR

onde A, Be G séo transfory nw%mhqwr) mes e;m regea nie ¢ verifiea-

da v onnaigles
(1) & (B40C) = A 3B &G

e portsnte nio € wn sasl. E portsute importante determiner s sondigie
necessiria & suficisnte que dovem verifiocar ss transformaqows YA para
que s condigie (1) seja verificsda. )} faolil de Kelfiede qiw sess sons
dlgio ¢ a svguintes

r(«zef/) = T (Y )+r(/)

1ste &1 T (L) deve ser un homeaorfisme de G em G. Con efelite sejad

,:B(r()
-0(7()

Z-
A
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MEMORIAS DA ACADEMIA DAS CIENCIAS DE LISBOA

JF

. A/i)

Fonlsres Ds 3 ‘/“G vntio

m(@-u(ncm )=A}74¢-/1)
() sa (B (y))=a(72)
AC(Y)Zh(C (e )=r~<;(,,_)
S8e (1) ¢ verislosda seras
%).A(/)'i‘& (/4_)
® reofpz'oouwutu. (- q. deo
Se notames Guo 0 producte de duss transfoirmgoes aditivea o salnda wm

trunefonweko sditive, ficn sssin provude que o MMW
Eisjos de O om U ferymjy wi siel oe was baldsdye Un sntouarfisme de G

¢ reprosentsde por um slsnonte d.uagu.u tom wn inverse en rehqad o mad
tiplicaqgRoe
0 conjunto de¢ tels isonarfisios faxrmwi wa & Ppo () nes nko fermam wa
snel porque o sosm Gu cols lsouorilsios neo € en geral Wi lsouorfisne.
42 = lota. = AB eperaqdos -(ndiq&m ¢ r.ult.j.plloaqaen/‘om;x clureatos de W
n;asl LiEotuM-00 WEOLSIEAtE CONO &8 OPeIrsgies COrrusponicntes da Klge-
brk vuloar sxouplusio-se wpeiws s el conmtstlve. Assin

(af8 )= (afBd) (wtfB)s a~+~w+m—fr

® en rogr'a LAO aOIRm
( apB ) & a%pe anH

®© - Joorere 4o Mellinger = Zoeplitz - Pedo-se dencnsirwr @ seguinte
tooreny, veju-se lwllinger wad ‘Sooplsts {i).

Dogrome =Se A ter um \inice inverse & airwite, Ssse inveres s dirwits

¢ s Vorse & squerdm.
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SE

Cem efeite soja X @ inverse & direita de A, gue per hipotess ¢ dnice,
ten-sel
(1) axs= E
Hultiplicande & direita per A smbes ©s meubes “"7/‘5“?1“"‘" tor-se
AX A B A
o () AXA-aAB®O
Adlolonsnde (1) e (2) vems
AXFAX A = A S E
eu A(XfFXheE)SE
e come o inverss & direita ¢ Unice,serss
XtXA - E = X
& portante b O
ou XA B8 B ‘
® que nor mostrs ue X ¢ afnds wa inverse & esquerds d. A, 6s Qe deo
Se atendermos u Wa teerems gue demonstranes BO § consagrade ae siste-
nes carn raltiplieecao canclufrios, que wa slenwnte A qualquer de Wa anel
80 poce estar mu: des seguintos quatro casess

Hmeno de inveraes Wi, ,do re)h
a esyuerds s direlta
l4%, caao0 1 ol
29, cuso oo 0
L2, caso (4] >0

42, oss® g (4] (8]
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Baeta para lsse demenstrar que se A tom dois inversss, & direita per
oxmnplo. distinotos, A tem ll(/:fb;.‘nm de inverses. Cam efeite’
e je ! k3 = B 4 740
] iC S E
Enf.#o B+n ( 3 - € ),ende n & un nimere inteiro q\.wlquerju' ainda um
1nv§r‘ho ¢ afreita de A, oo uvfeltos

' A(Bfn(d=-6))shadfs (nB=-nC )=

, 2E4nAB-nACEEfDE ~-nE®E
Co ge doe Jstes resultudes sie Lmportantes ue tsoris des opcrsdores Li-
nenrol liattaedos do o;paqo abatrsoto de :dilbert.
44 -~ logag du addtividude « JLwnos que dols cleiwitos A e 3 de wa ansl
sio rditivos Quuiilo £or verifiocuwds & condigsos '

(X ) (aA+B )P =a4a®

Quslquen que seju @ nimero iateire o positive n « o ¢ nusvasirie su -
par gue 0 anel coptém was unldsde, nos ssgulntes teorsriass

poyrema L - I & Lol wliLo, & 4 gl oe .
Ld »

© ces e 8 L 3

( kB ) = a5 F

(atB P 2 a4 48
Isto é que m ocondigio (of) wseja veritiomds psrs 2 2 1 e 2,
Aworepe 2 - Iere guw dois oluiwnton A e 8Os wi snod se e sditives §
Becessirlo e suficlunte gue sejejy verlilosoms s dues oondioBess

(1) As+m-o

(II) ABAHRBE O

Sooroms B - Jo 4 e ¥ séo adltives surd A" p 5" = 0 pars tedos os yulo

ves o 11 o0 _gue se.isfezen ¢ condisiio & coniigle m+4n 47 4,
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Un oaso peticulsrments siuples sn que as ooikilqdvs ( X') e ( II )
afo verificsdns € o 0sBo ui que AB B DA B O, Entéo direios que A ¢ B
s&o_ertospnels.

Dooremm & - o elenente tive s e B sejs tivo » B S

- 'QJ.:E_B': e nuoeng;:’ 1o ¢ sullclente quet |

B ABA4d hky =0
3 l+l &

‘eorepm O - S@ A (: ggét.j.vo 8o t.lu!'umgton % ;. B' PR p;occ % &!&!n

entre sl dois s A s ud.j..t.Lv_g__n_._
e
BS = B
AT

A nagio de sditivideds mui smel genvrelize s uegio de sditividade de
mtrizes finites o de nicleas de rrecholi gque Lntrddusircspwa trabalhe
a0bre as cyuegous liatugrsis de lredholm vejat h. llonteiro ( m, {) ).
Ap dunonstrugdes dos teorcis. enteriores, seo en twio snaloges es Ae=
nonstregoes indlcedss em ( 6-7. Pe &Y = 5H4 )3 DF0 68 reproduzimos pere
neo alon ey & €4posigiie

Juponhsios egoers gus 0 wiel ocnsideredo contdn wim unidudes Podemes

smunociar o seguinte teoremss
Jeorens - go b e A sg0 sditives ¢ pe 8 Lej un inverso. g1 on_elenen-
togs

- =]
Al BT AS

b

8% (2] sditivose

Ieto 62 a relugho de aditividade ¢ lavarlsnte ez relegéoc uo grupe des

s=1 88

sutornoriimoes inforiarvs do wwl conglder'andoe
A denonstregio ¢ andlogn aquwla que indicsrios perc es metrizes fimites

Ve js-se t 4. liontelre ( (2] p. 92 )e
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Una perts da tesria ds sditividsds dos miclscs de HMredholn o das matrd
ses Cinitas aparvco~-nos assim come twn oase partioular ds toeris da add
tivideds mum ansle J

Trata-se pertante,de propriedsdes puramonte algébricss. Flos sssin des
terminsde o dorfnioc de osusalidede dos tearemms lndicados.
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€0

§ ® = Awis Veoctoriais

w-w-m-uomdemxwotwhlamo-umnﬁ
brice B ende sie definides trés aporagdes, ww sdigie ( 1), wm malti
plicsgie (.), ® uma terceira epersgie que a oada nkrwre 4 ( resl eu cem
Plexo ) o a osda elenente A §£ fas ocarresponder um ¢lesmente 9{A &,’&
(prodmt- den muere o par A ), que vurificam as seguintes condiqéest
12.) « E € um espago veotekial

2e,) -E &

wa anel me sentide do paregrafe precedente.
32,) - Sio verificadss ss seguintes candiqdess
(3)aed (4a)
(dA) (4B) (dAR)
Una anwl) vectarisl dizese real ou ¢ esplexe conforme es multiplicaderes
o forem reais ou conplexos.
fistes sxiomas sio em particulsar verifiocsdos polas metrizes finitas, ®
pelei micleo! de wie equaqgio integral de }redholm, etoe.
A axiomstioa quo indloamos nio ¢ possivelnente s 1als slzples. Algans
sutores dio a wn snel nesteas condiqdus o name de pnul ipSpr.
46 - Sub - enel vevotaris) - ix-se Sste nomw a mooonjudﬁfﬂz(é

que for um anel vectorialp pnrup.no ¢ muoessarie ¢ suficionts ques
olr—

AW 0 0% LASL L L no/ =

siduromos @ conjuate @ das transformugdes dcfinides mua espage veote-
rial E e cujécntn.- doninie pertsnce a E. Viros no n2. 39 que se de-
finirmes T ® T, 1T, ® c| 2 pelas cendliqboss

T (¥) - 2 )+ 24
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¢/

x2ew)eo {2(=x))

e -.paq.E.: wn espeqe vecterial. Por eutrc lade vimes ne né, 41 ques
pars que 3 seja wn amwl, ¢ necesssris e suficiente que tidas ss trans-
formagdes !6—6 vurifiquen a coudigios

(1) ug)r;) =2 () +T )
Pera que as transformagdes T fermom wa anel veotorial restu-nos oxprie

mir que she verificsdas &s condigouss

(d3) 2 ((F2)
G ) (3R )=6hT g

A primeira destss ocondigdes & serpre @vrificsda e para que a segunda @
seju & necessiric e suficlents quw us trunsfar jngdes T satisfagam & om
digies

(2) 2(F¢g )eAT(Y)

1ate &3 que T seje ums transformagio homogénea. Pars s demonstragio des

ta propriedsds ( e de outros resultados upenas indicsdeos )ve ja-se © nos»

eo 1ivro em propuragie Llgekra dss Matrizes. Censideremocs um oenjunte
das tranaforveqgdes definidas mun espago veotorial, que gosa das propd

edsdes (1) & (2), & quo daremes o nome de Yranaforvscfes sditives e hg-

nogsneas eu gpersderes linweres.
0 contra - deminie ds um operador linear ¢ um gspsgo Voot isl, imerse

mB;mhlmhrmMmuumrmdnEm-ub-

sspage de E.
Un resultade importante, ¢ que justifica a introdugio da nogio de emel
vecterial ¢ s seguintes
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0 eswuioe das opereddres liwwes ¢ un dos ospftulos mals Lnportantes
um&ﬁmmmlm-qmmwviigbwmmm
tom olmo ¢ g, o consldmegio de erden puwwnte algftrien, se pode
mhwuumnmrnm&awwm«

U resultade clementar que convém sssimlar ¢ o seguintes gﬁgg_.
eapago veotor sto nudes, A & wi eapsao 1so

sonjunto des retrizes Wulndss do orden B Veje-je une denonsivagle

dsste poprlededs no nossa livrec i cltedo.
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¢S

§ 10 - Tipe algitrice de wa espago

48 - Definigie - Vemos sgora intredusir e nogie de iipe slsvirios de
wn espage, que desecmpenha om Klgebra Abstructa © moesmo pspel que a ne-
QRo de poténoia de um conjunto desepenhs na toaria dos conjuntos abse
tractos. Esta nojio aplioca-se, como Verwmos, exclusivemente eapages
algdtrices. Para fixer id:ias suporemos que se trata de esprqos algébri
cos A, B, O, ote, om onda w1 dos quais se supde dofinita uma Unioa epe
ragio algibrioa; mes ¢ clare ques as mwemas dofinigdes si@o apliodveis ae

6sso em quo existe meis do qQue wns opersgiie em oads wi déles.

Nestas condiqdes, eacreveremoss

t(a)=tv(B)
( leis-se: o tipo algebrico de A ¢ igual mo tipo algibrice ds H ).

Entio esorevoyrsioss
t(a) >t (B8)
Nestas oondigdes tembém pedermos diser que o tipe mlgébrice do espage B

¢ inferiar ao tipo algshrice Ao espRQe A © PsCrevVerenoss

t(B )L v(A )
i afnds 1dgloamente dois oasos possiveis.
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® entéo esoruvurww0s?

t(h)ZLL(B)

IV - Direpos que o= tipos slafiricos de b e B sfe lnconmpdvels se b
o i lseporto s pennvsi sub - wspage NC B s se U nig L0 lsonerfe A
W1._s.

Vemos in€iomy exemplos on qun i‘. £0 68148 U0 CRE08.

1%, ecoppla = SUPALUIINs Uk i ¢ o coujunito uos ABwes latclross L, 2,
Bpecscscsns Mpsasess © qUE # UPLTRGAD wlgelilzwite ¢ & siiqie no sonty
do ardingrio. doje por’ outre lado B o conjuute Gok muwi'es iutoires pa
TO8t £, 4, 6pecescecsephyesscace OO & MWL GPeI'agho alguixizante,

A e B sfo espugos slgdbricos visio quu a s s dois mbwras inteires
( rosps peres ) € wa BUwro nteiro ( resp. per ). Ceiio B ¢ wn sub - s
pego do A podenios aulzer que & ¢ isonocfe m Wi sub ~ espage Ae 3. Existe
afnds wa leonectisine entro B ® wi Bub - esprge AJ_C A. Podelos por exem
ple supdr que kg ¢ formmdo pelvs riltiplos de 4.

29, exeiple - S0 & far o conjunto dos niwros rimis ¢ J o coajunto fos
mimoros racionnis © evidente que % ( A ) > t ( B ) relativesents &
raicio e ¢ multiplicugic. Como B CA ¢ clire quw 3 ¢ tsanorte a B @
portanto a wi sub = €3prgo Ao fie. A n&o pode ser fsonoacfe & wi sub -~ o8
page de 3, porque entéo existiris wm correspondsncim bl/:lfvm entre @
sonju:to fos Fwros risis & Wa 3ub -~ conjwitu dos niwres rwelicmmis,
o que ¢ Lrpoasivel. e et sl B
39, exorplo @ Todo © FUpo Gue contémm tipo slzdbrico incogpersved
con © eapuqgo A indieado no prinviro exmemplae

1-2, necesasrlio feger Rlowimws obmcervngoos sobre se dofinides precudentes.

8) Im priwive loger ¢ ovidento que 5o 4 ¢ B sdo dols vspeqos leckor -~
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fom serh t (A )=t ( B ), isto &3 o tipo ulgibrico de wn espage
nentém-se por isciorfismo; Bio subriios &s & rec{proos desta propee
algie 8 verdadeire, o1 LOUD O ORSO Perece-nos pouco provevel que as-
sl sejue As diffculdsdes no sstwio dests guustiio proven ua faote

do nio existir en regrs wis algebrigagée convenlente dos sub - espa=
qos de wa espago algebricos

a) O problemw ds tricotonis resolve-se pels negativa paid a nogio de
tipo n.l;_;p?brico visto quw he. cspagos de tipos nlgébri.coi imscw"—
velse :

b) 30 A & B tén 0 meamo tipo algebrice, os conjuntos A & B tém a mes
na petducim, uas a rec{procs nio ¢ verdadoviree

e) se t ( &) £ 4 ( B ) s pot€noia do conjunto A ¢ quando muite iguwald
¢ potéucis do cenjunto Be

d) Todes as mrapriodades da igualdsde ¢ da doslgualdede gue ftadicdmes
pers & nogse do potéacia sio alnda veriricsdus pura & nogte dv tipe
algébrices

o) Como uxlste un @upo sbelisie nukreavel universsl)C.» svidente
que tBde o grupo wbeliawio numerdvel A tem wa tipo algébrice izual ew
menor que o Lipe slgobrice de s Soria Lipartsnte Ludlcar wn exemple
de wa Zrupo sbelisne numeravel A tal quo t (A ) <Lt (O7) 3 em quale
quer dos oasos néo exlste nenhwi grupo sbelisne pwieravel oem um tipe

algbrice superior w0 w

4
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Ceapitule III

- - - - -

(52
—Zepelegis Abstrats

$ 1L ~ Lspsges ( V)

1 - Espages tegol‘gicoa. Diz-se habituslmente que um cenjunte abstraé-
te E ¢ um espage tepelézice se mENNixix exlste uma eperagie D ( a que

se da e ndme de dorivagie) que a cada sub - conjunte A ( E faz cerres-
ponder um eutre conjunte A' ( & que %0 da e néme de cenjunte deriva-
de de A ). Aos clemwntes de A' dsese © néme de elementes de acumula-
gie eu pontes liuites de A. £ evidente que A-D( A ). Nie nes parece

que esta negie cerresponda a negae intultive de espage tepeldzice,
viste que se E ( O ) for um espsge algebrice e se fizermes correspen-
der a cads sub - cenjunte AC E e cenjunte A' dos elementes da ferma
&1 o a, onde a1t @ s, sdo dols ¢lementes quaisquor de A, o espafe al-
gebrice E ( O ) sparece-nes sssim cemo wn espago tepolégice. Estames
pertanto de acdérde com Fréchef quunde éle restringes a negao de espage
topolegice.

Un espago topoldgice ¢ um sistema ( Ey D ) fermade por um cenjun-

te abstrate E ¢ por uma Operagie D defenida sobre e cenjunte é des
sub - cenjJuntes de E @ que a cada elemento Aéx faz cerrespender um
conjunto qualquer A'-D ( A ) de tal maneira que secjam verificadass
as segulntes condigdes:

12,) - Unicidede - se Ay— Ay sera D ( Ay) = D ( Ay )

isto é: D ( A ) ¢ um cenjunte Unice e bem determinade.

22,) - Para que & ¢cA' é necessario ¢ suficiente que A - ( a ) nide

seja vazie e que aéD ( A - (& ) ). Isto é)o facto de & pertencer

a D (A ) ad depende des pontos de A distinctes de s, ou afnda: se s
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& 7=

¢ um pente limite de A &le¢ ¢ afnda ponte limite de A - ( & ) e redi-
procsmente.

Trata-se ewidentemente de wns restrigae importante, mas em téde e
case s teprias dos espages que ssatisfazem apenas a estas duas coﬁdi-
goes nie nes cenduziria muite longe.

Esta nogse permite-nos porém pér em evidéncia a ideia de que a e-
peragae de durivagie ¢ ums negio fundsmental de topelegis.

A tepelogis pede ser baseads sdbre outras nogées primitivas, per
exemple: vizinhangs, cenjunte fechade, conjunte .aborto. "rormoturoy(
eu cenjunte de Lnolu.-ie) ns terminelogis do Prof. Mira Fernsndes) pen-
te interier, etc..

Nés vemos aqui definir & ebjective da tepologis utilizande ceme ne-
gio primitiva a nogiso de vizinhanga quv nos parece a mais intuitiva
miito embors existam nogées da topolegis que se nie sabem ainds ex-
primir por intermédie da nogie de vizinhanga.

2 -~ Espages ( V ) =Vamos agora considersr umas das classes mais im
portantes de espages topelégicos, olasse que fol considerads pels pri
meira vez psr M. Fréchef e na gual a nogie de pente limite eu pente
de acumulagie ¢ defenida per intermédie ds negao vizinhanga.
Dof‘nigio - Diremes que um cenjunte abstraite E ¢ um espage (V. ) se

s téde o slemente a ¢E cerresponde wns fam{lialv ( a )34.. sub - con-

.

Juntes de E,, a cada wn des quais daremos o nome de vizinhangas de
elemente &, ® que satisfazem a seguinte condigie: |

V) - Téde e elemente acE pertence a cade ums das %
vizinhanges, isto ¢é: acX (& ).

Defgnigio L - Diremes que a ¢ um ponte de scwmlagio de cenjunte
—_——— -

ACE se tdda a vizinhanga V ( & ) centém pelo menos um ponte de A,

diferente de & . Cenjunto derivade de A ¢ o conjunte des scus elemene

tes de scunulagiae, em notagae A',
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B olarec que nestes oondlqaol‘ todo e espsge ( V ) ¢ un espage topolo'gj.-
ce.

Ad def‘niqi" que sosbaiios de dsr de ponto limite num espage ( V ) ¢
devida s M. Fréchep, veja por exemple ( 1 ) p. 172, Esta d.r‘nlqio onm
tode © caso merece-nos alguns reperos.

Censidersums, por exemple, © conjunte E des pontos de um plane & sen~-
sideremes como vizinhangas de um ponte 8 o ExiEx NERkEX €8 cen juntes
formades pelo ponto & e pelos pontos de coerdensdes racionais interie
res a um circule de centro a e de raie b e O conjunte ACE de tedes
eos pentes gue tem uma das coordenadss irracionais nio teris em faoe

da deﬂ.ni. © anterior nenhwa ponto limite. Em tede o case tede e pen
te de cenjlnte A ¢ un ponte limite de espago E.

A tepelo que scabamos @¢ indicer nio tem nads de srtificial, ela
intervém por exemple quando se quere cempletar o corpe des nimeres
recienais. Poedemoes portante cencluir que é a dof‘niqio de pente limi-
te de um conjunte A que ndc ests formulads de ums maneira senveniente.
Vames portanto medifics-la.

.

Defénigie » Diremos yue A6 wn ponto limite de conjunte ACE ( su-

pomos ¢ 6lure que E ¢ um espage ( V ) ) quande pars osda vizinhangs

V (L) existemun ponto & @ A ¢ una vizinhanga V ( a ) tais que tédos

[els! Pentof q!fy ( » ), excepte eventuslmente o ponte & , estdo o.ﬁti-

des om V ( 4. ), iste ¢, tais quet

V(A ) O v(a)e-a

£ olare que nestas condigdes, no excmple anteriormente indicadp um
cenjunto de pontos de ceordensdss irrscionsis js pede ter un pente
limite.

Em virtude da oendigie 22 de n? 1, podemos supor sem altersr a tepe-
lezia de E que V ( & ) nio contém e ponto a , iste ¢, pedemes suprimir
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a cendigie V1 ns defénigae de espage ( V ), entde pedemos dizer Rais
sinplesmente que o« ¢ pento limite de A se s cada V ( =% ) cerrespen-

de um elemente & € A e uums yizinhsnga V ( & ) tal que
V(A) D V(a)

0 que acubsmos de dizer pée en evidéncia a ideia de gque um espage abs-
trate em que se toms comoc nogie primitiva a nogie de vizinhangs a tepe
logia désse espage depende ds dcr;niqio que adoptarmes pars s noqic
de ponto limite.

Para reforgar esta ideis vameos apresentar um outro exemplo. Considere-
mes sainds o conjunte dos pentes de um plane ¢ sup@nhamos que deft.ni-
mes as vizinhangas de wn ponte da seguinte mane iras

Se a = o(respectivamente a¥e ) consideremes como Vvizinhsngas de & ©
eonjunto dos pontes de ceordenadas recionsis ( resp. irraciensis ) in-
teriores a um circule de centbe a <v—conjunto—dos—pentes- ¢ de rniog
A erigem nio ¢ um ponte limite do conjunte dos pontos de coaxrdenades
irrscionais quandc s¢ adoptam as dofénquel de ponto limite L  ou bs.
Porém s origem ¢ um pento limite do conjunto dos pontos de coordensdss
racionais quando se adopta a dor"niq'uo L° e nio o é na dofo'niqﬂo Ll.
Estes clrounstincias parecem-nos extraordindriamente graves atendende ]
8 que‘ existem espsacos ( V) bnato.nt.e particulares, como sejam o3 espa-
gos de Huﬂudorf* em que as dues deﬂniq&u Ly ® L, nie sia tepoléglos~
mente equivamentes, isto é3 ndo definem uma unica epersqiae de deriva-
g0 como seris de espersr. Nete-se que os exemplos que scabames de in-
dicer sSe exemplos de espagos de Hallsdorf

Por outro lade A, Weil, (1) /y; 8, num trabalho recente, ebriga es
famflias de vizinhangas de osds pente & a verificardm a condigie Ve
V) - A cada V ( & ) corresponde uma vizinhengs Vy ( & ) da mesmm fainf-

lia, tal que V ( & ) centenha pelo menes uma vizinhanga V ( b ) da
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de fam{lia sssociada a osda um dos elementes b de Vi ( a ),

B clare que nos exemplos que indicames anteriormente este cond..l.qio

é verificeds ¢ o a)lliena V;. n&o olo‘minn portante as dificuldades que
indiocames,

As dificuldsdes provém do facto de existirem pentos vizinhes de um
ponte A que sao todos pontos vizinhos de outre ponte cX sem que A 8@
ja um ponto vizinho de X .

£ clare que ests condigio ja se nio @a se obrigarmos as vizinhangas
s satisfeperem a seguinte condigie: oy usd

vj_‘ - Se dada uma vizinhanga V ( ci) existe um ponto a' correspoade
wna vizinhsnga V ( & ) tal ques V(a ) =a (C V € oL )gvridio o pimit &
W‘“ﬁ“‘f(ﬂ-_ £ g

s condigBes se o & um ponto limite de A segunde a dofp'niqie L.'l.

e -y .
A € afnda um ponte limite segundo a defenigide I.., mas a rec{preca

pode nio ser verdsdeira, coms o nostrs o 29 exemple que indicamos an-
teriormente. e ss vizinhanqas satisfazem sos axiomss V; © Vf. 88 X
nio ¢ um pento limite de A segundo = def‘nlqzo Lgs A nfo é afnda um
po.te limite de A sogundo a def,lniqio L, oemo é facil de verificar.
Portanto e def;niqio L, conduz no cuso em que os axiomas V; @ Vix'l‘n'i
verifiondos s atribuir a todo o conjunte A wa oconjunto derivade maxi-
mo, isto &t a operagio de derivagie obtida por L em geral condus &
mais pontos limibes que aguels que ¢ obtida por I‘l'

Se um espago ( V ) 85 satisfes so axioma V; sem satisfazer a Vfo' sem-
pre possivel medificar s primeirs fam{lis des vizinhengas V (‘s ) da-
das no espage considerade, de tal maneirs que seja verifioade e axiena
vr baata para isso incluir em cada V ( & ) tedos es pontes b para es
quais existe ums vizinhanga V ( b ) tal que V(b ) =-b (C_ V (a ).
fepreseohteios por V! ( a ) as novas vizinhangas assim obtidas; & cla-
ro que para a fam{lia V' ( a ) sfe verificades as condigdes V; e Vl*

106w

Ficam assim resolvidss em parte as dificuldsdes que spresontames.
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Seris importante determinsr as condiqdes ndcessariss ¢ sufimientes a
que devem satisfaszer as vizinhanges para que as doi“niq&n Lig Iol oen=-
dusen ¢ mesma tepolegim. .

Vanes agora indiosr uma oondigio suffciente psrs que tode o pento li-
nite L, seja um ponte limite L. A condigio é a seguinte:

V5 - se o ponto s pertence & vizinhsngs V (o) existe sempre uma

vizinhanga V ( & ) contlds em V (. ).

Encontrsremos meis adisnte ests condigio.

As dificuldedes nfio param squie. Com ofeito ainde ¢ possivel dar wma
nolla der’.niqio de ponto limite nua eapsge ( V ).

Doro‘nigie L, = Diromes que X 6 un ponte limite de um cénjunte A de wm
uant( L) quande Ww deda wis vizinhanga quel-
quer V () existe um ponto & € A ao qual corresponde wms vizinhangs

V (& ) tal ques psars cade um dos seus pontes exista uma vizinhsnga

centids centids em V (L ) .

Pede scentecer que L nao seja ponte limite de A megunde as dor‘;:iqsol
Lg ¢ L; ® que o seja segundo a defo'niqie L.

Consideremos e conjunto E dos nimeros risis e definamos vizinhsngas
de um ponto a como um certo conjunte V ( & ) que sers um sub - cen-

junte dos nimeros b taila que lb - s(ggdeﬂnido da seguinte maneiras

/2N

18,) - Se a 6 racionsl o8 b b sie racionais

algobrice os b b sio racioneis

(- 19

29,) - S8 a
52,) - S8 § 6 transcendente os b b sioc algébricos

Entfo os nimeres rucionais nio sie limites L, nem L, dos mimeros trans
cendentes, mas sfo limites L, dos nimeros transcendentes.

fistes resultedes podem-se generalizar,

Dof;niq&l = Chememos vizinhanqas de erdem zero de um pohto s ( em
notecae VO ( & ) ) ao cenjunte formede pt lo ohemente g. Chsmemes vizi
nhanga de ordem 1 de 8 & tode o conjunte ¥V (& ) = a ( em netagio
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V(‘” ( & ) )e Chamemos vizinhanga de erdem n de ponto & a tode e cen
junte V{B)( a ) que & soms de um conjunte de vizinhangas de erdem 7 de
eads um dos pontos de vin - 1)( s ). Diremes que A ¢ ponto limite I‘n de
um cenjunto de A se dada a vizinhsnga V (oA ) existir sempre um pente
8, pars o qual existe v ) C V(D

A cada definiqio de ponto limite cerreaponde uns tepologime

As oondigdes suficientes Vfo Vz; para que as topologles Ly ® L, sejam

1dénticas podem agors enunciar-se da seguinte maneira:

Vr- Se ums vizinhanga ds oAV ( % ) contém uma vizinhangs de 1% erdem

du!._,ent.ﬁoV(d\)contc'm__a_.

V. - Pars cads ponto g de V ( A) existe uma vizinhangs de a de 18

ordom contlda em V ( A )e

Um resultsde lhteressante € o seguinte:

*
Teorema I - Se um espego ( V ) verifica s condigie V4 tede e pente
limite L, é alnde um ponte limite Lg

Teorems. II - Se um espsqQ ( V) verifica a condigde V; tedo o pente

linite Lo £ t«t/m/w%ﬂ b lo Ly,
A demonstragie déste teoroma & i.mediat.a e portsnte as cendigdes Vg °

Vs sse sufisientes pura que as topologlas do!"nidul por Lg ° Ly se jam
idéntioas.

Por lsse parece indispenssvel obrigsr ss vizinhsngas, dades a prieri,
s satisfazerem £quohl dues candiqﬁel} se quizermes obter rol\;.ltadu
simples, e evitar as comple'cuqﬁol quel'ro:uli.am do facto de ums mesma
gam{lis de vizinhanges nio ceuduzir em regrs 20 MesMo €spaQo topols-
glco. A nogho de eapago ( V) é e tremsmente geral. .

Tédo o conjunte abstrate E ¢ un espage ( V ); com eofeito baste defé-

nirmes as vizinhangas por melo ds condigies

V(& )=E qualquer que seja a € Ee
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P“o acentecer qus%n eapage E exlistan duas fam{liss diferentes de
vizinhangas { V(a) } ] {w (a) }. Cada wins delas @lefine uma te-
pologis em E a que chamsremos topologia V e topolegia W. Direnes que
as duss fam{lias de vizinhangas sic tepologlcamente equivalentes guan-
do ¢las definem en E a mesus topologla, iste o quande o derivade de
A CE qualquer seja Ay, ¢ o mesmo em relugie as topologias V e W.

e s e

Teorema - Para que dols sistemes de vizinhanges V (e ) o W (" a ) we-

Jam topoldglcarmmnte equivalentes ¢ neceasirio ¢ suficieate gue tdda
& vizinhanga V ( a ) da primeira fam{lis coatenha pelo mencs wma vi-
zinhenga W ( a ) da segundu ¢ reci{precamcnte.

Demonstragio: A condiglio 6 evidentemente suficivnte. ue @ necessaria
resulta do segulntet suponhamos que V ( a ) nso continhe nenhum W (a)
Em cada W ( a ) existiria um vluvmeate b nde pertencente a V( a '), e
© conjunto B dos elementos b terla a ceme ponte linite na topelegia
W, clrcunstincia que nio seria verificads na topologia V ( veja M.
Fréchef (2 ] ). '

Podumos introduzir ss seguintes dufo‘nicﬁel nun espago & V )3

Diremos que A ¢ wnm gonjunte:

12,) - fechade se A' & A

28,) - dense on si 1_@‘ smo_ou condenssde sc A C A'

Se2,) - porfeite se A = A'!

Diremos que s ¢ um pente de condenssgie do conjunto A se existe uma
infinidsde nfo nuuersvel de pontos de A em tods s vizinhanga V ( a ).
Pare que num espage ( V ) pesssm exiatir pontos de cendensagas & ne~
cesssrie ¢ suficlente supdr que V ( & ) tem ums peténcia superier &
do numersvel.

Quando sssim nio fér ¢ afnda possivel dcfo.nir ponte de condensagie

da sezuinte maneira ( utilizande s dert‘niqio de ponte limite Ll)l s e
um ponte de condenssgie de A se qualquer que seja V ( a ) exsitir ums
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uma infinidede uie nwaerivel dy pontes b € A pars cada um dos quais
oxiste uns vizinhanga V ( b ) tal que

V(b)«b C V(n)

Qbriga.ndo es eapagos ( V,,* ) a satiafagerem eaoc axioms Vl eata duplicida-
de na defi‘niqio de penvo de condensagio desaparece.
Diz-se que & ¢ wa ponte interier de A se existe uma vizinhanga V (a)
tel que V ( & ) A donde resulta que a e interier a V(a Ve
Diz-se quo s © wn ponto exterior de A se a ¢ interier so seu cemple-
menta*C ( A ).
Diz-se que & ¢ wa pente %fgt.cgg- de A se s nie ¢ nem interier nem
exterior a A, lato ¢ se cade V ( & ) contém um ponte de A e eutre de
G (a)

—'&23?"“
Un gemjunte diz-se¢ eaberte se todos es seus ponte nterieres. Se um
eapsge ( V ) satisfaz & condigio V, todos es pontes de V ( a ') ske
pentos interiorss a V ( a ).
Poulamos introduzir muitas outras der;nj.qio- habitusis na teeria des
ceonjuntes, nas nds néo péetondenos fazer ums teoris comp].ou da tepe -

0 obfeckivo dal
logia ubstrata, preteondemos apo.as néste cap{tule defenir

Woholo 4. ka en < Ay cextiAA
obaer u.q = /a/a/

3 - Fungdos continu_.a_‘l - s jam mo y/d.h espagos ( V ) e X(,XV),
' (\7]. Dircmos que s transférmagie i

ﬁ:r(x)

de Meul ¢ contf{nua no ponto x de X se gualquer que seja V ( 'a )
exliste wna vizinhunga V ( X ) tal que e oenjunte transfermsde de
V(x) seja wi sub -~ conjunto de V ( ¥ ).

Diremos que £ ¢ waa transformagae cont{nua de Xem Y= £ ( X ) se
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ela 6 cont{nua em todos os pontes de X.

4 - Hemeemerfisg ~ Se a transfermagie £ de que falsmes ne ninere pre-
ocedente estabelecer ums cerrespéndencia biunfveca entre X ¢ Y ¢ se ela
fér cent{nua, diremos que se trata de uma hemeemerfiis . Pars indiear
que es cenjuntes A e B pertencentes s dois espages ( V ) sie hemeenmer-

fes usaremos a netagies
A= B

® leitor verificars sem dificuldade que s rolaqio%wmeomorfh gosa de
todas es prepriedades ds relagie de igualdade,

5 - Objooctive &a Tepelegia ~ A topelogia tem por ebjective e estude da
Proprisdades dos espagos topol&giconfque se¢ nantém invariantes quinde
se transforms E por melo de wam homeomorfia. ¥ impessivel distinguir
na tepologia deis espmqges hemeomorfes, visto que todas as prepriedades
topolégiou de um des espagos pertcncem ao outro espage e roelprnuul
te. As nogSes primitivas da topologis sio as nogSe: primitivas da tee-
ris des conjuntes & S b, o € A e a nocio de ponte limite du.f“nm per
internédie de ums famf{lis de vizinhangas. Recerrendo apenss a estas ne
gSes » &s funqdes propesicionais da Légice formal ¢ possivel cendruir
tods a tepelogism. Tods a fungio proposicional assim obtida sers chemae
da tepeldgiecs .

Todas as proposigSes que sc podem emuwicler por meie de gunqgSes prape-
sicionais topol‘gionl, sie invarisntes por ums homeemorfis. Assim se
ACOC ¢ wn cenjunte fechade 1sto € se A'C A o se £ for wia hemeemer.
r:.."-ez-ir(a' YC LA ),r(’x;) S '3' e portante £ ( A ) é wa cem-
Junte fechade no espago Y.

J& dissemos que podiwaos temar cemo nogdes primitivas da tepologia
eutras negdes. X o que sa faz por exemple Kuratewski ("1 ) que cemstrel
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e topologia basoando-se ma nogie de fermeture ou conjunte de inclu-

-
820,
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§ 2 =~ TMpe de dimensie de um espage tepelézice.

6 - Dogg‘gig_n_'o - A negie de tipe de dimensie de um espage topelégice
fel intreduzida per M. Fro'o’no‘: € 1] no principie ddste sécule, da
soguinte maneiras

I - Direries que o tipe de dimensie de um espago tepolégice A ¢ igual

a0 tipo de dimensae de e€spago topolég,ico B quendo existlir ums hemee-

norfia entre A e wa sub - conjunto B]C_ B e waa horcomocfia entre B

¢ wi sub - conjunto Ay A. Para indicsr éats fucto, escroeveremess

da= ds

II - Diremos que o tipe d¢ dlinsie de A ¢ inferier so tipe de dim@m

880 de B quando c¢xistir wis honeororfia untre A e um sub - cenmjunte

BCBe neo existir nenpums houeconorfis sntre B ¢ un sub - cenjunte

A C A Pars imdécar @stc fucto, eacrevereiios:

. AL <A B

III - Diremes que @ tipe dv dimensde de A é superier e tipe de di-

monsse de B quende riiré(. B<4< A, o entie escreversmess

A a )d,B

IV = Diremes que os tipes de dim.nsie do A ¢ B sie incompsravels gquam

de nifo existir nenhuim honvemorfia entre A ¢ wa sub - conjunte B;C B

nen entre 3 e um sub - conjunto A, C A.

fRates quetro cases podenm efectlivenente dar-se,
Netemos que a noqu de tipo de dimensio ¢ absolutsmente amilop as
neqgdes de poténcis de um conjunte ¢ de tipo algébrice de um espage.

Vames agora indicsr elgumas des propriededes do tipe de dlnensse.
12,) = 0 tipe de dineonsfe gosa du tOdus «s propricdedes de desigusl-

dede ® da igualdsde que indiedmos pura a nogio de poténcism, mo ospi-

tule I_g
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2e,) - s.),‘_. = aLB es cenjuntos A £ B tém a meama peténcia, iste &3

=

Az3B

38,) « SedA AB seri R B :

42,) -« O ocenjunte das homcemorfiss formsa wn grupe de tramsfermsqdes
quande se defdne produte de ducs trangformaffdes ae mede erdindrie (

grupe que ¢ um sub - grupe de grupe das equivaldéncias). Daremes a $a-
te grupe e neme de grupe das honeemerfiss . A tepelegia wsta pertante
légloamente suberdineds & teoris des cenjuntes :bntruﬁqa.

69,) « Se A @ B sso homeomorfes ( A~ B ) sers dA IC{B, nes a recipre

oa nie ¢ verdadeira. En tode e ocase em virtude do corelarie 1 de Tee-

rema de Banach ( capf II, nimere 16 ) pedemes afirmer: SeAA o B &

pessivel ducompér oads um des conjuntes A ® B em conjunto disjuntes rei

pectivamente hemeomerfos. Hasta verificar que s relugde do hemeomorfis
peasul a propriedade (L ) maquele local dofdlnidq, A noqio de tipe de
dimensie de um espage duemponhnwna teoria des cenjunies pels negie de
peténcia, e por isse e¢la tem side tie profundemente estudsda néstes
Ultimes tempes. Come se vé ela pede ser ocencedide num ¢spuge ( V )
qunlquor%%ate pente que nes intervssave aqui indicar,

0 teerems de danach que scabmmes de indicar ¢ o teerema fundemental
mebre s estruturs da negido de tipe de dimvnsie ¢ desempenha ms tepele
gia um papel snilege =0 que © teerama de Canter - Bernsteim desenmpenha

Ba Leoris des ceonjuates ab:t.rn%ol.

(’),m, 44;7‘%/7&; (/wo«/’u%(// (,M/ﬁq7‘] (,w/w% o dieceer -

(

/ /
} autha o
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$3-Eapages (V) particulares.

7e Mesmo que obriguemos os espagos (V) a verificarem os axiomas V;.
YZ: o‘g » & nogBo de espage (V) pode ainda set verdadeiramente pato-

16310&; é o caso de um €58pago0 E em que todos 0s pontos tivessem como
fnica visinhanga e proprio e8pago kj;rum tal espago (V) qualquer pon-

1o tem por derivado o espage intﬂiro E. Deve-se portante obrigar um
espago ( V) a satisrfazer a: econdig¥es restrictivas escolhidas de tal
modo gue a toqﬁ%giu assim dcf‘h}ida tenha as propriedades mais impor-

tantes da topolocia ordinaria do Planoi euclid@ano e aninda que essas
categorias de espagos topoldgicos gsontenham 00mo caso particular a tofo

pologia dos enpaqos funcionais mais importantes,

A topologia avsctrata tem estado permanentemente né decorrer do seu
desenvolvimento 880 a influlncia desta dues correntes, uma que obri-
€a a restringir o seu campo de estudo outra que a obriga a alargé-lo
tanto quanto possivel.

Vamos agora indicar umsa primeira lists de sxiomas que nos permitird
definir os espagos (V) mais importantes.

% - Todo o ponto a de E pertence ga cada uma das Buas Visinhamgassa £V(a)

V:-Se V (a) contém completamente o conjunto V(b)-b, entZ%o V(a) contém
@ ponto b,

%7 Aparte comum a duas vizinhangas de um ponte & qualquer, eontém sem-

Pre una Etceira vizinhanga do mesmo ponto &

V.- Se o pomto b pertence a V (a), existe sempre uma ¥lzinhanga V(b) oon
tida em V(a)

YJ -Quaisquer que sejam 08 -dois pontos diferentei-ﬁ«e b, existe V(a) -
que nBo oontém b e existe V6b) .que nZo contém g,. - - L.t.l.o.aeh

V; - Quaisquer .ique sejam 0s: dois pontos diferentes a2 e Db, existem duag

Vizinhamgas V(a) e Vv (o) sem pontos comuns, : ML

Notemos que fomos levados & obrigar as vizinhangas a satisfazerem aos

. L
axiomas YL' Yi, e VS °

- i

i
(3t T
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D‘-s; oi'toplogia,b nome de e8paco seessivel (Fréohet) a todo "o ese 3%7

pago(VH em que as vizinhangas verificam os axiomas V,, V , V, & vﬁ.

Num espago (V) que satisfas a0 axioma .. V) pode-se ddfinir um espago-- -
adessivel como um espago (V) onde os pontos limites L, dos sub-cong = o
juntos do espage sarisfazem &s seguintes condigBes: - S = e

Ao A operagBo de derivagio 8 distributiva em relaglo &t adigio de oon-

j-“!I-tigé-:lato 1

D(A4B) =D(a)4+ D(B)

ou
(A4B). A’+3B’

A - Um conjunto formado por um nfmero iinito de pontos n3o pode ter
e e R z
v nenhum ponto fwi+m %M«u‘

A - Todo o conjunto derivado & fechado,isto &:
3 —

D D (a) C D(a)
(&) a’

A reofpngca é verdadeira. Se num espago topolégico a operagio de derie

ou

vagho verifica os axiomas Ay » A e Aj B & um espago(V) acessivel,
Basta para isso defenir V(a) eomo um conjunte aberto arvitririo contene
do a,

Nos espugos accseiveis uma epcess@io de pontos R4,8,, ;8¢ 0 que tende pa-

ra um 1limite g, pode tender ao mesmo tempo para outro limite b.# [ ¥

mas esta eirounstincia J& nfSo se verifica num £8pago _de Huwpderff smise
amtme |espago (V) em que sdo verificados os axiomas Vie Voo Ve V;J
Existem ainda outras categorias de €spagos como--sejam 0s espagos regula-
Tes e normaias de AlexXandroff e espagos completamente normais,

V8r sobre este assunto Frechet,[i] Pag.204, e o magn{fico resume des estu

dos feitos no semindrio de lioscou no ano 1924-25 de Tychonoff e Vede-

nissoff Ii], disefpulos de Alexandroff, - coem e alamn D
8-_Lgdpacos L - Um cenjunto E & um espago L(Frecmet) quando se fas corres-

ponder a certas sucessBes de elementos de E

EL. E'L’..-a\- ge0s
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( & qve deremes o nomt de aucmualen Sonversenten)ws elemento a -lim @

de x2X tal maneira que ssjamverificadas as seguinies condigVess "7 v
L,) qualquer que sejs a sucesslo dmiraida da sucessie dada ela converge

para g
I‘z) Se os elementos da: susessio dada s¥o todos iguais a 5, « susessle

CORvErge para g§.
8ec . £8r ainh verificado o exiomus

L -3¢ ums sucessTio nfio converge: puru g, ¢le contém umg sucesadio pax-
gial da_gual § lmoossivel extralr ums pucessfio eonvergente onrs g
(Alexandreff e Uryshon),

Diremos que se trata de um espago 1* (netazlo de Kuratowski)(1l]pag.76
Diz-se que £(x) 6 uma fungBo continua num espago L* se
}‘1_:’ x,_ =2 implica li—l_et(x, )= £(x)
2 olare que suplmos que -o eontra-dominio de ;(-:) & un espage Lf
Tedo o espago L § evidentements um espago topoldgico, mas nke & mece-
ua.riuerit. un espa;o 0do Hausdorff,
Todo © sspage de H..u:a,\'ortyll porém un espa;o L* se adeitirsos qus o
ponto g é limite de sucesslie a ., quando & cude visinin;a V/[a) eerres-
pende um indice N tal que
a_e Via) pure ~> ¥
Para as pnprifidea dlstes espagos veja-se 0 livre de Fréchet J& eitade
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VL4

§ ¢ - Topologia dos conjuntos abstractos

9 = Limite do uma SUCE83A0 do conjunteo

- 8eja E um eonjunto ablbracto qualquer e /éo conjuntos doa
seus sub-gconjuntos, J& mostramos que é possivel definir uma Al-
gebra em 1&, vamos agora Ver que é; é um espago topoldgleo,
mafs precisamente ‘Z é um espago 7: .

Seja: Ax » ‘1 s vees A, 5 eee

uma sucessao qualquer de conjuntos,

Da-se o nome de malor dos limites ( de la Vallée Poussim ) ou

limite superior ( Hausdorff ) da sucessio A, ao conjunto

formado pelos elementos que pertencem a uma infinidade de =Xam
msmkex conjuntos da sucessio dada, conjunto que representares
mos pela notagao

Jormg
(V‘=°°

Da-se 0 nome de menor dos limites ou limite inferior da sucese-

sdo A, ao oonjunto formado pelos elementos que pertencem a to-
dos os conjuntos da sucessZo dada, salvo quando Emito a um nu-

mero finito ddles, eonjunto que representaremos pela notagfo:
£&2L An
M aoe
Em face destas definigles vé-se imediatamente que:
12) Qualquer que seja a sucessio dada A, , 0 seu limi-’
te superior e o seu limite inferior sio conjuntos

bem determinades,

20) Se A, : A qualquer que seja n , sera

A ét;A“: %%i’A“
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Ved

32) Se A, £3r uma sucess@o parcial extrafda da suces-

sgo dada &3

i;::: /Q\‘ C: Q”“; /&K

Ays 0O an B0
o AL A AL
= o0 We o0

4¢) B sempre verificada a condigio
V:.-.,n‘ ~~=
Diremos que uma sucessao de conjuntos A, tende para um limite

- A~ Bl éé:ﬁ /ék

[P

e que sera representado pela notagio

Lo,

M 200 AA"'

Nestas con@icdes s@o verificadas as seguintes propriedades:
L, -Se A forhma sucessio parclal extraida da sucessio dada A ,
que por hipdtese tende para um limite, entfo seras

]¢1~—mooAl' ™ ]i.jélfo“-
Ii- Se A,= A, qualquer gue seja n , ent&o

1im A=A

A=ad ™
Podemos portanto afirmar que /2 é um espago L . A nogio de
1imite superior e de limite inferior n&o transformam /&
num espage L porque a condigéo L, ndo é verificada como aca-

bamos de ver,

Equival&ncia e homeomorfia.

Como ’?p é um espago topoldgico & possivel definir homeomerfia
/
entre daéis espagos % ] ’% asscclados a E e E', ¢ tipode

dimensso de um espage ’& .
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Suponhamos que E e E' sio equivalentes
Lx'-—f (R), B= £-4( B )‘l ent@ao 'Z o ?/ também o sdog

£ curioso observar que a correspondéncia biunfvoca que existme

/
entre % ® £ & uma homeomorfia quando se consideram f e £ A

eomo espacos topoldgicos, sendo a topologia definida por

}ﬁgoo A

visto que se f & uma equivalénola e se

A= %&2, A,

TGE &;ﬂm

sera

Parece-nos que esta observagio fom a sua importéncia, ¢ que

ela nos explica a razio pela qual a nogdo de limite de uma sue
cessio de conjuntos desempenha um papel importente na teoria
dos conjuntos abstractos.

As rasSes atras indicadas justificam a preferdncia que se da

& nogdo de limite e nio &s nogdes de limite superior e de limi-
te inferior, mas existem outras raz3es que s0 poderao ser indi-

cadas no capitulo seguinte consagrado & Analise Geral,
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§ 5 « Espacos distanciados

11 - Nogao de Aisti@ncia, Diremos que um espago E é distanciado relae

tivamente a @ma dada relagao de igualdade definida em E, quando

a ceda par ordenado ( By L ) de elementos de E se faz ocorrese

ponder um nimero real qua representaremos pela nohaq;o a( x J y)
-a que daremos o nome de dist@ncia de X a § = que verifique os

seguintes axiomas:

D, « Axioma de igualdade, x=x' implica 4 (x_y)=4 (x'y)

D, » da(x, y)> o quais_quer que sejam x e y de E
D?- a (x, yl=o se & 35 se x = y
D" - Axioma de simetria, 4 (x, y) 4 (y x) quaisquer que

sejam X e y de E,
D‘. e Axioma da desigualdade triangular,

dl,y) s dle,2)+d(2,))

quaisquer que sejam X ¢ y ¢ 3 de E,

Esta nogao & devida a M, Prechet [_1, DESe 55_] e desempenha um
papel de primeira 1mport§ngia na analise moderna., A designacio

de espaco distanciado fol 5ropolta pos Bouligand, que abreviare-

mos utilizando, como Prechet, a expressdo "ospaqo ( D ). Hausdorf
[}

4% a um espago ( D ) o nome de espaco matrico,

12 - Axlometi€a de Lindenbaum. Os 5 axiomas anteriores que caracte-

rizam a noglo de distiéncla sio equivalentes aos dois axiomas see
guintes LLindenbaum e 1, pgs. 211]
D, - 4 (x) y) =0 equivale x =z y

D, - Desigualdaede trigngular

Ll y) & A, 2)r () 2)
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£ evidente que os axiomas g* 830 uma consequéncia dos axiomas
D . Vamos agora demonstrar que os axiomas D sio uma consequén-
cia dos axiomas D' ¢ Para isso substituindo na desigualdade
precedente y per x , vem

a4 (x,x) < d(x,z)+ 4 (x,2)
ou

o< 23 4 (x,2z2)

[d\(x a8 2° (axioma D, )

Substituindo agorae, na desigualdade D: s Z por x vem:
d(x,y)< a(x,x)+ da(y, x)

donde

ou

(1) a (x,y) < a(y, =)
Consideremos &éiguuldado andaloga a I;:-

d(y,x)s a(y2z) + a(x,z)
Z

SubstituindoYpor x vem

(2) a(y,x) < 4 (y,x)
As desigualdalies (1) e (2) mostram que

%
Finatmente o axioma D:_‘ e a igualdade (3) mostram que o axiema

(3) d(x,y):d(y,x) ( axioma D, )

D,.. é também verificade.

),
Resta-nos finalmente demonstrar D,, Seja entio x = x'
d(x,y) < d(x, )+ a(x') v
ou, em virtude de D’;
(4) d(x,y) < 4 (x',y)
Do mesmo modo se vé que |

d(x" y) £ 4 (x', x) + d(x, y)
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#f

ou

(8) a(x', y) g da(x, ¥y
Das desigualdades (4) e (5) resulte

d(zx,y) = a (x', y) c. q. 4,

Observacgio: Todo o eonjunto abstracto é um espago ( D ) se
se define a distancia entre dois dos seus elementos x e y 6o~
me sendo igual a 4/ se xF#y e igual a z‘ro.so X = y. Pelo
eontrario em todos os espagos ( D ) que desempenham um papel
importante na Andalise Moderna & distincia 4 (x, y) toma um
eonjunto de valores denso no intervalo (o, +<2)

Espacos nao distanciados, A nog8o de igualdade desempenha um

papel importante na definig@io de dist@ncia com a qual esta
intimamente relacionada - & o que acontece por exemplo no
axioma Dg‘ de Lindenbaum, N&0 admira portanto que existam ese
pagos ni@o distanciados em relagio a uma nogio de igualdade
que possam ser eonsideradad como espagos distanciados quando
se modifica eonvenientemente a nogio de igualdade, Eo que
acontece sempre que se pode fazer corresponder a cada par ore
densdo (x, y) de olo’nontos de E num nimero real a (x, y)
satisfazendo &s seguintes condigdes:

18) a4 (x x)=o0

2?) a(x,y)< a(x,2)+4d (7, 2)
Nestas ocondigdes 4 g .12 o nao implica que x = ya.) Se~
Ja xo0 € B e X, 0 conjunto dos elementos x €E tals que:

dle.re) =0

& _que daremes © nome de classe gerada por X,

(1) Para um ospaqo nestas condigSes sio vorinoadd a’inda e

as propriedades D,) 4 (x, y)2o, Dy) 4 (x, y)=4a (3, x) e
D,) S¢ x=x' o y-y' 4 (x,y) =4 (x', y")

126



CLASSE DE CIENCIAS

P4
&
Nestas condigGes vamos demonstrar o seguinte

LemaI. S x' & X o x) € X sordi d (x!{ xl)=o0

Com efeito

a(x! x%")g alx!

°o °

x,)+ a (x" x)

P P ]

e portanto

a (x!

o )

x} )<o
logo
a (x', x7 )=o o. Q4.
Nestas condig3es se x! pewtence a clamse X, goraﬂa por x, ,
todo o elemento de X, 6 pertence ainda & clesse gerada por = .

Lema IXI . Se dusselasses X, e X, tém um elemento comum es-

sas duas coincidem, Seja o um elemento comum a X, 6K o X,

ent3o serid
d (x, ,0#) = 4 (x,,et)

~
4 (x

»X) £ 'd(x,,«) 4 & (x,,)

\

logo

d (X X.) =0

° )
isto & x, vpertence i classe X, e x, pertence & classe X, .
Vamos agora mostrar que todo o elemento da classe X, poz;tor\mo
& classe X, . Seja /, um elemento qualquer da classe X, cemo
x, perdénce também & classe X, podemos afirmar, em virtude do

lema I, que 4 (x, ,/3) isto 5,/, pertence & classe X, .

P ]
Do mesmo modo se demonstra que todo o ponto de X, pertence
a classe X, o, q. d.

Corolfrio, Se 4 (x, , X,)%£ o , s distincia de um pento guale

quer o(, da classe X, a um ponto qualquer o, da classe X,é

também diferente de zéro., com efeito se assim ndo f3sse seria

a4 (X, ,d,)=0 e portanto X, pertencemaa classe gerada por o,

o ris -
iste &, o, pertence % classe X e entic X e X seriam

#’
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i 4

1dénticos, e portanto & ( x, , x, )0 ,0 que é impossivel por
hipdtese,
Lema III, Se =4 (x, x)#o quatjuer que sejam os pone

[ 4

tQSdgé X, (] “‘ é X. (]
d(xo, x,)= J(“c)uj)

com efeito
a(w, ,x,) ¢ a(o,,x,)+al(x, 6 =]
come
d (%%, x,)=0 _
1) [ §(,x,) < al(x, x,) |

Por outro lado

a(x, , x,) < d(x, o)+ a(x,, )

-_—

e portanto

(2) [a(x, x) < a(x,, o) |
pe (1) & (2) resulta:

(s) a(x, , x) = & (& 15)*)
Finalmentedle : ;
a (o, ,o ) 4 (a,,r) +~ 4 (d,,x))

tira-se
(0 [ e, m) 5 a,, ) |
e de
a (o,,x,) € 4 (X ,) + 4 (x, o)
tira-se

(6) | d(e,x,) € a(%,) ]

Pinalmente de (3), (4) e (5) resulta
L" (0, 0,) = & (x,, x,) | e. as 4.

Podemos agora definir em E uma nova relagao de igualdade,
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a que daremos o nome de .equivaléncia, da seguinte maneirat
Definigde. Diremos que dois elementos x e y de E sio
equivalentes e escoreveremos x~y lela-se x equiva-
lente a 7y se

a(x, yl=o
Em virtude dos lemas pxtecodentos é evidente que

I, - 8 x~y seri y~x

I, « 8¢ X~y & y~z sera X~~3

3

Nestas condigdes o espago (E) ser considerado como um espa-
v relaFivamenfe ;

go distenciadoYem=rwtEr®e & relagio de equivalénclia; edm efei-

to, s@o verificados os seguintes axiomas

Axioma D’f 4 (x, y)=0o equivale & X~Y. Se x~Yy

e por definigfo 4 (x,y)=e¢ , reciprocamente se 4 (x , Pe=e
& x~y !

Ax:lomab*l. a(x,y) <da(x, =)+ 4 (y, z)

Exemplo, O conjunto E das fungdes f (x) de uma variavel
real definidos no intervalo ( 2,/ ) ecujo médulo & de quae-

drado somavel, isto &, tais que

Jlfe) de< v

formam um espago distanciado, quando se define a distincia

a (f ,&) de duas fung3es f (x) e g (x) pela condigie

2017 - / /- 5le)

Mas para 1830 é necessério modificar a definigio vulgar de

1gualdade de duas fungdes visto ques

(1) /,///g/—;/c//iécnx
nao !‘.lplica que / [Q / _ / /:e /
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Quando a condegao (1) fp"r rer-(/)'caa’a Arremos gue //Q/ e j/ e _ f/
§&o e ,«/'yq/eqés e escreverewros //Q/ A j/v) L//

S

2 clgre que nlste-case.-f-(-x ). -e g( x ) - diferem apengs sbore
um gonjunte de-pentos de-intervale- {(o,}) -de -medida nula, . --——-
14-<--Un espage (D) ' §é§ evidentemente um espage (V) quando se-defi-
aem-ps viginhangas de um ponto_a_nono-»undo o eonjunto de pentes
‘b do espago oonsidersde que verificam a oondijae

i : - - dlayP)gr
(-Autoraé;de centro g e de raio r ).
Entdo - & ¢é um espago de Hausdorff,
Se ecnvo;oionumeo que

lmi:l” & = &

significa que
e Bt - ‘ %"'L.fa d(a,a”)zo
podemos éonsiderar E como um espacgo yI.*-.- - S (e A
Os-espajos (D) gosam de um grande flumero de propriedades do plane
Euclideane que fiio nos interessa nlste mementegonsidevar, .
A - determinagBo das condig8es necessirias e suficientes a- que-deve--
satisfazer us espago wE—=SmEED ~tepol‘gioo».detor-1nado.pua. que-8le-
seja um sspage (D) -( prevlema da metrizagio ) é uma das questles
mais importentes da topolegia. - - - - .. - .. .. o
Entre-os-espages (D ) sdo particularmente. impertantes os chamados—
28paces sompletop, isto é, aqueles para os quais. se pede afirmar que

W.MWC 18t0’4. que. verifioa a condigio -~~~

3im - - 4- (an ya, a0 J tende necessiriamente pars um-limite . [1-1:.

@Mz o0

é: existe no espago censiderade.um elemento 8 tal que

lim 4 (an i a):o]

ma

-
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CAPITULO IV

Anelise Abstracts ou Anglise Geral

1-Definig§ 0sA Anflise Abstracta & un dos capltulos mais recentes da matem
n!tica maderna, visto que ela se pode considerar ainda em plena formaggo,
Os resq}tados jé ovtidos, embors muito numeros®s, resolvem ‘apemas uma
poqueyé paréé dos provblemas fundamentais da Anglise Abstracta,
Par&‘podermos definir o objectivo da analise Abstracta, ou Andlige Geral
Ra. texmlnologla do seu fundador o professor i, Frechet, necessitamos de

1ntroduzir um certo nfimero de noc ¢8es o que passamos g fazer,

Diremos que_o co njunto abstracto & & um esp 420 algforigo-100016gico quan-
L _£8r simpltfneamente um espago alglbrico e um espage t0polégigo, jse

te 6 quando forem definidas em & uma Glgedraf e uma topologia s ,
Pera gwe indicarmos que 5 & um e8pago algébride-topoldgico usaremos a no-
taggo: .

g, o )
Trata-se portanto de ums nog3o extrgmamente geral, que pode dar origem
& um conjunto numeroso de espagos algébrico-topol&gicoa particulares que
se obtém especificando a naturezsa dereZ; .
Tael e qual como acontece na flgeora Abstracta e na Topdogia tratande-
se de uma nog3Zo extremamente geral & natural -que um €8paco nestas condias.
¢8es nfo gose de Proprieduades muito pumerosss, e nestas eondig8es seremos
levados em breve a particularisar a élgeoraa e yu top_ologiaZ de modo a -
obtermos os espagos algébrico-topoldgicos mais importantes nag aplicagles
Notemos por outro lado que a definigdo que zcabamos de ddr n%o estabele-
¢¢ nenhuma relagfo ontrefﬁ[eZIﬂﬁ OTa acontece precisamente que na Anf-. .

lise @léssica os espagos mals importantes gzo Sempre espagos em que exies
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7
te uma correlagao entre a algebra & a topologia do espago considerados
Em todo o caso a noglo que acabamos de dar de egpaco algébrieo-topold-
glco, pe;mite-nol definir com todo o rigor qual & o objectivo da Ani-
lise geral,

2-Iofo-isomorfigmo. Dados dois espagos algébrico—topolégicos E (Z2 &)
| e E'(ﬁZ:Z’) diremos que 8les sdo topo-jsomorfos quando existir umas
correspondéncia bionfvoc7ﬁntref§b1: conjuntos E e E'quc seja simultg-
neamente um isemorfismo entre E (ZZ) e E’(?ts e uma homeormorfia entre
Ba4ee E (C) ¢ E' (3’) . Para indicar @ste racto escrevercmos:
E(x, o )= g’ (%)
£ clare que a relagio de topo-isomorfisme goya de todas as proprisdades

da relagd@o de igualdade.

/
£ oconveniente notarmos quc/ﬂ? e 7L deven conter o mesmo niimero de opera-

¢8es algébricas,

3 - Qbjectivo da Andlige Gergl. A Andlise geral estuda as propriedades

des espagos algébrico-topol$gicos que se mantém invariantes quando se
Passa de um espago ulg‘brico-topol6gieo para outro que lhe lcjné%ignor-
fo,

Neatas condig3es podemos diger que as nogles e as propriedades de que se
ocupa a Analise Geral s3o aquelas que se podem enunciar recorrende ape-
nas as nogdes primitivas da dlgeora e da Topologia ( a saber: a -b,

& € E, 0-a0b e ponto de acunulagd@o ou eonjunto de inclusio etec, ) o

as fungBes_proposicionais dg 18gica formgl.

E fdoil de verificar que o WWM-
Y ~

M_Wmmmmm&mm ( & definigdo de

multiplisagio & andloga & que demos Para as eqiivaléncias, isomorfismos

€ homeomorfismos ) . A &ste grupo da-se o nome de EXupe dos topo-jsomor-

fismos, que § simultineamente unm ENNXEERINntE sub-grupo do 8rupe dos iso-

morfismos e do grupo dos honeomorfilmon, @ portanto do grupo das equiva-

l8ncias.
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¢4
A Andlise Geral apresenta-se portanto como lbgicamente suvordinada &
Algebra Abstrq@i e & Topologia Abstr,@h e portande & teoria dos @on-
juntos Abstractos .
b4 ovidente que entre as propriedades de E invariantes por topo-isomers
fisme fisurnm certamente t8das as propriedades algébricas de E e tO-
das as propriedades topolégicas de E. Parece portanto a primeira vista
que a Andlise Abstracta se limitaria a estudar isoladamente o espago E
quer como espago algébrico quer como espago topoldgico. Na realida de
ndo € assim porque existem nogBes que mio podem ser formuiadas isola-
& mente na flgebra Abstracta ou na Topologia Abstracta, que sé tém sen-
tido num espago algébrico-topolégioco.
Daremos o nome de gnalfticqgs a t8das as nogles que estiverem nestas
condig3es; e sio elas que devem ser consideradas e¢omo as nogSes de
que se ocupa verdadeiramente a Andlise Abstracta.
Uma proposicgio serd considerada como uma proposigie de Analise Abstrac-

ta qufido no deu enunciado figums necessiriamente uma nogio analftica,

4 - Dimensgo algébrica de um espsgo. Vamos agora introduszir a nogio de

dimens&o algébrica de um espago algébrico-topolégico,

Definicles,

I - Diremos que dois espagos algébricoetopolégicos A e B tém g mesms
imens bric e - - -

juntg de B e entre B e um !ub-ognjgnto de _A.

Entdo es#Teveremost da(A)=4da, (B)

s

11 6 Diremos gue a dimensfio algébrica de um espago A & inferior h di-
mensfo aigébrica de B, se existir um topo-isomorfismo entre A e um sub-
=con {i e (+] istir n - -
conjunto de A . Ent8o escreveremoss

ala)< 4, (38)
IIIGWML&MA_L&M

mens&o alg‘@{inggg B se f8r;
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d. (-3 e s (A& ).ew»hfo«awm d‘(A)>-,d~(.B) :%

IV - Diremos que as dimensdes algébricas dos espayos A ¢ B 850 incom-
pardveis, se nfo existir nenhum topo-isomorfisme entre B ¢ um gubecopn-
dunto de B, nem entre B e um gub-conjunto de A. er=

Se dois espagos A e B t8m a mesma diasensZo algébrica, 8sses dois espa-
gos t&m necessariamente a mesma pottnciﬁ)o mesmo tipo algébrico e o mes-
mo tipo de dimens@io i Fréchet,

Se dois espagos sdo topo-isomorfos 8les t8m necesshriamente a mesma di-
mens3o algébrica, mas a recfprcoa desta proposig&o ndo deve ser verdadei-
ra,.

Como exemplo de dai. espagos com a mesma dimens&o algébrica, podonol\in-
dicar o conjunto dos nflmeros complexos e o conjuntos dos vectores de um
Plano que t&m por origem um ponto fixo O, quando nésses conjuntos se
d8o as definigBes habituais de adig@io e limite de uma sgcessiio de némere
rés ou de vectored. A dimensfio algébrioca. do 00rpo dos numeros reais ¢
inferior & dimens¥o algébriem do corpo dos nuueros complexos,

A Telaglo de igualdade e desigualdade entre dimensdes algébricas ge-

sa de todas as propriqﬁde- que indicaremos no ne 13 do oapftulo I, para
0 0aso da negdo de potdncia de um conjunto.

Mais adiante indicaremos para certas categorias de grupos abelianos topo~
At safrudunc wa’av-;afo aoc Tionermia de

16gicos um teoremarde Cantor-Bernstein na flgebra e ao teorema de By~

- - - ——— - s S 5 b —— = v )

ngch na Topologiam, " " "
Daresmos o nome ~dexjripkizdidesxqies sexmamtBExiaxarixntax “de 'propriédg-
des algéprico-dimensiongis as propriedades que se-mantdm invariantcs

:paes&~d0wum~espa@°wpara outro-de dimensdes-algéorica- igual--

eudafen ;.o nome-de-propeiedddes-- iepo-igomorfas-aquelas-que ece-mantédnm
ra

&nvariangbi—qusndo 8e passa de um espago para outro que seja topo-iso-

morfo ao primeiro.
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P t 8 1B

- Definicgo. Na definigBo que demos de um espago algébrico-tppelé-
gico E (@, Z ) nEe estabelecemes nJlTnn relagfio entre a £lgebra
e a topologia do espago E,

Suponhamos que em E § definida numa Gnica operagfo, por exemplo uma
multiplicag8o e que sob o ponto dﬁiata topoldgico E & um espago (V).

A cada par Gemstewmsabees { a,0) de elementos de E a operagié eonsidera~
da faz corresponder um outro elemento de E, ¢c =a b, ﬁdefine portanto
em todo o espago E uma funggo e=f(a,b) i "~ de diia: varilveis ocujo
eontra-domgnie estd centido em E,

Diremos que E (27,25 ) & um espago analftico se f£(a,b) & uma fungdo
cont{nua do ponto (a,b), 'quaisquer que sejam es pontos g e b de E,
Sejam A ¢ B dois sub-conjunios de E, representaremos pela notagdo A B

o oonjunte. de todos os predutos de um elemento de A por um elemento de
B:se B se reduz a um finico elemento b o mesmo conjunte serd represen-

P
tado pela notag&o A-b. Se fOr A=V(a) e B:V(b) por8mos A B=V(a) Véb),

Em)

Nestas condigBes para que E seja um espago analftico € necesadrio e
lufic:lente que dada uma vizinha.nqa qualquer V(c) de ¢ =f(a,b)=a b
oxiltu duas vizinhangas V(a) e V(b) tais que

V(a) V(p) C V(o)
Fica assim estabelecida mmmx uma oonnex&o entre a &lgebra e a topolo-
gla de E,

Vamos agora indfcar algumas

6-Propried : ticog.Sejajum -ub-upa.qo d.lg‘br:loo de

—a, -

E, A’ o seu conjunto derivado e 2 = A+ 4’ .
Teoremail-Se A £ um sub-espage algébrico de E A=A+4A serd ainda um.

sub-espago algébrico de E. Temos que pProvar que se acA € bc A serd

ab éA-.
19 _cgsg,suponhamos que a €A ¢ b¢ A ent80 a bcA por hipétese, e pors .t
tanto a (—7\—.
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2% 0asp. Suponhamos que a &A, DPEA' e bﬁ A
Vames mostrar que a d é un elemento de A ;» basta para isso provar gque
ab £A'. Seja dada uma vizinhanga qualquer V ( a b ); por hipbtese
existemV (a) e V (b ) tais ques
' V(a) V(b)) V(ab)
em particular
a V(v)CV(ab)
ora qua.lgzer que seja V ( b )
e V()DB:[VIbD)AA]¥*O
visto que b é um ponto de acumulagio de A, Note-se que B é um sub-con-
junto de A e o mesmo acontece a
a B C a Vi)
Portante
a3 CV(ab)
isto é: qualquer vizinhanga de g b cont8m pontos de A e portante
ad € A ¢, q» do . Db mesmo modo se mostrava que se aélA'.
a %Aeb €A t ab EA' e portanto a A.
3% _cage. Suponhamos finalmente que a € A', D EA', af A e ‘of A, MOs-
tremos que a b < A' .

Dada & vizinhanga V ( a b ) existemV (a ) e V (b ) tais que
V(ia) v(v)C_Vv(an)

sejam ¥ B, =V(a)Aa =0
o B,-V(b)AA %0
serd B, B, €% .
e 2,83 CY¥({a)Vv(D)CY(an)

isto &: qualquer visinhanga de a b contém pontos de A; logo a b & A
e portanto a b € A . Podemes mesmo afirmar em face da demonstragiio

anterior que s

Corolério » Se A é um gub-espacd slzébrice nalftice
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NEo poderemos em regra afirmar que o 68pa;o A= A4 A' seja um conjun-
to topoldgicamente fechado a ngo ser que E seja, por exemplo, um espa-
3o asessivel ou um espago de Haus.dborft, relativamente b famflia de Vi .
sinhangas que definem a topologia em E; quando assim £0r o conjunte A
gosa das seguintes propriedadess:
12) A & algevricamente fechado, isto s o produto de dois
elementos @8 A § ainda um elemento de 7\_.‘
<0) A b topol_bgiownente fechado, isto &é: os pontos limites
de A séo ainda pontos de A . |

Para exprimir 3ste facto diremos que A & g variedade techada gerads
pelo sub-espago algéorico A . Uma Yariedade feghads é portanto um

sub-espago algéorico que & topoldgicamente fechado. Sgo Gstes os sub-
-conjuntos que mais interessam, no estudo dum espajo analftioco,

7 - Algsbrissalio das variedadec echadas.

‘£ possfvel ooter uma algevrisa;Z0 das variedades fechadas eontidas
num espayo analftico E , da seguinte maneiras

Dadas duas variedades tfechadas A e B dé-se o nome de intersepciio das

duas veriedades ao sonjunto A AB.

£ evidente vieto que 19) A/\ 3 & un suv-espa o algéorico de E . 29) AAB
é fechado visto qus a intersep;io de dois conjuntos fschados é ainda

um eonjunto fechado,

A intersepglio de variedades fechadas, sendo definida como & interseg;lio
de dois conjuntos, goga portanto de todas as propriedades da intersep-
¢80 de conjuntos.

Dé~se o nome de Yariedade fechgpda gerada por um conjunto A de elementos
de E b interseg;&o F de todas as variedades fechadas que contda A , po-
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demos chamar-lhe a menor das variedades fechadas que contém A, ¥o

caso em que A o um sub-espago algebrico de E nem sempre se pode a-
firmar que FP: E +E'j} podemos indicar como exemplo o conjunto A
das fung3es continuas; ndste caso P e’o conjunto de t3das as fungdes
de Baire, ( Note-se que A é um grupo abeliano e que P & um espaco
AL ). Porém se E é um espago de Hatisdorff F . E4 B!,
0 produto A B de duas variedades fechadas A e B nio ¢ em geral
uma variedade fechada, e seria esta a algebrizagio mais importante.
Mails asdiante indicaremos para ¢s grupos abelianog uma aigobrizagﬁo
conveniente das variedades fechadas,
Em t3do o caso nés podemos demonstrar que
A' B' C (aB)?
Com efeito sejam a e D dois pontos limites que .pertencem respecti-
vamente a A' e B',
Ent3o quaisquer que sejam V ( a ) e V ( b ) sera
Ay=V(a)A r=-(a)#O
Ba:V(b)AB=(b)=o0
Consideremos o elemento a b e uma vizinhanga qualquer V ( ab) ,
entao existem V ( a ) e V ( b ) tals que:
V(a) v(bd)C Vv(abd)

por outro lado:

A, Ca A, CVv(a)

B, (B B,CV(v)
logo

A, B, CAB

O+aAB CV(a)V(b) CV(abd)
¢ portanto existem pontos de A B em qualquer vizinhanga V ( a b ),

c. q. 4.
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Em geral nio se verifica a condigdo
A B! = (AB)'
1sto é: a derivagio ndo é destributiva em relagio & mltiplicagdo
de conjuntos, Nos casos em que esta circunstancia se der & de ese-

perar que aparegam simplificagdes importantes.
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L3=_Grucos $epolégicos.

B-QQQLQQQ]QEQ um grupo G f8r um espa;o(V) diremos que & & um grupe

topoldgico se f8rem verificados os seguintes dondigBess

0, - 4% & un esnaco de Hausdorf
Gegabé uma funoo cont{nua do ponto (m.B)quaisquer que sejam ael.
G, -8 ‘_‘_mimlm&(ngus_q-

€on ef;ito para b=e serfs f(a)= a *uma fungdo cont{nua e pertante

e & verificado.
Seja A um sub-eonjunto qualquer de G, representemos por Aq ® conjunw

to dos clencntos a % onde a CAoPara que G, e G, scjam verificadas &
necessario e suficiente que sejam sutinfeital as condig¥ess

H,- Dada a vigzinhanga V(a b) existem duas vizginhangas V(a) e V(b)
tais que

V(a) V() CV(ab)
H - i V(a®') existe V(a} t

V(a)‘C (&
A cendigie H, exprime que G € un espago analftico,
Vame-nes ecupagr nésin parégrafo ciclusivamente dos grupeos abelia-
hes, mas alguns dos mesultados que Vamos ebter estendem-se gem di-
fiouldade: aes grupos ngo abelianes,

?-gInngg_.ggligggg_gggglﬁglggg_pomo vames tratar de grupos abelianos

SeEpELarENNEXR adeptaremos a notagZo aditiva (a +b) para represen-
tar a eperagie do grupe. Supenhamos entZo que G § um 8rupo abeliane

jgnlllglgg_, ® que G § fechado,
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Para um grupe abeliano as condigles H4¢ H, tomam a formas
H - Dada & vigimhang;a V(a-\-b) existem duas vizin@@ngas V(a) . v(b) tai.

que

i V(a)4V(0) C Véasd)
H - Dada a viminhanga V(-a.)‘ existe V(a) tal que
1

o V(a) C V(+a)

9-Yari #gee fe Qdal.Diremos G, . vasiedmds fecnada de G se G fdr
um grupo fechado, !

Teorems 1-Se G,é um sub-giupe de G, o conjuntoTye G 4 G! & woa va-
)
riedade fechada. }
Em primeire logar T}: é um conjunto fechado porque G € um espaco de
| ,

\

Hausdorffr, 3

J& mestramos que se a o ;b_(pllo elementos de G,a ¢ b xfia § ainda um
elemento de G, (veja no96), ,{

Resta-nos mestrar que se AEG é (-a)c G,. :

1“9_;;9,. Se g e um clelun{o éoxxgxpariants do grupo G (-a) §é ainda
um elemente de G, e por#unto de G .

2% 03se. Suponhamos qui a & um elemento de (“:que ndo pertence a G,

Ent%o,dada uma vuinhms,a k;ualquer Vfa) o conjunto HaV(a) A @, nge &
vazio, (Veja conbinua eao ¢do na pagina seguinte)

j Ao

|
le- ..zuu.m_um_ .LLE_.MM.JML! Um grupe abeliane

tepolégico e rechaq,o G diz-se decomponivel quando dada uma v;ric

dade fechada qualguer G G existe uma vang/ade feonada G, tal e
kntxxn;-uxtnu:t G seja a soma direcsd de G G,e G, isto & ¢ tal ques

; $0=06,8 6 ou OG0,

Diremos entgo- que 6 a variedade eomplementar de G

10
Note-se gue sfo %orificadas a8 seguintes condigBes

/
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Seda ums visinhangs qualquer de (-s), a saber V(-a) existe uma visir .
shanga Via) tal que

V(a)CV(-a)

Como H & um sub-geapunte de V(a),~H 6 um sub-conjunto de =v(a) ¢ pore
tanto '

«BCV(~a)
_ ) ronts
Ora o8 elementos de ~H slio elementos de G, ¢ portanto te de G, ,
lege pertence a G; e portanto a (—3-, » Ge Qo do

Seria agera fdcil de resonhecer que

Taorema 2 ~ J
feghadn. Dé-se o nome de WW
de elementos de E b intersepgBo de todas as variedades fechadas que

mth Ao
A soma A+B de duas variedades fechadas nSo § em regra uma v-.ﬂ.M
zeshada; podem-se indicar exemplos RO e3pa;0.Ampags abstracte de Hi*tt

(comrc'mu.q ne n%le da paqgina anf‘ew:'or‘)
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i%) G= Gd.+ 0"
20) q, AG, «®
38)Todo o elemento a €¢G decompBe-se de uma Gnica maneira sob a formas
(1) & = 8,4+ 8
onde
B, €68 a,€ G,
4¢)Se a-lim a_ e b=1lim b, onde a_ e b sfo elcuentos =m0 per-
Mrod " M=e0 n LY
teneentes res?@uvuxﬂente aGeG s rhs
a+d :%}2 (an.} o, )
NotaeDiremos que o conjunto ACG & somu dircctu dus varsedades fecha-
das ag e Az [ 3] l
lo)a=a,+ 4,
LQ)A‘/\AQ—=
38) Todo © elem\ato o €3 deoomplewse de uma maneira
Gnica 800 & ioras a= 4 4+8
onde uyGa, 8 2 €Ay

pr
2 claro que A é um sub-goupas - abelieno de G em virtude 1),

Mas nlo podemos afirasr que A ¢ um conyjunto fecha:o, 1atAo 6.'..: regra
A=A+ dFAae "

Compreende-se¢ asaim a 1qpott3nc1a das consideragBes seguintess

seja g um elcmento qui;lxauer de 4>G @G e

® (lj a«a+a,

€unsidereavs uma vizgnnan,a quajquer V(a);cada elemento de Via) admite

uma decouposigZo dq/foma (1).9eja 1(&) o conjunto des a, @ V.,L( a) o

conjunto dos @y
Diremos que o sr?nlw G &€ perfeitamente decomponivegl quando:

1!)0.:;&;_1_&&!;2951391 ‘
< Wm*,&&.&m__.o um elemento g qual-
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Aza, v 8, age Gp (1=1,2)

e duas yisinhangas quaisquer V(a,) eV (al)ex‘utc uma vizinhanga
V(a) tal que

v, (a)CV(a)

v, (a)CV (a)
nestas condigdss vames demensimar e seguintes
Ieoxrema 3- Se G é por@itnonte decomponivel; qualquer que seja a de-
cempesigle G = G,,®G,_a. eperagie de derivagke de cenjunto § distridutiva

em Trelagiio & adigE&e dos sub-conjuntos que pertencem respectivamente

«aG ¢G, , isteo § se:

AgCa, & ALa,
serd

[T EWTETR
J4 mestrémos, ne n?® 7, que: /
s . !

AFalCa, 4 )
Resta=nos mostzaz pertante que

; . ) .

i (‘4"'&) C ‘JI|+A/L

Seja a um pente limite de A, { A, , entlg dada V(a) e conjunte

B=V(a) A (4, 4 A,)
nko & vazie, qualquer que seja V(a).Seja a-: a4+ a,
Dadas as visinhangas V(a,) e V(a,) existe uma vizinhanga V(a) tal ques

vg‘ (a) - V(l.,_)
V,(a) CV (a,)

Seja b um elemente qualquer de B ¢ b:- b”b_,_;o sonjugte B ,dos elemenmtes
bd .o cenjunto B, dos elementes bj_nlo sfio vazkos ¢

B, OV (')~

B, C V,(a)
Iate significa que em qualquer visinhanga de a, existem pontos de A, ¢

portante a, é oponte limite de Ay 3 do mesme modo se v8 que ‘z,‘ pente

144



CLASSE DE CIENCIAS

Jod

limite de A, .
Nestas condigBes

a.AéAg_
&, €A

logh ]
a-a,+ 8 €A+ AL % Q. 4,

Poedemes measmo afirmar ques

gerelério. Se G é perfeitamente decomponivel ; e hda uma decomposigXe

qualquer G+ G, © G, se uma sucessfio de elementos a.LM’ tende:: para g e

8¢ DUzZOImes

C) () 6
a = &a,+ &
a = &, + ‘.L

enafio pedemos afirmar ques

ak = Na 2

Daremos daqui por diante o nome de variedades fechadas ads sub-EENjuN

~grupos de G que 8&o0 topol‘gicanente fechades

L 4
Dados duas varieades fechadas G'e G contides em G, diremos que elas

estio em relagfio de soms direota, se existe uma decompesigBo de G,
G : 6,06
dat fat ; o
e cCe,
N
G CG,_
e

Ent%e H= G'+ G § uma variedade fechada de G ¢ podemos escrever
R =6¢®¢g”

iste §&:

7
Teorema 4- Se duas variedades fechadas G/o G estlio em relagio de soma

direota existe mma variedade fechada H que & a sema directa de G'e @

Este teorema & uma consequincia dos resultados anterieres

bo
Wrnon que dois conjuntes A ¢ B estfo em relaglie de soma directa
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quande existir uma decompesigle de G
¢ = G‘é) G,
tal ques
A (G,
B C GL
Entie pedemos enunciar e seguinte 3
Teorema 5,8e deis conjuntos A e B estde em xaxuXtais relagfe de sema
m fe t ‘vgentg por
a e B esifie em relagfio de soms direchis

Ruultado que § evidentewswés se ateniermes a que &s menores varieminx

dades fechadas geradas por A ¢ B estfo respectivemente contidas em
Ge G&‘ estdo pertanto em relagHo de soma directa.

Se A £8r um sub-grupe de G representaremes per '\T/-(A) a mener varimmidx

edade fechada gerada per A, é clare que ne nesse caso oemo G 6 um es~

page de Hausderff, seré:
W= = kv a

Teorema 6- Se dois sub-grupeos A e B de G estlo em relagBe de sema
direots serf
W {(a+3)=" (0 @Vi2)

En prui;'ro logar rT/~(A) Q‘T'TB) estfe em relaglie de sema direota em

virtude do tebdrema 5,
Existe portanto uma variedidde fechada H tal que
=& @)
Resta-nes portanto mestrar que
n:%;n)
it
%A+B)= (A¥B)a=(A+3)+ (a$B)
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ora em virtude do teorema 3 LT ;
B i (a3m)= diB
e pertante
s P Y (aiB)= (a+B) +(a'+8)

Por eutre lado
o () i 4
Y (8) =B +B'

n:‘ﬁa} (9’1/(—3):: (At ) BeB) -

e portanto H § formade Pelo conjukée des elementes, que pertencem as

A+B
A+’
A+B’'
sgpa AiB
'Loge
$2)

s o iboghne  FEik it (A’-FR’)HA -;_-.'nb.-f:‘A’:f'_-P";
Cemparande (1) e(2) vlese imediatamente ques:
T = T -VA(AA)CH O : o5 e
Para provarmos o teorema resta-nos mostaar que es elementos de (A{B’)
(A+B) 880 ainda elementos de (A+B) eu- (A+B). . ke gt il
12)Mostremos que os elementos de (A+B’) 8@b elementos de $AIB) ou de
(TR - - -
Cem efeito, seja aca e b¢ B'ontao a+b € ua elemento (A-LB,).
Per outre lade

e fu) (o)
ot o b=11
M=l:° b onde b ¢ B
lege

a@b=1lim (as1b)
U=00
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Ora

(‘-u. .
(a4 ) € 45 B 4
¢ entlio a+b § limite de uma sucessZo de elemento de A+B e portante:

a+b €(a$B)= (4'1B)
De mesmo modo se mostrava que os elementos quEx de (A’-@B) ske elementes
de ({+¥),
Atal.)alos portanto de mostrar que
H=(4%B)+ (4 §B)
e pertanto Csqe d, ques

Vi iV e = Viais

Resultade que se pode esorever sed a formas

(A+B)= 2+B
Resultede que & vilide para es sub-grupos de & que est3o em relagle de mo
soma direota, Note-se que a hipftese de que 6 § um grupo perfeitamente
decompenivel intervém efectivamente na demenstragZe d8ste teerema,
Existe portante uma comnexio entre a relagée de "fcrnct\u'e,, ¢ a relaglie
de soma directa anfloga’a relaglie da tepologia abstraotas

(A+B)=2+B

que desempenha um papel t8e importante em topoleogia abstracta, veja
Kuratewski [1] pag, 15 ¢ seguintes,

Cencebe-se assim que a nog%0 de grupo abeliane topelégice perfeitamente
dooupon%n%uﬁiu abstracta um papel importante,

leeremg 7-Se A ¢ B sBo dois grupos abelianos perfeitamente decomppnivels

L 8¢
A:A/‘@‘Q
B :q é BZ
ende 4 ¢ B , bem como 4,¢ B ske t‘??:!-_'_?‘ji{‘!g?'?fsf AeB slo mizaa

topo-igomorfoes,
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e
Com efeite scjam '
B,: (10 (a))
B,=\ (a,)
deis topﬁJinuor“-os.SQJa
= a:aa,

ende
a €A, ;.é A, » 8, ¢ AL
Censideremos a transformagfio definida em A
@ (a) = ‘(’ (l4) + ({/’(nz) :‘b:bﬂ.t?;
ende
b-f(a ) € B,
b, = %z(nz)érga
B fécil de vér que @-(a) transforma A em B ¢ que existe a transfore
maglo inversa ;
- '_' _!
D= @ ) £ i (5y)
Recenhece-se imediatamente que @ (a) € um isemerfisme,
Demenstraremos agera gque ‘(—ﬁ(a) é uma transformag3o continua de A em
B, Para isse/D um ponte qualquer de B e V(b) uma vizinhanga qualquer de
de b, Consideremos a decemposig¥e ¥
-] :b ~l—b2/

Per hipétese existem duas vizinhangas V(b ) e V(b ) tais que
Vib)EV(6y) &_’V ()

%«u v(b) BAY (b))

'V%(‘bz) =BA V(bz)

Serd ainda
v, (0,)3V, (v,) C vEH)
Seja
ac :‘I’J‘b)
&= as .2_-
onde
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—|
&I:. ‘f) (‘Q)
=
g, = ¢ (v,)
Ceme f e Y 8o fungBeslicontinuas existem
V,( u,)gA .VL(IL‘)CAL

v @)] <V (w)
tve(e)] < Gy

Por outro Iade como A é perfeitamente decompenivel existe V(a) tal que
v, (a) LV (a)
VL(A)CVL(nL)
O que nos permite reconhecer imediatamente que
P vl <V

isko ¢ que%g‘ uma fungfo continua de A em B, Do mesmen mode se de-

tais que

=
monstrava que é € uma fungBo continua de B em A’

Igorema 85S¢ um grupo abeliane G perfeitamente decomponivel € topoe

(Wfiﬂimmm@gg
£ -
{ a

0:04@

& %
serd
H=-RE® Hy
RS b= (6)
Hlt 95 (02.,)

A demonstragZe ¢ imediata.

Mwwmsﬁa G, um sub-grupe 1e

fechade contido em G, entZo G- G,e % £ as veses conveniente substi-
. wcm,b\o,,_ @ >0 colochauc elercects 45
tuir as familias de vizinhangas des e%cnentos de G'e que cumsbftuam

em G , umg familia equivalente’% primeira, Seja V(a) uma vizinhanga

qualquer de .é(}/, ; V(a) contém em Tegra pontos que n%o pertiencem a Q’ °
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Seja V«)(a); G, A V{(a)e Seja A um cenjunte qualquer contide em G ;
sedé um ponto de acumulagio de A em relagiio b familia de vizinhan-

gas de V(a), ¥é ainda um ponto de acunulagZo de A em relaglo & familia
de visiniia.ngas %l)(u) e reciprocamente, Diremos que V(U(a) 880 as vizie
nhangas induzidas em G 4 ¢ ® Que a topologia assim determinada em q é
indusida pela primeira,

9- ied feoh G G rfeit t
Jeorena Teda a variedade eohada 4 de um grupo G pe ‘o amente

decomponivel é dmesmpmivex um grupo perfeitamen

Seja G/ fim sub-grupo fechado de G, ent3o existe G tal que
¢=6'ep g’

Cemo G contéa @ ‘serés
G = G/C-D(q/\ 0'5
ora G}: G, A - sub-grupo feechado de G, » logo existev G; tal que
¢ ¢a,
pertante ¢, § decompeateal,seja & um elemente qualquer de G, , serd
e=a'sa”
onde
5’66’ e a'cu”
Dadas as vizinhangas V(a') e V( a’) existe uma Vizinhanga V{a) tal que
v'(a) CV(d)
v'(a) ¢ v(at)
ende V' () o V”(a) Tepresentam e oonjuntie des cempenentes de V(a) se~
gundo as variedades G ¢ G,
£ evidente que a” ¢ Glf Seja:
v, (a")= V(a")/\G/'
V (d)= véa')A e,
\ (a ) =v(a NG

Ma topolegia induzida em 91 a, ae a''t8a por Vizinhangas V (a ) eV (a)
eV, (a")) .
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/73

8eja por eutre lade:

V// (a) v’ (a) A G//
€ claro que
vy, (o)
v/(a) (V, (a)
ende V/(.a) e V; (a) representam ¢ eonjunto dos eemponsmtes de '74(5) DGe

gundo as variedades G' G; 5 portanto (}4 € perfeitamente decompenivel,
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4

¢ 4 - Dimensdgy algébrica dos grupos

perfeitamente decomponiveis

12 - Estamos agora em oondigdes de poder demonstrar o seguinte teore-
mas

Teorema, Se dois grupos abelianos A e B peefeitamente decompont- * A

veis tém a mesma dimens@o algébrica é possivel decompdr cada um

déles na soma directa de duas varledades fechadas respectivamen-

te topo-isomorfas, Isto &: é possivél determinar duas decomposi-

cBest

»
"

Ay ® A,
: By @ B,

o
[

tais que

Ay By

A, = B
Demonstragao., Por hipotese A ¢ B tém a mesma dimensZo algébrica
e portanto existe um topo=isomorfismo ‘f que transforma A num
sub-conjunto de B, a saber BU),-\f( A ) e existe outro topo-iso-
morfismquue transforma B num sube-conjunto de A, a saber A% Y(B),
Por outro ladc como A e B sdo topologicamente fechados, isto
4, A=A e B=B sera também K- P e B% 5% e portant';o AV
e B® 380 variedades fechadas contidas respegtivamente em A @ em
B, Seja F‘ uma variedade fechada contida em A

(1) FECA

teremos

(2) peey) C Pla)

.
i (3) F, = tf(rg)
Dq&nesmo/se FL é uma variedade fechads contida em B

G

1 S
(4) Fa_C B
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La
teremos
(5) Y (x)C (B
)
(8) X Y(R)
Por outro lado eomo (A) & variedade fechada contida em B
(7) LF(A) C B

de (2) o (7) resulta que
(8) *f(l; dC B

(9 \r[pee 9} C¢em)

e de (4), (B) e (6), resulta que

(10) lf(ri ) g\k[‘f(p,,;_]

¢ portanto

eomo por hipotese
(11) Y@ C a
de (4), (8), (8), (9) e (11) resulta que

an  Y[ye] C

De (3), (8) e (10) resulta que :
as) o Y[Yeo)
Ponhamps para simplificar a escrita
(F) (r)
B claro que § sendo o produto de dois topo-isomorfismos é um
é um topo-isomorfismo. As relagdes (12) e (13) mostram-nos que
@ transforma toda e qualquer variedade fechada Fy contide em
A numa outra variedade fechada ? (F, ) contida em A e que é to-
po-isomorfa a F, . Em resumo, se F, é uma variedade fechada con-
tida em A, sera:
B Ca
Pr) C A
r, X Pr)

154



CLASSE DE CIENCIAS

/(3

onde § (PA) é uma variedade fechada.

Podemos portanto ainda afirmar que

F ) =§[§(r1)] i

T
N s
¢ mx Pupx v
Duma maneira geral

tmu.a-i) = @[@wﬁi )} b &

Q)
Eb mIis B

P

(@)
onde é (F,) é uma variedade fechada. Daqui resulta imedia-

tamente que ¢ .
A3Fwdd WD .. )@“’(a))

(W

A = (a)

Posto isto consideremos a variedade fechada \*(B) contida

e que

em A, Como A & um espago decomponivel sera:
(14) A =R ® \}(B)

onde s
(15) R =AB Y (B)

é a variedade fechada complementar de \-" (B) .

Notemos que

(1) F C Y Coa

an Fw:Pw + P[Ym)

visto que @ é um topo-isomorfismo, f (R) esta em relagao

E que

directa com R , visto que

Sdw C

De (16) resulta que ¢

(18) E‘?L)(A) ’ @[\‘/(B)] C%(A)
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X

e de um modo geral que

(19) () C?ﬂ[\hna e @“-;A)

De (17) resulta que
(20) P =B e I (e
e de um modo geral que: %
(21) @“m = @K(R) & é Df‘(BD
De (16), (18) e (19) resulta que @K(A) esta em relagio de
soma directa com R visto que:

(22) 'c'b (n) C ‘-fr(a)

¢ portanto o mesmo acontece com aD (R) em virtude de (21),

p—

Podemos mesmo afirmar que EE (R) esta em relagio de soma direc-

ta com é (R) se t#J .
Seja entao

22 ke B e Fme... ® 3" (r)
A™ § uma variedade fechada de A,

Representaremos por

,:r® P Ind...d B " w S...
a mesma'variedade fechada que contém A “’qualquer que seja n,
e seja 5

s :@'(R) é @?R)G’S... ® @(R)é...
a mesma variedade fechada que contém

L w
:FPmwe P we oo P
qualquer que seja n, Em virtude de (22) & evidente que

s C \YB)

s C+(B)

Nestas condigBes R e S est3o em relagio de soma directa,

e portanto que
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VA
Representaremos por
Ac:REBA)SIR) D+ @ B(R)
o oonjunto dos elementos de formg
AU sGQp +6G, ++++ + a4y ( n qualquer )

onde
ap €& R

a. € §\Ul.)

£ claro que A, é um sub-grupo de A .
Roprountaromoa por

.FRIB PTG @ D ()& -
o eonjunto dos elementos da forma

Lol LR ol L A e ( n qualquer )
entio 8_ & um sub-grupo de \} (R) que esta portanto em rela-
géo de soma directa eom R, R evidente que
Ao = R+ So

Nestas condig3es A é a menor variedade fechada que contém A &
eS & a menor variedade fechada que oontém S, .

BEm virtude do teorema & do paragrafo precedente podeiios pertane

to afirmar que:s

(23) A, = A (FL * ‘D *"S°

e R.‘-n—s = R@S
isto &t

=~ x 3 - S
Notemos agora por outro lado que

B -FR) @ T (RS - © & (R)= e

Como A 4_‘ a menor variedade fechada que contém A

qualquer que
seja n, 6“,‘) é a menor variedade fechada que contém

(7 (AY) = S"“*T qualquer que seja n e portanto

(26) @(A,):
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77

Nestas condigdes podemos escrever, em virtude de (23) e (28)
(26') A4 : Re® @CAA)
Seja A, a variedade fechada complementar de A, 1sto '}

A= Ao A

ou (27) W—A4 @A LX

Como A46 uma variedade fechada de A, \IO(Az) sera uma varie-

dade fechada de B , seja:

(28) m‘ = P ((Ad4) |
Seja B 8 variedade fechada complementar de B, , isto o
B, PO By
ou (29) | 8= B, ® B |

dagui se dedu:z

¥ B)= Y(®) @Y (B
isto &3 YLQ\—)-‘ W B) S ‘{’( B'L)

ora de (14) deduz-se que
V()= AR

e portantos

V(B = (AeR) © Y(B)
Por outro lado de (28) resulta que -

ViB)= ¢ (A)]) = ?(Ai)

Y(R) =(AeR) & B (Ad)
Ao [ Re @CAQ]

ou em virtude de (26)

(B ABAy = Ay

e portanto

1sto é:

oy O T T
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As formulas (27), (28), (29) e (30) demonstram o teorema

enunciado,

Gorelarieo - Se dois grupos abelianos A e B perfeitamente
dooomggnivotn tém a mesma dimensio algibrica entéo A ¢ B

sio togg-iaonarrea.' £ uma consequéncia imediata do teorema
¥ do paragrafo precedebte,
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§ '5: @Grupos abelianos

18 - Definigdo, Um grupo abellano diz-se normado se existe um fun-
cional - a que daremos o nome de norma de x e que representare-
mos pela notagfo [|2!l = que satisfaz &s seguintes condiqdess

B, - L me? ~eet ||z 1yl

N, lothgo 4 2 k0

' T Nel=v

N,- > = -~

N\;, |2+ ¢ gl +gh
Verifica-se 1mediatamente que (G & um espago distanciado se de-
finirmos a Adistancia entre dois dos seus elementos pela éondiqio

A teg)= 1=y

Além disso & & um grupo abeliano topoldgico.

Diz-se que G & completo se toda a sucessdo convergente D.sto é

tal que dados £>0 existe N ( {) tal que
Wap-xq peg

para

baS> Ny ]

tender para um limite; isto & existe X &G tal que dado £ D0

existe ¥ (%) que verifica a condigfo
T = xpit ¢§

h> NCY)

14 - Noc3o de Série. A nogio de grupo abeliano normado e completo

& importante porque ndste espago se pode fazer uma teoria das
séries em que se demonstram muitos dos resultados elementares
conhecidos na teoria das séries de nimeros,

Seja A, uma sucesszao de elementos de G , Se

Nz x4 Aot o +Aan
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tende para um limite S quando n aumenta diremos que a série
o0

2 o Y

(A
é convergente e que a sua soma € $',
Pare que uma série seja convergente & necessirioc e suficienw
te que dado [>o exista N (/7)) tal que

” B | 20

para
ok S N(§&)

tma série diz-se absolutamente convergente se a série
o=
S Ny
Ly

f3r convergente, Demonstra-se entio que a série dada & convers

gente,

Teorema. Se a série Z:Dn é absolutamente convergente e se

Watw i & & “"J““ a série 2 3, & absolutamente convergens

Teorema de Cauchy., Se l—izno Vluh €4 a série 23w § absolu-
28 o

tamente convergente,

Teorema de Alembert, Se existe & ¢4 o N tal que para >N se=

ja s I £ da a sérle dada é absolutamente
b Y]
convergente,

Indicaremos 8stes teoremas a t{tulo de exemplo, mas a maior
parte dos teoremas sdbre séries absolutamente convergentes sio
einda validos,
Espaco G;Q. A partir do espago( & possivel construir outros,
Consideremos por exemplo O© €3paco G:, das sucessdes de elemen-
tos de G

X=(14, e TR ’Xk, . )

tais que
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20 Pz,
2 et ¢ +eo

L

-

é facil mostrar que C%;>5 um grupo abeliano normado de acdrdo
com as seguintes definigdes

1) Igualdade, X =Y n¢ xe= Yo

20) Adigéo., X +“: Lxﬁ.v', OL NN EAL PORSN

3?) Norma, l[X"' \’ i e ™

L

Nao sabemos se Gi;;‘ um espago completo,

16 - Orupos nprmados perfeitamente decomponiveis, (> é um gru-

po perfeitamente decomponivel quando 8le f3r decomponivel e

quando
: G: 6 ® 6

Wz Ry e RN

implicar que
Waxhh= e + 2w

Todos os resultados do § precedente se aplicam a $ates grupos,

17 - Nogéo de derivmda, Seja t uma variavel real ¢ x um elemen-

to de um grupo abelisno ( normado e ecompleto, seja x ( t ) uma
fungio eont{ma de t definida num certo intervalo (t. t.), dire-
mos que x ( t ) tem uma deriveda x' ( t ) no ponto t se existir

0o limite

e ) L (Eeh)ente) 2= OL x Le)
h=o B\. ) iy

qualquer que seja a meneira como h tende para zéro.
Defionstra-se imediatamente que

A4 ' s d (N

£ Beorgn] =g e+ 2t
B também possivel definir a nogao de integral de x ( t ),
Também se define a nogao de derivada de x ( z) onde z é um nd-

mero ocompleto ete,
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§ 6 - Bspagos de Banach

18 - Definic@o. Diz-se que ( B ) & um espago de Panach se ( B )
£3r um espago vectorial, onde se define uma norma que gosa
das seguintes propriedades
12) ( B ) & um grupo abeliano normado
20) o xll= gt} lxi] qualquer que seja o mimero /(.
s2) O espago & completo em relag@o & norma..

Como caso particular podemos indicar o espago de Hilbert,

19 - Punc3es analfticas, £ possivel num espago ( B ) fazer uma

teoria das fungdes anali{ticas andloga & teoria de Welerstrass,

Seja z um nimero complexo @ &, , 8,, cseep 8,; sss UNA SUCES®

4
s3o de elementos de ( B ), consideremos a série
o0 "
(1) %m: T T
ne g
Teorema de Abel, 3¢ | 2;anh <[ onde M & positive e Zo+#0

a série & convergente para |z) ¢|z.| e

Pode-se definir o ralo de convergéncia da série (1) como sendo

o malor nimero positive r tal que a série (1) & oconvergente

para |2| (V' e mostrar que v\
he Ao, Nland

teorema analogo ao de Cauchy - Hadamard, A aparelhagem de Cau-

chy & aplicnvol/g;ﬂando parte a estas rimqa.s.

80 < Operadores lineares, Diz-se que o operador T ( x ) definido em

( B ) e cujo contra~dominio pertence a ( B ), ou a outro espa-
go ( B ), & linear quando

1¢e) T(u4‘3)=7(u3+”r(7)

29) T(aen) = o TC>)

se) T(x) & centinue
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Na realidade pode-se suprimir a condigio 240),
® fundamental o seguinte:

Teorema de Banach, Para que T ( x ) seja um operador linear

é necessirio e suficiente que exista um nimero real KD o tal que

KT e ity
Veja Banach ( 3 ), pag, 151 - 153,

Posto isto & facil de verificar que:

Teorema, 0 conjunto dos operadores lineares definidos num espa-

¢o (:B ), formam um espaco vectorial normado quando se define

a nérma de um operador linear P ( x ), como sendo o menor nime-

ro positivo K que verifica a condicgo '

| Teolle K=

Representaremos a norma de um operador linear T ( x ) poln.no~
tagao |T) .

Variedades fechadas, Diremos que um sube-gonjunto A de ( B ) &

RE

uma variedade fechada se A f£5r um espago vectorial e se A' A,
0 contra-dominio de um operador linear T ( x ) & uma variedade
fechada, © portanto T ( x ) representa um homomorfismo de ( B )
em A, Se T ( x ) admite um inverso, entdo T ( x ) & um isomore
fismo,

Compreende-se assim s importancia que tem o estudo da inversio
dos operadores lineares,

A teoria dos operadores: lineares definidos em ( B ) contém
ecomo caso particular a teoria das equagdes integrals de Fre-

dholm, a teoria das matrizes infinitas etc,
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§ 7 = Aneis vectoriais normados

w

22 - Definigao, Um anel voctorial/diz-so normado quando existe um
funcional -~ a que daromos‘ o nome de norma do elemento T de ZL
e que representaremos pela notagso 'T. = que satisfaz as se-
guintes condigdes:

19) @E é um espago de Banach em relagio & norma.

ze) L oTl £)shiTi
Suporemos que /% & completo,
Esta nogio também foi considerada por M, Nagumo [ 1] e ddste
m tivemos apenas conhecimento ha poucos méses, Tinhamos
sido levados a coﬁsideru esta nogdo com: o objocti;g'do gemee~
ralizarmos os resultados obtidos sdbre a aditividade niicleos
de Fredholm e no verao de 1936, j& tinhamos obtido os resultas=.
dos que vamos indicar, nos nimeros seguintes, Mas antes disso
notemos que:

Teorema. - 0 eonjunto dos operadores lineares definidos num

espaco ( B ) formam um sanel vectorial normado,

23 < Resolvente, Suporemos quea contém uma unidede E , Seja
Aé O aaremos o nome de resolvente de A & fungio de parime-
tro oo-ploxo A definidq por
REATN 2 ArAAte-er 4 N7 A
que & uma fung&o holomorfa de X\ , oujo contraedominio perten-

ce a a, no interior do eirculo
)
IN < TR

£ ricil de mostrar que "
(Ef A A)- = E+A QLA)X)

Diremos que A e B sdo elementos aditivos se
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- =Y
R(A+5,0) = R(A;)) +R(B;X)

e para 1sso & necessario e suficiente que
(A+0)"z AN B™
ou ainda que ( veja-se capitulo II )
AB+8B A=O

ABA +BAR=o
0s resultados que obtivemos, A, Monteiro |2] pag. 654, sdbre a

aditividade das resolventes de dois nicleos de Fredholm sio ain-
da validos em 7
84 - Espacos de Banach eom operadores,

Seja ’%um espago de Banach completo, diremos que /% admite %

ocomo dominio de operadores & esquerda se a cada elemento x C—’g
e A éa corresponde um elemento y de &
9 = Alwe) = Azx
tal que: .
10)  Ale<+q)= Atul+ A'("I)‘
20) A lex)z o [Alu)) = Ale)
) (Bad) = AL+ BLY
) ABL)e AR
5 Ewie x
é2) | Al & FAY N2
Consideremos ent8o as duas equagdes
Ey) = A Ale)= ElY)
, By — A Ale) = EU))
ou (1) Q‘;‘_)\ A) %=
(2) (E, A B)Df\_; ;
& a equagso

(3) [E» 7\LA+ES3";J
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Estas trds equag3es admitem solug3es para valores de A situ-
ados no interior do menor dos trés eirculos

=0
‘)\l 4 i"l;‘ )‘_)\) &.JB-' ) ’A) -S 'AfB.

Para que as solugdes
(1Y)  Xis E.Er)\R,(A))\)]‘}
(2 %o [B+ ARML;A)]Y

(39 A= [E AR(MB;ADJ
Verifiquem a eondigios

*-9= 1) 4 (y)

é necessario e suficiente que A'e B sejam aditivos,
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§ 8 « Analise dos conjuntos abstractos

28 - Seja E um eonhjunto abstracto qualquer, e é o conjunto dos
suboconjuptos de E,
Ja mostramos que é possivel definir em z uma algebra % e u-
ma topologla 73 e portanto é é um espago algibrico-topolé-
gleo,
Vamos agora mostrar que é (% o ) é um espago analitico.
Sob o ponto de vista algébrieo /$ & um anel especial e sob
o ponto de vista topoldgico /& é um espago L, .

Seria facil de verificar que dadas duas sucessdes de conjuntos
All A\-' i e oy AV\, «=w

B/I) B‘, i, %y‘l,..
se tem:

19) l:ﬁ‘l‘ [AW_‘, gka %;} Av\‘v—%\:‘:‘:‘ Bu

20) b (Awe B)D s Ane t_%jk

B A s (2R ey U,
) e ((Aw AT = A0 Uz &)

§)  JEE [hw- Be) € Ao An - i O

wo o2 =t
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CLASSE DE CIENCIAS

/.?o’

portanto :
F(A Bz A+B

c(A,p= A-B
Hia, = AAB

sSo trés funcdes continuas de A e B e portanto /& é um espa-
¢o analitico. Pica assim mais uina vez posta em evidénecia a im-
portaneia da nogdo de limite de uma sucessao de cohjuntos.

26 =« Bquival@ncia e topo-isomorfismos

Como ’g é um espago algébrico-topsldgieco, & possivel definir
um tbpo-ildmorfisno entre dois esfmqos ’Z-c 2a,ssociados a E

e E', o dimensio algébrica de um espago /2, G

Se E e EB' sio equivalentes g e £/ também o s&o e & curie
080 notar que a equivaldncia que entso existe entre % e % /‘
um topo-isomorfismo; portente se E e E! s80 equivalentes
% o« & N tém a mesma dimensio algébrica,

Acabamos portanto de mostmmr que na teoria dos conjuntos abs-
tractos existe uma analise, que & indispensavel considerar no

estudo dessa teéria,
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