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Introducio

A partir dos anos 90 do século XX tem sido ampla a investigagdo sobre a aprendizagem
das operacoes aritméticas em que os investigadores centram a sua atengio na turma ou
em pequenos grupos de alunos em interagio, integrados numa mesma sala de aula (Vers-
chaffel, Greer & de Corte, 2007). Olhando globalmente para estes estudos verifica-se
que os que se focam na multiplicagio e divisio sio em menor nimero (Fuson, 2003).
Também, analisando as vdrias vertentes em que estas operagdes foram estudadas identifi-
ca-se a necessidade de melhor compreender a multiplicagio (e a divisio), pensadas numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de nimero (Mendes, 2012). Esta perspetiva
constitui uma orientagio curricular forte tanto a nivel internacional como a nivel nacio-
nal: “O seu estudo [dos niimeros e das operagoes] tem por base trés ideias fundamentais:
promover a compreensio dos nimeros e operagdes, desenvolver o sentido de niimero e
desenvolver a fluéncia de célculo” (ME, 2007, p. 7).

Este artigo foca uma parte de uma investigacdo mais ampla, que partilha esta orien-
tagdo curricular. A investigagio foi conduzida pela primeira autora deste artigo (investi-
gadora), e seguiu uma modalidade de experiéncia de ensino orientada por uma conjetura
(Confrey & Lachance, 2000). Neste 4mbito, foi concebida e concretizada, numa sala de
aula do 3.° ano de escolaridade, uma trajetdria de aprendizagem da multiplicacio (e di-
visdo) que decorreu do trabalho conjunto entre a investigadora e Isabel, professora titular
da turma, com 23 alunos, onde foi desenvolvida a experiéncia de ensino.

O artigo, tendo subjacentc uma investigagao sobre o0 modo como evoluem os alunos
do 3.° ano na aprendizagem da multiplicagio numa perspetiva de desenvolvimento de
sentido de niimero, no 4mbito de uma trajetéria de aprendizagem, procura responder a
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seguinte questao — Como evoluem os procedimentos usados pelos alunos quando resol-
vem tarefas de multiplicagao?

Aprendizagem da multiplica¢ao e desenvolvimento do sentido
de nimero

Os tragos gerais do desenvolvimento da aprendizagem da multiplicagdo sio claramente
indicados por vérios autores e orientagoes curriculares. Por exemplo, o documento do
NCTM (2007) explicita as caracteristicas gerais do trabalho a realizar na aula. Numa pri-
meira fase, para os trés primeiros anos (K-2), salienta a importincia de explorar diversas
situagdes associadas & multiplicagdo, realcando as que correspondem 2 repeti¢ao de gru-
pos iguais (sentido aditivo da multiplica¢do). Entre 0 3.2 ¢ 0 5.° ano, o trabalho a realizar
com os alunos deve promover a compreensao aprofundada desta opera¢io utilizando nd-
meros cada vez maiores e alargando progressivamente o universo numérico que passard a
incluir os nimeros racionais nio negativos na sua representagio decimal.

Fosnot e Dolk (2001) perspetivam o tipo de contextos a usar indicando que, para
além de apostar na sua diversidade — ideia igualmente salientada pelo NCTM (2007)
— importa propor contextos que estruturem progressivamente a multiplicagﬁo, come-
cando com grupos de objetos com o mesmo cardinal e avancando para situacoes relativas
a grupos de objetos aos quais se associe uma disposi¢io retangular.

O desenvolvimento das ideias e procedimentos associados deve permitir que os alu-
nos compreendam os vérios significados da operagio (sentidos da multiplicagio), sejam
capazes de resolver problemas que envolvam diferentes formas de calcular (cdlculo exato
ou aproximado, de acordo com cada situagio) e de fazer estimativas plausiveis.

O modelo de Mclntosh, Reys e Reys (1992), considerado um modelo de referéncia
relativamente a caracterizagao de sentido de niimero (Mendes, 2012), ¢ igualmente mui-
to relevante para perspetivar quais os aspetos fundamentais a considerar na aprendizagem
da multiplicacio. Este modelo organiza as componentes do sentido de nimero em trés
grandes dreas: (a) conhecimento e destreza com os nimeros; (b) conhecimento e destreza
com as operagoes; € (c) aplicagio do conhecimento e destreza com os niimeros e opera-
¢oes em situacoes de cdlculo.

Conhecimento e destreza com os niimeros. Esta drea, de acordo com os referidos auto-
res, engloba vdrias componentes: (i) sentido da ordenacio dos ntimeros; (ii) muldplas
representagoes dos nimeros; (iii) sentido da grandeza relativa e absoluta dos nimeros e
(iv) sistemas de valores de referéncia. Tanto o sentido da ordena¢io dos niimeros como o
sentido da grandeza relativa e absoluta dos nimeros, embora sempre presentes, nio estio
intimamente ligados &s operacdes aritméticas ¢ assumem maior predominéncia nas fases
de aprendizagem em que os alunos alargam o seu universo numérico.

Relativamente as multiplas representacées dos niimeros, Mclntosh ez al. (1992) subli-
nham o saber usar diferentes representagoes dos niimeros de acordo com o contexto e/ou
os problemas que ¢ necessdrio resolver, fazer composicoes e decomposicoes adequadas e
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comparar nimeros com outros de referéncia ou usar valores aproximados que facilitem
o cdlculo e permitam decidir da razoabilidade de um valor obtido. Quanto a esta a esta
componente, realgamos, ainda, a perspetiva de Kraemer (2008), que salienta que factos
e relagoes exploradas a um nivel elementar, devem ser continuamente ampliados e con-
solidados. Assim, na aprendizagem da multiplicacdo importa desenvolver a passagem de
um raciocinio aditivo para um multiplicativo que permita perceber, por exemplo, que

5+5+5+5=4x5 e, também, relacionar 4x 5 com 5x4, 4x50 ou 20+ 5 (figura 1).

500 x 4 =2000 (4= 2000:4 =500

-

P 2000:5 =400

r’ 4 x 500 = 2000

)

Factor 10/ 100 / 1000 )
5x4=20 ¢ > 20:4=5 j

4%x5=20 — 20:5=4

Figura 1 — Relagbes numéricas que podem ser estabelecidas a partir de 4x 5 (Brocardo, 2011)

Esta perspetiva de progressao articula-se também com a componente (iv) de Mclntosh
et al. (1992), referente ao uso de valores de referéncia que, no caso da multiplicagio, es-
tdo relacionados com os multiplos de dois, cinco e dez, conceitos de metade e de dobro
e as suas vdrias representagoes (0,5; 1/2; 50%,).

Conhecimento e a destreza com as operagoes. Segundo Mclntosh er al. (1992), esta 4rea
inclui a compreensao (i) do efeito das operagdes: (ii) das propriedades matemadticas; e (iii)
das relagbes entre as operagoes. Na aprendizagem da multiplicagio assumem especial re-
levo a compreensao e uso das propriedades comutativa, associativa e distributiva da mul-
tiplicagio em relagio a adigdo, que se constituem como importantes suportes para desen-
volver a proficiéncia multiplicativa dos alunos (Heirdsfield, 2001).

As relagoes entre as operagdes estabelecem-se sobretudo, entre a adi¢io, a multiplica-
¢do e a divisio. De facto, na introdu¢io da multiplicagio estd presente, inicialmente, a
adicio sucessiva. Contudo, importa, igualmente, privilegiar a relacao entre a multiplica-
¢do e a divisio (Fosnot & Dolk, 2001; ME, 2007; van den Heuvel-Panhuizen, 2008).

Aplicacio do conhecimento e da destreza com os niimeros e as operagoes em situagoes de
cdleulo. Esta drea inclui, de acordo com Mclntosh ez al. (1992) quatro vertentes: (i) a
compreensdo para relacionar o contexto de um problema e os célculos necessdrios; (ii) a
consciencializagdo da existéncia de multiplas estratégias; (iii) a inclinagio para usar uma
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representagio e/ou um método eficaz; e (iv) a inclinagio para rever os dados e a razoabi-
lidade dos resultados. Estas vertentes estdo presentes em vérios documentos curriculares
(ACARA, 2010; ME, 2007; NCTM, 2007; van den Heuvel-Panhuizen, 2008) que pers-
petivam a importincia de desenvolver a compreensio da multiplicagdo a partir da reso-
lugio de problemas em que esta operagio surja em contextos diversificados.

Procedimentos de célculo associados a multiplicagcao

H4 diferentes modos de caracterizar os procedimentos de cdlculo. A tabela 1 mostra as
categorizacoes adotadas por Back (1998, 2006), Ambrose, Back e Carpenter (2003),
Hartnett (2007), Heirdsfield ez /. (1999) e Foxman e Beishuizen (2002).

A andlise da tabela permite identificar dois grandes grupos de procedimentos. No pri-
meiro grupo incluem-se os procedimentos em que se efetuam célculos considerando os
nimeros como um todo, tirando partido das suas caracteristicas e das relagoes numéricas
que podem ser estabelecidas. No segundo grupo incluem-se aqueles em se realizam de-
composicdes, decimais ou nio, de um ou dos dois fatores envolvidos.

Para Baek (1998, 2006) e Hartnett (2007) os procedimentos de compensagio consti-
tuem um terceiro grupo, a acrescentar aos anteriores, e para Heirdsfield ez a/. (1999) in-
cluem-se nos procedimentos holisticos. Para Foxman e Beishuizen (2002) os procedimen-
tos de compensagio constituem uma categoria geral que pode ser usada articuladamente
com cada uma das categorias principais referidas inicialmente. Efetivamente, ao usar este
procedimento, um dos ntimeros iniciais (ou vdrios) é substituido por outros, consideran-
do as suas caracteristicas, de modo a facilitar os cdlculos, compensando-se depois.

Verschaffel ez /. (2007), numa sintese recente da investigacdo sobre a temdtica, orga-
nizam os procedimentos associados & multiplicagao nas seguintes categorias: modelagio
direta, nimero completo, particio de nimeros e compensagio. Estas sio consistentes
com as apresentadas na tabela 1.

As categorizacoes de procedimentos de divisdo, propostas por diversos autores, cons-
tam da tabela 2. Tal como para a multiplicagio, sobressaem duas grandes categorias de
estratégias: de ntimero completo ¢ baseadas na decomposicdo. A primeira inclui estraté-
gias alicercadas nas caracteristicas dos niimeros envolvidos nos célculos, e que sao traba-
lhados como um todo. A segunda abarca os procedimentos baseados em decomposi¢oes
do dividendo.

Tal como para a multiplica¢ao, o procedimento de ajustar e compensar é incluido em
categorias diferentes: Hartnett (2007) considera-o como mais um a acrescentar; Heirds-
field ez al. (1999) incluem-no nos holisticos e Foxman e Beishuizen (2002) consideram-
no como uma categoria transversal. Como acontece paraa multiplicagéo, estas categorias
gerais de procedimentos de divisdo, sao consistentes com as identificadas por Verschaffel
et al. (2007) na sintese de investigagio que efetuam sobre a temdtica.
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Tabela 1 — Anélise comparativa das categorizagdes dos procedimentos
na resolugio de problemas de multiplicagao
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Tabela 2 — Anélise comparativa das categorizag¢oes dos procedimentos
na resolugio de problemas de divisao
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No estudo que enquadra este artigo, verifica-se uma interdependéncia entre o desenho de
ensino e a investigagdo, caracteristica que Cobb, Zhao e Dean (2009) realcam para carac-
terizar uma familia de abordagens metodoldgicas habitualmente designada por design re-
search. Também, tinha como propdsito desenvolver uma teoria local, alicer¢ada na com-
preensdo do modo como os alunos evoluem na aprendizagem da multiplicagio numa
perspetiva de desenvolvimento de sentido de nimero e de natureza essencialmente inter-
vencionista, aspetos que Cobb ez al. (2009) salientam para caracterizar a design research.

Um dos tipos de estudo incluido na design research sio as experiéncias na sala de aula
(Kelly & Lesh, 2000; Steffe & Thompson, 2000). Nelas, uma equipa de investigadores
(ou apenas um investigador) colabora com um ou mais professores que tém a responsabi-
lidade do ensino na aula (Confrey & Lachance, 2000). E precisamente nesta modalidade
de design research que se insere a investigacio desenvolvida.

A experiéncia de ensino foi desenvolvida ao longo de um ano letivo. Semanalmente,
a investigadora reunia com Isabel, para conceber/selecionar tarefas adequadas ao traba-
lho a desenvolver e para refletir sobre a atividade matemdtica dos alunos suscitada pelas
tarefas propostas. No total foram construidas cerca de 30 tarefas, de natureza diversifica-
da, organizadas em onze sequéncias, como se procurard detalhar e fundamentar na secio
intitulada A experiéncia de ensino. A investigadora esteve presente em todas as aulas asso-
ciadas a exploracio destas tarefas.
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As fontes principais de dados do estudo foram as aulas observadas, num total de 30,
as reunides de trabalho com Isabel, a propria professora ¢ os alunos. Foram objeto de
andlise as notas de campo resultantes da observagao em sala de aula e das conversas infor-
mais da investigadora com Isabel, os relatérios elaborados logo apds as aulas, os registos
videogravados das aulas, as transcri¢oes de excertos das aulas videogravadas, as produ-
¢oes dos alunos resultantes da resolugio das tarefas propostas ¢ documentos de natu-
reza variada, tais como outros materiais de apoio as aulas, os memorandos produzidos
pela investigadora na preparagio das reunides semanais com a professora ¢ os relatérios
de observacao.

O primeiro nivel de andlise de dados decorreu durante o desenvolvimento da experi-
éncia de ensino na sala de aula e teve como principal objetivo ajustar e aprofundar ques-
toes relacionadas com esta experiéncia. O segundo nivel de andlise, andlise retrospetiva,
iniciou-se com uma observagio atenta das produgées dos alunos, com o visionamento
dos videos das aulas, a leitura dos relatérios de observacio das aulas e das reunides com
Isabel e das notas de campo resultantes de conversas informais.

Procurando evitar repetigoes que, inevitavelmente, surgiriam na andlise de tarefa a ta-
refa e de sequéncia a sequéncia, organizaram-se quatro grupos de sequéncias de tarefas:
tarefas de multiplicacio com ndimeros naturais, tarefas de multiplicagio com niimeros
racionais ndo negativos na representacio decimal, tarefas de divisdo com niéimeros natu-
rais e tarefas de multiplicagio (sentido proporcional) com nimeros racionais nao negati-
vos na representagio decimal (tabela 3). Estes grupos, embora mantendo a sua sucessao
cronoldgica, juntam tarefas com particularidades comuns que se evidenciaram neste se-
gundo nivel de andlise.

Tabela 3 — Organizagio das tarefas para andlise dos procedimentos usados pelos alunos

Grupos de tarefas Tarefas Subtarefas
Tarefa 1 — Mercearia da Piedade 1 Subtarefas 1 e 2
Tarefa 2 — Mercearia da Piedade 2 Subtarefas 1

o Tarefa 4 — Carteira de cromos Subtarefas 1,2 € 3
Eifiztrije?;;ﬂ;ﬁﬁiiao Tarefa 7 — Cortinas Subtarefas 1, 2,3 e 4
Tarefa 8A — Pétio do Jodo Subtarefas 1,2, 3 e 4
Tarefa 8B — Pdtio do Cristévao Subtarefas 1, 2,3 e 4
Tarefa 10 — Pilhas de caixas Subtarefas 1,2 e 3
Tarefas de multiplicagio com Tarefa 13 — Garrafas e mais garrafas Subtarefas 1, 2,3 e 4
numeros racionais nao negativos Tarefa 16 — Contar moedas 1 Subtarefas 1
na representagao decimal Tarefa 17 — Contar moedas 2 Subtarefas 4, 5 ¢ 6
Tarefa 19 — Colecionar cartas Subtarefas 1 e 2
Tarefas de divisio com ntimeros Tarefa 20 — M4dquinas de bebidas Subtarefas 1 e 2
naturais Tarefa 25 — Outra mdquina de bebidas Subtarefas 1
Tarefa 26 — Miniaturas de animais Subtarefas 1
Tarefas de multiplicacdo (sentido Tarefa 29 — Ida ao teatro Subtarefas 1, 2 ¢ 3
proporcional) com ntimeros
racionais ndo negativos na Tarefa 30 — Ida 2 mercearia da Piedade Subtarefas 1,2 ¢ 3

representagio decimal
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O terceiro nivel de andlise dos dados centrou-se nos procedimentos dos alunos de
acordo com as suas caracteristicas. Voltaram a ser lidos todos os relatdrios de observacio
de aulas e visionados os videos, mas organizadamente, de acordo com os grupos de tare-
fas considerados. Foram observadas repetidamente as produgoes associadas a cada grupo
de tarefas com o objetivo de identificar um esquema organizativo que permitisse relatar
todo o processo e, por outro, analisar os aspetos associados as caracteristicas dos procedi-
mentos usados pelos alunos na resolugao de tarefas de multiplicagio e divisao.

De modo a ter uma percecio global dos procedimentos usados pelos alunos na reso-
lugio das tarefas e da sua evolugio ao longo da experiéncia de ensino, a sua frequéncia foi
quantificada em tabelas, considerando cada uma das tarefas/subtarefas. A andlise global e
transversal das tabelas relativas as frequéncias de cada procedimento e a distribui¢io des-
sas frequéncias em termos cronoldgicos, permitiu identificar alguns aspetos relevantes re-
lacionados nao sé com os procedimentos usados mas, também, com a sua evolugio. Para
efeitos de investigacao, o termo procedimento ¢ entendido como a escolha, por parte dos
alunos, das opgoes associadas a estrutura da tarefa e 0 modo como organizam e realizam
os cdlculos que efetuam, de acordo com os niimeros envolvidos (Mendes, 2012). A pala-
vra evolugio, em evolugio dos procedimentos dos alunos, tem o significado que lhe con-
fere o Diciondrio da Lingua Portuguesa Contemporanea da Academia das Ciéncias de
Lisboa: “processo de transformacio gradual que se opera ao longo de determinado perio-
do de tempo” (Volume I, 2001, p. 1622). Significa que a andlise da evolugio dos proce-
dimentos considera nio s as transformagées no sentido da progressio mas, também, as
que correspondem a regressoes ou a estabilizacoes.

Finalmente, a andlise da evolugao dos procedimentos usados pelos alunos para além
da andlise das suas produgdes escritas, tem subjacente as préticas matemdticas de sala de
aula, ou seja, inclui as discussoes associadas as tarefas propostas e foca-se na explicitacio
de raciocinios dos alunos e partilhados com os colegas, nos argumentos utilizados que,
por vezes, incluem linguagem simbdlica. Mais concretamente, a evolu¢io dos procedi-
mentos usados pelos alunos na resolugao de tarefas associadas & multiplicagio tem subja-
cente a constru¢do das grandes ideias (big ideas) associadas ao raciocinio multiplicativo,
identificadas por Fosnot e Dolk (2001).

A experiéncia de ensino

A experiéncia de ensino foi orientada por uma conjetura que inclui duas dimensdes inter-
relacionadas: de contetido matemitico e pedagdgica. A dimensao de contetido matemiti-
co assume o desenvolvimento do sentido de nimero como eixo orientador da aprendiza-
gem da multiplicagdo e tem em consideracio as grandes ideias associadas a esta operacio,
os modelos que suportam o raciocinio muldplicativo e os procedimentos informais dos
alunos que se vao transformando em procedimentos baseados nas propriedades da opera-
¢io (Fosnot & Dolk, 2001). A dimensédo pedagdgica inclui aspetos relativos ao ambiente
da sala de aula e as tarefas a propor aos alunos, tendo como base uma perspetiva de apren-
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dizagem da Matemadtica com compreensio. Fundamentam-se, em seguida, as principais
opgoes relacionadas com estas duas dimensoes.

Aprendizagem da multiplicagio

A experiéncia de ensino centra-se na aprendizagem da multiplicagio numa perspetiva de
desenvolvimento do sentido de niimero, assumindo-se este como um eixo orientador.
A aprendizagem foi organizada dando especial relevincia as grandes ideias associadas a
multiplicagdo, aos modelos que suportam o raciocinio multiplicativo e aos procedimen-
tos informais dos alunos que, gradualmente, se vao transformando em procedimentos
mais potentes, baseados em propriedades da operagao (Fosnot & Dolk, 2001). Tomando
como base as concecdes tedricas de Fosnot e Dolk (2001) foram identificadas as grandes
ideias, as estratégias ¢ os modelos relacionados com a multiplicagio nos quais se funda-
menta a experiéncia de ensino.

Grandes ideias associadas & multiplicacdo. A construcio das “grandes ideias” estd na base da
progressdo que os alunos vio fazendo em termos do raciocinio multiplicativo. Uma vez
que as “grandes ideias” estdo relacionadas com as estruturas da prépria Matemdtica, com-
preender as relacionadas com a multiplicagio significa compreender a estrutura multipli-
cativa em si e as relagoes entre as partes e o todo da prépria estrutura. Associadas 2 mul-
tiplicagao sio identificadas como “grandes ideias”: o entendimento de um grupo como
unidade (unitizing); a propriedade distributiva da multiplicacio, em relagio a adicdo e a
subtra¢ao; a propriedade comutativa da multiplicacio; os padrdes de valor de posicio as-
sociados a multiplicagio por dez e a propriedade associativa da multiplicagio.

Procedimentos' associados & multiplicacdo. Os procedimentos usados pelos alunos quando
resolvem problemas de multiplicacio estdo intimamente relacionados com as ideias que
estes tém sobre esta operacdo. Deste modo, a sua progressio nos procedimentos que uti-
lizam estd subjacente & construcio gradual das ideias que as suportam. De acordo com
Treffers e Buys (2008), a evolu¢io dos procedimentos de cdlculo usados pelos alunos cor-
responde a uma progressiva esquematizagio através de diferentes niveis de desenvolvi-
mento da operagio multiplicagio.

Modelos associados & multiplicagdo. No inicio da aprendizagem da multiplicacio os mo-
delos construidos pelos alunos estao bastante associados a sua interpretacio da situagio
proposta e emergem da sua representagio da agio, sendo modelos de situacio (Fosnot &
Dolk, 2001; Gravemeijer, 2005). Ainda assim, nio é porque se planeia uma determina-
da tarefa pensando num modelo que dai emerge, que todos os alunos a vao interpretar e
resolver recorrendo a ele. Contudo, 2 medida que o professor utiliza modelos como uma
ferramenta diddtica para explicitar as estratégias usadas pelos alunos, estes também vao
sendo capazes de recorrer a eles para representar o seu proprio modo de pensar. Assim,
os modelos que inicialmente eram modelos de situagao passam por ser modelos de pro-
cedimentos ¢ transformam-se em modelos para pensar. Deste modo vio evoluindo para
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modelos enquanto ferramentas para pensar, ou seja, modelos matemdticos de relagdes
numéricas (Fosnot & Dolk, 2001; Gravemeijer, 2005).

Inicialmente, os modelos construidos pelas criangas para representar situagoes mul-
tiplicativas estdo associados 2 ideia de multiplicacio como adigo sucessiva de parcelas
iguais, o que significa que o uso da linha vazia facilita as suas representacoes deste tipo
de situagoes. No entanto, & medida que as ideias sobre a multiplicagio vao evoluindo,
também os modelos devem acompanhar o desenvolvimento progressivo das ideias e das
estratégias relacionadas com a multiplicagao. Assim, sao usadas, entre outras, disposicoes
retangulares que suportam o raciocinio multiplicativo e tabelas de razao que suportam o
raciocinio proporcional. Estes modelos sio incluidos, explicitamente, como representa-
¢oes de situacdes associadas a algumas das tarefas propostas nesta experiéncia de ensino.

A opcio pela disposicio retangular ¢ justificada por autores que a consideram uma
das representagoes mais potentes que suporta a evolu¢do do raciocinio multiplicativo
(Barmby, Bilsborough, Harries & Higgins, 2009; Battista, Clements, Arnoff, Battista, &
Borrow, 1998). Em particular, permite visualizar a propriedade comutativa da multipli-
cagdo ¢ as vdrias particoes dos nimeros que podem ser feitas, tendo subjacente a proprie-
dade distributiva da multiplicagio em relagio a adigio, o que auxilia os alunos quando
passam para o cdlculo em coluna (Barmby et al., 2009).

Relagdo entre a multiplicacio e a divisdo

Uma das opgoes assumida na experiéncia de ensino foi de propor tarefas aos alunos que
favorecessem o estabelecimento da relagio entre a multiplicago e a divisao. Assim, foram
incluidas tarefas cujo contexto ¢ de divisio mas que os alunos podem resolver usando o
conhecimento que jé possuem sobre as outras operagoes ¢, em particular, a multiplicaco.
Esta opcio estd de acordo com o apontado por alguns autores (Anghileri, 2003; Fosnot
& Dolk, 2001; van den Heuvel-Panhuizen, 2008). Além disso, ter consciéncia da relagio
entre as operagoes, especificamente, entre a multiplicagio e a divisao é um dos aspetos
contemplados no conhecimento ¢ a destreza com as operagoes, uma das componentes do
quadro de referéncia sobre o sentido de nimero de Mclntosh ez al. (1992).

Contextos das tarefas
A importincia da exploragio de contextos adequados estd subjacente a uma perspetiva
de desenvolvimento do sentido de niimero (Fraivillig, 2001). Os contextos das tarefas
tém um papel preponderante na aprendizagem da multiplicagio uma vez que: (i) revelam
aspetos basilares das estruturas multiplicativas associadas e (ii) permitem fazer uma pri-
meira abordagem s propriedades da multiplicagao, facilitando o cdlculo associado a esta
operacio (Fosnot & Dolk, 2001; Mendes & Delgado, 2008; Treffers & Buys, 2008).
De acordo com Fosnot e Dolk (2001) os contextos das tarefas devem integrar trés
componentes: (i) permitir o uso de modelos, (ii) fazer “sentido” para os alunos e (iii) criar
surpresa e suscitar questoes.
Os contextos das tarefas que fazem parte da experiéncia de ensino foram construidos
e/ou adaptados considerando as caracteristicas realcadas anteriormente. Assim, foram
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utilizados como contextos, imagens de produtos do quotidiano embalados de diversas
formas, tais como de caixas de fruta em que esta estd organizada segundo uma disposi-
cao retangular ou de garrafas de dgua embaladas em grupos de seis. Também foram usa-
dos contextos que envolvem dinheiro e onde se recorre a tabelas de precos. Foram, ainda,
propostas aos alunos tarefas com um contexto puramente matemdtico — cadeias numéri-
cas, na acecao de Fosnot e Dolk (2001).

Nos contextos das tarefas incluem-se os niimeros que sio propostos e com os quais é
necessario calcular. Considerando que a experiéncia de ensino assume como eixo orien-
tador da aprendizagem da multiplicacio o desenvolvimento do sentido de ntimero e que
este estd associado a uma compreensio global e intuitiva sobre os niimeros e as opera-
¢oes e a uma flexibilidade e compreensio sobre o cdlculo com niimeros (Mclntosh ez 4.,
1992), foi feita a op¢do de incluir nas tarefas propostas, para além dos nimeros naturais,
outros niimeros racionais nio negativos, em particular, na sua representagao decimal.

Além disso, os nimeros incluidos nas tarefas foram selecionados considerando dois
aspetos: (i) a sua progressio em termos da sua ordem de grandeza e (ii) as relagoes numé-
ricas que poderiam ser estabelecidas entre eles. Por isso, foram usados ntimeros cada vez
maiores, em termos da sua ordem de grandeza, e ntimeros de referéncia (Mclntosh ez al.,
1992) tais como multiplos de dois, de cinco e de dez, bem como nimeros que sugerissem
certos procedimentos. Esta dltima opgio relaciona-se com “o capitalizar oportunidades
para usar estratégias sensiveis aos niimeros em situacoes de resolucio de problemas”, de
acordo com Nickerson e Whitacre (2010, p. 233). Uma estratégia sensivel aos ntimeros
define-se como uma abordagem que cada aluno seleciona de entre as possiveis de usar e
que tem significado para si préprio (Nickerson & Whitacre, 2010). Ora, potenciar o re-
curso a procedimentos sensiveis aos nimeros ¢ uma das condicdes que promove o desen-
volvimento do sentido de ntimero dos alunos.

Tipos de tarefas e sua alternincia
Na experiéncia de ensino foram propostas aos alunos dois tipos diferentes de tarefas: pro-
blemas e cadeias numéricas.

Os problemas tém como objetivo que os alunos usem determinados procedimentos
de célculo, de modo a irem construindo, gradualmente, as grandes ideias relacionadas
com a multiplicagio. Apés a sua resolucio, individualmente ou em pares, é organizada
uma discussdo pela professora, na qual toda a turma ¢é incentivada a intervir. A sua fina-
lidade, para além da apresentagio e comparagio das vdrias resolugdes dos alunos, é evi-
denciar um determinado procedimento de cdlculo ou uma relagio numérica que facilita
a realizacao do problema.

As cadeias numéricas, o outro tipo de tarefas proposto no 4mbito da experiéncia de
ensino, tém como intuito desenvolver nos alunos um cilculo mental eficiente, eviden-
ciando determinadas ideias e procedimentos de cdlculo associados a propriedades dos
nameros e da multiplicacio. O modo como a cadeia estd estruturada, incluindo célculos
sequenciais e encadeados, influencia os procedimentos dos alunos, uma vez que um de-
terminado cdlculo pode ser baseado num dos célculos realizado na(s) linha(s) anterior(es)

(Fosnot & Dolk, 2001; Treffers & Buys, 2008).
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Ao longo do ano letivo os problemas foram sendo intercalados com cadeias numé-
ricas, de forma que os alunos identificassem e relacionassem os procedimentos utiliza-
dos num caso e noutro. Num processo ciclico, apresentado na Figura 2, os alunos pode-
riam identificar, nas cadeias, procedimentos que poderiam ter construido informalmente
aquando da resolugio dos problemas. Por sua vez, as relagoes identificadas nas cadeias
numéricas anteriores, poderiam ser potenciadas nos problemas seguintes, progredindo,
assim, no uso de procedimentos flexiveis, baseados em relages numéricas e propriedades
da muldplicagao.

[ Sequéncia 1 ] [ Sequéncia 2 ] [ Sequéncia 3 ] [Sequéncia ]

Problgma 1 Problgma 1 Problgma 1 Problgma 1
Problgma 2 A»| Probl¢ma 2 Problema 2 _»| Problema 2

Problgma 3 / Problgma 3 Problema 3 ./ Problema 3
/ / /
Cadeias S/ Cadeias S Cadeias S Cadeias
numeéricas numéricas numéricas numeéricas

Figura 2 — Processo de alternincia entre problemas e cadeias numéricas (Mendes, 2012)

Ao longo deste processo esperava-se que os alunos construissem uma teia de relagoes nu-
méricas, com significado para eles e & qual recorreriam, de modo flexivel, nos seus pro-
cedimentos de cdlculo mental, uma das manifestacoes associada a ter sentido de niimero

(Greeno, 1991).

Cultura de sala de aula
E consensual, hoje em dia, que os alunos devem aprender Matemdtica com compreen-
sao (NCTM, 2007), participando ativamente, através da experiéncia, na construgao do
seu préprio conhecimento, o que envolve momentos de aprendizagem individual e em
interagao social. Durante a experiéncia de ensino, a assunc¢io desta perspetiva teve conse-
quéncias ao nivel da cultura de sala aula, onde, para além dos momentos de trabalho in-
dividual ou em pares, foram privilegiados, também, os momentos de interacido com toda
a turma, orquestrados pela professora, a propésito da apresentagio e discussao das tarefas
realizadas, tal como preconizam diversos autores (Smith ez /., 2009; Stein et al., 2008).

Houve um investimento, por parte da professora Isabel, na construgio e estabele-
cimento de certas normas sociais e normas sociomatemdticas, na acecio de Cobb ez al.
(2001), que regulassem as prdticas matemadticas na aula. As normas sociais que foram,
gradual e sistematicamente, negociadas entre a professora e os alunos sublinhavam a ne-
cessidade de: (i) explicar e justificar o seu raciocinio; (ii) ouvir e tentar compreender as
explicagoes de outros;(iii) indicar quando nio compreendiam e, se possivel, pedir escla-
recimentos, e (iv) referir quando nio consideravam as solugoes vdlidas e explicar as razoes
para essa apreciacio.

As normas sociomatemdticas basearam-se nas identificadas por Cobb ez 2/ (2001):
aceitar partilhar o mesmo propésito, modos de raciocinar usando ferramentas e simbo-
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los, e formas de argumentacio matemdtica. As normas sociais e sociomatemdticas foram
sendo ajustadas com os alunos ao longo da experiéncia de ensino de modo a contribuir
para a constru¢do do seu conhecimento matemdtico.

Concretizagio da experiéncia de ensino — a trajetéria de aprendizagem

A experiéncia de ensino e a conjetura que a orientou consubstanciaram-se, ao nivel da
sala de aula, numa trajetéria de aprendizagem da turma do 3.° ano. O constructo traje-
téria hipotética de aprendizagem, instituido por Simon (1995), estd associado a um ca-
minho de aprendizagem, antecipado a partida, norteado por objetivos de aprendizagem
e orientado por um conjunto de tarefas concebidas/selecionadas pelo professor, conside-
rando as ideias e os procedimentos que quer que o aluno desenvolva e tendo em conta
as hipéteses do professor sobre processos de aprendizagem. O atributo “hipotética” pre-
tende realgar, na perspetiva do autor que, a partida, o professor coloca apenas hipéteses e
que a trajetéria efetiva s6 é conhecida depois de realizada.

Consideramos promissor pensar numa trajetéria de aprendizagem para um coletivo,
a turma, tal como sugerem Cobb, Gravemeijer e Yackel (2011). Todavia, pensar no gru-
po turma nio significa que todos os alunos progridam de modo idéntico ou que todos
resolvam as tarefas propostas da mesma forma. Traduz, antes, que se deve ter em atengio
a diversidade dos modos de pensar matematicamente dos alunos. Efetivamente, pensar
numa trajetéria de aprendizagem em termos do grupo turma nio significa que todos os
alunos tenham de seguir o mesmo caminho fechado e pré-determinado, mas que se tem
em conta as participagoes de todos, necessariamente diferenciadas, nas préticas de sala de
aula que se estabelecem (Cobb ez al., 2011).

Uma primeira versao da trajetéria de aprendizagem, incluindo ideias para tarefas e se-
quéncias de tarefas, foi discutida com a professora Isabel, e com ela foram feitas algumas
alteragdes. Este planeamento inicial tentou evidenciar um fio condutor entre as vdrias ta-
refas, tendo como pano de fundo as ideias tedricas anteriormente apresentadas e as expe-
riéncias profissionais tanto da professora do 1.° ciclo como da investigadora. Inicialmen-
te hipotética, a trajetéria foi sendo adaptada ao longo e de acordo com sua concretizagio
na sala de aula.

A figura 3 sintetiza o processo dinimico que se desenvolveu durante a experiéncia de
ensino, interrelacionando o conjeturado e antecipado com o que ia acontecendo na sala
de aula e realcando, também, os aspetos que contribuiram para a construgio e exploracio
da trajetéria de aprendizagem.

Evolug¢ao dos procedimentos usados pelos alunos

A evolugdo dos procedimentos dos alunos estd relacionada com o aprofundar da sua
compreensao sobre a multiplicagio e ancorada na resolugao das tarefas e na sua discussio
coletiva. De uma forma geral, inclui a progressao de procedimentos de contagem e aditi-
vos para procedimentos de tipo multiplicativo e tem subjacente a mudanga para modos
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EXPERIENCIA DE ENSINO

TRAJECTORIA DE APRENDIZAGEM DA MULTIPLICACAO - CONSTRUCAO E EXPLORACAO

Aprender Matematica
com compreensﬁo

Individualmente Em interacgao

[ Construir uma certa l— normas sociais ]

cultura de sala de aula -normas sociomatematicas

A trajectéria é inicialmente hipotética | ‘

Objectivos de 4EP[_ ]1-»[ Q trabalho na aula ]
e Zaneny j = F | T
Tarefas e sequéncias b
de tarefas

[tipdteses sabie a | » o 0z procedimentos usadss

aprendizagem e factores impravisivzais

J 8

Adaptacdo e melhoramento da trajectéria de aprendizagem

Figura 3 — Processo associado 4 construgio e exploragio

da trajetéria de aprendizagem (Mendes, 2012)

de resolugio mais sofisticados. Ainda assim foram identificados aspetos particulares nessa
progressao que nao se efetivou do mesmo modo para todos os alunos.

Dos procedimentos de contagem aos procedimentos multiplicativos
No inicio da experiéncia de ensino, na resoluciao das primeiras tarefas de multiplicacio
¢ ¢
com numeros naturais, muitos dos alunos recorrem a procedimentos aditivos e alguns a
procedimentos de contagem. E-lhes dificil, ainda, pensar num grupo enquanto unida-
de, aspeto essencial ao raciocinio multiplicativo. Embora muitos dos contextos associa-
dos as primeiras tarefas tenham subjacente o cdlculo do niimero de objetos organizados
&

segundo uma disposi¢io retangular, coexistem, na sua resolucio, procedimentos basea-
dos em contagens ‘por saltos’ com outros jd associados & operagio multiplicacio, ainda
que pouco formalizados. Por exemplo, na resolucgio da tarefa 8B — Pdtio do Cristévao
(sequéncia 3%), em que era necessdrio calcular o nimero total de pedras de vdrios em-
pedrados com a forma retangular ainda hd alunos, como Gustavo, que parecem contar
por ‘saltos’.

m 49 B Lwily
Ao @,Qxa%@?taf%

Figura 4 — Resolugio de Gustavo da subtarefa 3 — tarefa 8B
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Gustavo escreve que contou de cinco em cinco, parecendo té-lo feito desde a pri-
meira coluna do empedrado até a décima nona, apesar de ndo ter representado os
“saltos” intermédios.

Nos problemas associados 4 mesma tarefa 8B hd alunos que, embora recorram a pro-
cedimentos aditivos, parecem jd estabelecer uma relacio entre a adi¢io e multiplicacio.
Ana Rita, para efetuar o cdlculo associado ao produto 5x 12, opta por um procedimento
aditivo, adicionando cinco vezes a parcela 12, que iguala a expressdo multiplicativa cor-
respondente, dando evidéncia que compreende a relagao que estabelece.

T2 4 5470 11O xi0 - 6o

Figura 5 — Resolugio de Ana Rita da subtarefa 2 — tarefa 8B

Tal como Ana Rita, hd alunos que, durante algum tempo, registam igualdades entre ex-
pressoes que envolvem a adicdo e a multiplica¢do, mostrando estabelecer uma relacio en-
tre estas duas operagoes. Contudo, cada vez mais frequentemente, os alunos constroem
procedimentos baseados na multiplicacio. Estes parecem ser sugeridos pela disposicao
retangular incluida nos contextos das tarefas e diferem entre si apenas na ordem pela qual
aparecem os fatores. Este aspeto decorre diretamente da visualizagio dos elementos que
se repetem e de quantas vezes se repetem ou da identificagio, em primeiro lugar, do nd-
mero de elementos em linha ou em coluna.

Mais tarde, durante a resolugdo da tarefa 29 — Ida ao teatro (sequéncia 10), que im-
plica calcular o prego de vérias quantidades de bilhetes de cinema a partir de alguns dados
incluidos numa tabela, os alunos parecem muito mais seguros no uso de procedimentos
e optam, ora por procedimentos aditivos ora por multiplicativos, consoante lhes parece
ser mais fécil calcular de acordo com os ntimeros envolvidos. Luis e Raquel sao um dos
pares que, no preenchimento da tabela inicial, utiliza os dois tipos de procedimentos.
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Figura 6 — Resolugio de Luis e Raquel da subtarefa 1 — tarefa 29

Estes alunos usam procedimentos aditivos para saber o preco de, por exemplo, dez bilhe-
tes, adicionando o prego de oito ao preco de dois, calculado previamente. Contudo, refe-
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rem que recorrem ao dobro do prego de um e de quatro bilhetes para calcular o preco de
dois e de oito bilhetes, respetivamente. A opgao por procedimentos aditivos ou multipli-
cativos parece corresponder a um conhecimento das opera¢des em causa e a uma maior
facilidade nos célculos.

Uso progressivo das propriedades da multiplicacio

Nas discussoes sobre as tarefas que fazem apelo a disposigao retangular, a propriedade
comutativa surge associada & comparacio entre resolucoes que identificam em primeiro
lugar o niimero de elementos em linha ou em coluna e & perce¢ao de que o produto nao
se altera. H4, também, alunos que, nas suas resolucoes escritas, evidenciam que compre-
endem que, na multiplicacio, o produto nio ¢ afetado pela ordem dos fatores. David, na
resolugdo escrita de um dos problemas da tarefa 8B, regista as duas expressoes seguintes:

é%ﬁjﬁi bp s JORG +hK 2=

Figura 7 — Resolugio de David da subtarefa 2 — tarefa 8B

Este aluno apresenta duas igualdades que sé diferem entre si na ordem dos fatores de
cada produto parcial. Apesar de, em termos da propriedade distributiva da multiplicagao
em relagao a adigdo, as expressdes nao corresponderem precisamentea 5x 12 oua 12x5,
parecem revelar a sua compreensio, ainda que informal, sobre a propriedade comutativa
da multiplicagio.

A compreensio e o uso apropriado desta propriedade parecem estar, também, subja-
centes a procedimentos multiplicativos onde os préprios alunos trocam a ordem dos fa-
tores para, aparentemente, facilitar os cdlculos. Miguel usa o seguinte procedimento num

dos problemas da tarefa 8B:

Figura 8 — Resolucio de Miguel da subtarefa 4 — tarefa 8B

Este aluno representa o produto a calcular através da expressio 5 x 22, provavelmente de-
corrente da contagem de cinco linhas, cada uma com 22 pedras ou de pensar em cinco
linhas e em 22 colunas. No entanto, para realizar o cdlculo, troca a ordem dos fatores ao
decompor o0 22, efetuando, de facto, 22 x 5. Este aspeto parece estar relacionado com a
facilidade no cdlculo dos multiplos do fator cinco. Deste modo Miguel obtém dois pro-
dutos de referéncia 20 x5 e 2x 5 que, presumivelmente, jd automatizou.

A decomposi¢ao de um dos fatores para realizar um produto, tendo subjacente a pro-
priedade distributiva da multiplicagiao em relagao a adigdo, tal como Miguel faz, estd na
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base da maior parte dos procedimentos multiplicativos de resolugio das tarefas cujo con-
texto recorre 4 disposi¢io retangular e em que, pelo menos um dos fatores, ¢ maior que
dez. Guilherme é um dos alunos que usa a decomposi¢io decimal de 19 para calcular
5x19 (subtarefa 3 — tarefa 8B) e que explicita o seu modo de pensar na discussio final
com toda a turma: “Eu fiz cinco vezes o dez mais cinco vezes o nove e deu-me 50 mais
45 que sao 957.

Ap6s a resolugao individual ou a pares, Isabel orienta a discussao com toda a turma e
desafia Lufs a explicitar o seu raciocinio associado ao cdlculo 22 x 5, baseado no estabele-
cimento de relagoes entre os cdlculos das vdrias tarefas. O aluno explica: “Podia ser 10x 5
que é 50 ¢ é a zona do empedrado vazio e depois somdvamos 12 x 5 que é 60 ¢ j& sabemos
pois ¢ da zona das boias”.

Luis recorre a produtos parciais j4 calculados (10x5 e 12x5) e Isabel realca este
modo de pensar e preocupa-se em perceber se todos o compreendem. Este aspeto facili-
tador do célculo, decompor 22 recorrendo a dois niimeros de referéncia, 10 e 12, mesmo
que os produtos parciais ndo tivessem sido anteriormente calculados, parece ser reconhe-
cido por outros alunos e, por isso, a maior parte responde afirmativamente & pergunta
da professora.

Na resolugio das tarefas que partem de um contexto de disposigio retangular ¢ iden-
tificado, também, um procedimento de ajustar e compensar, baseado na propriedade dis-
tributiva da multiplicagdo em relagdo a subtragdo. Francisco opta por este procedimento
para calcular 19 x5, a propésito da resolucio da subtarefa 3 da tarefa 8B (figura 9).

tpxd: 5
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Figura 9 — Resolugio de Francisco da subtarefa 3 — tarefa 8B

De facto, na justificacdo que apresenta sobre o modo como pensou, Francisco, além de
associar a cada um dos fatores o nimero de pedras na vertical e na horizontal, escreve
uma expressio onde se percebe que calcula primeiro 20x5 e compensa a seguir, sub-
traindo cinco. Considerando que este procedimento ¢ usado apenas por Francisco, em-
bora sendo bastante eficaz em determinadas situagées, Isabel solicita a sua apresentacio
na discussio coletiva.

Nas discussoes centradas nos seus procedimentos, os alunos comegam a perceber as
vantagens da utilizacdo de procedimentos multiplicativos, sobretudo, & medida que os
ntimeros envolvidos aumentam. Para esta evolugao contribuem, nao sé as discussées co-
letivas a propdsito das resolucoes das tarefas mas, também, os registos dos procedimen-
tos, recorrendo a simbologia matemdtica, realizados no quadro.

O uso de procedimentos baseados em propriedades da multiplicagao foi sendo cada
vez mais frequente ao longo da experiéncia de ensino. Por exemplo, Eva e Mariana optam
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por procedimentos multiplicativos na tarefa 29, quando é preciso calcular o preco de 250
bilhetes sabendo o prego de um bilhete (1,5€) (figura 10).
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Figura 10 — Resolugio de Eva e Mariana da subtarefa 3 — tarefa 29

As alunas organizam a informacio em forma de tabela, 4 semelhanca do contexto inicial,
e partem do preco de 50 bilhetes para determinar o preco de 100 ¢ 200, recorrendo ao
uso de dobros. Para calcular o custo de 250 bilhetes, adicionam o preco de 200 com o
preco de 50. A sua opgio por procedimentos multiplicativos ou aditivos relaciona-se com
a facilidade com que realizam os cdlculos necessarios.

Também na realizagio da tarefa 30 — Ida & mercearia Piedade, onde ¢ preciso pre-
encher tabelas incompletas de precos de vdrios produtos, os alunos optam por usar pro-
cedimentos de tipo aditivo ou multiplicativo, de acordo com o que lhes parece ser mais
adequado nas vdrias situagoes. Os raciocinios de tipo multiplicativo fazem apelo, fre-
quentemente, a relagoes do dobro ou a procedimentos de decomposigao. Ainda assim,
por vezes, os cdlculos efetuados revelam-se complexos e com algumas incorregées, so-
bretudo quando os alunos nio identificam certas regularidades associadas aos contextos
propostos.

Enzo e Guilherme sao um dos pares que, na tarefa 30, comega a preencher a tabela
recorrendo a um procedimento aditivo. Contudo, apds identificarem a regularidade que
lhes permite calcular mais rapidamente, mudam de procedimento (figura 11).

! 0,99 €
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3 2 A%
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9 #£9q4x  [AX-297891€

20 § 80 € 20k D20 = 19, B0

Figura 11 — Resoluc¢do de Enzo e Guilherme da subtarefa 3.1 — tarefa 30

Estes alunos reconhecem que 0,99€ ¢ muito préximo de um euro, identificando que
0,99=1,00-0,01 e, a partir do cdlculo de trés embalagens, recorrem sempre a um pro-
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cedimento de compensagio, multiplicando primeiro por um euro e efetuando depois
a subtracio.

Na discussio final, uma vez que houve algumas dificuldades na resolugao desta tare-
fa, Isabel desafia Enzo e Guilherme a explicar como pensaram, de modo a realgar a regu-
laridade identificada. Guilherme explicita: “Podfamos pensar em dois euros menos dois
céntimos. D4 1,98€. Porque 99 céntimos ¢ quase um ecuro”. A discussio que continua
em torno do procedimento de compensagao mostra aos alunos a sua adequagio neste
contexto. Para realcar a sua utilizagdo, Isabel propoe aos alunos cadeias numéricas que
tém subjacentes procedimentos de compensagio, baseados na propriedade distributiva
da multiplicagao em relagio a subtragio, e que sao realizadas facilmente por eles.

Aspetos criticos da evolugdo dos procedimentos

A medida que os alunos véo realizando as tarefas propostas, os seus procedimentos de
cdlculo vao evoluindo para um maior grau de sofistica¢io, como vimos. Esta evolugio
parece estar relacionada com uma maior compreensio sobre a multiplicagio que lhes per-
mite optar por procedimentos adequados as tarefas propostas. Ainda assim, essa progres-
sdo nio se efetuou, naturalmente, do mesmo modo para os 23 alunos da turma. Houve
alunos que demoraram mais tempo a progredir para procedimentos multiplicativos mais
potentes e outros que voltam a usar procedimentos que pareciam ter abandonado. Estas
caracteristicas da evolugio dos procedimentos parecem relacionar-se com aspetos das ta-
refas, como o contexto e os nimeros usados’.

Ligados aos contextos de divisdo. A andlise dos procedimentos de cdlculo usados pe-
los alunos e das suas intera¢oes ao nivel da aula permitiu identificar dificuldades por parte
de alguns na resolucio de problemas de divisdo. Inicialmente, estes foram propostos, de
modo integrado, com tarefas de multiplicacio. Na sua resolugio, alguns alunos manifes-
taram dificuldades o que, por vezes, correspondeu a optar por procedimentos que jd nao
usavam, nessa altura, em tarefas de multiplicagio.

Na resolugio dos primeiros problemas da tarefa 10 — Pilhas de caixas (sequéncia 4),
os alunos recorrem apenas a procedimentos multiplicativos, revelando algum dominio
no uso da multiplica¢do e suas propriedades.

PILHAS DE CAIXAS PILHAS DE CAIXAS

L. A Mercearia da Pledade chegaram cabas de 24 2. No supermercado do Bairro também hé uma pilha de 25 caixas
magds cada, embaladas como mostra a imagem. de macds. Estas caixas sdo maiores, cada uma tem 48 macds.
As 25 caixas que chegaram foram arrumadas em pilhas Neste supermercado, quantas macas estdo guardadas nas
como & indicado na figura, caixas?

No total das caixas, quantas macas ha?

Figura 12 — Subtarefas 1 ¢ 2 — tarefa 10
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Contudo, na resolugao do problema seguinte, subtarefa 3, com um contexto de divisao,
alguns alunos revelam dificuldades.

PILHAS DE CAIXAS

3. No supermercado Girassol ha, no total, o mesmo
numero de macgas que no supermercado do Bairra, mas
em cada caixa estdo embaladas apenas 24 macas.

No total, quantas calxas de 24 macds ha no
supermercado Girassol?

Figura 13 — Subtarefa 3 — tarefa 10

Enquanto nas tarefas anteriores todos os alunos tinham construido corretamente proce-
dimentos baseados na multiplicagio, nesta hd trés pares que nao a resolvem ou o fazem
incorretamente. Por exemplo, David e Diogo comegam por desenhar um esquema ba-
seado num procedimento aditivo (figura 14). Representam, umas a seguir as outras, 25
caixas de 24 magas, mas nio continuam esta resolugao. Depois fazem uma outra tentati-
va, partem de 1200, niimero total de magas, ¢ iniciam um procedimento subtrativo ten-
tando tirar 24, do qual também desistem.

1200 “H—r—

Figura 14 — Resolugio de David e Diogo da subtarefa 3 — tarefa 10

Apenas os alunos, excetuando um par, que conseguem relacionar esta tarefa com as duas
anteriores a resolvem corretamente. Seis desses pares estabelecem uma relagio de dobro
com a subtarefa 1. Eva e Guilherme sao dois desses alunos.

39
15xa=50
i i

Figura 15 — Resolucio de Eva e Guilherme da subtarefa 3 — tarefa 10

Na sua resolu¢do escrita (figura 15) estes alunos referem uma relagao de dobro entre o
nimero total de caixas dos dois problemas, tendo subjacente, embora nao explicitamen-
te, a relagao de dobro entre o nimero total de magis num e noutro problema. Dadas as
dificuldades manifestadas por alguns colegas, na discussdo coletiva, Eva ¢ solicitada a ex-



A evolugdo dos procedimentos usados pelos alunos 153

plicitar o seu raciocinio, afirmando: “Fomos ao primeiro problema onde também havia
25 caixas mas fizemos o dobro”.

Um tnico par, Duarte e Tiago, resolve a subtarefa 3 estabelecendo uma relagao de
dobro e de metade, ligando o terceiro ao segundo problema. Na discussao coletiva, Isabel
solicita-lhes que verbalizem 0 modo como pensaram, uma vez que apela a relages mul-
tiplicativas diferentes das anteriores:

Duarte — Noés fomos buscar o 25 ao segundo problema, pois nesse eram 25 caixas
de magas.

Isabel — E quantas magis tinha cada caixa nesse problema?

Duarte — 48. E nds fizemos o dobro de 25.

Isabel — Porqué?

Duarte — Porque 48 é o dobro de 24 e no supermercado Girassol as caixas tém 24
magas. E nés fizemos 25 vezes dois porque 25 eram as caixas do outro problema.

Isabel — Entao, agora era necessirio o dobro das caixas?

Duarte — Porque eram metade das magas em cada caixa.

Na sua explica¢ao, Duarte identifica a relagao entre o niimero de magis de cada caixa nos
dois problemas e associa-a  ligagdo entre o nimero de caixas necessirio no terceiro pro-
blema. Apesar de ndo indicar, explicitamente, que o total de magis é o mesmo em ambos
os problemas, este aspeto parece estar subjacente ao seu raciocinio.

Ainda assim, apesar as dificuldades manifestadas por alguns alunos da turma nas ta-
refas de divisio intercaladas com tarefas de multiplicacdo, quando lhes sio propostas
sequencialmente tarefas de divisao, no grupo especifico dedicado a esta operagao (se-
quéncias de tarefas 7, 8 ¢ 9), os seus procedimentos progridem. Comecam por recorrer
a procedimentos de tipo aditivo e subtrativo e avangam para procedimentos baseados na
relagao inversa com a multiplicagio.

Ligados aos nimeros. A anilise dos dados permitiu identificar, também, que os nd-
meros envolvidos nos cdlculos sio um outro aspeto que influencia os procedimentos
usados pelos alunos na resolucio das tarefas. Esta influéncia foi identificada a dois ni-
veis diferentes — através de dificuldades sentidas ou no uso de procedimentos sensiveis
aos numeros.

As dificuldades sentidas pelos alunos e associadas aos nimeros revelaram-se, sobretu-
do, quando o universo numérico das tarefas foi ampliado para o conjunto dos niimeros
racionais ndo negativos na sua representagio decimal. Esta ampliacao verificou-se, quase
em simultdneo, com a introdugio destes novos niimeros e a construcio do seu significa-
do associado a contextos do quotidiano.

Por exemplo, na tarefa 13 — Garrafas e mais garrafas (sequéncia 5), o segundo ¢ o
terceiro problemas tém um contexto de divisao. Contudo, enquanto na resolugio do se-
gundo se calcula com nimeros naturais, no terceiro, apesar de se manterem o contexto e
a relacdo subjacente, trabalha-se com niimeros na representagio decimal.
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GARRAFASE MAIS GARRAFAS

2. Imagina que queres comprar 30 litros de dgua em garrafas de 2 litros. Mostra

como consegues saber quantas garrafas tens de comprar.

3.na loja sé ha garrafas de 0,5 litros mas queres comprar @ mesma quantidade
de dgua. Mostra como consegues saber o ndmero de garrafas que tens de

comprar.

Figura 16 — Subtarefas 2 ¢ 3 — tarefa 13

Na resolugio da subtarefa 2, considerando o contexto de divisio, hé oito alunos que, ul-
trapassadas as dificuldades iniciais, recorrem a procedimentos aditivos. Os restantes cons-
troem procedimentos multiplicativos tais como o uso de produtos conhecidos, o uso de
relagoes de dobro, de relagoes de dobro e metade e o recurso a decomposicoes decimais
de um dos fatores.

Na resolugo da subtarefa 3, que envolve calcular com niimeros na representagio de-
cimal, identificam-se muitas dificuldades e quase metade da turma nao a realiza ou fi-lo
incorretamente. Também h4 vdrios pares de alunos que ou adicionam sucessivamente 0,5
ou adicionam as parcelas duas a duas, até perfazer o total de 30 litros. Bernardo e Jodo
utilizam um procedimento aditivo na resolugio deste problema (figura 17).

- a7 OF85

- 0 | Sl ey
Dy240,7 4 0,505, pay n s n 52 5. Gyt B2

F i 5 P

n. ' [

/
L 7T T [T | L TLQALG
S oy fin. Goiad pa L ¢ (Q 5

Figura 17 — Resolugdo de Bernardo e Joo da subtarefa 3 — tarefa 13

Embora seja um procedimento moroso e suscetivel de enganos, pois corresponde a adi-
¢ao de 60 parcelas, os alunos conseguem fazé-lo corretamente. Na discussdo coletiva,
Bernardo clarifica 0 modo como pensaram: “Nés fomos sempre fazendo 0,5 mais 0,5
mais 0,5 mais 0,5 ... até fazer 30 litros. E depois contdmos as garrafas”.

Alguns alunos identificam, todavia, que meio litro ¢ metade de um litro e utilizam
um procedimento de dobro/metade, relacionando este problema com o primeiro (Quan-
tas garrafas de um litro sdo necessdrias para perfazer 30 litros). Nem todos apresentam a
expressao multiplicativa correspondente mas fazem um esquema que fundamenta a rela-
¢do que estabelecem entre os nimeros dos dois problemas. E o caso de Gustavo e Lean-
dra que constroem um esquema para resolver esta tarefa (figura 18).
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Figura 18 — Resolugio de Gustavo e Leandra da subtarefa 3 — tarefa 13

O esquema clarifica a relacio entre a capacidade das garrafas e a quantidade necessdria
para ter um total de 30 litros. A sua resposta final evidencia que associam o facto da ca-
pacidade de cada garrafa ter passado para metade com o dobro do ntiimero de garrafas
necessario, comparando os dados dos dois problemas.

Na discussao coletiva, considerando as dificuldades manifestadas pelos alunos, uma
vez que onze deles nem sequer resolveram o problema, Isabel reforca a relagio de do-
bro/metade que pode identificar-se. Associado a estas dificuldades estd, assim, o conhe-
cimento ainda pouco profundo que os alunos tém sobre os nimeros racionais, as suas
representagoes, ¢ as relacoes numéricas que podem ser estabelecidas entre eles e com os
nmeros naturais.

A relagdo entre os niimeros das tarefas e os procedimentos usados diz, igualmente,
respeito a construgao de procedimentos sensiveis aos nimeros, ou seja, que refletem a sua
influéncia. Ora, nem sempre os alunos usaram os procedimentos sugeridos pelos nime-
ros incluidos nas tarefas.

Um dos procedimentos sensiveis aos nimeros, ¢ que nem sempre os alunos utiliza-
ram, foi o de ajustar e compensar, tanto com nuimeros naturais Como com numeros ra-
cionais na representagio decimal. Por exemplo, na resolugio da subtarefa 3.1 — tarefa
30 apenas oito alunos o usam (figura 11).

Também o uso de relagdes de dobro e de metade, um outro procedimento sensivel aos
nameros, nem sempre foi escolhido pelos alunos, mesmo que os niimeros o sugerissem.
Por exemplo, na resolu¢io da subtarefa 3 — tarefa 13 houve apenas onze alunos que a
ele recorreram.

Consideragoes finais

A andlise dos procedimentos de cdlculo usados pelos alunos ao longo da experiéncia de
ensino permitiu dar resposta a questdo do estudo sobre 0 modo como evoluem esses pro-
cedimentos. De modo sintético podemos afirmar que:
— Os procedimentos usados pelos alunos evoluem de procedimentos de contagem e
aditivos para procedimentos multiplicativos.

— A evolugio dos procedimentos dos alunos nio se processa do mesmo modo para
todos os alunos.
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— Os contextos ligados a disposicao retangular e a crescente grandeza dos nimeros en-
volvidos nos cdlculos contribuem para o uso de procedimentos multiplicativos.

— Na resolucio de tarefas com contexto de divisio, intercaladas com outras de multi-
plicacdo, alguns alunos voltam a usar procedimentos aditivos e evidenciam dificul-
dades. Contudo, nas sequéncias de tarefas de divisao, propostas sistematicamente,
as suas resolugbes mostram uma progressio para procedimentos multiplicativos.

— H4 aspetos criticos associados 4 evolugio dos procedimentos dos alunos que se re-
lacionam com os nimeros envolvidos nos cdlculos. A influéncia dos nimeros nos
procedimentos dos alunos foi identificada a dois niveis: (i) nas dificuldades senti-
das no cdlculo com nimeros racionais nio negativos na representagio decimal e
(i) no uso de procedimentos sensiveis aos nimeros.

— H4 alunos que manifestam flexibilidade nos procedimentos que usam e adaptam-
nos aos niimeros envolvidos nos cdlculos. Contudo, nem sempre isso acontece por
parte de todos os alunos, nem em todas as tarefas que o sugerem. Sao exemplos os
procedimentos ajustar e compensar e o uso de relagoes de dobro e de metade, que
nem todos os alunos utilizam mesmo quando os niimeros os inspirem.

— A evolugio dos procedimentos nio ¢é independente do ambiente de aprendizagem
construido, em que os alunos sao encorajados a construir os seus préprios proce-
dimentos que apresentam e discutem com os colegas.

Os resultados deste estudo relativos a evolugio dos procedimentos de célculo estdo, em
muitos aspetos, em consonancia com os apresentados por vdrios autores. Ha, ainda as-
sim algumas diferencas.

Baek? (2006) enfatiza, nomeadamente, que os alunos sao capazes de construir proce-
dimentos multiplicativos flexiveis e eficazes, baseados nas caracteristicas dos fatores, na
resolucio de tarefas com ndimeros naturais.

Para o uso de procedimentos multiplicativos baseados na decomposi¢io de um dos
fatores, contribuiu o recurso a disposi¢io retangular, tal como ¢é referido por varios auto-
res (Barmby ez al., 2009; Battista ez al., 1998; Bobis, 20006). Estes realcam que o modelo
retangular permite visualizar diferentes parti¢oes dos cdlculos a efetuar, baseadas na pro-
priedade distributiva da multiplicagao em relagao a adigio e na propriedade comurativa
da multiplicagio, suportando o desenvolvimento do pensamento multiplicativo.

A evolucio dos procedimentos dos alunos, embora nio se processe do mesmo modo
para todos, é orientada por um percurso comum ao identificado em outras investiga-
¢oes (Back, 2006; Downton, 2010; Mullingan & Watson, 1998) — dos procedimentos
de contagem, passando pelos procedimentos aditivos aos procedimentos multiplicativos
adequados s situagdes propostas.

Os resultados obtidos estao, também, de acordo com trés aspetos que Downton
(2010) considera serem comuns aos estudos sobre procedimentos de cdlculo na resolu-
¢do de problemas de multiplicago: (i) os procedimentos’ intuitivos progridem segundo
o seu grau de sofisticacdo, transitando do pensamento aditivo para o pensamento multi-
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plicativo; (ii) o facto de um aluno dominar um procedimento mais sofisticado nao sig-
nifica que o use e (iii) existem fatores, como a grandeza dos niimeros, o ser multiplo de
outros ¢ os efeitos do ensino que influenciam o seu uso.

O voltar a procedimentos menos potentes parece relacionar-se com o referido por
Bobis (2006) — cada novo procedimento vai competir com outros preexistentes e fami-
liares dos alunos, durante um longo tempo. Dafi os alunos nio usarem os procedimentos
consistentemente, havendo alturas em que regressam a procedimentos anteriores.

Alem disso, evidencia-se, ainda, que as tarefas de divisdo sao mais complexas para a
maioria dos alunos, quando comparadas com as de multiplicagio, o que contraria outros
estudos em que a divisio ¢ encarada de modo semelhante & multiplicacdo (Ambrose ez
al., 2003). Ainda assim, quando os alunos resolveram tarefas de divisdo, inseridas no gru-
po especifico dedicado a esta operagao, os seus procedimentos foram evoluindo, desde os
aditivos e subtrativos até aos baseados na relagio inversa com a multiplicagio.

A influéncia dos ndmeros nos procedimentos de cdlculo ¢ referida, também, por di-
versos autores (Ambrose ez al., 2003; Fosnot & Dolk, 2001b; Fuson, 2003a). Em par-
ticular, Nickerson e Whitacre (2010) relacionam essa influéncia com o uso de procedi-
mentos sensiveis aos niimeros que, por sua vez, estd associado a proficiéncia no célculo
(Heirdsfield, 2001). Esta inclui a flexibilidade no seu uso, de acordo com as diferentes
combinagbes de ndmeros que inspiram as opgdes tomadas pelos alunos. Ora os alunos
da turma do 3.° ano revelaram proficiéncia no cdlculo em muitas das situagoes mas nem
todos, em todas as ocasides, optaram pelos procedimentos que, a partida, poderiam ser
sugeridos pelos niimeros envolvidos. Ou seja, a proficiéncia de cdlculo de alguns alunos
nao lhes permite, ainda, ter flexibilidade no uso de procedimentos, uma vez que aquela
estd ligada a um conhecimento de base amplo ¢ em rede sobre os nimeros ¢ as relacoes
numéricas (Heirdsfield, 2001) que ainda nio desenvolveram.

Embora a evolugio dos procedimentos usados pelos alunos nao se processasse do
mesmo modo para todos, houve uma mudanca efetiva para procedimentos mais sofisti-
cados mesmo no caso dos que evidenciaram mais dificuldades. Contudo nem todos al-
cancaram o mesmo nivel de aprendizagem da multiplicagio, havendo alguns que neces-
sitam percorrer um caminho mais longo. O processo pelo qual os alunos passam do uso
dos seus procedimentos preferidos e habituais para os mais eficientes é complexo, uma
vez que o recurso a um certo procedimento ¢ modificado de acordo com as exigéncias do
problema e as limitagées do conhecimento do aluno (Bobis, 20006).

Embora o estudo realizado nio tenha como propésito qualquer generalizagio, parece
ser possivel, tomando-o como ponto de partida, desenvolver outras experiéncias de ensi-
no sobre a aprendizagem da multiplicagio. Ainda que a experiéncia de ensino tenha sido
realizada num contexto muito especifico, com aqueles alunos e aquela professora, pode
ser usada como referéncia para organizar a aprendizagem da multiplicagio noutros con-
textos, ajustando-a, naturalmente, as caracteristicas particulares dos seus participantes.
Um aspeto que sobressai do estudo realizado ¢ a importincia da selegao das tarefas, dos
seus contextos e dos nimeros utilizados, pois ¢ a partir dai que se desenvolvem os racio-
cinios dos alunos e que ¢ possivel orquestrar discussoes produtivas e ricas em conheci-
mento matemdtico que contribuem para novas aprendizagens.
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Notas

1 Fosnot e Dolk (2001) usam o termo estratégia ¢ nio procedimento.

2 Os enunciados das tarefas analisadas, nio apresentados no texto do artigo, foram incluidos em
anexo.

3 Apesar de os nimeros usados numa tarefa fazerem parte do seu contexto, por facilidade de andlise,
considerdmos os nimeros separadamente.

4 Baek (2000) usa o termo estratégia e nio procedimento.

5 Downton (2010) usa o termo estratégia e ndo procedimento, mas no mesmo sentido.
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Resumo. Este artigo apresenta e discute alguns resultados sobre a evolugio dos procedimentos de cdlcu-
lo usados por alunos de uma turma do 3.° ano de escolaridade, na resolugio de tarefas de multiplicagio.
Estes resultados integram um estudo mais abrangente que teve como propésito a compreensio do modo
como os alunos aprofundam a aprendizagem da multiplicagio numa perspetiva de desenvolvimento do
sentido de nimero, no 4mbito de uma trajetdria de aprendizagem. A investigacao seguiu uma metodo-
logia de design research, na modalidade de experiéncia de ensino. A andlise das produgées dos alunos e
de episddios relativos as discussoes coletivas que ocorreram na aula revelou uma evolugao significativa
dos procedimentos usados pelos alunos que parece ser suportada pelas caracteristicas das tarefas propos-
tas — contextos, nimeros ¢ sua articulagio — e pelo ambiente da aula. O estudo permite perceber que
esta evolugio nio se processa do mesmo modo para todos os alunos, sendo evidenciados alguns aspetos
criticos nos procedimentos relativos a tarefas com particularidades especificas.

Palavras-chave: Aprendizagem da multiplicagdo, Procedimentos dos alunos, Experiéncia de ensino.

Abstract. This paper presents and discusses some results on the evolution of calculation procedures used
by 3" year students, when solving multiplication tasks. These results are part of a larger study aimed to
understand how students learn multiplication in a number sense development perspective, in the con-
text of a learning trajectory. It was developed a teaching experience, a form of design research adequate
to studies that intertwine research and teaching. The analysis of students’ written productions and clas-
sroom episodes revealed that an important evolution of the students’ procedures which seems to be su-
pported by the characteristics of the proposed tasks — contexts, numbers and their articulation — and
the classroom culture. The study also shows that this evolution is not a linear process, and that it differs
from student to student, being evident some critical points in the procedures related to certain specific
features of the tasks.

Keywords: Learning of multiplication, Students procedures, Teaching experiment.
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