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"Truth is ever to be found in simplicity, and not in the multiplicity and
confusion of things."
Isaac Newton
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Resumo

Nesta dissertacao de Mestrado pretende-se explorar algumas vertentes
bastante diferentes umas das outras de um mesmo problema geral, mas com
muitos pontos de ligacdo. E de realcar, desde jd, que no percurso escolar da
EN (Escola Naval), aquando da transmissdo de conhecimentos relacionados
com esta drea, mais especificamente na cadeira de Balistica e Tiro, houve
aproximacoes matemadticas que eram claramente grosseiras e em que supuse-
mos que eram constantes grandezas obviamente varidveis.

Nesta tese tencionamos explorar a resolugao analitica mais ambiciosa das
equacoes do movimento das trajetorias balisticas com atritos atmosféricos em
alguns casos especificos (movimento vertical, por exemplo), e numericamente
no caso geral. De facto, nas licoes da cadeira de Balistica e Tiro admitia-se,
por razoes pedagdégicas, que a forga de atrito era uma constante ao longo de
todo o percurso para que as equacoes diferenciais respetivas fossem resoliveis
de uma forma analitica. No entanto, vao-se explorar outras maneiras de
resolver o problema, nomeadamente por simulacao computacional no caso
geral, admitindo o caso em que h& de facto uma variacao da forca e também
do préprio coeficiente de atrito ao longo da trajetéria, sempre a depender
da velocidade do projétil. Este estudo vai-se focar, na sua componente de
simulagao, na formulacao Newtoniana do problema em que, para além do
que foi referido, irao ser obtidos graficos e valores provenientes dos diferentes
tipos de forca de atrito em fungao de poténcias da velocidade instantanea do
projétil.

Por outro lado, como base para futuros projetos, apresenta-se uma anédlise
da formulacao Lagrangeana em que neste caso, se pretende sugerir as pos-
siveis vantagens desta formulacao, para além do aspeto meramente formativo
da utilizacao das equagoes de Euler-Lagrange no tratamento do cédlculo das
trajetérias que incluam dissipagao, neste caso por atrito atmosférico, visto
que normalmente os estudos feitos sao principalmente decorrentes da formu-
lacao Newtoniana, para além da suposicao generalizada, mas incorreta, que
a formulagao Lagrangeana nao pode incluir forgas dissipativas. No entanto,
o estudo relacionado com Cp(V'), ou seja, o coeficiente de atrito a variar
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ao longo da trajetéria consoante a velocidade instantanea do projétil foi j&
suficientemente extenso e mais complexo do que o esperado, tendo acabado
por constituir grande parte da tese, levando a que o formalismo Lagrangeano
ficasse de certa forma apenas como parte introdutoéria, embora a inclusao do
atrito ja aqui surja neste ambito. Paralelamente a isto, ird ser demonstrado
um software construido de raiz em MATLAB baseado no formalismo New-
toniano em que, utilizando dados reais de projéteis de duas pecas navais de
grande calibre, serd feita uma andlise comparativa dos resultados das tra-
jetérias balisticas obtidas.

Palavras chave: Forca de atrito, Formulagao Newtoniana, Formulacao La-
grangeana.



Abstract

In this master’s dissertation we aim to explore some strands quite differ-
ent from one another of the same general problem but with many connection
points.

It is to be emphasized that in the school course of the Navy Academy,
when transmitting knowledge related to this area more specifically in the
subject of "Balistica e Tiro", there were many mathematical approximations
that were clearly crude and in that we have assumed that there were constant
quantities of obvious variables.

In this thesis we intend to explore the most ambitious analytical resolution
of equations of motion of the ballistic trajectories with atmospheric drag in
some specific cases (vertical movement, for example), and numerically in
the general case. In fact, in the lessons of this subject it was admitted, for
pedagogical reasons, that the drag force was a constant over the entire route
so that the respective differential equations were solvable in an analytical
way. However, other ways to solve the problem will be explored namely by
computer simulation in the general case, admitting the case in which there is
indeed a variation of the force and also of the drag coefficient itself along the
trajectory, always depending on the speed of the projectile. This study will
focus on its simulation component, mainly in the Newtonian formulation of
the problem in which, in addition to what was referred, graphs and values
from different types of drag force will be obtained depending on the power
of the instantaneous velocity of the projectile.

On the other hand, as a basis for future projects, an analysis of the La-
grangean formulation is presented, in which case, it is intended to suggest the
possible advantages of this formulation, beyond the purely formative aspect
of the use of the Euler-Lagrange equations in the treatment of the calculation
of trajectories that include dissipation, in this case due to atmospheric drag,
since normally the studies done are mainly due to the Newtonian formula-
tion, beyond the widespread but incorrect assumption that the Lagrangean
formulation cannot include dissipative forces. However, the study related to
Cp(V) or the drag coefficient varying along the trajectory according to the
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instantaneous velocity of the projectile was already sufficiently extensive and
more complex than expected and therefore it constituted a large part of the
thesis, allowing the Lagrangean formalism to be somewhat of an introduc-
tory part, although the inclusion of drag already appears in this context. In
parallel with this, it will be demonstrated a software built from scratch on
MATLAB where, using actual projectile data from two large-caliber naval
pieces, a comparative analysis will be made of the results of the ballistic
trajectories obtained.

Key words: Drag force, Newtonian formulation, Lagrangean formulation
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Prefacio

No que toca a estrutura desta dissertagao, esta vai ser constituida por
dois grandes dominios, sendo que uma delas é predominante & outra, ou seja,
a formulacao Newtoniana e a formulacao Lagrangeana respetivamente. Em
termos mais praticos, a demonstragao e utilizacao do programa j& referido
anteriormente.

O 1° capitulo aborda uma contextualizagao tedrica, de modo a que quando
passarmos a estar mais ligados as equacoes e resolucoes numeéricas, ja haja
uma maior compreensao do conteido que esta a ser tratado. De mencionar
entao que vai ser dada uma ideia de como tem sido o desenvolvimento do
célculo das trajetorias, os vdrios modelos de estudo existentes juntamente
com uma simples descricao de onde, como e que pardmetros sao usados nas
fragatas da Marinha Portuguesa, constituindo assim o Tiro Naval visto que é
um dos exemplos de onde se pode integrar na unidade curricular de Balistica
e Tiro e os diversos efeitos dissipativos que perturbam o movimento de um
projétil.

No 2° capitulo encontra-se o estudo concentrado das trajetorias balisticas
na dindmica de Newton, em que se apresentam as duas formas mais comuns
de analisar um problema deste tipo, ou seja, sem atrito e com atrito do meio
circundante, neste caso do ar. Aqui irao ser resolvidas inimeras equacoes,
tanto analiticamente como numericamente.

No 3° capitulo temos o estudo das equagoes de Euler-Lagrange que emb-
ora nao seja aqui intenso ¢ uma boa base de partida para desenvolvimentos
futuros em que se estudam igualmente estas equagoes tanto com forcas con-
servativas como com nao-conversativas. Ainda sao apresentadas algumas das
vantagens de se aplicar este caminho alternativo.

O 4° capitulo serve para analisar uma vez mais um modelo de trajetérias
balisticas em que desta vez nos encontramos na presenca de diferentes potén-
cias n da velocidade e assim concluir com resultados igualmente numéricos e
por fim, ainda neste capitulo, a explicacao do software construido ao longo
do periodo dedicado a elaboracao da dissertacao de modo a que se torne uma
ferramente de fécil uso e com descrigao suficiente para ser objeto de futuros

XXIII
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estudos e aperfeicoamentos dentro desta drea.

Por fim, o 5° e 6° capitulos sao aqueles onde vai ser possivel apresentar
os pontos de discussao dos resultados obtidos e onde se vao tirar conclusoes
e onde serao dadas as recomendacoes finais.



Introducao

O tema desta tese nasceu da curiosidade particular sentida na cadeira
de Balistica e Tiro dada no 1° semestre do 3° ano as classes de Engen-
heiros Navais ramos de Armas e Eletrénica e nos outros cursos também os
Fuzileiros, isto no que diz respeito ao Capitulo de Balistica Externa. De
facto, a descricao do movimento com atrito atmosférico por resolucao das
equagoes do movimento de forma analitica, com as restricoes pedagdgicas
impostas pelo tempo disponivel, levou a necessidade de aproximacoes nes-
sas equagoes do movimento que me pareceram forcadas e, em especial, que
me levaram a procurar estender o estudo do movimento de projéteis na at-
mosfera mantendo a forca de atrito atmosférico dependente da velocidade
tangencial do projétil e ainda supondo regimes de forgas deste atrito propor-
cionais a vdrias poténcias da velocidade e nao sé ao seu quadrado. De facto,
ao atribuir um valor constante a projecao da forga de atrito sobre cada um
dos dois eixos, horizontal e vertical, do movimento suposto, para jd, plano,
estamos na préatica a ignorar a possibilidade de outras poténcias da veloci-
dade tangencial, para além da evidente aproximacao analitica algo forcada.
Nao deixa de ser verdade que esta poténcia quadritica serd a mais impor-
tante, na pratica, para trajetérias a partida supersénicas, de acordo com a
experiéncia. Mas a intencao foi abordar o problema da possivel variagao
desse expoente na velocidade tangencial e, ainda mais importante, ir para
além das aproximacoes necessdrias numa abordagem analitica elementar, as
quais serao revistas abaixo.

Neste sentido, a presente tese tem dois objetivos fundamentais: o primeiro
é prosseguir pessoalmente o estudo matemaético do movimento de projéteis
balisticos de forma mais rigorosa e, em consequéncia, o segundo serd permi-
tir fornecer um instrumento de trabalho pedagégico que possa vir a ser in-
cluido na lecionagao da matéria de Balistica Externa, permitindo uma melhor
compreensao da situacao fisica. Pretende-se que a utilidade diddtica deste
trabalho seja estendida tirando partido do software aqui desenvolvido (em
MATLAB) o qual simulara diferentes trajetérias com dados realisticos no
contexto do Tiro Naval, ficando disponivel, em cédigo comentado, para po-



2 Introducao

tenciais interessados.

Nesta perspetiva, é importante salientar, mesmo que seja evidente, que
nao é nossa intencao substituir de qualquer forma os sistemas de tiro atual-
mente em utilizagdo nos navios da Armada Portuguesa. O nosso objetivo,
como ja foi afirmado, é cientifico e pedagdgico e, por isso, completamente
diferente.

Como sabemos, define-se o “problema principal” em Balistica Externa
como a resolucao das equacgoes do movimento na presenca de duas forcas so-
mente, a saber, a gravidade e o atrito atmosférico. O “problema secundério”
trata de outras influéncias sobre a trajetoria, tais como a deriva giroscopica,
o vento, a variagao da densidade atmosférica com a altitude, o desvio de Cori-
olis, a variacao do peso com a altitude, etc. Assim sendo, e também movido
por alguma curiosidade cientifica, decidi explorar a possibilidade de abordar
o problema do ponto de vista das equacoes do movimento de Euler-Lagrange
visto que estas mantém a sua forma em referenciais nao-inerciais (como o
da Terra em rotagao) e permitem incluir, de forma sistematica, outras forgas
como as consideradas acima. Acresce que em geral se omite a presenca de
forcas dissipativas na mecénica Lagrangeana, supondo que todas as forcas
em presenca resultam de potenciais. Nao quer isto dizer que serd impossivel
incluir dissipagao nas equagoes de Euler-Lagrange, mas trata-se em geral de
matéria mais avangada. Consequentemente, decidi tentar esta abordagem
com dois propdsitos, o de ir para além da introdugao breve por vezes dada
na cadeira de Mecéanica Fisica — s6 com forgas conservativas — e, por outro
lado, estabelecer um ponto de partida que cubra exclusivamente o prob-
lema principal da Balistica Externa mas que permita, em principio, futuras
generalizagoes de forma razoavelmente sistemética, ja que aqui se abordard
exclusivamente o “problema principal” da Balistica Externa. No entanto, a
concretizacao da simulacao em MATLAB das trajetérias com dissipacao serd
principalmente baseada na dindmica de Newton.

A metodologia para a realizacdo deste trabalho consistiu em comegar
por fazer uma recolha de informacgao no que toca principalmente a conceitos
tedricos, sendo que seguidamente houve um processo de investigacao onde
houve foco na andlise préatica.

Foi feito um tratamento e selecao da informacao recolhida, sendo que
houve a construcao dos modelos de trajetéria posteriormente. Foi feita a
andlise dos dados obtidos e foram tiradas as conclusoes sobre os resultados.

Houve sempre a preocupacao em visitar diversas unidades terrestres da
Base do Alfeite e fragatas de modo a recolher informacao mais concreta e
mais préxima do real em meios operacionais.



Capitulo 1

Fundamentos Teoricos

Balistica Externa tem sido uma &rea de estudo das mais antigas apli-
cagoes de Mecanica Cléssica que desde muito cedo adquiriu uma grande im-
portancia, em numerosos dominios. Este capitulo tem como objetivo descr-
ever uma breve apresentagao sobre a sua vasta histéria, estudo e aplicacoes.

1.1 Enquadramento Teérico

A balistica é, mais uma vez, a ciéncia que lida com o movimento de
projéteis. Escritores atuais dividem o assunto em balistica interna, intermé-
dia, externa e terminal, que descrevem, respetivamente, a acao de propulsao,
movimento do projétil fora do cano da arma mas ainda influenciado pelos
gases resultantes do tiro, o voo atmosférico e a acao do impacto do alvo dos
projéteis. A ciéncia moderna da balistica externa evoluiu como um ramo
especializado da dinamica de corpos rigidos, a moverem-se sob a influéncia
de forcas gravitacionais e aerodinamicas.

A fase da balistica externa, fase determinante para o nosso problema,
ocorre quando o projétil sai do cano com uma certa velocidade inicial e deixa
de ser influenciado pelos gases remanescentes & boca do cano da arma. Nesta
fase, os fatores primarios que atuam no projétil sao a gravidade e a resisténcia
do ar. No entanto, a trajetéria do projétil também ¢é afetada por outros
fatores, designados por secunddrios: em primeiro lugar, as propriedades de
um projétil que incluem a massa, o calibre, a geometria e a taxa de rotacao
e, em segundo lugar, os efeitos ambientais externos, como a densidade do ar,
temperatura e velocidade do vento (Fann, 2006).

Sendo este um tema tao antigo que ainda percorre os dias de hoje, tem-
se o conhecimento da existéncia de bastantes obras, que tém acrescentado
muitas vezes algo de novo, de modo a tornar o estudo balistico mais real,

3
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com o acréscimo dos efeitos perturbadores ja referidos, no entanto sao cada
vez mais as ferramentas tecnoldgicas de cdlculo numérico que estao na linha
da frente para o auxilio da obtencao de resultados. A sequéncia de temas
abordados reproduz, de certo modo, a evolucao do tratamento tedrico da
descricao das trajetorias balisticas, comecando pelos modelos e formalismos
mais simples até as particularidades mais complexas.

Muitos modelos existem apenas como padrao, sendo que quanto mais real
for a simulacao, mais beneficios haverd num ambiente em que o conhecimento
do efeito do tiro é determinante. Pretendemos desenvolver conhecimento
préprio dentro da EN, tentando ir para além da simples utilizagao de solucoes
pré-feitas, deixando um texto completo passivel de servir de ponto de partida
para desenvolvimentos futuros.
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1.2 Evolucao Historica do Calculo da Tra-
jetoria

1.2.1 FEra Pré-Newton

A balistica existe como recurso bélico e de caga ha milhares de anos, no
entanto o desenvolvimento da balistica como uma verdadeira ciéncia comecou
no século XVI. Esse desenvolvimento abrangeu as centenas de anos até os
dias atuais (McCoy, 1999).

A primeira pedra arremessada pelo homem pré-histérico foi provavel-
mente o primeiro exemplo de balistica externa. As vantagens de se poder
lancar mais e com cada vez mais poder, levou a criacao de dispositivos como
as langas. Em seguida veio o arco (bow), e uma extensao desta palavra fez
com que se formasse a palavra "ballista"e por fim "ballistics". A "ballista"era
um dispositivo que tinha a fun¢ao de impulsionar flechas de grande dimensao.
Foi o trabalho de Leonardo da Vinci (1452-1519) que levou ao desenvolvi-
mento inicial da engenharia aplicada ao estudo de diferentes mecanismos
lancadores, tendo projetado muitos tipos de armas, tanto ofensivas como
defensivas, desde bolas de canhdo, morteiros, armas portdteis/ligeiras, até
versoes primitivas de um tanque e mesmo de um submarino. Da Vinci tam-
bém foi o primeiro a fornecer uma base tedrica para os fenémenos da aerod-
inamica. A balistica externa foi fundada como uma ciéncia formalizada com
o trabalho de Galileo Galilei (1562-1642), que langou as bases para um es-
tudo cientifico preciso do movimento (Farrar and Leeming, 1983). Formulou
a teoria do langamento inclinado (segundo um dado angulo com a horizontal)
onde a trajetéria de um projétil, lancado nas proximidades da superficie da
Terra e através de um meio nao resistente, poderia ser definida como uma
pardbola, simétrica em relacdo a ordenada do vértice (ponto mais alto da
trajetéria), tendo esta mais algumas carateristicas que irdo ser mencionadas
posteriormente.

No entanto sabe-se que a atmosfera condiciona consideravelmente o movi-
mento do projétil, de tal forma que o esquema parabélico é modificado devido
a resisténcia do ar, retardando-o desde o instante em que hé o disparo, e em
consequéncia a velocidade restante vai diminuindo até atingir o ponto de
queda. Deste modo, contrariamente a situacao anterior, a trajetéria real nao
é simétrica em relagao a ordenada do vértice, sendo que o seu comprimento
no ramo descendente é menor do que no ramo ascendente (de Almeida Junior,
2017).

O seu aluno Evangelista Torricelli (1608-1647) formulou a equagao ref-
erente ao alcance de um projétil, construiu a pardbola e estudou as suas
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diversas propriedades, sendo que os métodos mais precisos de medir a veloci-
dade inicial foram encontrados pela primeira vez no século seguinte a morte
de Galileo. Concluiu-se entao que os alcances reais atingidos pelos projéteis
eram muito menores do que os previstos pela trajetoria parabdlica de Galileo.
De referir que, no entanto, este ja conhecia o comportamento dos projéteis
perante a atmosfera e por isso afirmou que as suas demonstragoes eram pre-
cisas apenas no caso de nao haver resisténcia do ar e ainda afirmava que o
atraso ou aceleragao devido ao atrito do ar num corpo em movimento era em
funcao da massa, da velocidade e da forma.

O trabalho de Galileo pavimentou o caminho para Isaac Newton (1642-
1727), um cientista inglés que foi considerado uma das pessoas mais influ-
entes na Histéria da Humanidade. O trabalho de Newton sobre a dindmica
apareceu no famoso " Philosophiae Naturalis Principia Mathematica". Aqui
mostrava-se também a preocupacao com o movimento de corpos rigidos e
o movimento dos fluidos. Ambos sao de interesse primordial na balistica
moderna (Farrar and Leeming, 1983).

1.2.2 Era Pé6s-Newton

A balistica externa, como j& foi dito anteriormente, existiu durante sécu-
los como uma arte antes de se ter tornado numa ciéncia. Embora tenha
havido grandes nomes de cientistas, investigadores e matematicos dos sécu-
los XVI e XVII associados ao desenvolvimento da balistica, Isaac Newton foi
muito provavelmente o maior dos fundadores da balistica externa. As leis
de Newton associadas ao movimento, estabeleceram a estrutura da mecénica
cldssica moderna, sem a qual nunca teria havido a evolugao de arte para
ciéncia.

Newton estava interessado no movimento de um projétil num meio re-
sistente e avancou mesmo com a hipétese de que a resisténcia do fluido era
proporcional a densidade do fluido, a drea da secgao transversal do projétil
e ao quadrado da velocidade (McCoy, 1999). Newton esteve entdao envolvido
na formulacao da lei quadritica da velocidade, em que se admite que a re-
sisténcia do ar é proporcional ao quadrado da velocidade do projétil em es-
tudo. Posteriormente foi verificado que, para velocidades subsénicas, o atrito
é proporcional & velocidade, nao se verificando para velocidades superiores
(de Almeida Junior, 2017).

O mais importante sucessor de Newton nesta drea foi Leonhard Euler
da Suiga (1707-1783), que analisou experimentalmente os alcances obtidos
de disparos de municoes de canhao para determinar as suas trajetorias e as
carateristicas do atrito. Em 1742, Benjamin Robins (1707-1751) inventou o
péndulo balistico e com isto determinou a velocidade inicial das munigoes de
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mosquetes.

A importancia de métodos experimentais precisos para determinar o atrito
de projéteis aumentou constantemente durante o século XIX. Charles Wheat-
stone (1802-1875) fez enormes progressos da determinagao do tempo total da
trajetéria dos projéteis, fazendo uso de um suporte através do qual passava o
projétil, o qual quebrava um circuito elétrico. Isto levou ao trabalho de Fran-
cis Bashforth (1819-1912), que usou um cronégrafo elétrico, que ele havia
criado para determinar mais uma vez a trajetoria e o atrito de projéteis de
artilharia.

O trabalho experimental continuou em toda a Europa para obter uma
determinada lei de atrito que envolvesse a velocidade. Foi durante o século
XIX que se atingiu um grande conhecimento sobre a aerodindmica, sendo que
o atrito foi reconhecido como uma func¢ao das propriedades do ar e isso levou
gradualmente a forma dos projéteis atuais. Os canos de alma lisa (sem es-
trias) do século XVIII apresentavam baixas velocidades a boca e eram impre-
cisos, tendo levado ao surgimento das armas estriadas nas guerras Europeias
durante o inicio do século XIX.

J& no século XX, foram estabelecidas as bases matemadticas que permitem
descrever todas as forgas a atuar no projétil na fase de voo. Nos anos recentes
a elaboracao e uso das tabelas balisticas para o calculo das trajetérias foi am-
plamente ultrapassado pelos computadores, (Farrar and Leeming, 1983) no
entanto seguem-se algumas das carateristicas de um dos primeiros computa-
dores a ter em conta muitos dos parametros ja mencionados, no que se refere
a cdlculos balisticos.

O ENIAC (Electronic Numerical Integrator and Computer), construido
entre 1943 e 1946, é amplamente considerado, tal como j4 foi referido, como o
primeiro computador digital eletrénico de uso geral. Os militares precisaram
do ENTAC para o cédlculo de tabelas balisticas, sendo que estas eram tabelas
numéricas usadas por pessoal de artilharia que relatavam como o alcance
de uma arma particular dependia de varios fatores como o tipo de projétil
que era disparado, da carga colocada, do dngulo de disparo e, em alguns
casos, das condigoes meteoroldgicas. Novas carateristicas dos projéteis e
novos parametros de entrada exigiam novas tabelas, sendo que o cdlculo
envolvia a resolucao de um complexo conjunto de equacoes diferenciais. A
arquitetura do ENIAC era decimal e nao bindria como temos hoje em dia,
com conjuntos de tabelas manuais para resolver as equagoes diferenciais de
segunda ordem para trajetorias balisticas (Westkaemper, 2009).

Atualmente, de facto, sao os computadores os principais responsaveis por
resolver numericamente todo o tipo de problemas deste tipo.
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1.3 Exposicao de Modelos e Conceitos temati-
cos

1.3.1 Modelos de Trajetorias Balisticas adotadas

Ao longo dos tempos, os modelos existentes para o estudo da trajetoria
de projéteis foram evoluindo. Um dos primeiros modelos a ser estudado foi o
Modelo no Vécuo, que é um modelo em que o projétil é representado por um
ponto de massa que descreve uma trajetoria no viacuo e é o mais simples e
facil de deduzir porque, como é 6bvio, negligencia todas as forgas e momentos
aerodinamicos e s6 tem em conta a agao gravitica (McCoy, 1999). Por este
motivo, é altamente impreciso para a resolucao a um nivel satisfatério de
um problema balistico. No entanto, pode ser 1itil na resolu¢ao do problema
de tiro de projécteis cujos alcances sao mais curtos e onde as resisténcias
aerodindmicas sao mais reduzidas.

Seguidamente a este, no que toca a evolugao deste estudo, a ter em conta
o Modelo de Massa Pontual (com 3 graus de liberdade), que € um modelo que
assume que a Unica forca aerodindmica a retardar o movimento do projéctil
é a resisténcia oferecida pelo ar atmosférico; até muito recentemente, era o
tnico modelo utilizado, quer na resolucao de problemas balisticos, quer na
construcao das respectivas Tabelas de Tiro entre outras aplicacoes. Fornece
estimativas de alcance bastante satisfatérias de projéteis razoavelmente es-
taveis, podendo também ser utilizado para prever alguns dos efeitos produzi-
dos pelo vento. O efeito de Coriolis que ird ser posteriormente explicado é
também introduzido neste modelo (Barbosa et al., 2005).
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Velocity of wind, v,,

Relative
velocity of the
projectile, v,

Velocity of projectile, v

Figura 1.1: Velocidade relativa do projétil (retirado de Fann, 2006)

No entanto, ainda nos moldes deste modelo, criou-se um outro que apre-
senta algumas alteracoes relativamente ao anterior, tendo sido chamado de
Modelo Modificado da Massa Pontual. Embora o principio da sua deducao
assente no modelo da massa pontual, o dngulo instantaneo de equilibrio do
yaw (a4ngulo formado entre o eixo do projétil e a tangente a trajetéria, em
cada ponto desta) é calculado e integrado ao longo da trajetéria de modo a
reproduzir resultados provenientes da deriva balfstica, da resisténcia aerod-
inaAmica e da forca de Magnus resultantes (Baranowski et al., 2016). Como
este modelo requer uma grande quantidade de coeficientes aerodindmicos
para os dados iniciais do problema, este sé é praticdvel através de com-
putadores; para projécteis convencionais de artilharia (sem guiamento), este
modelo pode apresentar solugoes balisticas altamente rigorosas, e é encarado
como o modelo a ser aplicado quer nas DT /CT’s (Direc¢ao de Tiro, com ou
sem Central de Tiro) quer na construgao das respectivas Tabelas de Tiro.

Por fim, o iltimo modelo, o Modelo dos Seis Graus de Liberdade, que
¢ o mais avancado no que se refere a modelacao matematica de trajectérias
balisticas, em que apresenta para além dos quatro graus de liberdade do
modelo anteriormente descrito, a precessao giroscépica do projéctil em dois
planos. Como a base da sua dedugao nao assenta nos pressupostos sobre lin-
earizacao dos fenémenos aerodindmicos nem sequer na simetria geométrica
do projéctil, as solugoes balisticas obtidas por este modelo deveriam ser extre-
tamente rigorosas, no entanto a indeterminabilidade de vérias das condicoes
e dos coeficientes aerodindmicos necessarios para definir o inicio do prob-
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lema, levam este modelo a apresentar muitas vezes resultados que nao sao
significativamente melhores que os do modelo anterior, o que faz com que se
ponha em causa a sua utilidade nas rotinas computacionais das solugoes de
fogo. Mesmo assim, é considerada a mais potente ferramenta de trabalho dos
designers de munigoes (Barbosa et al., 2005).

1.3.2 Sistemas de Combate

Nesta seccao irao ser referidas algumas das particularidades dos sis-
temas/pegas existentes a bordo das duas classes de fragatas da Marinha
Portuguesa, mais especificamente as pecas de 100 mm e 76 mm das classes
Vasco da Gama e Bartolomeu Dias, respetivamente. Sao os dois maiores
calibres de pecas de fogo da Marinha Portuguesa. Muita da informacao
que seguidamente ird ser descrita é baseada em documentagao fornecida na
unidade curricular de Sistemas de Armas e do conhecimento adquirido ao
longo do estdgio de embarque.

Comecaremos entao por falar um pouco sobre a pega de 100 mm. No
final da 2* Guerra Mundial, a Marinha Francesa estava equipada com armas
de numerosos calibres, a maioria dos quais eram obsoletos. Em 1953 foi
elaborado o projeto de uma peca de artilharia de 100 mm multifuncional, em
que foi projetada para ser eficaz em defesa anti-aérea, combate anti-navio e
anti-superficie.

O modelo mais comum, o modelo 68, apresenta uma agao e controlo
completamente automatizado, podendo ser usada em dois modos:

e Controlo remoto através de um telecomando a partir do Centro de
Operagoes (CO);

e Controlo local através de um "joystick"que se encontra na prépria pega;

De referir entao que é possivel fazer fogo no CO e na prépria pega, sendo
que a peca é carregada a partir de um compartimento inferior & mesma
e as municoes depois sobem com recurso a um elevador integrado a peca,
mas antes do carregamento, é colocada a espoleta. Dentro da torre da peca
podem-se encontrar até duas pessoas quando é realizado tiro a partir da peca.

Apresenta uma capacidade rotativa tal que lhe permite uma grande ampli-
tude de fogo, sendo que a movimentacao em direcao e elevacao faz-se através
de motores elétricos.

Ao longo dos anos, a peca de 100 mm passou por vérias melhorias, no-
tavelmente trazendo uma operacao mais confidvel e maior taxa de tiro, novas
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municoes otimizadas para derrubar misseis e compatibilidade com computa-
dores modernos com funcionalidade de controlo de tiro. No entanto, nos dias
de hoje, tem caido em desuso.

Figura 1.2: Pega de 100 mm a bordo do NRP Corte-Real

Ja no que toca a peca de 76 mm, sabe-se de acordo com documentagao
fornecida na unidade curricular de Sistemas de Armas que foi construida
em Itdlia e desenvolvida em 1985 pela empresa designada por Oto Melara.
Préprio para defesa anti-missil, anti-aérea e anti-superficie.

No caso da peca de 76 mm, s6 é possivel fazer fogo no CO. Ja se encon-
trando espoletada, o carregamento da peca é feito na Torre Botom que pode
levar até 80 munigoes. Esta possui um quadro de estados onde é possivel
saber na torre se estd pronta e seguidamente passar ao CO. No que toca aos
modos de operagao, esta é controlada pelo MWCS (Multi- Weapon Control
System), em que o STIR (Signaal Tracking and Illumination Radar) é usado
como sensor, 0 GUNO (Gunnery Officer) faz a selegao do alvo aéreo, o OAT
(Oficial de Agao T4tica) faz a selegdo do alvo superficie e o STIRop d4 o
comando de fogo.

De acordo com datasheets dos projéteis das pecas de 100 mm, de salientar
que a sua massa ¢ m = 13.5 kg, o alcance maximo de tiro ¢ R = 17 km, a
velocidade inicial & boca da arma é vy = 870 m/s; no caso do projétil de 76
mm sao: m = 6 kg, R = 16 km, vy = 915 m/s. Em ambos os casos, sabe-se
que o angulo de tiro cujo qual é o que permite que o projétil alcance uma
distancia méxima é 6 = 40°.

Posteriormente, de modo a obter a drea da seccao do projétil com o
objetivo de a incluir na férmula respeitante a forca de atrito, usa-se a seguinte
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equagao:
7
A=—d’ 1.1
: (11)

sendo d o calibre.

O modelo utilizado para a resolucao do problema balistico da peca de
100 mm é um modelo de massa pontual, com as carateristicas admitidas
anteriormente.

1.4 Fatores Dissipativos ao Movimento do Pro-
jétil na Atmosfera

As forgas dissipativas incluem qualquer tipo de forca de tal natureza que
a energia seja dissipada do sistema quando o movimento ocorre.
Na prédtica, o que acontece muitas vezes é que num determinado corpo, a
magnitude da forga de atrito (f) pode ser representada de perto, sobre certos
regimes de velocidade por

f =k (1.2)

onde v é a velocidade do corpo em causa, n é qualquer real e £ ¢ uma
constante ou uma funcdo de coordenadas e/ou tempo (Wells, 1967). Esta
acaba por ser uma componente de uma série de Taylor, no caso mais geral.

1.4.1 Forgas de Atrito Aerodindmico

Num fluido como a atmosfera, uma forca adicional causada pela resistén-
cia desse fluido no projétil terd o sentido oposto ao movimento do mesmo,
designando-se por atrito. Os trés fatores que contribuem para o atrito aerod-
indmico sao a resisténcia de friccao (skin friction), resisténcia de base (base
drag) e resisténcia de onda (wave drag). A resisténcia de friccao é causada
pela aderéncia do ar a superficie do projétil. A resisténcia de base é causada
pela turbuléncia do ar que é provocada por uma bolsa de ar de baixa pressao
atrds do projétil visto que o fluxo de ar nao retorna rapido o suficiente de
modo a preencher esse espaco, criando assim um efeito de succao que surge
como uma resisténcia ao avango do projétil. Por fim, a resisténcia de onda é
causada pela compressao e expansao do ar & medida que passa pelo projétil,
dependendo assim essecialmente da forma da sua ogiva (Fann, 2006).

E conveniente usar o coeficiente de atrito para expressar a performance
balistica de um determinado projétil. Ja se viu anteriormente que o atrito
aerodinamico pode ser dividido em varios componentes, sendo que em geral,
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a forca total de atrito pode ser expressa da seguinte forma
1
Fp= §pACDV2 (1.3)

em situagoes especificas que irao ser abordadas posteriormente, onde p é a
densidade do ar em kg/m3, V é a velocidade do projétil, A é a drea transversal
baseada no calibre do projétil e Cp é o coeficiente de atrito que tem um
valor entre 0 e 2. Em geral, quanto menor o valor de C'p, menor a queda da
velocidade com o alcance. Deve ser informado, no entanto, que o C'p é apenas
constante a velocidades muito inferiores a 300 m/s ou muito superiores a 1500
m/s (Farrar and Leeming, 1983).
Esta equacao é determinada a partir de

E ~ Fpd
= FDNENM

1 2 1 2

em que F é a energia retirada do projétil, £ o deslocamento do projétil e o Cp
surge na equagao e acerta-se fazendo experiéncias de vento etc. O projétil
vai perder velocidade porque vai ter de fornecer trabalho sobre uma massa
de ar que estd a sua frente.

Dependéncia do Regime de Atrito com a Velocidade do Projétil no
Fluido atmosférico

Voltando ao inicio da seccao anterior, de referir que o coeficiente de
resisténcia aerodinamica é geralmente apresentado em fun¢ao do n® de Mach.
Este apresenta o nome do fisico e filésofo austriaco Ernst Mach (1838-1916)
e é um nimero adimensional que relaciona a velocidade do escoamento, neste
caso sobre o projétil, e a velocidade do som c, representado na equacgao

m="2 (1.4)
c
onde M é o n° de Mach, v é a velocidade do projétil em movimento e ¢ é
a velocidade do som no meio, simbolo tradicionalmente usado em Balistica
(ndo confundir com o simbolo utilizado para representar a velocidade da luz,
no vazio) (da Silva Fonte-Boa, 2014).

Neste trabalho a ser desenvolvido, este pardmetro tem uma enorme im-
portancia visto que através do grifico e da sua interpretacao é possivel re-
tirar valores que, embora sejam aproximados, estao relativamente préximos
da realidade. Estes valores sao os correspondentes aos coeficientes de atrito,
sendo obtidos por essa andlise do grafico na relagdo velocidade (Mach) no
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eixo horizontal e C'p no eixo vertical. Vai ser referido posteriormente com
mais detalhe, mas ird haver uma tentativa de demonstrar que C'p varia efeti-
vamente com a velocidade e que em velocidades supersénicas como é o caso
dos projéteis de tiro naval, nao é um valor constante.

Segue-se o grafico (1.3) com um exemplo do comportamento da fungao
representativa do que se tem vindo a falar:

Regime
supersonico

\J
=

Figura 1.3: Variagao tipica do coeficiente de resisténcia aerodinamica de um
projétil estdvel em funcao da velocidade em mach (retirado de diapositivos
da cadeira de Balistica e Tiro, 2016, da autoria de CFR Concei¢ao Palma)

Cada velocidade expressa em m/s pode ser convertida em M, sendo que
para cada valor terao de ser tidos em conta os efeitos de compressibilidade,
que em funcao deste parametro sao estabelecidas diversas divisoes de difer-
entes niveis de velocidade, como por exemplo a zona subsoénica, transénica e
supersonica.

Por definicao, em Mach 1, a velocidade do projétil é igual a c¢. Por
exemplo, quando se tem M = 0.5, v &€ 50% da velocidade do som na zona
subsénica e quando M = 1.20 significa que v é 20% mais réapido do que a
velocidade do som, isto na zona supersénica.

As classificacoes dos regimes de Mach que vao ser aqui abordadas estao
descritas posteriormente na tabela (1.1).

Ainda referente & tabela, como foi possivel verificar na figura (1.3), na
regiao subsoénica, o C'p é praticamente constante; em velocidades transéni-
cas, o campo de escoamento em redor do projétil inclui partes subsénicas e
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T T
mach m/s
Subsadnico <0.8 <272
Transonico 0.8-1.2 272 - 408
Supersonico 1.2-5.0 408 -1 700

Tabela 1.1: Regimes de velocidade

supersénicas e o Cp é caraterizado por um aumento acentuado com o au-
mento do M. Quando um projétil excede Mach 1, uma grande diferenca de
pressao é criada na sua frente, sendo que essa diferenca abrupta de pressao,
chamada de onda de choque, estende-se para tras e para fora do projétil
em forma de cone (cone de Mach), sendo que o comportamento de Cp é
descrescer assintéticamente (Weinacht et al., 2005).

O ndmero de Reynolds (Re) também é um fator importante na deter-
minagao do nosso Cp. O seu conceito é um pouco mais complexo, sendo
posteriormente explicado detalhadamente, no entanto nao vai ser tao uti-
lizado quanto o M, visto que vai ser apenas importante para perceber o seu
contexto. Este é um numero adimensional que pode ser representado da
seguinte forma:

forgas inerciais

Re =

forgas viscosas
pulL

1
ul

v

sendo que u representa a velocidade do fluido em relacao ao objeto em causa
em m/s, p a densidade do ar (neste caso), L a dimensao linear carateristica
em m, p a viscosidade dinAmica do meio envolvente definido em kg/m.s e v
a viscosidade cinemdtica em m?/s e um exemplo de um gréfico carateristico
é o seguinte:
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Figura 1.4: Coeficiente de atrito para um cilindro circular com a fungao do
nimero de Reynolds (retirado de Feynman, 1964)

O seu significado fisico pode ser definido como a proporgao das forcas de
inércia para as forgas viscosas, por isso quando o Re é elevado (regime de fluxo
turbulento), quer dizer que as forcas de inércia sdo dominantes sobre as forgas
viscosas, havendo tendéncia a haver instabilidades do escoamento; quando o
Re é menor (regime de fluxo laminar), quer dizer que as forgas viscosas sao
dominantes sobre as forcas inerciais e é caraterizado pelo movimento do fluido
suave e constante (da Silva Fonte-Boa, 2014).

O Cp varia de uma maneira bastante complexa, dando-nos uma indicagao
de que algo interessante estd a acontecer no fluxo. Vamos agora descrever a
natureza do mesmo para os diferentes regimes de Re. Primeiro, quando Re é
muito pequeno, o fluxo é aproximadamente constante, ou seja, a velocidade
é praticamente constante em qualquer lugar e o fluxo passa pelo cilindro,
forma geométrica que vamos supor que é uma aproximacao do nosso modelo
em estudo, no entanto o caso concreto que estamos aqui a descrever é um
cilindro que estd transversal ao escoamento do fluido.

Quando nos encontramos na situacao em que a velocidade é muito baixa
ou equivalentemente quando a viscosidade é muito alta, entao sabe-se que os
termos inerciais sao despreziveis.

Vai havendo muitas fases até que & medida que Re vai aumentando cada
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vez mais, a regiao turbulenta segue até atingir o ponto em que as linhas de
fluxo deixam o cilindro - para fluxos um pouco acima de Re = 10 (Feynman
et al., 1964).

1.4.2 Efeitos de Rotacao do Projétil

Como se sabe, na construcao de armas, no interior do cano das pecas hé
uma série de estrias que tém a finalidade de fornecer um movimento giratério
aos projéteis.

Ao viajar pelo ar, a sua agao giratéria faz com que haja a tendéncia
em suportar qualquer forca que tente alterar a posicao do eixo sobre o qual
estd a girar, sendo este fenémeno designado por agao giroscépica. No caso
do projétil, essa acao tende a manter o projétil em curso, possibilitando a
previsao do curso do mesmo, logo h&d uma maior precisao de fogo. Caso nao
houvesse este efeito giratério, este rodaria acentuadamente durante o voo
e consequentemente surgia a impossibilidade de previsao da sua trajetoria
(Carlucci and Jacobson, 2008).

Verifica-se entao que gira em torno do seu eixo geométrico e consequente-
mente em torno da tangente a trajetdria, estando ora acima ora abaixo (pre-
cessao).

Com isto, surge a deriva em que a sua origem mais importante é mesmo
essa, ou seja, devido ao movimento de rotagao do projétil em torno da tra-
jetoria.

Apesar de que com o modelo a utilizar, este efeito nao é considerado
nos casos a ser comparados, vai ser introduzida no programa uma opcao
que permite adicionar a deriva ao resultado numérico da trajetéria balistica
projetada, em que, sabendo que nao ha uma férmula genérica para todos
0S €asos que nao apresente erros, vai-se supor a equagao semi-empirica (1.6)
como aquela que melhor traduz o valor da derivacao, isto é, do afastamento
em cada ponto de trajetoria, em casos de Tiro Naval,

z = Kt* cos(s) (1.6)

sendo z o afastamento lateral em qualquer ponto; K a constante empirica
obtida através de tiros experimentais, em que nestes projéteis em estudo é
aproximadamente 0,1548; ¢t a duracao do percurso e s o dngulo de sitio.

1.4.3 Efeito de Coriolis

O Efeito de Coriolis é causado pela rotacao da Terra e é simplesmente a
deflexao de um corpo em movimento num referencial rotativo. Sabendo que
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o movimento de um ponto da superficie terrestre descreve uma trajetéria
didria circular, o alvo fixo nessa superficie ter-se-ia afastado de acordo com
a rotacao da Terra enquanto o projétil ainda estivesse em voo.

Como a taxa de rotagao da Terra é constante, o dngulo através do qual
a Terra gira durante o voo de um projétil é dependente do tempo de voo,
sendo que a deriva resultante é ampliada pelo alcance da trajetéria e o tempo
anteriormente referido e depende, por sua vez, da localizacao geogréfica da
peca que vai efetuar o tiro. Consequentemente, misseis de longo alcance sao
severamente afetados por essa deriva.

Existem trés formas distintas de abordar a deriva, sendo que as duas
primeiras afetam principalmente o alcance do projétil e a terceira afeta prin-
cipalmente o rumo relativamente ao alvo.

A primeira forma surge quando um projétil é disparado verticalmente no
Equador. Durante o periodo de voo, a Terra gira de modo a que o projétil
caia num ponto a Oeste do ponto de langamento.

A segunda forma de deriva é observada para trajetérias entre pontos
na mesma latitude. Ao disparar para Leste, ou seja, na mesma direcao da
rotacao da Terra, vai fazer com que o projétil passe sobre o alvo. Por outro
lado, disparar para Oeste faz com que o projétil fique aquém do alvo. Haja
o tiro para Leste ou Oeste, esta forma de deriva é sempre para Leste. Estas
duas formas de deriva sao maiores no Equador e diminuem em dire¢ao aos
polos.

Seguidamente é apresentada uma imagem que mostra o alcance aquando
de o tiro se dirigir para Leste, neste caso a baixa altitude, no entanto com
duas situacoes distintas, em que na primeira a rotagao da Terra é ignorada
e na segunda observa-se a rotacao real da Terra, ou seja, para Leste (Farrar
and Leeming, 1983).
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Figura 1.5: Extensao do alcance ao disparar para Leste a baixa altitude
(retirado de Farrar and Leeming, 1983)

J& na terceira forma de deriva, considera-se que o tiro é feito através do
Pélo Norte. Durante o tempo de voo, a Terra gira no sentido anti-horério,
fazendo com que o projétil caia a direita do ponto de mira. Esta deriva para
a direita ocorre em todo o hemisfério Norte, embora diminua em direcao ao
Equador, chegando a nao haver no préprio Equador. O efeito é invertido no
hemisfério Sul, causando deriva para a esquerda (Farrar and Leeming, 1983).

E possivel fazer uma estimativa das correcoes a fazer na trajetéria tendo
em conta as localizacoes geograficas do ponto de langamento e do alvo. A
resolugao analitica da deriva devido ao Efeito de Coriolis é complexa e até
mesmo integrar este efeito em software computacional, é um trabalho exi-
gente. Nesta tese, vai-se assumir que as corregoes necessdrias ja foram feitas e
que o Efeito de Coriolis tem um efeito minimo na precisao e por isso também
pode ser desprezado (Fann, 2006).

No entanto, este efeito vai ser novamente invocado na parte da formulagao
de Euler-Lagrange, de modo a servir como um exemplo e mostrar como é
que é possivel inclui-lo numa sé forma invaridvel com diferentes conteidos
implicitos, quando se quer que o tratamento balistico seja mais real.

1.4.4 Efeitos do Vento

O vento tem influéncia na trajetéria do projétil, ou seja, se este soprar
da esquerda, a trajetoria do projétil direcionar-se-& para a direita e vice-
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versa; se o projétil se direcionar no sentido do vento o alcance aumentars,
caso contrario o alcance serd diminuido.

Se o vento se direcionar em dngulo reto com a linha de fogo do projétil,
este é designado de "vento cruzado"; se estiver a soprar ao longo da linha
de fogo, com ou contra o projétil, é chamado de "vento longitudinal" (Farrar
and Leeming, 1983).

No entanto, visto que os nossos objetivos focam-se principalmente com
outros parametros primadrios, este também vai ser desprezado, no entanto
num trabalho futuro poderd ser discutido.



Capitulo 2

Trajetorias Balisticas na
Dindmica de Newton

Este capitulo vai abordar de uma forma concentrada as trajetérias balis-
ticas na dinamica de Newton, em que se apresentam as duas maneiras mais
comuns de analisar um problema desta natureza, isto é, sem atrito e com
atrito do meio circundante. Intimeras equagoes irao ser resolvidas tanto ana-
liticamente como numericamente.

2.1 Resultados do Estudo das Trajetérias Balis-
ticas na Dindmica de Newton

E sabido, através da literatura, que o problema central da mecénica
cléssica de um corpo estd normalmente focado na descoberta da fungao x(t)
que descreve, em relacao a um referencial cartesiano de referéncia inercial,
as posicoes por ele tomadas em sequéncias de tempo, t.

Este é o problema abordado por Newton, segundo o qual a nossa tarefa
analitica é descobrir a solugao da equacao diferencial

d*x(t)

= Fx() (2.1)

m
que esteja em conformidade com os dados inseridos inicialmente.

Nesta abordagem e relacionado com o que vai ser apresentado seguida-
mente ao longo do capitulo, vai haver a divisao entre o estudo das trajetérias
balisticas em casos em que se supoem muitos valores constantes quando na
realidade nao o sao e por outro lado ja uma preocupacao em fazer o estudo
com mais realismo, através de métodos numeéricos.

21
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2.1.1 Modelo Newtoniano do Movimento de um Pro-
jétil no Vacuo, com Gravidade

Um caso tipico deste tipo de problemas, em que se comega este assunto
assumindo que nao h& atmosfera, mas sim vdcuo, considera um projétil que
¢ disparado num angulo de elevacao # e com uma velocidade inicial de v
m/s. A primeira lei do movimento de Newton afirma que um corpo em
movimento continua a mover-se em linha reta a uma velocidade constante,
a menos que seja aplicada uma forca externa. Portanto, na auséncia de
gravidade ou outras forgas, o projétil continuaria na sua direcao inicial e
manteria a sua velocidade inicial. Mas, obviamente, existe uma forca externa
conhecida que é a forca resultante do campo gravitacional da Terra, que tem a
particularidade de puxar o projétil de volta para o centro da Terra com uma
aceleracdo de 9.81 m/s?. Este valor na realidade nao ¢ sempre constante,
variando desde logo com a altitude, no entanto nesta tese, vai ser assim
considerado.

Na formulagao Newtoniana a dindmica de um ponto material com massa
m sob a accao dum campo de forcas F é deduzida a partir da 2* Lei de
Newton,

dv
YF = m (2.2)

= ma

em que a representa a aceleracao desse mesmo ponto material e m a massa
inercial.
As equagoes do movimento sao determinadas pela forma do peso em que
temos
ma=F

mra = mgyg

pelo que, sendo m; a massa inercial, m, a massa gravitica e m; = my
a=g (2.3)

A primeira conclusdo que podemos tirar da equagao (2.3) é que, tal como
no caso particular da queda livre, o movimento de um projétil é indepen-
dente do valor da sua massa, pelo que as mesmas condigoes iniciais deverd
corresponder a mesma trajetéria, para quaisquer dois projéteis que sejam
lancados.

Tendo por base a mesma equacao, modelemos a trajectéria no vicuo de
um ponto material de massa m sujeito a ac¢ao de um campo gravitico vertical
constante. Assuma-se um referencial cartesiano com o eixo dos zx orientado
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horizontalmente e o eixo dos yy orientado verticalmente (eixo de accao da
interacgao gravitica, g) fazendo

F (t) = (0,—myg) (2.4)
¢ >z d?
x avy
)=\ —,— 2.5
a0~ (% %) (25)
Teremos as seguintes equagoes de movimento:
d’z
T 2.6
{ T g (2.6)

em que as posicoes iniciais do projétil sao, por hipétese

{ i;’ :8 (2.7)

Em termos de aceleragao, de referir que como s6 hé aceleracao (g) na diregao
vertical, a velocidade na direcao horizontal é constante. As componentes da
aceleragao em situacao de condigoes iniciais sao:

Qpy = (—d2§) =0
PR (2.8)
_ [ d%y _

QAyy = (dt2)0 =9

No que toca a velocidade, a sua componente horizontal permanece inalter-
ada durante o movimento, enquanto que a sua componente vertical muda
linearmente devido & gravidade que é constante. As aceleragdes nos dois
eixos podem ser integrados para resolver as componentes da velocidade em
qualquer momento t, como se segue:

Vgy = (fl—f)o = v cos (o)
. 2.9
{ Uy = (%)0 = vpsin (0p) — gt (2.9)

tendo por base a expressao vetorial da velocidade de acordo com o teorema

de pitdgoras:
v = /v + vl (2.10)

Sendo as solucoes das equagoes do movimento para estas condigoes iniciais

{ x(t) = vt cos (6p) (2.11)

y(t) = vt sin (6p) — 39t
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Ao determinar a expressao de t de modo a eliminar na 2% equacao, obtém-se
o seguinte:

_ T
" wocos(bo)
X 3 £E2
y="1o vg cos(fo) Si <90) o %g (vg COS2(90))
Com esta eliminagao de t, obtemos a equacao da trajetoria (2.12)
2

y(z) = xtan (6y) — m (2.12)

sendo que d4 origem a uma trajetéria com um comportamento parabdlico
como na figura (2.1).

Height Vertex

- Range

Figura 2.1: Trajetéria de um projétil apenas assumindo a gravidade, em que
height é a altura, weight é o peso, vertex é o vértice e range é o alcance
(retirado de Farrar and Leeming, 1983)

Nestas condigoes, a pardbola terd sempre a concavidade dirigida no sen-
tido do vetor aceleracao.

De modo a determinar o tempo total T durante o qual o projétil per-
manece no ar, impoe-se a seguinte condicao:

y(t) =0
visto que apds o voo, o projétil retorna ao eixo longitudinal, ficando
. 1, .
vl sin (6y) — égT =0

@T—%ﬁ%ﬁﬁ (2.13)
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Por acréscimo, de modo a conhecermos a altura maxima do projétil, dev-
erd ser recordado que, nesse ponto, v, = 0 para se saber o tempo até chegar
a altura méxima v,

v, = Vg sin (0o) — gt
Vo sin (00)

Sty = —— (2.14)
g

sendo que no fim basta substituir na equagao de y(t) o t determinado, ficando:

ye = wvotysin (0o) — gt> (2.15)
v sin? (0o)

29

Como se vé, a distancia maxima (R) do projétil, juntamente com a sua
altura médxima, nao dependem da sua massa. Assim, o valor final destes dois
mencionados sao iguais para todos os corpos que sao lancados com a mesma
velocidade e direcao. Sabendo que o alcance é a distdncia horizontal que o
projétil percorreu quando retorna & sua altura inicial (y = 0)

votgsin (6y) — gt =0

e recordando que

1 = 20,5200 (2.16)
g

a partir da equacao de movimento de componente horizontal, a sua expressao
final &

R = wptgcos(6y) (2.17)
vE sin (20,)

9

Sendo que R apresenta o seu méximo valor quando

sin (20p) = 1
= 20y =90°
~ 90 = 45°

resultando em

Ronie = (2.18)
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Como exemplo expresso graficamente em MATLAB, a figura seguinte

representa a trajetéria de um projétil de 100 mm com vy = 870 m/s e
0o = 30°:
x10* Trajetoria bali sem atrito
3 T T T T T T T
vg = 870m/s
25+ Bp = 45°

Altura [m]
n
I
1

05 -

0 1 1 1 1 1 1 1

0 1 2 3 4 5 € 7
Alcance [m] =10

Figura 2.2: Trajetéria balistica, sem atrito, obtida no MATLAB

2.1.2 Resolucao analitica do Movimento de um Pro-
jétil, com Atrito Proporcional & Velocidade

Até agora considerdmos o voo de um projétil no vdcuo tendo visto os
efeitos da gravidade, da velocidade inicial e do &ngulo de disparo na trajetoria
do projétil quando a resisténcia do ar é negligenciada. No entanto é claro
que nao deveremos supor que na drea de combate existe o vdcuo, por isso
devemos compreender bem os efeitos da resisténcia do ar no curso do projétil,
se é que queremos marcar impacto no alvo.

O efeito da gravidade sobre o projétil permanece constante e 6 e vy ainda
afetam a trajetéria do projétil da mesma maneira. Daf a discussao anterior
destes efeitos no vicuo também se aplicar ao voo do projétil no ar.

Na diversa literatura sobre o assunto, também damos conta que quando
um projétil percorre o seu caminho através do ar, este tltimo é forcado a
sair do seu caminho, sendo que conforme o ar é movido para o lado, este
exerce uma forca sobre o projétil que se opoe ao seu movimento. Quanto
mais rdpido o movimento do projétil no ar, mais rapidamente obriga o ar
a sair do seu caminho e quanto mais rapido o ar é retirado da sua posicao
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original, maior é a forca exercida sobre o projétil. Assim, a resisténcia do ar
tem um efeito maior sobre os projéteis que se encontram a elevadas veloci-
dades relativamente aos que apresentam valores mais baixos desse pardmetro,
embora, no voo supersénico, C'p decresce ligeiramente com o aumento da ve-
locidade, como ilustrado na figura (1.3). Aqui se encontra um dos motivos de
estudo nesta seccao visto que se pretende nao sé agora, mas posteriormente,
conhecer os comportamentos de cada um dos regimes de atrito, visto que
dependem da velocidade.

Aqui, vy, v, e v, serao usados para denotar, mais uma vez, a velocidade
inicial, a velocidade ao longo do eixo das abcissas e a velocidade ao longo do
eixo das ordenadas, respetivamente. A massa do projétil serd denotado por
m. Mais uma vez, o projétil ¢ disparado da origem (0, 0).

A forca

Fp=—-kV (2.19)

¢é aqui representativa da resisténcia do ar cuja direcao é oposta a velocidade
do projétil. E assim expresso devido a suposicio inicial de proporcionalidade
direta que implica que essa resisténcia e a velocidade diferem apenas por um
fator arbitrario constante.

As relagoes que representam o movimento da particula sao derivadas pela
2% Lei de Newton, ambas nas diregoes z e y.

De um modo geral temos

d’r dr
em que temos que
r(t) = 2% + y(t)§ + 2(t)2 (2.21)
e
g=0%+(—g)y +0z (2.22)
e supondo que
1
k= §PACD (2.23)

A partir daqui é entao importante haver a referida separacao que ocorre
nos dois eixos x e y, obtendo

d’z _  p.dx
dindtz - dkdt
me¥ = —k%¢

dt2 a My
dvy k
A, = = —=v
dt @
<:> { o d’Uy . k m (2.24)
UGy =" = " mW 9
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Deve-se salientar, antes de prosseguirmos, que a verdadeira resisténcia
real do ar contra um projétil em movimento é uma funcao mais complexa da
velocidade, de modo que as solugoes que obtemos serao apenas aproximadas,
embora indiquem a natureza geral do movimento. Aqui, em particular, es-
tamos a admitir que & nao depende da velocidade (Hayen, 2015).

Se o projétil comeca da origem em t = 0, as solugoes das equagoes anteri-
ormente representadas sao as apresentadas abaixo, sendo que numa primeira
instancia ird ser deduzida a expressao x(t).

=~ = dvg
Comegando entao por usar a equagao de 3=,
dv,, k
= ——1, 2.25
dt m ( )
= —’yv$
em que
_k (2.26)
- — .
Primitivando ambos os termos, temos
dvg
_ — J— UJJ
dt 7
dvy
- Yo (2.27)

T

= Inv, =—t+1lnv,

Exponenciando de igual forma ambos os membros, obtemos

|

© |
2
S

('c

Vg (1) vz (2.28)

|
4
8
o
Q)
2
o~

resultando em

x(t) = /vxoewdt (2.29)

&l

fry UCB —_—

0 — 1,

= (—yvge ™) — (—lv eo>
0 7 0

= v,yﬂ (1 — 6_%) + g

Numa segunda instancia ird ser deduzida a expressao de y(t)
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Partimos entao de

dv,

a v

N dvy + +g=0
v
dt Ty T

d g g
:>E(Uy+;) —l—v(vy—l—;) =0 (2.30)

Esta equagao diferencial de primeira ordem, linear e homogénea, pode
ser resolvida de vdrias maneiras, no entanto, neste caso, serd mais rapido
abordar a solugao por meio de uma nova varidvel v; com

o =, + 2 (2.31)
f)/
Daqui resulta
d
%v; + vy, =0

/
Y _
y
Primitivando, fica
Invty, = -yt +1nVy,

onde In V7, é uma constante de integracdo. Apds exponenciar a equacao,

temos
! ! _—~t
v, = Vye

Mas p
/o
vy—vy—l—:y

g

= v, =V, — = (2.32)

Y

w9

_Vye'v_;

Ora, visto que em t = 0 se tem

g
Uy(O):UyO:‘/;—;
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g\ _ g
— Uy(t) = <Uyo + ;) e 7 ; (233)

Portanto, para a respetiva coordenada y(t) temos
y(t) = /vy(t)dt (2.34)

e
= (vy0+g) .
Y/ = Y

1
= —— (Uyo + g) 67’% — gt“‘ k‘o
Y Y Y

Admitindo a condigao inicial y (t = 0) = yo, vem

( —i—g)e — 0+ kg
<Uy0 >+y0
1

— =1 ( T R SR X

Agora, para extrair a forma da trajetéria elimina-se a varidvel temporal
t entre as expressoes de x(t) e y(t):

Yo

PT‘ Ql»—t

\
(

e substituindo em y(t), vem

y(z) = <tan 0y + —2 ) r+ % In (1 - ix) (2.36)

YUz Uzg

= ( g —I—taneg) T — %ln (L)
YUz Y Vgg — VT

sendo que esta expressao de y(r) é a nossa equagao de trajetéria quando se
admite que o atrito é proporcional & velocidade.
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De modo a obtermos o alcance, comega-se por esta iltima equagao y(x)
e iguald-la a 0, de modo semelhante a situacao da nao existéncia de atrito.
Assim, e ja supondo que a abcissa correspondente, isto é, o alcance, vai

ser agora representada por R, fica
g Yyo 9 Uz
oy = () n S )
YVxq Uz 72 Vg — 7R
o m(L) :7_2<L+@>R
Ugo — 7R g YUz Uz

Usando aqui a fungao exponencial e chamando v, = 7? <W
o

9

posteriormente 5 = vi, obtém-se
0

Uz Yo R
[ — 62
1
& . — 72R
Uz
1
= =k
1—7v3R

<~ 73R - 1 - G_VZR,

uma equacao nao algébrica (isto é, transcendente).
Se 7,R << 1, entao

G'YQR—l— 2R“[‘ ’YR2

e fica
1R = 1—(1- 2R+ VRZ)
& v3R=7R+ '7 SR®
< V3 =72 572R2
9 _
o pa 2 : 73)
Y2
ou seja,
R & 21}1’0”3/0
g

(Symon, 1971)

Uyo

V.

)e

(2.37)
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Segue-se um exemplo da forma de uma trajetéria com as forcas de re-
sisténcia do ar, lineares na velocidade, incluidas, também obtida no MAT-
LAB, com Cp =0.2.

Trajetoria balistica, com atrito proporcional a velocidade
T T I T 1 I T )
1000 vy = 200 m/s
6y = 45°
800 |- Cp=02
£
® 600 [
=
<C 400 |
200
O 1 1 il 1 L | 1 L
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Alcance (m)

Figura 2.3: Trajetéria balistica, com atrito proporcional a velocidade

Conclusoes e comparagoes entre os diversos regimes e mesmo dentro do
mesmo regime serao tiradas posteriormente.

2.1.3 Resolucao analitica e numérica do Movimento de
um Projétil, com Atrito Proporcional ao Quadrado
da Velocidade

Considera-se um movimento bidimensional a um projétil que estd sob
uma forga gravitacional constante e também de uma forga de atrito do flu-
ido circundante que é quadrética com a velocidade do projétil. As equacoes
de movimento sao equacoes nao lineares acopladas. As suas solugoes apre-
sentam propriedades gerais que sao facilmente visualizadas, embora muito
diferentes daquelas obtidas quando uma forca de atrito é desprezada (Hayen,
2001). Nesta primeira secgao, obtemos solugoes simples aproximadas para
as equacoes de movimento. Um exemplo numérico é usado para comparar
essas solugoes aproximadas com resultados precisos obtidos por integracao
numérica a partir de uma solucao exata, mas implicita. Finalmente, a origem
da forga de atrito proporcional ao quadrado da velocidade ¢é discutida (Parker,
1977).



Trajetorias balisticas na dindmica de Newton 33

Modelos balisticos de Resolugao analitica

Modelo de aproximagao com pardmetros constantes Nesta fase, tal
como ja foi referido, ird ser abordada a questao mais realista das trajetérias
balisticas aquando da utilizacao de projéteis supersénicos, no entanto de uma
forma ainda muito aproximada.

Sendo a 2% Lei de Newton representada pela equacao (2.2), seguindo a

figura (2.4) (Chand and Panda, 2007)

0 x.'

Figura 2.4: Trajetoria balistica tendo em conta o peso do projétil e a re-
sisténcia do ar

temos que
dt2 = —Fpcos ()

d—y = —Fpsin (0y) —myg

o m&e = —1pACHV? cos (6))
d—y = —1pACpV?sin (0y) — mg

da

- { —2pACDVES

d—y 2,0ACDVQ% —mg
21’ _ X
o dinil? =3/ ACZV% (2.38)

mes = —%pAC’DVd—?t’ —mg

em que se assume que « é uma constante que representa o coeficiente sim-
plificado de atrito, apresentando os seguintes parametros

1
a= §pAC’DV (2.39)
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onde p representa a densidade do ar em kg/m?, V' a velocidade do projétil em
m/s, A a secgao transversal do projétil em m? e Cp o coeficiente de resisténcia
aerodinamica, compreendido entre 0 e 2. Utilizaremos a aproximagao em
que C'p é tomado como um valor constante, escolhido dentro daquela gama
indicada, mas em resultado da velocidade & boca da arma. J&

1
Fp= 5pA(JDW (2.40)

correspondente ao moédulo da forca de atrito atmosférico.
Daqui resulta, em termos de x

d*x 1 dx
— = ——pACpV —
e LT
- du,,
m = —au,
dt
o dv, o
7 — __fo
dt
= —fPu, (2.41)
onde é possivel verificar que se usou a abreviatura
Q
= — 2.42
5= (2.42)
Temos, para descobrir v,(t) e x(t), os seguintes passo:
dv,,
T 0
7 + Bv
dv,
= 22— _at
U$

Primitivando, ficamos com
Inv, = -t +Inv,,

Exponenciando fica

Vg (t) = vgpe (2.43)
Primitivando de novo, fica
—Bt
o(t) = 2 4 X, (2.44)
-8
Mas com a condi¢do em que z(t = 0) = xg, vem
Vg
g = —FO -+ X()



Trajetorias balisticas na dindmica de Newton 35

= x(t) = i—xge_ﬁt + zo + % (2.45)
Vg _
— ?0 (1 —e Bt) + x9

Ja para o caso em que se vai ter em conta o eixo y, faz-se o seu estudo
partindo entao de

dv
@ = P
dv
& d—;+ﬁvy+g:0

d g g
& — |y +5)+Bly+5)=0
(v 3) (v )
De um modo bastante semelhante ao procedimento utilizado no caso do

atrito proporcional & velocidade, deverd a partir de agora ser usada uma nova
varidvel

0;2 =v, + g (2.46)
s
Daqui resulta que
d / !
va + ﬁvyz = 0
dv,
v

Primitivando, fica
Inwv, = —pft +1InV,

onde In'V, é uma constante de integragao.
Apés exponenciar a equagao, temos

!y Bt
Uyz_v;Jze
Mas
o =Vy+ 5
Uy, = Uy

!

= vy, =0, — >

= e Pt —

<
N
™|
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Ora, visto que em t = 0 se tem

g
vy(o) = Uyo = ‘/ylg - B
g
= Vly, = Uy, + E
= v, (t) = <vyo + %) e Pt — % (2.47)
Por isso, também se tem
y(t) = / o, (1)t (2.48)
—pt
g\ e g
- (vw) 5 gt
1
:_B(Uy0+% 6_5t—%t—|—k’0

Admitindo a condigao inicial y (t =

0) =
Yo = — (vyo )e—()—l—ko

= kg = 5 (vy0+ﬂ) + Yo

= y(t) = % (vyo + %) (1—e ) — %t + Yo (2.49)

Agora, para determinar a expressao que representa o t, resolve-se o seguinte
sistema:

a(t) = (1—e) + 0
v =5 (v +4) (1= ) = S+ 30
ePt=1-Laor=pt= <l—£x):>t:—%ln<l—vix2
0 % 12.50)

y(t) = % <vyo + %) %J? — 5t

e substituindo em y(t),

y(x) = <tan 0o + ﬁgx()) x + % In (1 - Uiiox) (2.51)
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De modo a obtermos o alcance, comega-se por pegar nesta ultima equagao
y(x) e igualar a 0, de modo semelhante a situagao da nao existéncia de atrito.

Assim, e ja supondo que o x inicialmente apresentado vai ser aqui imposto
como R, fica

g 'Uyo g Uxo
) = ——+——R——mC———):0
y( ) (ﬁvwo ng) 52 Uz — BR
Uy B[ g v
@1n__i_):_< +ﬂ)R
(Umo - BR g vao U:r()

Usando aqui a fungao exponencial e admitindo que g3, = %2 ( /ng + Zﬂ)
o o

e posteriormente que 5 = vi obtém-se
o

Uz BoR
[ — 62 =~
Uy — PR

1
_ L Ba2R
= =72
-
zQ
1
— B2R
<~ =e
1— B4R

uma equagao transcendente.
Se B3R << 1, entao

1
5%321—@R+5£R2
e fica
1
Bt = 1—(1-B,R+ iR
1
& ByR=B,R+ B3R

1
& B3=0;— §5§R2

2 —

& R&JETEQ (2.52)
B3
o R 2nln

g
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Notar a importancia da aproximacao realizada logo no inicio destas ulti-
mas deducoes. De facto, embora a forca de atrito D dependa do quadrado da
velocidade do projétil, suposemos que afinal dela se obtinha um coeficiente
constante «, o que é obviamente falso. Além disso, e pela mesma razao, as
duas equagoes diferenciais a resolver estao acopladas, acoplamento este que
desaparece também com aquela mesma aproximagao (Han et al., 2016).

Modelo de aproximacao admitindo tiro tenso Nesta sec¢ao em que
a situacao a analisar é referente ao tiro tenso ou tiro de pequeno angulo
(Parker, 1977), supoe-se que, pelo facto da velocidade horizontal ser muito
maior que a vertical, se tem v, >> v, e consequentemente v = v,.

Tendo em conta a equagao (2.38) e supondo ent@o a aproximagcao anteri-
ormente referida, temos que resulta em:

dve _ 002
{ v, & T (2.53)
dt vavy - g
onde mais uma vez N
. 2.54
v= (2.54)

Pode-se resolver para v, primeiro, do qual v, z(t) e y(t) podem ser obti-
dos. As solugoes podem ser verificadas por substituicao nas equacoes de
movimento.

Assim, para x temos

dv, 2 .
= —v

1
& U—gdvx = —nydt

1
& ——=-t+k

xT

1
oyt —k

Visto que quando t = 0 se tem, por hipétese

& U, (2.55)

(O = U~TO
1
= Vpg = —_]{,'
1
o ke ——
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1
= Up=——T7 (2.56)
Y=o
&)
Vo
= = _ %
Ve YUgot — 1
Obtido v,, temos imediatamente
1
x(t) = = In (yu,t — 1) (2.57)
Y
Por outro lado, em termos de y, temos que
t
Uy — % 1
=—>= — —qgt 2.58
Yy 1+ vt 2g ( )
de que resulta, por integragao,
g 1 1, gt
t) = — In (1 o) — —gt° — —— 2.59
o= (0 + 52 ) ke~ Jo - 1 (259)

Para encontrar o alcance do projétil, eliminamos ¢ da equagao (2.59) para
obter

y(z) = (uyo + 2 > = I (e ) (2.60)

2YVVa ) Vuy 4 (’YU:E())Q
(Warburton et al., 2010)

Modelos balisticos de Resolugao numérica

Modelo com velocidade varidvel Nesta seccao, a resolugao do nosso
problema teve de ser feito numericamente através do software dedicado a
este trabalho, em MATLAB, e em que foi possivel obter a sua solucao das
nossas equacoes diferenciais.

H& varios métodos numeéricos diferentes que podem ser usados para re-
solver as EDOs (Equagoes Diferenciais Ordinarias), sendo que estas encon-
tram uma aproximacao numeérica para a solucao da EDO. O método que
serd usado no calculo numérico é o método de Runge-Kutta (RK), que foi
publicado pela primeira vez por C. Runge e M. W. Kutta em 1895 e em 1905
o método RK de quarta ordem foi descrito. R. L. McCoy em 1998 concluiu
que este método seria adequado para resolver EDOs num modelo balistico.

O MATLAB tem variadissimas fungoes para resolver as EDOs, sendo que
existem diversos solucionadores de EDOs que variam entre si de acordo com
o erro de discretizacao. A rotina ODE45, aquele que vai ser aqui utilizado é
entao um método de quarta ordem RK, que serd usado para resolver as EDO a
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seguir representados. O método de quarta ordem RK que serd usado, utiliza
a inclinagao em mais de um ponto para extrapolar e encontrar a préxima
solucao (Hooke, 2012).

Com suporte da equagao (2.38) das outras secgdes, temos que

G = —’f\/m“ﬂf (2.61)
dvy: —k\/v2 + 02 20y — '

A partir daqui (Mohazzabi, 2018) irdao ser feitas as seguintes designagoes:
dv _ 5 dug __
Vp =T =2,V =y=we posterlormente G = g = z, sendo que resulta
numa primeira instancia em

B=—k\/(£)* + (§)°d
i =—ky/ (@) + @) g
e seguidamente, de modo a diminuirmos a ordem das equagoes, em
T =z
W= —kv22 + wiw — g

Este sistema, assim como estd escrito, vai ser colocado com uma estrutura
especifica, mas sem retirar o teor da informagao, numa fungao do MATLAB
que permite ao utilizador chamar a funcao principal e colocar os valores
correspondentes as diferentes incégnitas, com o intuito de obter as trajetérias
balisticas respetivas.

Trajetdria balistica, com atrito proporcional ao quadrado da velocidade
T T

6000 + UU = 870 m/‘S .
0, = 45°
o CD = 0,3

0 1 L I
0 5000 10000 15000

Alcance (m)

Figura 2.5: Trajetéria balistica, com atrito proporcional ao quadrado da
velocidade
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Modelo com velocidade e Cp varidveis Nesta secgao, ainda seguindo
o raciocinio anterior, voltamos ao assunto relacionado com a relagao de ve-
locidade em M e o Cp. O que também se tinha referido no inicio é que uma
das aproximacoes que normalmente se faz de modo a simplificar os cédlculos
é que o Cp é constante, sendo que aqui vai ser exposta uma das maneiras
possiveis de tentar chegar a uma expressao que faca com que o C'p varie com
a velocidade, que é uma das carateristicas deste parametro.

Elaborou-se entao uma expressao que generaliza o comportamento e tendo
o conhecimento do Cp_. e Cp,_ . de um determinado projétil (normalmente
encontram-se em manuais das pegas no préprio navio), sabendo que as difer-
entes fases de velocidade estao normalmente de igual forma separadas nos
graficos tipicos deste tipo de projéteis, conseguimos obter valores bastante
aproximados da realidade dos C'p. Expressao que ird ser deduzida seguida-
mente, através da andlise do esquema (2.6), que vem acompanhado de um
exemplo tipico de um projétil com valores inseridos (Carlucci and Jacobson,
2008). Na parte superior encontra-se o grifico de um manual de balistica e
na parte inferior o ja referido modelo com 3 fases que o permitem moldar
segundo o comportamento tipico, obviamente com bastantes aproximagoes.

et areh | P | |

]
1y
IF]
'I(
]
s

Cpurix|

Courm |

08 1 12

Mach

Figura 2.6: Aproximagao de um gréfico Velocidade vs Coeficiente de atrito

Comecemos por referir que na fase (/) assume-se que o valor é constante,
representando entao o valor fornecido pelo utilizador do programa. A este
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vai ser multiplicado um degrau unitario 6(z), em que x equivale a diferenca
entre duas velocidades medidas em mach que estd compreendida, neste caso,
entre o valor 0.0 e 0.8.

Seguidamente ¢é possivel verificar que na fase (/) encontramo-nos na
presenca de uma reta com declive

Cp...—Cp._.
— max min 2.
mn 1.2- 0.8 (2.63)
_ C(Dmax — CDmin
N 0.4

sendo que no que toca & ordenada na origem, temos dois pontos da reta em
que:
Y1 =mx1 +bAys =mxze +b

:y1+y2—m(1’1+l‘2)

b
2
Assim fica
(Chpin + Chnax) — (%) (0.8 +1.2)
b = 5 (2.64)
— (ODmin + CY-Dmax> + CDmin - ODmax
2 0.4
- (L +25)C + = 25 )C
o 2 : Dmin 2 . Dax
= 3ODmin - 2CtDmax

Na fase (I1I), em que o comportamento é aproximadamente V73, exigi-
mos: 1
Cp,...=12"2+ACp

= ACp=Cp,. —1272 (2.65)
= Cp,.. —0.9129

Entao, sendo Cp_. e Cp_. pardmetros de entrada, fica:

Cpy = Ch.
%6 (M —0.8) x 6(1.2 — M)
+ [M—% 4 (Cpy — 0.9129)] % 0 (M —1.2)

% 0(0.8 — M) (2.66)
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com a funcao degrau unitério

1, >0
O(z) =4 3, =0
0, <0

No caso da pega de 100 mm, e mesmo na de 76 mm, nao foi possivel ter
acesso ao manual respeitante & peca e projétil em questao nem a nenhum
grafico deste género através das diversas Unidades da Marinha Portuguesa,
sendo que os valores do intervalo dos coeficientes de atrito que vao ser aqui
apresentados estao de acordo com o gréfico da figura (2.6) acima representado
com os valores de 0.2 e 0.5, visto que é um grafico tipico de um projétil.
No entanto, com o modelo e para posteriores experiéncias em caso de se
pretenderem melhorar os resultados, poderao ser escolhidos os coeficientes
de atrito minimo e méximo representados no eixo vertical.

Chegando a esta expressao, a mesma deverd ser colocada no MATLAB,
de modo a estar integrada no solucionador de ODE’s, ODE45.

Nao esquecer que a equagao que converte a velocidade em m/s para mach,
¢ dada por

v
340

/U2 + 02
= V=T (2.67)

340

mach =

em que os 340 m/s correspondem & velocidade do som.

E importante referir que embora se tenha criado de certa forma um mod-
elo relativamente ao comportamento de C'p em funcao da velocidade em
mach, a expressao (2.66) é uma aproximacao analitica ao verdadeiro com-
portamento de Cp com as respetivas limitacoes, como por exemplo o facto de
quando a velocidade tende para infinito, o C'p apresenta valores negativos,
o que é fisicamente falso, como é evidente. Outra manifestacao 6bvia de
cardter aproximado da equagao (2.66) é que as transigoes entre os diferentes
regimes (I, IT e IIT) ndo sdo abruptas.

Encontra-se seguidamente representada na figura (2.7) uma trajetéria
balistica admitindo que o C'p varia com a velocidade, acompanhada pelo
grifico da variacao da sua velocidade ao longo do caminho percorrido pelo
projétil no ar.
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Velocidade
ATRITO o 172 R“Gf
h
VEL. INICIAL=870m/s | E ___ |
ANG. DISPARO —40° | & °0 [\
Cp VARIAVEL E
2 400
°
@ B
= 200 T
4| Resultados  — o b O | & i s L e L . -
0 10 20 30 40 50 60 70 80D 90
Alcance{m): 10893 Tempo (s)
Alura (m). 3485
Velocidade vértice (m/s): 179.8093

Velocidade terminal (m/s). 252.0239 Trajectorias balisticas
Deriva giroscopica (m). 0 ; 1

oK

2000
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1000

2000 4000 6000 BO0D 10000
Alcance (m)

(=1

Figura 2.7: Variacao da velocidade

Desta figura retira-se que ha de facto uma variacao da velocidade do
projétil e que para além de termos acesso a velocidade inicial, também temos
a velocidade no ponto mais alto (que costuma ser onde a velocidade é menor)
e a velocidade terminal que tem um valor bastante préximo de muitos dos
valores anteriores nos 1ltimos segundos do percurso.

Isto para dizer que, sabendo da literatura que existem de facto estas
curvas e graficos para cada um dos projéteis que mostram a variagao de Cp
com a velocidade, e sabendo que a velocidade, pelo que nos trasmite o gréfico
da figura (2.7), se altera ao longo da trajetéria, o Cp obrigatoriamente altera
ao longo do percurso.

Em modo de concluir este capitulo, apresenta-se seguidamente o gréfico
(2.8) onde ¢é possivel verificar a diferenca entre admitir que o Cp é varidvel
ou uma constante. A anélise serd feita no Capitulo 5.
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Alcance(m): 12077
Altura (m): 4483
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Alcance(m): 10893
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Figura 2.8:

Relagao coeficiente de atrito varidvel e constante
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Capitulo 3

Estudo das Equacoes de
Euler-Lagrange

H& conveniéncia em tratar de problemas mecénicos gerais partindo, nao
das equagoes do movimento de Newton (ma = E F;, basicamente) mas

sim das equagoes do movimento de Euler—Lagrangle. Sao vdrias as razoes
dessa conveniéncia, desde a possivel reducao do n? de varidveis independentes
dos sistemas (sujeitos a constragimentos), a invaridncia das ditas equagoes
por mudanga de referencial, mesmo que nao-inercial (em contraste com as
equagoes de Newton), e incluindo ainda a possibilidade de tratar fenémenos
de dissipagao, por exemplo por atrito, embora esta tltima possibilidade seja
menos usualmente explorada.

3.1 Objetivos definidos

e Prever a conveniéncia de recorrer a coordenadas nao-cartesianas no caso
do tiro de longo alcance em que é necessdrio tomar em consideragao
a curvatura da Terra e a variacao da aceleracao gravitacional com a
altitude.

e Incluir de forma sistemética, mas mantendo as equacoes do movimento,
os efeitos da rotacao da Terra sobre a trajetoria do projétil, especifica-
mente o efeito da forca de Coriolis.

e Abrir o caminho para o tratamento da trajetéria de um corpo com
6 graus de liberdade, problema que inclui a precessao giroscépica do
projétil e a consequente deriva na atmosfera, embora nesta tese sé
recorramos ao modelo da massa pontual, com 3 graus de liberdade.

47
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e Mostrar como, para além das complicagoes acima referidas, é possivel
ainda incluir o efeito do atrito atmosférico no mesmo formalismo geral.

H4 varias maneiras de deduzir as equagoes do movimento de Euler-Lagrange,
mas s6 referiremos duas, uma muita sucinta e intuitiva, através do calculo
das variacoes e do principio da acao minima, e outra partindo da 2* Lei de
Newton.

3.2 Breve Deducao das Equacoes pelo Cal-
culo das Variacoes

Aqui ird ser representada a deducao "heuristica"das equagoes de Euler-
Lagrange.

Suponhamos uma infinidade de possiveis comportamentos z(t) do movi-
mento de um copo, em cada instante ¢t dependendo dx do comportamento
verdadeiro, excepto nos extremos do trajeto 1D, correspondentes ao instante
inicial #; e final #5.

S = /L(t,x,:'v)dt (3.1)

t1

com

L=T-U (3.2)

em que L é a lagrangeana, T é a energia cinética e U é a energia potencial.
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v

X a
X2 <
:
]
|
X1 1 - -
] ' ]
: b
ty ts ‘

Figura 3.1: Esquema de caminho percorrido

Impondo variagoes dx arbitrdrias em cada instante ¢, vem

t2

4SS = /L(t,x,:'v)dt =

t1

:/M@@@ﬁ:
to

oL oL .
— / (%5x+ %59&) dt

t1
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Mas

5(¢)55<2—f):%(5x):>

— 65 = / {G—L&; L oLd (5.7;)} dt =

oz oz dt
t1

tror oL ta /oL
_ e o= ta ~ ==
= / (aw&j) dt + 83‘;556 b /dt (83:) dxdt

t1 t1

FroL  doL
_ [ (9L 4oL 4

58 / ( =2 a:&) Sxdt (3.4)

t1

Introduzindo agora o principio que o comportamento x(t) real é o que cor-
responde ao minimo de §, vem que serd, em torno desse real z(t), a condi¢ao
0S8 =0.

Sendo que dx é arbitrdrio e como impomos
0S5 =0

somos levados a concluir que terd de ser

a (8_L) — 8_L =0 (3.5)
dt \ Ot ox
Sendo este o resultado final da expressao que expressa a equacao de Euler-
Lagrange, de afirmar que cada uma destas equagoes deverd estar para cada
grau de liberdade do sistema x1, =2, x3... No entanto, estas coordenadas nao
tém de ser distancias, o que constitui, desde logo, uma vantagem em relacao
as equagoes do movimento de Newton.

Por outro lado, se z(t), y(t) e z(t) formam coordenadas cartesianas de
um ponto material, entao teremos

d (0L oL
d [ OL oL
i (a—y) "oy 0 (3.7
d [ OL oL
i (—) ~ %, =0 (38)
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E, em geral, seja qual for o sistema de coordenadas {¢} 1itil em cada caso,
teremos, para cada uma delas, a respetiva equacao de Euler-Lagrange

1 (8L) — oL =0 (3.9)
dt 8(]1 8qz
cuja resolucao conduz & determinacao do movimento do sistema mecénico.
O estabelecimento desta equacao exige, por seu lado, que possam exprimir
T e U em fungao das coordenadas generalizadas {q}.

Recordemos que, havendo uma energia potencial U({q}), estamos auto-
maticamente a supor sistemas conservativos, onde as forcas serao gradientes
de energias portenciais (Landau and Lifshitz, 1971). No entanto, é pos-
sivel generalizar o método de Euler-Lagrage de forma a incluir forcas nao-
conservativas, como as de atrito.
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3.3 Deducao das Equacoes através da Formu-
lacao Newtoniana

Comecamos pela transi¢ao que parte de conhecimentos mais elementares
como a 2% equacao da dindmica de Newton que é expressa em coordenadas
cartesianas num referencial inercial qualquer, S.

Embora sé estejam interessados na trajetéria de um tinico ponto ma-
terial, consideraremos o caso geral de N pontos materiais, de massas m;,
i=1,2,...,N. Da 2 Lei da forma m;a; = F; (sendo F; o somatério de todas
as forgas a atuar sobre a massa m;), temos, em componentes

dx; .
m; st = Fi miT; = Fiye
d . e
ml%Tgl = Fivy = m;Yy; = E)y (310)
ml‘flt? = E,Z m;z; = F’iaz
para cada uma das massas pontuais, onde, na notagao de Newton, z = ‘é—f,

. 2
T = ‘fl%, etc

Continuando em coordenadas cartesianas, a energia cinética (7;) da massa
m; e do sistema total serao, respetivamente

T = gme (i + 37 + ) (3.11)

T=>T, (3.12)

e, havendo uma energia potencial U do sistema (devido & interagao entre
todos os seus componentes ou a corpos exteriores ao sistema considerado),
onde U = U({x;,v:, z:}), sabemos que existe uma relagao entre a forga total
F; sobre a particula e a fungao energia potencial na sua vizinhancga, tal que

F,=-V,U (3.13)
ja que forcas conservativas sao gradientes (V;) de energias potenciais ou seja,
ou ou ou
F, = — 7 0 2 3.14
pelo que
ou
Fi = - )
T axz
ou
F, = ——— 3.15
.= 5 (3.15)
ou
Fz’ - -

” azl
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23

H& forcas, nomeadamente as de atrito, para as quais nao existe uma
correspondente fungao potencial e uma funcao energia potencial; nao as con-

sideraremos, por enquanto.
Voltando as equagoes de Newton, podemos entao escrever

.U
miti = _&L’i’

y ou

. ou

comi=1,... N
Mas, da expressao de energia cinética 7T;, também se tem
N

ar 0 1 . . .
Fr 35-6.25”%’ (&5 + 95 + %)
(2 (2 ]:1
2
= MT;
pelo que
d (0T d .
i \ oz, ) = ap i) = mid
e também

e entao podemos escrever

mit; = F
d

L dfory, U _
dt \ di;

De igual modo se pode escrever

dafory o
dt \ 9y dy;

d(c‘?T) ou
+— =0,

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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3 equagoes para cada uma das N massas pontuais (3N graus de liberdade,

portanto).

Recordemos agora que a energia cinética T' é s6 funcao das velocidades
T, Ui, Zi, etc, ao passo que a energia potencial é s6 funcao das coordenadas

Tiy Yiy Ziy etc.

Assim sendo é evidente que

e também

Consequentemente,

e podemos substituir

por

or B or B 8_T B
oUu B oUu _ 8_U B
o; 0y 0%
oT 0
= T —
ot; ot; ( U),
oT 0
= T —_
Y Y ( v
oT 0
0z G_,éi(T_U)
oUu 0
or, Oz (T-0),
oU 0
= — T-U
y; Y ( ) ’
oUu 0
= — T —
8zi 821- ( U>
ACAIRE =

d (0T

dt \ 9y + 0y;

d (8T ou
dt \ 9z + Bz

B(T.fU) o (

B(T_—U) f3) (

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)
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Convém abreviar a funcao T" ({&;, 9:, 2:}) — U({x4, i, 2:}) por uma s6 fungao

a que se chama o lagrangeano do sistema de N massas pontuais. Entao, as
equagoes do movimento ainda em coordenadas cartesianas ficarao na forma,

comi=1,.. N,
d (oL _oL _

d (OL\ OL
ii(a7) =5 = a0

d (oL _oL _

3.3.1 Exemplo simples

A dificuldade deste método estd concentrada na obtencao das expressoes
para as energias cinética e potencial, T' e U, seja qual for o referencial us-
ado e o conjunto de coordenadas (em geral, menos que 3N) necessério. O
movimento de um projétil no vacuo dd-nos um exemplo muito simples. Se x
representar o eixo horizontal a partir da boca da peca, y o eixo vertical e z
o restante eixo, teremos, sem considerar o atrito atmosférico

1
L= M (i* + 9% + 2°) — mgy (3.31)
pelo que
(4 (2L) _ 2L _
dt \ o oz
d (oL oL _
Y @ \o5) ~ o =0
4 (OL) _ 9L _
\ dt \ 9z 0z
( d(m#) _
d—( dzf) —-0=0
my —
| @ —0=0
ma =0
= my = —mg (3.32)
mz =0
ou seja, £ =0, y = —g, Z = 0, como esperado, e donde se tirard a habitual

trajetoria parabdlica, por integracoes sucessivas e dadas condicoes iniciais.
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3.4 Invaridncia das Equacoes com Transfor-
macao de Coordenadas

Acabdmos de ver o problema do projétil no vicuo. Como é evidente,
poderiamos ter usado outro qualquer sistema de coordenadas, por exemplo
polares (ja que este movimento é em 2D). O que pretendemos mostrar agora
é que, refazendo as expressoes para 1" e U noutro sistema de coordenadas,
as equacoes de Euler-Lagrange mantém a forma. Especificamente, neste ex-
emplo terfamos, com as coordenadas polares p e 0 (aqui neste capitulo estes
dois assumem diferentes significados dos casos anteriores), as equagoes for-
malmente idénticas as expressas em coordenadas cartesianas

d (oL _ oL _
dt \ 9p op
3.33
4 (oL) _ 9L _ ( )
dt \ 90 00
y
r/ ‘\“
\,

!I 6 ‘\"

; N

i P \

II x

Figura 3.2: Coordenadas Polares

Continuemos entao com um sistema de N massas pontuais as quais corre-
sponderao 3N graus de liberdade se nao houver constragimentos. Um corpo
sélido s6 precisard de 6 coordenadas para ficar completamente definido em
torno da sua posigao e orientacao no espago 3D, se for perfeitamente rigido.
Estas coordenadas podem ser as 3 do centro de massa (cartesianas ou nao)
num referencial externo qualquer, mais, por exemplo, 2 dngulos a definir a
orientacao de um segmento de reta que une dois pontos no interior do sélido
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e ainda outro angulo a definir uma rotacao em torno desse segmento de
reta. A cada uma destas 6 coordenadas corresponderd a respetiva equagao
de Euler-Lagrange.

Chamando ¢ (em geral gi(t)) as novas coordenadas, em niimero necessério
para descrever completamente o movimento do sistema, teremos em geral,
relativamente & correspondente colecao de coordenadas cartesianas atras uti-
lizadas, fungoes do tipo

T; = xz‘(Q1,Q2,---7Q3N)
Yi = ¥i(q1, @2, -+, G3n) (3.34)
Zi = Zi<q17QQ7 "'7q3N)

E de realcar que as novas coordenadas g; sio quaisquer e, ndo s6 podem
ser menos que 3/V, como nao estao necessariamente agrupadas em conjuntos
de trés, um para cada particula e, claro, nao tém de ter dimensoes de distan-
cia. Sao coordenadas generalizadas, escolhidas da forma que for conveniente
para o problema em questao.

Para prosseguirmos para a demonstracao da invaridncia das equacoes de
Euler-Lagrange, consideremos que

dx; _ 8@% n 8@@ - Or; dgsn
dt Oqp dt ~ Oqy dt Ogzn dt
AP
S d=) g (3.35)
= 94

e, claro também serd

. y; .
i = Za—qjq], (3.36)

4 = Za—z (3.37)

onde os ¢; sdo componentes das velocidades generalizadas (que néo terao de
ser em m/s).
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Também teremos, para as N particulas do sistema,

2 _ (o, B0om 00
Jq; O0ry 0q;  Oy10q; 0z 0g,
(205, 20om W0
Oxy 0q;  Oyp Oq; 0z Og;
( oU Oxn N oU Oyn N oU 82N>
Orn O0q;  Oyn Ogj  Ozn Og,

B i(@Uaxi aU By, 8U8zi)

Ox; 0q; * 0y; 0gq; + 0z 0q; =—0Q; (3.38)

=1

onde @); serd uma "forca generalizada", nao necessariamente em newtons.
Para a energia cinética teremos

O (o T 00
i, Dir 04;  Oip 0q; | 0% 04,
(J000 , O 00 T 02
Oty 0q;  0yp 0q; 0% 04,
T diy  OT dyy  OT Oin
(83’:N 0¢;  Oyn 0q;  Ozin 0q; )

B ZN:(GT&EZ- oT 93 aTazi)

&, 04, 05,04, | 9% 04, (3.39)

i=1

Voltamos agora a 2 equacao de Newton representada anteriormente na

forma
i or n oV _ 9

d (0T 0oV
at =0 3.40
dt (a?)z' " ayz’) ’ (3.40)
d (or N vy 0

e multiplicamos a 1* por g%’;', a 2% por ggj e a 37 por 2

Oz; d [ 8T + Oz; OU __ 0

8q]- dt \ O0z; 81]7‘ ox;

Oy; d [ 8T 0z; OU __

(9(1]' dt 8yl + 8qj oz; - 0 (34]‘)
0z d (0T dz; OU __

8qj dt \ 0z; + qu ox; 0
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sendo 3N equacoes em que ¢ = 1, ..., N.
Se somarmos em 1° lugar todos os termos com a energia potencial U, vem

N
oU dx; 0U dy; 0U 0z ou
Z( : ! Z)— -Q (342

+ + 5 =5~
— Or; 0q; 0y, 0q; 0z 0g; dq;

Antes de somarmos os termos com energia cinética T, notamos que

d 8T+8xi _|d for ox; +8Ti dz; (3.43)
dt \ 0z,  0g; ~|dt \ 0i; dq; O; dt \ g, .
Mas como
dx; N ox;
o= — . .44
vemos que
or;  dx;
M ke {1,3N 3.45
Iqr.  daqx { J (34
ou seja
= 3.46
dq;  0¢; ( )
Por outro lado,
i () - 2l Gl (%)
dt \ Og; pt | 0qi \ Og; dt
3§N: [0 (8$i>q,
= — k
—1 L 0qk \ Jg;
2 ()
= — k
= L0 \ 0
_ 9 S <8xi>q
dq; 1 Oqk ‘
0 (i
_ o (3.47)
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Entao, da expressao acima tiramos

8@-
8qj

(@) L (

orT
0x;

)

|

j(

ox;
0q;

oT d
ot; dt
oT O,
Ot; Og;

JT Ox;
O0t; 0g;

)

JT Ox;
Ot; 0¢;

(91:1-
8qj

i )

oT
0;

(3.48)

)-
(
i (3 )

Retomamos agora o sistema de equagdes 3N (3.41) atrds e somamos todos
os termos com energia cinética 7"

dt

[ 4

il

d

dt

or

('_

dq;

(

N\ d (or oui\ d (o
)i (55) + (54) & (55) +
9z, \ d (0T
+ <8qj> dt \ 9%
or 0u\ _ 0T 98 | d (9T 83 _
ox; qu o0x; 8(]j dt \ 0y; B(jj
9T 0y; + d (9T 0%\ _ 0T 0%
0y; 0q; dt \ 0z; 04, 0%; 0q;
O 0i; | OT Oy | 9T 04 _
0%; 0¢; ~ 0yi 04; = 0% 9q;
ox; qu 9Y; a(]j 0%; a(Ij
oT
or (3.49)
9q;

)_

onde o primeiro termo j& tinha sido obtido anteriormente e o segundo é

evidente.

Juntanto agora os dois somatérios, um com os termos que incluem a
energia cinética T e o outro com os termos que incluem a energia potencial
U, chegamos a conclusao que

a
dt

8_T
dq;

)_

or ou

= =0
dq; g

(3.50)

Mas como a energia potencial U s6 pode depender do conjunto de coor-
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denadas {¢g;} e nao das velocidades {¢;}, também sera verdade que

ou

— =0
dq;

a
dt \ 04,

i (3)

- 4+ ~ =
3%’ dq; 04

) ()
dt \ 9¢; dq;  0q,

(OT) or ou oU

d [0(T - U)] 0
= S LTy =0
dt [ 94, 3%( )
d (OL oL
dt (8%) dq; ( )
comj=1,2,3,....3N e
L ="1T(q,q;) — Ul(q;) = L(g;, ) (3.52)

sendo L a funcao de Lagrange, aqui dependente das coordenadas general-
izadas {q;} e das velocidades generalizadas {q;}.

A conclusao importante que aqui nos interessa tirar é que, como se vé
a cima, seja qual for o sistema de coordenadas utilizado, mesmo que nao-
inercial, a forma das equacoes de Euler-Lagrange se mantém.

Serd o caso do estudo de trajetéria de projéteis lancados de navios no
oceano da Terra em rotagao. Neste caso serd conveniente, para tiro de longo
alcance, usar coordenadas esféricas (1,6, ¢) e ndo cartesianas (z,y, z). Ora,
como sabemos, a relagao entre elas é

x = rsinfcosy
y = rsinfsinp (3.53)
z =rcosf

sendo que 6 é o dngulo polar, ¢ é o dngulo azimutal e r é a distancia a origem,
como ilustra a figura (3.3).
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Figura 3.3: Coordenadas Esféricas

Entao

uma vez que o elemento infinitesimal de linha do quadrado, ds?, é

1
2

1
—-m

2

—-m (x2+y2_'_z2) —

e cm coordenadas cartesianas:

ds* = da® + dy* + d2?

e cm coordenadas esféricas:

<f2 + r2° + 72 sin? 9(,'02)

ds* = dr? + r2d6? + r*sin® 0dp?

Por seu lado, a energia potencial gravitica é simplesmente

MTm
r

Ur)=-G

sendo M7 a massa da Terra e m a massa do projétil, pelo que

: 1
L(T‘, 07 @, 7;'7 07 ()0) =sm

2

<f2 + 7“292 + % sin? 9@2

) n GMrm

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)
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e tendo a massa pontual (projétil) 3 graus de liberdade, temos realmente 3
equacoes de movimento de Euler-Lagrange:

a oy or
dt \ or or

d (0L oL
4 (%) -2 (3.59)

d(oLy oL _
dt \ Op dp

Fazendo as derivadas indicadas, temos

% =mr
oL 2
=
gz = mr’sin® 0
d (LY _ . =
i (5¢) =mi
d (oL _ y -
= E <%) - m27“7’(9 + mr29 (3.60)
% (g—é) = m2risin® 0 + mr22sin 0 cos 00 + mr? sin® 0
e
8_L J— _GMTm
or r2
9L — mr?2sin 6 cos 0> (3.61)
%
o)

Substituindo nas 3 equagoes de Euler-Lagrange, fica

GM:
mi+ 10— e
r
” G My
=3 (3.62)
. ..
2mrrf + mr*0 — mr?sin 0 cos 0¢* = 0
& 2770 + 120 — 2 sinf cos 0p? = 0 (3.63)
[ ]
2mrr sin® 0 + 2mr? sin 6 cos 00¢ + mr*sin? p = 0
& 2r7sin® 0 + 2r? sin 6 cos 00 + 1% sin? 6% = 0 (3.64)

Nao trataremos de resolver este sistema de equacgoes diferenciais visto
que s6 pretendemos mostrar o papel da invaridncia das equacoes de Euler-
Lagrange, sejam quais forem os sistemas de coordenadas usadas.
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3.4.1 Igualdade das Equacoes de Euler-Lagrange para
dois Lagrangeanos

Neste caso, esta igualdade que ird aqui ser analisada aplica-se a dois
lagrangeanos que diferem de uma derivada temporal total de uma fungao
f(q,t) das coordenadas generalizadas {¢;} e do tempo t(q = {¢;}), sendo
que se tem assim interesse em provar que L(q, ¢,t) e L/(q,q,t) = L(q,q,t) +
4(a fﬁ ) correspondem as mesmas equacoes do movimento. Isto é, que podemos
sempre adicionar ou subtrair uma derivada total de uma funcao qualquer
em ordem ao tempo da forma -f(q,t) a um dado lagrangeano sem alterar a

solucao para o movimento do 81stema

Seja entao
d (0L oL
— — =0, Viell, ..., 3N
<3CL‘) dq; e E[ T ]
e também Fa.t)
LA(q,4.1) = L(q,4.1) + === (3.65)
Temos y »
oL’ _
% - 8q1 (L + df) qu + 8qz tcilft (3.66)
094; - 8‘11 (L + ) aql + 8qZ dt
Por outro lado,
dt dq; dt
df (¢,t) af of
g —a i oq q; + o (3.67)

Desta relagao tiramos

i ()= () v () o

of (q t)

sendo que a%- (aa—{) = 0 porque

Sobra entao

ay 0 f(gq,t) .
i (i) - 8_%(2 du, ql)”

7

> a0 ( dt) Z da Bi, (3.69)

nao contém g;.
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Mas
dq;
0q;

o (df\ _9f(gt)
3_%(5) 9 (3:70)

ou, o que é o mesmo (s6 trocando o nome do indice),

0 (df(q,t)\ _ 9f(g.1)
3, < o = 0, (3.71)
Com este resultado, voltamos a
oL OL o (df
= — .72
dg;  0q; - 9q; < ) (3.72)
e escrevemos
i oL\ i oL n i 0 df
dt \ 0g; dt \ 0g; dt | 0q; dt
~d (0L d (0f
- () i (an) 619

pelo que
d (o _or _ [(OL\  d (9f\]_ (oL 0
dt \ 9g; dg; 94 dt \ 9q; dq;  Ogq; dt

d (OL\ 0L daf ddf
S - S5 20 (3.4

( i oL B 8L) _0
dt 9¢;  Og;
porque L satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange e
dof o dfy\
(% 9q; N 8%%) -

porque f(q,t) é diferencidvel.
Concluimos portanto que

d (oL'\ oL
i (30) = 079

Li(q,q,t) = L(q,q,t) + @

também satisfaz as mesmas equagoes de Euler-Lagrange que L(q, g, t).

sendo que

também, ou seja, que

(3.76)
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3.5 Situacoes onde se manifesta a Vantagem
das Equacoes

3.5.1 Referenciais Nao-Inerciais

Tirando partido da forma das equacoes do movimento de Euler-Lagrange,
da circunstancia de ela nao depender das coordenadas que usamos- podendo
mesmo as de um referencial nao-inercial - e da possibilidade de acrescentar
ou subtrair & fungao lagrangeana uma derivada total no tempo (t) de uma
funcao das coordenadas generalizadas e do tempo, vamos agora incluir a con-
sideracao de o referencial do navio de onde se faz o tiro estar soliddrio com
um referencial em rotacao, o préprio planeta Terra.

3.5.2 Forcas Inerciais na Equagao de Euler-Lagrange

Prosseguimos aqui a questao da expressao das forcas inerciais, obser-
vadas em referenciais ndo-inerciais (Landau and Lifshitz, 1971).
Como vimos, para um ponto material de massa m sujeito a um campo de
energia potencial U(r), sabemos que num referencial de inércia Sy se tem

1
Sy — Lo = 5mvg — Ulro) (3.77)

e a equacao do movimento

= 41 2vy | + 8_U =0
at \2" V) T or,
dVo oUu

em Sp.
Usamos aqui a notagao habitual para apoiar r(t) para a velocidade v (t),
do ponto material considerado em vez de {¢;} e {¢;} usados atras.
Passemos agora & descricao do mesmo sistema, aqui de um sé ponto
material, mas num referencial nao-inercial S. As coordenadas deste ponto
material so agora r (com r =v) e sendo as equagoes de Euler-Lagrange
invariantes, temos imediatamente

d (0L oL
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mas onde L(r,v,t) # Lo(ro, Vo, t).

O referencial S sofre um movimento arbitrario visto do referencial inercial
So, isto é, um movimento em geral composto de translagao e rotacao.

Nao vamos tratar da passagem direta da descricao num referencial inercial
Sp para um referencial em translagao e rotagao S, em relagao a Sy. Faremos
esta passagem em 2 etapas, a primeira para um referencial S’ em translagao
relativamente a Sy, e depois para um referencial S em rotagao relativamente

as’.

Si’

Referencisl Nico
Ingrcial

—»
R

Referancial
Inarcial

Xgo

Figura 3.4: Orientagao fixa dos eixos

Se a velocidade de S’ relativamente a Sy for v(t) em cada instante t, entao

ro(t) = R(t)+1'(¢)
= vo(t) = V(t) +v'(t) (3.80)

A funcgao lagrangeana medida no referencial S’ obtém-se re-exprimindo
a energia cinética de m obtida no referencial inercial Sy mas com as coorde-
nadas usadas em S’.

A energia cinética é sempre a medida num referencial inercial Sy, mesmo
que expressa em termos das coordenadas de um sistema néo-inercial S’. E
nesta re-expressao do termo da energia cinética que surgirao as chamadas
forgas (e aceleragoes) ndo-inerciais, e ndo no termo de energia potencial
U, que representa sempre s6 as forcas de interagao fisica, em particular as
derivadas de uma energia potencial.
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Temos entao

1
Ty = §mV§ (3.81)
com V2 = vq.vg e
1 / 2 1 2 1 2 /
T = o (V(t)+ V(1) = Smve + §mV +mv'.V (3.82)

Aqui, V? = V2(t) é uma funcao dada do tempo, o quadrado da velocidade
instantanea de S’ medida em Sy.

Em consequéncia, pode ser considerado como sendo a derivada total de
uma outra fun¢ao em relacao ao tempo e, assim sendo, podendo subtrai-la
do lagrangeano L’ sem que isto altere as equag¢bes do movimento, como ja
vimos. Podemos escrever entao, em S’

1
S'— L = §mv’2 +mv' - V=U(r") (3.83)

Esta expressao de L' pode ser simplificada notando que

d dr’ v
= mv' - V4+mr'- A (3.84)

onde A(t) ¢ a aceleragao instantanea de S’ vista de Sp. Mas entao

d
mv'.'V == (mr'- V) —mr' - A (3.85)
e portanto
1 d
L' = gmv®+ - (mr' - V) —mr' - A=U(r) (3.86)

Novamente, usamos o argumento da possibilidade de subtracao uma fungao
qualquer % para escrever, sem alterar as equacoes do movimento

1
L'= Emv’2 —mr' - A-U(r') (3.87)

Aplicando diretamente as equacoes de Euler-Lagrange na sua forma in-

variante
i oL _ oL’ _0
dt \ ov’ or

vem imediatamente
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dv oU
— A(t) = ——
=m o + mA(t) o
ou seja
dv ou
— =—— —mA .
m o0 M (1) (3.88)

em que mA(t) é a "forga inercial", observada em S’
Agora introduzimos um 3° referencial, S, cuja origem coincide com a de
S" (0), mas que estd em rotacao com velocidade angular €2(t) relativamente
a S’. Notar que Q(¢) tem médulo e diregdo em geral varidveis no tempo.
Como sabemos, a uma rotacao de um &angulo infinitesimal dy de um
vetor posicao r’ corresponde o vetor deslocamento infinitesimal dy X r’ em

que de 17 €.

2(1)

dl=de X'

Figura 3.5: Terceiro referencial, S
A respetiva velocidade serd entao
— =T xr=Qxr (3.89)

com 2 :‘il—‘f.

Como o vetor posigao r'(t) da massa pontual m no referencial S’ coincide
com o vetor posicao r(t) de m no referencial S (cuja origem coincide com a
de S’), temos que

AQxr'=Qxr (3.90)

e entdo, se a velocidade instantdnea de m em S for v(¢), a velocidade da
mesma massa m vista de S’ serd a composigao de v(t) com a velocidade de
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rotacao de S relativamente a S’

vi(t) =v(t) + Q) x r(t) (3.91)

Voltando a expressao do lagrangeano com coordenadas do referencial S/,

L' = %mv’2 —mr' - A-U(r') (3.92)

podemos agora exprimir o lagrangeano com as coordenadas do referencial S
L = %m [v(t) + Q(t) x r(t)]> — mr' - A=U(r)

_ %m V2(t) + 2v () - (1) x £(8)) + (Qt) x £(t))2] — mr - A—U(r')

1
& L:imv2+mv-[er]—l—%]ﬂxr]Q—mr-A—U(r') (3.93)

sendo esta 1ltima expressao o lagrangeano expresso nas coordenadas da
massa pontual m no referencial em rotagao S.

Este é o resultado fundamental que nos permitira descrever o movimento
de um projétil a partir de um ponto sobre a superficie do globo terrestre em
rotacao. Para os nossos propésitos presentes, sé falta um fator a incluir neste
lagrangeano, o efeito do atrito atmosférico.

Esta forca de atrito atmosférico deverd ser introduzida nas préprias equagoes
do movimento de Fuler-Lagrange, aparecendo como um termo "forca general-
izada"que se somard a forca gravitacional, gradiente de uma energia potencial
gravitica.

Para preparar essa inclusao de forga de atrito, nao-conservativa, é conve-
niente prosseguirmos antes de mais para o estabelecimento das equacoes do
movimento no sistema S em rotagao, a partir do lagrangeano acima, ou seja,
queremos aplicar a equagao (3.79)

d (0L oL 0
dt \ Ov or
Torna-se conveniente comegar por expressar o diferencial de L. em ter-

mos dos diferenciais das coordenadas e das respetivas velocidades da massa
pontual, isto é, de dr e de dv = dr:

dL = %md(v~v)—|—md(V‘ (€2 x r]) +
+%d(ﬂ x1)* —md (A 1) - dU(r)

1
= —m2v-dv+mdv - (Q xr)+mv-(Qxdr)+

2
+%2 (Q x 1) - (Qxdr) — mA - dr — %—U . dr (3.94)
r
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onde o
E = er(r> (3.95)
é o gradiente calculado relativamente as coordenadas r.
Mas
v (2xdr) = (v x Q) -dr (3.96)
e também
(2 xr) (2xdr) =[(2 xr)xQ|-dr, (3.97)

ambas porque a- (b xc)=(axb)-c
Substituindo em dL acima, vem

dL = mv-dv+m (2 xr)-dv+m (v x Q) - dr+

+m [(Q x 1) xQ| - dr—mA.dr — aa—[j -dr (3.98)
e, consequentemente,
9L = mv+m (2 x r)
= 40k — & L Bt (2 X V) (3.99)

:>g—f:m(vxﬂ)—i—m[(ﬂxr)xﬂ]—mA_%_g

e portanto
dor oL _
dtov  or
leva a
Q
md—v—i—md—xr—l—m(ﬂ Xv)—m(vxQ)—m[(Qxr) XQ]+mA+a—U =0
dt dt or
(3.100)
com m (2 X v) = — (mv x Q) e portanto
dv_ U A
T T "
+2m (v x Q) + m [(Q x r) x|
& md—v——a—U—mA—Fm rx@
dt — Or dt
+2m (v x Q) +m [Qx (r x )] (3.101)

onde usdmos (a x b) xc=cx (b x a).
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Esta é a equacao do movimento da massa pontual m observada no ref-
erencial em rotagao S, onde a sua posicao é dada pelo raio vetor r e a sua

velocidade pelo vetor v = %, sujeita a forca conservativa
ou
—— =V, U 3.102
= VU) (3.102)

expressa também nestas coordenadas e estando o referencial S em rotacao a
frequéncia angular 2 = |Q(¢)| em torno do eixo €2 do referencial S’
As forgas inerciais envolvidas sao

e mA: sem nome especial, devido & aceleracao A do referencial S’ em
relacao ao referencial inercial Sy.

o m (r X %): hd quem chame forga de Euler (Lanczos, 1986) e é devida
a nao-uniformidade da frequéncia angular €2.

e 2mv x 2 : forga de Coriolis, dependendo da primeira poténcia de ve-
locidade da massa pontual m.

e m{x (r x Q): for¢a centrifuga, sendo que 2x (r x ) é dirigida para
longe do eixo de rotacdo e de médulo mp$2? sendo p o raio de rotacao
(na perpendicular ao eixo de rotacao).

2 0

~— D

rxn

“)

r

Figura 3.6: Referencial das forcas mencionadas

No caso que nos interessa do Tiro Naval, a frequéncia de rotagao €2 serd
um vetor constante e nao haverd aceleracao translacional A, isto é, aparte a
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rotacao, o planeta Terra é considerado como um referencial inercial. Sobra
entao a equacao
dv ou

mE:—E—I—Zm(VXQ)—I—mQX(rXQ) (3.103)

onde € é aqui um vetor constante (orientado do sul para o Norte geografico
e com uma frequéncia angular de 27 radianos em 24 horas).

Para ilustrar, iremos calcular o desvio lateral sofrido por um projétil
lancado com uma velocidade inicial vy qualquer a partir de um ponto qual-
quer sobre a superficie da Terra em rotagao.

Sendo a forga centrifuga

mQx (r x Q) o Q% (3.104)

desprezamos este termo face ao de Coriolis m (v x ) devido ao valor rela-
tivamente pequeno de €2

Q - 2™
24x 3600
= 1,745x10%rad/s
sobre entao p a7
%
M = =5 +2m (v x Q) (3.105)
onde
Ulr) = —mgr
ou
—— = 1
= oy — "8 (3.106)
pelo que
dv
me = mg + 2m (v x Q)
d
e Y ogt2(vxQ) (3.107)

dt

Seguindo Landau and Lifchitz, vamos resolver esta equacao por aproxi-
magoes sucessivas, tirando partido do fraco efeito da aceleracao de Coriolis
face ao da gravitagdo. Assim, obtemos em 1° lugar a solucao v, (t) da equagao

dV1

& e
= Vl(t):gt—f-V()
2

t
— I (t) = gE + V()t +ry (3108)
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sendo que vq a velocidade inicial e ry a posi¢ao inicial dadas.
Agora substituimos v = v; + vy na equagao completa, usando a solucao
obtida para vy:

d d
E(V) = %(V1+v2) =g+2 (v + va) XQ
dvy dv
= d_tl + d_t2 = g+2V1XQ+2V2XQ
< %22(gt+vo)x9+2v2x9
= 2g X Qt + 2voxQ+2vyx (3.109)

Mas sendo v, uma pequena correcao a vi = gt + vy, desprezamos o termo
com vy do lado direito e sobra

d
% = 2g x Ot + 2vyx (3.110)
cuja integracao d&
dI‘g tz
Vg(t) = % = 2g X QE + 2V0><Qt + Va, (3111)
e nova integracao da
t3 t2 t3 N
I'2<t>:g>< Q§+2VOXQ§:gXQ§+VOXQt (3112)

Juntando com ry(¢) vem finalmente

gt? 2 £
I‘(t) = I'0+V0t—|—7 + (VOXQ)t +gXQ§ =

1 1
= I'(t) =Ty + Vot + |:§g —+ (VOXQ):| t2 + gg X th (3113)

Vejamos agora dois casos concretos, em que o primeiro envolve queda
livre a partir de uma altura inicial h, no hemisfério norte, por exemplo e
o segundo caso envolve tiro a partir de um ponto a superficie e com uma
velocidade inicial vy dada.

e Ao eixo na vertical do lugar chamaremos y e orientamos o eixo dos
xx segundo o meridiano do local e virado para Norte e o eixo dos zz
dirigido para Leste. Temos entao
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Figura 3.7: Representacao axial da situagao em causa

{ gxgy_ :gZ_:g 0 (3.114)
Q. = Qcosa/
Q, =0 (3.115)
Q, = Qsina’

sendo « a latitude do lugar neste contexto.
Sendo a situacao de queda livre, temos v = 0 = vogxQ =0, rg = 2Z e
temos

g x Q =¢gQsin (90° — ) Z = g cosaz (3.116)
pelo que
z(t)=0
y(t) = h — 3gt? (3.117)

z(t) = 39Qcosat®

Usando o valor de tempo de queda aproximado igual ao que se verificaria
sem aceleracao de Coriolis,

tqueda ~ - (3118)
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(visto que h = 392, ), fica

1 2h
2 (tqueda) = 599005@1/? (3.119)

1
= —+/2ghQcosc’,
3
para leste do lugar.

e Temos agora um tiro com uma velocidade inicial vy, da propria super-
ficie do globo e no plano vertical do lugar, (z,y) .

Agora é

V()XQ =X (’UngZ — ’UUZQy) +S’ (UOZQI — 'UOEQZ) + 7z (UOIQy — Vo Qx) (3120)

Yy

e o desvio lateral, segundo a dire¢ao do eixo dos zz (Leste) serd
1
2(t) = 39 (Qcosa) t* + (vo,Qy — v0,2) 12 (3.121)
onde €2, = Qcosa e ), = (¥sin o, fazendo com que
1 3 - 2
2(t) = ggﬂ cos at’® + Q (vo, sina — vg, cosa) t (3.122)

O desvio total poderd ser estimado pelo valor aproximado do tempo de
trajeto, a substituir na expressao acima.

3.5.3 Equacao do Movimento para Tiro Longo

No caso do Tiro Naval a grande distancia, em que a forca de Corio-
lis terd um efeito mais aprecidvel poderd ser mais apropriado nao usar as
coordenadas cartesianas com origem na localizacao do navio, mas sim co-
ordenadas curvilineas, ou esféricas ou cilindricas. Temos duas diregoes de
referéncia a considerar, a do vetor constante (no espaco e no tempo) € (do
polo Sul para o pélo Norte), e a do vetor de aceleragao da gravidade, g(r),
na dire¢ao radial ao longo da trajetéria (e para o centro da Terra). Como
tal, g(r) ndo serd um vetor constante (visto que vai mudando de diregao
ao longo da trajetdria) e, em consequéncia, é aparente que serd mais conve-
niente operar em coordenadas esféricas, em que g(r) s6 terd uma componente
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(g(r) = —g(r)é,), decompondo o vetor de frequéncia angular 2 em compo-
nentes esféricas, nas quais terd uma componente (constante) na radial e uma
componente (constante) na diregao do versor do angulo polar 6':

Q = Qcosbé, —Qcos(90°+0) &y < (3.123)
& Q =0cosbé, + sin e,

onde, na realidade, o angulo polar # ird variando ao longo da trajetdria.

b

S

Figura 3.8: Referencial de tiro longo

A equagdo movimento continua a ser (para €2 constante e desprezando a
aceleracao centrifuga)

dv ou
M= e +2m (v x Q) (3.124)
com 50
— = —myg(r)é, (3.125)

or
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3.6 Inclusao de Forcas Nao-Conservativas

3.6.1 Inclusao de Forcgas Dissipativas nas Equacoes de
Euler-Lagrange

Suponhamos um sistema de N particulas, 3N graus de liberdade com
massas mq,Ms, ..., my. Em componentes cartesianas, a 2* Lei de Newton
permite escrever:

Foy = maiy, Fy, = magj, Fp = miZ;

sz = m2i27 Fy2 = m2ﬂ2, Fzz = m222 (3126)
FxN = mNS.L"N, FyN = mNng, FZN = mNéN
e, como vimos, podemos passar das 3N coordenadas cartesianas
(21,91, 21, T2, Y2, 22, -, TN, YN, ZN)
paran = 3N —C coordenadas generalizadas (q1, g2, ..., ¢x ), COM mMenos graus
de liberdade - agora s6 n - devido a possiveis constrangimentos, em nimero

C. Teremos entao, parat=1,2,..., N

Li = T (Q17 q2;,---5Qn, t)
Yi = Yi (q1, 925 -+ Gn, t) (3.127)
Zi = % (CI1,C]2, ooy Qny t)

em que o referencial associado as coordenadas generalizadas (q1, g2, ..., ¢n)
poderd estar em movimento qualquer em relacao ao referencial inercial carte-
siano inicial - daf a possibilidade da dependéncia com t e também por uma
possivel variacao temporal dos contrangimentos.

A estas coordenadas generalizadas correspondem um igual nimero de
forgas generalizadas (o que exclui as for¢as de constrangimento eventualmente
presentes uma vez que nao executam trabalho: por exemplo, a for¢a de reacao
da superficie de um plano inclinado nao tem nenhum movimento fisicamente
possivel que nao lhe seja ortogonal).

Partindo das 3N componentes cartesianas das forcas presentes neste sis-
tema de N particulas, as quais correspondem n graus de liberdade, inferi-
ores a 3N se houver constrangimentos, podemos obter as n componentes
das forgas generalizadas (que, como ji vimos, nao tém de ser medidas em
newtons) através das relagoes

N
F=Y £, 0% g Wi g 0T (3.128)
qr T — xl&Cb‘ yiaqr Z4 aQr .
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comi=1,... Ner=1,..,n.
Estas forcas generalizadas, de componentes Fj, , podem ser conservati-
vas ou nao. Se forem conservativas, sao derivdveis de uma funcgao energia

potencial U(q1, ¢z, ..., ¢n), como vimos atrés, tal que
ou
F, =— 3.129
qr aqT ( )

As que nao forem conservativas nao poderao ser expressas desta forma,
visto que a elas nao corresponde nenhuma funcao energia potencial. Podemos
entdo dividir o conjunto de componentes {F;, } das forcas generalizadas numa
parte conservativa e noutra parte dissipativa.

Recordado a exposigao feita atrds sé com forgas conservativas, escrevere-
mos agora

d (0T aT
at o, = L F 3.130
dt (aqr ) 8q’/‘ 4rconservativa + Arnao—conservativa ( )

ou seja, deixamos que a componente g, de for¢ca generalizada contenha uma
parte conservativa e outra parte dissipativa, ou seja,

d (0T oT oU
p - =—5-+F 3.131
dt <8qr) dq, dq, - I gissipativa ( )

e, como U{F,, } ndo depende, por hipétese, de ¢, (como atréds) também serd

d [0(T-U) 0
T | T T-U)=F 3.132
dt |: aqr :| aQT ( ) drgissipativa ( )
o d (0L oL
I —o— =L 3.133
dt (aQT) aqT qrdissipativa ( )
onde, como é evidente, L = T — U s6 inclui as interagoes conservativas do
sistema, ao passo que I do lado direito s6 inclui as interacoes nao-

qrdissipativa

conservativas, tais como o atrito. Chegdmos portanto a uma generalizacao
das equacoes do movimento de Fuler-Lagrange, mas agora incluindo a pos-
sibilidade da presenca de forcas nao-conservativas, ou dissipativas.

3.6.2 Diversas formas de Forcgas Dissipativas

Em geral, admitimos que as forcas dissipativas sao proporcionais a uma
poténcia em geral inteira, mas nao necessariamente, da velocidade do ob-
jeto movel relativamente ao fluido dentro do qual se move. Mais geralmente,
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poderd ser expressa por uma série de poténcias de velocidade, naturalmente
truncada na pratica, em que os préprios coeficientes poderao ser nao con-
stantes mas funcao das coordenadas ou do tempo.

No nosso caso concreto, poderemos supdr que em voo supersénico a forca
de atrito atmosférico depende do quadrado de velocidade, no caso mais sim-
ples, mas na realidade tornarem em consideracao que o préprio coeficiente
de atrito C'p é também funcao dessa mesma velocidade, o que complica sig-
nificativamente a obtencao das trajetérias.

Nos casos mais simples tomamos entao Fp = av™ sendo Fp a forca de
atrito atmosférica e com a poténcia n dependente de situacao concreta. Al-
guns tipos de valores de n sao:

e (Caso das forcas de friccao entre duas superficies sélidas: n = 0, Vv.

e Caso das forcas viscosas sobre um objeto sélido movendo-se num fluido
a velocidades subsénicas: n = 1.

Caso das forcas de atrito mais gerais sobre um objeto sélido movendo-se
num fluido a velocidades supersénicas: n = 2.

Outros casos: Fp = ag+ a1v + CZQ’U2 + agv?’ + ... onde v aqui representa
o médulo da velocidade.

Tomando este tltimo caso, mais geral, podemos escrever as respetivas
componentes cartesianas, sendo o sinal negativo resultado evidente de a forca
se opdr ao movimento, em cada dire¢ao (Wells, 1967):

FDx = — (ao + av + a21)2 + a3v?’ + ) cosf, =
= —(ag + a1v + agv® + azv® + ...) &, com v, = &
) 5 © - (3.134)
Fp, = —(ao + a1v + azv® 4+ azv’ + ...) %, com v, =
Fp, = — (ap + a1v + azv* + azv® + ...) %, comv, = 2

Por transformacao de coordenadas, podemos obter as componentes de
forca de atrito generalizada segundo cada coordenada generalizada, partindo
das componentes acima para cada uma das particulas do sistema.

3.6.3 Forcas Generalizadas a partir de Fungoes de Potén-
cia

E importante, como temos salientado, poder exprimir as grandezas inter-
venientes, como as forgas de atrito, num sistema conveniente de coordenadas
generalizadas, e nao somente em coordenadas cartesianas e respetivas veloci-

dades.
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Um dos possiveis caminho para determinar as componentes das forgas
generalizadas, quer dissipativas quer conservativas, ¢ definindo uma funcao
poténcia, P:

N
= / > (Frdi; + Fydy; + F.,d%) (3.135)
=1

onde N ¢é o n° de massas pontuais e estando nés aqui em em coordenadas
cartesianas, P tem dimensoes de poténcia (energia X tempo™'), como se vé
diretamente.

Agora, se as forcas dependerem das coordenadas, das velocidades e do
tempo tal que se verifica a condicao

OF,  OF,
- t 3.136
B O (3.136)

entao o diferencial Fy dx; + Fy,dy; + F.,dz; é exato pelo que ¢ verdade que

F,, =5
Fy = 2; (3.137)
F‘zZ = gé.

com x;, Yy;, z; €t constantes nestas derivadas parciais. Mas j& vimos atras
que

N
ox; y; 0z
FqT:Z(F B0 + F,, D F£> (3.138)
=1

pelo que substituindo F,,, I, e I, aqui, se tem

N

w= 2.\ 55,00 " 95,04, " 0% 00,

Ora, como também jd vimos atrds, da igualdade

Z Oz (3.140)

8q]

deduz-se imediatamente que

— = 3.141
9, ag, (3.141)
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e substituindo na expressao de F}, acima, vem

N
OP 0i; 0Py 0P 04
F pu—
DY (aab,- Jir 0504, | 0% 8@)
F, = g—(]; (3.142)

e, assim, podemos integrar forcas de atrito nas equagoes do movimento de
Euler-Lagrange:

d <8L) OL _ OPuissipativa (3.143)

dt \9¢, )  d¢ g

para cada coordenada generalizada ¢, (em igual n® ao de graus de liberdade
do sistema). Determinada a funcdo lagrangeana

L(qr, Gr,t) = T (Gry t) = U (gr, 1) (3.144)

e a fungao poténcia P(q., ., t) apropriadas para a situagao concreta, o movi-
mento das massas do sistema, sujeitas a forcas conservativas e a forcas disipa-
tivas, serd obtido pela resolucao dos sistema de equacoes de Euler-Lagrange
acima, com tantas equacoes quantos os graus de liberdade do sistema em
causa.

Vejamos entao alguns exemplos de forcas dissipativas, todas na forma de
uma funcao ¢, das coordenadas, do médulo da velocidade e do tempo:

Fy = ¢, (951', Yis Zivt) (3-145)

para cada massa pontual m;.

Usamos aqui coordenadas cartesianas, mas quaisquer coordenadas gen-
eralizadas seriam possiveis. Projetando sobre as trés direcoes cartesianas,
temos
b (@i, Yis 2i, vis t) Uvi = ¢; (i, Ys, 2, Vi, t) i_

Gi (i, yis 2, vis ) 3 (3.146)
G; (@i Yis 20,0, 1) 2

P,
Fyi

1
com v; = (% + y? + 22)2.
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Neste tipo de expressao para a forga de atrito temos que

OF, _ 0 (, &
al]z‘ B a?)z’ ivi

83

L0 (6
B Zayi U;
N Z(%i (o ﬁyz
0 : i
= I - = .14
Y ou, (Uz) (U) (3.147)
visto que
@vi . 0 9 9 9 %
o oy TE A
1 1
Yi
= £ .14
. (3148)
Do resultado oF i 0 (0
L = RAL .14
8%‘ v; O0v; (%) (3 9)
tiramos logo
8.731 N (5 (%i (5
oF,.
= — 3.150
Y ( )
e também OF OF
LR | 3.151
O 0 ( )

e portanto estamos nas condicoes que permitem concluir que a integranda na
expressao de poténcia P apresentada anteriormente é de facto um diferencial

exato pelo que podemos escrever

N
P = / > (Frdi; + Fydy; + F.,d%)
=1

N . . .
/ > (@- Sy + o Ly + ¢ ﬁdzi)
i—1 U Vi (%
N ¢
/ D= (ddids + gadi; + 2id2) (3.152)

i=1
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1
Mas sendo v; = (2 + 72 + 42)2, temos dv; = 2% di; + 2 dyy; + %dzi onde

asz ayl
6 [ 1 . . Lo\ —1 . 'i
az-} = 5 @) i) = (3.153)
€T; v;
Qv Lo o ov—5 /o, Yi
oo = o @A) T (20 == (3.154)
Yi ;
6 i 1 _1 ‘i
82. = (@l &) 7 (2a) = % (3.155)
pelo que
dv; = &dxz + %dyz + ﬁd,éi —
Vi (% Vi
1
= — (@@ + gidyi + d%) (3.156)
e portanto

N
P = / > o, du; (3.157)
i=1

com ¢; = ¢; (5,Yi 2 ) -
Como casos particularmente importantes, consideremos

F, = ¢, (zi,vi, 21, t) = a;0) (3.158)
Consequentemente
N
P = / Z a;v; dv;
i=1
N
= Zai/vfdvi
i=1
N 1)7-1+1
= > a (3.159)
—~ n +1
ou seja,
T
Fi=an! ~ P= ut 3.160
it o= g 3o (3160
Para simples fric¢ao, temos
N
nzOHF}:aiHP:Zaivi. (3.161)

i=1
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Para atrito viscoso temos
|
n=1- F,=auv] <—>P:§§aivf. (3.162)

A fungdo poténcia, descrita na expressao (3.162), é a chamada funcao de
dissipagao de Rayleigh.
Para um projétil supersénico com n = 2 temos

N
1
F,=an’ — P = 3 > anf. (3.163)
=1

Havendo presenca simultdnea de vérios tipos de funcao dissipativa, entao
a funcao poténcia é a simples soma das funcoes poténcia correspondentes a
cada um dos tipos de forca dissipativa. Serd o caso da forca dissipaiva do
atrito ser representado por um polinémio de poténcias de velocidade. Na
realidade, usaremos o resultado geral

N

1
Fi=ap) < P =~ — 2 aut (3.164)

mesmo que 1 Nao seja inteiro.

3.6.4 Aplicacao

Vejamos um caso concreto, com uma sé massa pontual em movimento a
3D, sujeita a uma forga de atrito proporcional & n-ésima poténcia do médulo
da velocidade,

avn+1

n+1

e iremos obter as respetivas componentes (de Fy.i1,) a partir de Pyypito, quer

em coordenadas cartesianas, quer em coordenadas esféricas. De seguida,

voltaremos a deduzir as componentes desta forca em coordenadas esféricas
mas partindo das componentes em coordenadas cartesianas.

Seja qual for o método utilizado, as equagoes de Euler-Lagrange a resolver

serao do tipo
d (0L OL
dt “ag, 1
dt (aqr) 6’q,, drg;ssipativa (3 66)

em que reservaremos as forgas dissipativas (de atrito) ao lado direito da

equacdo, juntando as forcas conservativas no termo 2% do lado esquerdo

9qr
(forca gravitica, e.g.).

(3.165)

_ n _
Fatrito =av < Patm’to -
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Coordenadas Cartesianas

Aqui é
ds = dvz + dyy + dzz (3.167)

e portanto

ds

dt

de . dy. dz,
EX"_% +%Z
= z(t)x+yt)y + 2(t)z

e, claro,

N|=

v=[2*(t) + §°(t) + £3(t)] (3.168)
pelo que a fungao poténcia (dissipativa) é

a n+1

n+1

(& +97 +2°) 2 (3.169)

Pdissipativa =

Entao

Ja anissipativa
Tdissipativa - ax
a n+1,. 2 .9 22\ 5 .
= 2
1 2 (& +9°+ 2 ) (2%)

n+1 -1

= a(#@+P+2)7 @
= a(UZ)nT_lx'

= aiv" !

()

= av"cosay, (3.170)
Seguindo o mesmo raciocinio para os outros dois eixos

apdissipativa
Fydissipativa - 8y

= ayv”’l

()

= av" cosay (3.171)
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o apdissipativa

Zdissipativa 62

= az" !

z

= av" | —

v
= av"cosa, (3.172)

Claro que
1
2 2 2 2 . _ n

Fl’dissipativa + Fydissipativa + deissipativa:| - |Fdzss‘ = av (3173>

Como queremos que a forca de atrito se oponha, naturalmente, ao movi-
mento, serd necessario ter a < 0.

Coordenadas Esféricas

Para obter as componentes de forga de atrito em coordenadas esféricas
teremos primeiro de expressar a fungao poténcia dissipativa em coordenadas
esféricas. Ora, nestas coordenadas é, como sabemos

ds = dr# 4 rd00 + r sin 0dp( (3.174)
pelo que
ds dr do - dy
e _— = — r —9 1 9_ >
v 7 dtr—i_rdt + 7 sin dtgo
= 77+ 7100 4+ rsinfpp (3.175)
© 1
v=|v|= (7‘“2 +720° 4 12 sin? 499'02) ’ (3.176)
Consequentemente
av" 2 2% 222\
Pdiss—n+1—n+1<7" +7°0" 4+ r*sin ng) (3.177)
e n
Fo = av” = a (7*2 + 720" + 12 sin? egoZ) ’ (3.178)
Entretanto, a relagao geral
P
F, = 0 (3.179)

qr aqr
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dé-nos as respetivas componentes:

aniss

FTdiss 8,’:,

n+1

a 2

0

orn+1
0 - =

= nj—l% [<f2+r26’2+r2sin29§02> 2]

1 . n+1_1

S (f2+r292+r2sin20¢z2)2 (27 +0+0)
+1 2

"

(7'3 +r20° 4+ % sin? 9@2>

n—1

n
(2 2)2 2.:2n-2\ 2

= ar (7 +r°0 4+ r°sin“fp
ar

! (3.180)

aPdiss
Fadiss = 89
9

n+1
= | (72 sin?0p?)
n+190
1 :
= nj—ln; (732 —1—7’292 +7’2sin20gb2) ’

'n+1_1

(0 + 1220 + 0)

n—1

= ar?f <7’“2 + 2 + 72 sin? 9§02>
= ar’fn? (3.181)

aniss
Fwdiss ago
5 : 2
= nj—l(r)_ {(7’“2 +r202 +7‘281n20g02> ? ] =
a n

¢
+1 -1

= 31 2 <7'“2+7’292—|—7’2Sin29<,'02> ’ (0—|—O+r28in29+2§0):

n—1

= a (7'"2 + 207 + 72 sin? 9¢2> : (7"2 sin? 94,'0) =
= ar’psin? ™! (3.182)
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Obtengao das Componentes dissipativas em Coordenadas Esféricas
a partir das obtidas em Coordenadas Cartesianas

Vamos exemplificar a aplicagao de expressao

Ox dy 0z
F=r2 g% g% 3.183
” g Vg g, (3.183)

re-obtendo as componentes de forca de atrito em coordenadas esféricas. Ora,
sabemos que as relagoes entre as coordenadas cartesianas e as esféricas sao

x=rsinfcosy, y =rsinfcosyp, z =rcosl
{ 7Y ? (3.184)

r= (2% +y*+ 22)% , 0 =cos! (f) , o = tan! (3)

T

onde r é a distancia na radial & origem, 6 o &ngulo polar e ¢ o &ngulo azimutal.

e Para componente radial de Fy;ss, F;,.., temos
ox y 0z
F. =rF —+F —+F — 3.185
diss diss 87, + Ydiss 67‘ + diss a’f‘ ( )
onde

‘9—f = sin # cos ¢

o2 = sinfsin g (3.186)
% = cos

Substituindo, vem

= aiv™ 'sinfcosp + agv™ 'sin b cos o + aiv™ ! cos 0(3.187)

Tdiss

= av" ! (isinfcosy + ysinfsin g + 2 cosd)
Mas
1
ro= (P +y*+27)2
d 1 1d
= d_:; =7 = §(I2+y2+22)2 7 (® + 9> + 27)
.11 . . :
= =50 (2xd + 2yy + 222)
r
_xrtyy+ 2z
B T
= —I+ gy + -z
r T r
= sinf cos pi + sin 6 cos py + cos Oz (3.188)
e portanto
re, = @V = arv" T (3.189)

como atrds, diretamente de Py, expressada em coordenadas esféricas.
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e Para a componente polar de Fy;s,, Fpy,,.., temos

onde

pelo que

Mas

e também

ediss

ox Jy 0z
F =F, —+F, —+F — 3.190
Odiss diss ae + Ydiss 89 + diss 69 ( )
8—;” =rcosfcosp
55 = rcosfsingp (3.191)
% = —rsinf

aiv™ 1 r cos @ cos @

Hagv™ ' cos Osin ¢ — azv™ rsin 6

= arv" " (i cosfcosp + jcosfsing — Zsinf) (3.192)

d d
= d—f == (rsinf cos )
= 7sinfcosy + rcosbf cosp + rsinf (—sinp) ¢
= & = 1" sin f cos ¢ + 6 cos 0 cos ¢ — ¢ sin O sin @ (3.193)
i = 7sinfsin ¢ 4 rf cos O sin ¢ + r¢psin 6 cos (3.194)
s =7cosf —rfsind (3.195)

e substituindo em Fy, __ fica

Fediss

<7'“ sin 0 cos ¢ + 76 cos 0 cos p — r¢ sin 0 sin gp) cos  cos p+
arv + (7 sin 6 cos ¢ + r0 cos 0 sin o + r¢sin 0 sin go) cos f sin p—

— (rcosf — r@sin@) sin 0
[ 7 sin 6 cos 0 cos? ¢ + 10 cos® 0 cos? p — r¢ sin 6 cos 0 sin ¢ cos o+
arv +7sin 6 cos O sin? ¢ + r¢ cos? O sin? p+
+r¢sin 0 cos 0 sin ¢ cos  — 7 sin f cos § + rf sin? 4

7 sin @ cos (cos2 © + sin? go) — rsin 6 cos 0+
+70 cos? 6 (cos2 © + sin? gp) + 107 sin? 0 +0

_ n—1
Fy,...=arv

arv™ ! [r sinf cos — 7sin 0 cos O + 0 (0082 0 + sin? 0)]

arv™ ! [7’0}
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= Fp,.. = ar?fp™! (3.196)

como atrés, diretamente de Py, (1,0, ) .

e Para a componente azimutal de Fy;s,, Iy, , temos
ox oy 0z
F(pdiss = deiss % + Fydiss % + deiss % (3'197)
onde
g—g = —rsinfsinp
% :g’sinﬁcosgo (3.198)
g =V
pelo que
. = ai0" " (—rsinfsin ) + agv™ ! (rsinf cos @) (3.199)

Substituindo os resultados de & e ¥ j4 deduzidos acima, vem

Oins arv™ ' sin @ (—i sin ¢ + 1 cos @)

<rgb sin fsin? ¢ — 7 sin 0 sin ¢ cos ¢ — 76 cos @ sin p cos 4,0) +

n

= arv" 'siné )
+ <7A sin 6 sin ¢ cos ¢ + 76 cos 0 sin ¢ cos gp) + r¢psinfsin? ¢
= F,,.= arv™ tsin 6 [7“@ sin (sin2 © + cos® <p)]
= arv" 'sind [r¢sin 6]
= ar’psin® ! (3.200)

como atras, diretamente de Py (7,6, ) .

E de notar que estas forcas generalizadas nio tém de ter dimensées de
forga.

Finalmente, expomos o sistema de equagoes de Euler-Lagrange que terfamos
que resolver, por exemplo em coordenadas cartesianas, para um projétil no
campo de gravidade homogéneo e segundo o sentido negativo do eixo vertical
dos yy, sendo o eixo dos xx na horizontal e no plano de tiro:

m

L=T-U=
2

(i* + 97 + 2°) — mgy (3.201)
antrito = a/','U (','U2 _|_ y2 + 22)
Fyatrito = a'y (xQ + y2 + 22)
=az (% + 92 + 3?)

n—1
n—1

(3.202)

n—1

2
2
2

Zatrito
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com a < 0 e portanto vird por aplicacao das equacoes de Euler-Lagrange,

d {01 2 2 52
E{%[im(x +y —|—z)—mgy}}

0 |1
= i (PP + )7 (3.203)
d o |1
0 |1
“9 {im (i* + 9>+ 2°) — mgy]
= ay (2 +9° + 2% = (3.204)
afoi|l1 . . :
7 {% [Em (332 + 7+ 2’2) - mgy] }

0

0z
n—1

= ai (i +57+2%) 2 (3.205)

Bm (:i:2 + 97 + 2’2) — mgy}

que se simplificam, numa primeira fase, para

1

mi = ax (* + 9> +3%) 2
n—1
mij —mg = ay (¥? + 9> + %) 2
n—1

mz = az (¥* + 9> + %) 2

(3.206)

sistema de equacoes diferenciais que teria de ser resvolvido tomando em con-
sideragao as condigoes iniciais sobre (x,y, z) e sobre (&, 9, 2) .

Efeitos adicionais como, por exemplo, o da forca de Coriolis, teriam de
ser incluidos no lagrangeano L atrds, como ja vimos atrds, num sistema
de coordenadas apropriado. Além disso, ndo concretizamos o valor do ex-
poente n na forca de atrito, podendo ser, ele préprio, funcao da velocidade

instantanea, (2% + 3° + 22)%, o que iria complicar substancialmente a res-
olucao daquele sistema de equacgoes gerais. Concretamente, serd o caso de
um projétil lancado a velocidade supersénica (n = 2) consoante vé perdendo
velocidade na sua trajetoria.

Nesta temdtica, nao foram feitos quaisquer procedimentos em MATLAB
visto que o tratamento realizado na formulagao Newtoniana j& foi suficien-
temente extenso. Com isto, o propdsito é abrir caminhos para outros alunos
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complementarem o que jd se fez no programa, desta vez com os efeitos de-
scritos por Euler-Lagrange, de forma que, num software e com um tnico
formalismo geral de base (as equagbes de Euler-Lagrange) ir acrescentando
de forma sistemdtica "camadas"de diferentes efeitos para uma precisao cada
vez maior. Por exemplo, outros tipos de atrito, efeitos giroscépicos etc.
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Capitulo 4

Trajetorias com Forca de Atrito
explicita

Nesta seccao vai entao ser estendido o estudo do movimento de projéteis
na atmosfera mantendo a forca de atrito atmosférico supondo regimes de
forgas deste atrito proporcionais a varias poténcias da velocidade, no intervalo
de [1,2] e ndo ao seu quadrado como foi feito anteriormente.

4.1 Poténcia da Velocidade como Parametro
livre

O problema do movimento de projétil bidimensional para o qual a forca
de atrito é proporcional a véarias poténcias da velocidade da particula foi
resolvido por John Bernoulli em 1711.

Comecaremos entao por admitir o seguinte sistema de equacoes, em que
é de certa forma semelhante ao exemplo estudado aquando do atrito propor-
cional ao quadrado da velocidade com resolucao numérica, mas agora com
o expoente n a variar, sendo que as representacoes numéricas obtidas pelo
meio de graficos mostrarao diversas simulacoes com os diversos n admiti-
dos. Serve este estudo para saber o quao sensivel é a trajetoria para estes
diferentes valores de n.

95
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Seguiremos entao com as equagoes iniciais ja deduzidas atrés

Zn‘fo = —%pAC’DV” cosf
m% = —%pACDV” sinf — mg

dvs 1 n Vg
- { N W—l—%PACSV v
= —5:pACDV"sinfl — g

Lin_
doe — — LpACD (v? +v§)2( 2 Uy

dvy 1 A 2 2)3(n—1)
= 2mP D(vw+vy) Uy —9

A partir daqui hd que seguir com uma resolucao admissivel, ou seja,
de modo numérico, através de MATLAB, em que é necessdrio criar alguns
pardmetros no novo sistema de equacgoes.

Com
le—f:vx—x—z (4.1)
e
dy
dt =Uy =Y =w, (4.2)

como feito atras, fica o sistema de equacoes de 1* ordem

T =z

y=w
. 1 2 2\ "5t (4.3)
= —5-pACp (> +w*) * 2

1

W = —5-pACp (2* + w2)n2 w—g

Para a continuacao do problema e visto que hd muito desconhecimento
dentro deste dominio, admite-se que as varidveis envolvidas nas expressoes
inicialmente apresentadas nesta seccao que constituem a forca de atrito tém
o mesmo valor relativamente ao caso do atrito proporcional ao quadrado
velocidade.

Este é um dos caminhos que ird ser adotado pelo nosso modelo em que
ao escolhermos n = 2, n = 1 ou qualquer outro n nos dard as respetivas
trajetérias balisticas, cada uma com o seu comportamento como ird ser pos-
teriormente apresentado.
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Trajectorias balisticas
T L)

Alcance{m): 66337

Altura (m)

4000

-

I 1 I ' i

I

Altura (m): 9615

Velocidade vértice (m/s): 748.7453
1| Velocidade terminal (m/s). B67.9157
Deriva giroscopica (m): 0

ATRITO o "

§ VEL. INICIAL = 870 m/s
ANG. INICIAL = 30°
1 Cp CONSTANTE

10000 20000 30000 40000
Alcance (m)

50000  GOOOO

70000 n=1

Figura 4.1: Trajetoria balistica, com atrito a variar com poténcias n da

velocidade v,

emquen =1

Trajectorias balisticas Alcance(m): 63004
10000 | [ ' ' ' ' i 1| Attura (m): 9365
Velocidade vertice (m/s): 718.5195
L 1| velocidade terminal (m/s): 819.1072
g 6000 F || Deriva giroscépica (m): 0
@
2 w00t ] ATRITO o< p"
2000 - _ VEL. INICIAL = 870 m/s
ANG. INICIAL = 30°
8 H ! ; H i L C, CONSTANTE
1] 10000 20000 30000 40000 50000 60000 n=13
Alcance (m)
Figura 4.2: Trajetéria balistica, com atrito a variar com poténcias n da

velocidade v,

em quen = 1,3

6000

4000 1

Altura (m)

2000

Trajectorias balisticas

' 1 L ' I

o L
0 5000

10000 15000 20000 25000
Alcance (m)

30000 35000

40000

Alcance(m): 36652

Altura (m). 6875

Velocidade vértice (m/s): 432.7438
Velocidade terminal (m/s): 497.1474
Deriva giroscopica (m): 0

ATRITO < v"

VEL. INICIAL = 870 m/s
ANG. INICIAL = 30°
€, CONSTANTE
n=1,7

Figura 4.3:
velocidade v,

Trajetoria balistica, com
em que n = 1,7

atrito a variar com poténcias n da
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. : Trajac‘?brias hallstlicas . . Nmnw{m]: 12300
_— || Altura (m): 3084
Velocidade vértice (m/s): 191.0769
2500 1| Velocidade terminal (m/s): 259.9665
E 2000 || Deriva giroscopica (m): 0
g
= 1500 1 ATRITO o< 1"
1000
VEL. INICIAL = 870 m/s
500 ] ANG. INICIAL = 30°
a i . . i . : Cp CONSTANTE
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 n=2
Alcance (m)

Figura 4.4: Trajetoria balistica, com

velocidade v, em que n = 2

atrito a variar com poténcias n da
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4.2 Front-end em MATLAB

Através da apresentacao do front-ent em MATLAB para a imposicao
versatil dos parametros de tiro e da explicacao de cada uma das seccoes que
estao disponiveis para o utilizador selecionar e escrever os valores ou casos
a partir dos quais se queiram obter resultados, pressupoe-se que os futuros
utilizadores desta ferramenta (maioritariamente cadetes da EN) a usem para
analisar resultados obtidos através dos grificos com a anterior introducao de
dados de entrada e sendo esta ainda uma ferramenta em construcao, sugere-se
que se va aperfeicoando aos poucos até os erros serem cada vez menores, com
a inclusao de mais fatores que influenciam a trajetoria balistica. O cédigo
do programa apresenta-se no Apéndice B.

Segue-se a visualizacao geral do programa

Variaveis de entrada Resultados
Velocidade inicial (mfs): 870 Lonaldarar. apito:: .
| I o [ am NEO Velocidade
Angulo de disparo (°): . 40 Basear atrito em Mach: [ Manter graficos .
Al = i SiM | nAo T ||
. 2 w X
Poténcia do atrito da velocidade: 2 [T Caleulo automatico =0 A
[ 1] CelMax: i
E
Coeficiente de atrito: 0.4 CdMin: [ o
; @ Resutados — O % g 400
A 0| i | s
Deriva Girescopica: > - — i
Calibre {mm): 100 - . Alcance{my: 12077 200 ot e
SIM | NAO Altura (riy 4483
Janela 1: 4 Velocidade da Trajecténa - Velocidade vartice (m.-s;-_ws.u?:: 0 | | | |
Velocidade lerminal (mis): 258 1012 a 10 20 30 40 50 60 T a0
Janela 2: 1 Trajectdria v Deriva girosedpica (M) 0 Tampo (s)
A il o) s Trajectbrias balisticas
Massa projéctil {kg): 138 Gravidade (m/s): 98 T T T
Alcance maxima (m): 17000 Densidade (Kgfm3): 12034 1000+
[ Consid para dar _
E 3000
Latitude [N+/5.): 0 =
Marcagao Plano tiro (%) 0 g: 2000
Cosf. Dif. Angula: 0
Coel. Dif. Velocidade: 0 1000
Vento fmis): 0 Considerar Coriolis: | | | \
S MAD u
Rumo do vento: 0 = i 0 2000 4000 5000 a0 10000 12000
Alcance (m)

Figura 4.5: Front-end do MATLAB

Os parametros de entrada mais usuais podem ser escolhidos através dos
seguintes sliders representados
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Velocidade inicial (m/s): 870
g [
Angulo de disparo (°): 30
4 | i
Poténcia do atrito da velocidade: 2
Rl |»]
Coeficiente de atrito: 03
‘I I d

Figura 4.6: Parametros de entrada

em que se escolhe a velocidade inicial do projétil a considerar, seguida-
mente o angulo de disparo, depois escolher a poténcia da velocidade, entre
1 e 2, sendo que o primeiro refere-se ao caso em que o atrito é proporcional
a velocidade, o outro é quando o atrito é proporcional ao quadrado da ve-
locidade, sendo que os outros niimeros decimais intermédios sao as diferentes

variacoes de n.

Na figura (4.7) é onde se seleciona o calibre da arma e de referir que a
janela onde vai ser apresentado o grifico e que nos interessa essencialmente
¢ a janela 2, porque a janela 1 encontra-se ji colocada no programa mas
aguarda os futuros desenvolvimentos neste projeto, onde se poderao escolher
as diferentes secgoes representadas na figura (4.8).

Calibre (mm):

Janela 1:

Janela 2:

100 v
1. Distancia da Trajectadria v
1. Trajectdria v

Figura 4.7: Calibres e janelas
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Janela 1: 1. Distancia da Trajectoria v

Janela 2: 1. Distancia da Trajectoria
2. Altura da Trajectoria
3. Mach vs Atrito

4. Velocidade da Trajectoria
Massa projectil (kgJ: o0 oravid

Altura inicial (m

Figura 4.8: Janela 1

A figura (4.9) indica a altura inicial, que normalmente apresenta o valor
0 como origem, sendo que a massa do projétil é automaticamente colocada
consoante a escolha que se fez no calibre e o alcance méaximo que teoricamente

esse projétil é capaz de ter. A gravidade e a densidade sao apenas constantes
e tém cardter informativo.

Altura inicial (m): 0
Massa projéctil (kg): 135 Gravidade (m/s): 9.8
Alcance maximo (m): 17000 Densidade (Kg/m3): 1.2034

Figura 4.9: Altura inicial, carateristicas do projétil e constantes

Em trabalhos futuros, em que se possam adicionar, como ja referido ante-
riormente outros fatores importantes a ter em conta para obtencao de gréficos
mais realistas, temos o representado na figura (4.10)

[[] Considerar parametros secundarios:

Latitude (N+/S-):

Marcagao Plano tiro (°):

Coef. Dif. Angulo:

Coef. Dif. Velocidade:

Considerar Coriolis:
SIM NAO

Vento (m/s):

(== B = = =S = =}

Rumo do vento:

Figura 4.10: Parametros a serem usados futuramente

Uma parte também importante e que também faz plenamente a diferenca
e que constitui também o estudo desta dissertacao é o comportamento do
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atrito. Ou seja, na figura (4.11) é possivel ter a decisao de escolha entre
incluir o atrito atmosférico ou nao e em caso afirmativo, decidir se admite
que o coeficiente de atrito se mantém constante, facto que foi sempre referido
nas aulas da cadeira de Balistica e Tiro ou entao optar por seguir a teoria de
que o coeficiente de atrito altera ao longo da trajetéria com o comportamento
do grafico modelo (2.6). A opgao deriva giroscépica encontra-se também aqui,
podendo ser utilizada de acordo com o principio referido na equagao (1.6)

Considerar atrito:

SiMm NAO
Basear atrito em Mach:
SIM NAO
CdMax: 0
CdMin: 0

Deriva Giroscopica:

SIM NAO

Figura 4.11: Paradmetros a serem usados futuramente

Quanto a parte mais grafica e com obtencao de resultados, temos as 2
janelas j& referidas anteriormente sendo a figura (4.12) a janela 1 e a figura
(4.13) a janela 2.

Velocidade

800 |
Bw -\

400

Velocidade (m/s)

200

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Tempo (s)

Figura 4.12: Janela 1
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Trajectoria com atrito
T L} T

3000

Altura (m)
%]
=
(=]

et

=

(=]
T

| L 1 1 ! Il 1

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Alcance (m)

Figura 4.13: Janela 2

Para finalizar as 3 sec¢oes que se encontram no canto superior esquerdo
que apresentam as seguintes informacoes

Ficheiro Dados Ajuda
Exportar Plot 1 (.EPS) Carregar exemplo Descrigdo do Programa
Exportar Plot 2 (.EPS)
Limpar
Sair

Figura 4.14: Seccoes superiores

Este é entao um programa em MATLAB que permite obter trajetérias
balisticas de acordo com os parametros inicialmente escolhidos pelo utilizador
permitindo analisar as correspondentes trajetérias. Esta andlise encontra-se
no capitulo seguinte.
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Capitulo 5

Analise e Discussao de
Resultados

Apés as diversas dedugoes, esquematizacoes e resolugoes analiticas e
numéricas, avangcamos para uma sec¢ao com exemplos mais praticos, onde
irao ser apresentados indmeros graficos em que a partir daf e com a relagao
entre uns e outros deverd ser feita uma andlise e discussao dos resultados
adquiridos. Uma tabela final serd preenchida tendo em conta resultados
anteriormente adquiridos por um manual de balistica, de modo a que haja a
possibilidade de haver uma comparacao entre ambos e que se possa fazer a
sua avaliagao.

5.1 Trajetoria Balistica sem Atrito

Pegaremos inicialmente na simulacao da trajetéria balistica sem atrito
da peca de 100 mm que ird ser analisada quanto ao seu comportamento.

Aqui, vai apenas haver alteracao do angulo de disparo, sendo que os inicos
fatores a fazer com que haja alteracao do comportamento da trajetéria é vy
e 0y. Visto que nestes casos, colocam-se os dados reais do projétil a estudar,
a nossa vy vai ser sempre 870 m/s. Na figura (5.1) encontram-se entao todos
os dados necessarios para observar o comportamento do projétil no vacuo.

105
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Alcance(m): 66887 Alcance(m): 77234 Alcance(m): 66887

Altura (m): 9654 Altura (m): 19308 Altura (m): 28963

Velocidade verlice (m/s). 753.4421 Velocidade vértice (m/s). 615.1829 Velocidade vertice (m/s): 435
Velocidade terminal (m/s): 1280.1953 | Velocidade terminal (m/s): 1053.1677 | Velocidade terminal (m/s): 838.2602
Deriva giroscépica (m): 0 Deriva giroscopica (m): 0 Deriva giroscopica (m): 0

Trajectorias balisticas

30000 .
25000 |- 4
SEM ATRITO
T 20000
g 15000 F 1| VEL INICIALf 870 m/s
< G.IN
10000 ANG. INICIAL = 45°
ANG. INICIAL = 60°
5000
0 L I L I i - i
1] 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

Alcance (m)

Figura 5.1: Diferenca nos angulos

O facto de se alterarem portanto os angulos, é possivel claramente ver
que h& diferencas.

5.2 Trajetoria Balistica com Atrito Propor-
cional a Velocidade

Segue-se agora um dominio que agora ird estar presente em todas as
posteriores seccoes, onde comecard a ser incluido o atrito. Neste caso, o
regime que é suposto ser utilizado ¢ o subsénico, no entanto tanto o subsénico
como o supersénico sao aqui apresentados de modo a ser feita uma anélise dos
seus comportamentos. Apresenta-se um exemplo que com o Cp constante
que de acordo com a figura (2.6) nos dd a informagao que este valor se
encontra entre 0.3 e 0.4. Desta vez iremos optar por 0.3, no entanto nos
proximos exemplos iremos colocar 0.4, que é o valor arredondado e mais
correto colocar caso a verdade fosse mesmo constante. De relembrar que
estamos a referir-nos ao projétil de 100 mm e de acordo com a equagao
(2.67) o valor de mach é aproximadamente 2.55.

Seguidamente, dentro deste regime, na figura (5.2) estardo representados
novamente as diferentes alteragoes com a alteracao dos 6.
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Alcance(m): 66474 Alcance(m): 76561 Alcance(m): 64739

Allura (m): 9624 Altura (m): 19224 Altura (m): 28808

Velocidade vértice (m/s): 749.9221 | Velocidade vértice (m/s). 611.1409 | velocidade vértice (m/s): 431.5114
Velocidade terminal (m/s): 869.9412 | Velocidade terminal (m/s): 1046.0285 | Velocidade terminal (m/s): 834.974
Deriva giroscépica (m): 0 Deriva giroscépica (m): 0 Deriva giroscopica (m): 0
Trajectorias balisticas

T T T

1 ATRITO o !

VEL. INICIAL = 870 m/s
4| Cp CONSTANTE =0,3
ANG. INICIAL = 30°
1 ANG. INICIAL = 45°
ANG. INICIAL = 60°

Altura (m)

0 L i L L L L L L
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000

Alcance (m)

Figura 5.2: Diferenca nos angulos

Seguidamente haverao diferencas de C'p , visto que ainda estamos a anal-
isar o estudo dos coeficientes de atrito a comecar por C'p constantes.

Alcance(m): 76784 Alcance(m): 76561 Alcance(m): 76339

Altura (m): 19252 Altura (m): 19224 Altura (m): 19196

Velocidade vértice (m/s): 612.4852 || Velocidade vertice (m/s): 611.1409 Velocidade vértice (m/s): 609.7996
Velocidade terminal (m/s): 1048 3965 || Velocidade terminal (m/s). 1046.0285 | Velocidade terminal (m/s). 1043 6722

Deriva giroscépica (m): 0 Deriva giroscopica (m): 0 Deriva giroscopica (m). 0
Trajectorias balisticas
. . . — . . r ™
15000 | R -
) b ATRITO o vt
s bt
g | / ] |
3 10000 . VEL. INICIAL = 870 m/s
“ \ ANG. INICIAL = 45°
5000 | 1| €p CONSTANTE = 0,2
Cp CONSTANTE = 0,3
0 . I I y ) ) I Cp CONSTANTE=0,4
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000
Alcance (m)

Figura 5.3: Diferenca nos coeficientes de atrito

Depois destes dois exemplos, de salientar que com este modelo, dentro
deste regime em que o atrito apresenta-se como proporcional a velocidade,
tem carateristicas muito semelhantes relativamente a situacao do projétil se
encontrar no vacuo. Daf que na primeira figura os alcances sao praticamente
iguais ao caso anterior e na segunda figura em que se coloca a hipétese de
adicionar atrito atmosférico, este tem sempre o mesmo alcance.
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Por fim, saindo um pouco da &drea de tiro naval de grande calibre e
dirigindo-nos para uma componente mais realistica desta seccao, sendo o
regime subsénico o suposto a ser aqui estudado, apresenta-se a figura (5.4)
com o comportamento de trajetorias balisticas de um projétil com vy = 200
m/s.

Alcance(m): 4037 Alcance(m): 4037 Alcance(m): 4037
Altura (m): 1010 Altura (m): 1010 Altura (m): 1010
Velocidade vértice (m/s): 140.7143 | Velocidade vértice (m/s): 140.7143 | Velocidade vertice (m/s): 140.7143

Trajectorias balisticas

T T T

1000 | 1

800
ATRITO o p!
600
VEL. INICIAL = 200 m/s
400 - Al  ANG. INICIAL = 45°

€, CONSTANTE = 0,2
200 1 €, CONSTANTE = 0,3
C, CONSTANTE = 0,4

Altura (m)

D L A 1 A | ' | I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
Alcance (m)

Figura 5.4: Diferenca nos coeficientes de atrito

Com isto, pode-se concluir que para regimes subsénicos, mesmo variando
o Cp, este nao influencia praticamente em nenhum aspeto o alcance do
projétil.

5.3 Trajetoria Balistica com Atrito Propor-
cional ao Quadrado da Velocidade

Este ¢ o exemplo que vai sem divida ser o mais utilizado porque embora
tenhamos os outros exemplos de regimes, este modelo é o que apresenta
resultados mais préximos aos da realidade e que, sem divida é o que surge
a maior parte das vezes na literatura. O regime mais correto a ser aqui
utilizado é o supersénico.

J4a se viu e vai-se ver que cada um destes regimes tem as suas carateristi-
cas e mesmo o proximo modelo podera ser vidvel escolhendo o n correto, no
entanto, como ja foi dito, no que toca ao estudo do C'p a variar com a veloci-
dade, este vai ser o escolhido para servir como teste a adigao do Cp (M) para
posterior anédlise e discussao com resultados ja obtidos por outros autores.

Em primeiro lugar, na figura (5.5), com coeficiente de atrito constante e
igual a 0.4, o comportamento da trajetéria relativamente a mudanca de 6.
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Alcance(m): 11538 Alcance(m): 12077 Alcance(m): 9260

Altura (m). 1742 Altura (m): 4483 Altura (m): 7025

Velocidade vertice (m/s): 209.9135 | Velocidade vértice (m/s): 169.072 Velocidade vertice (m/s). 114.5041
Velocidade terminal (m/s): 260.7802 || velocidade terminal (m/s): 259.1012 |Velocidade terminal (m/s): 257.3738

i peusoiviea iz 0 Deriva giroscépica (m): 0 Deriva giroscépica (m): 0
Trajectorias balisticas
T T - - .
—_——
e i 1 ATRITO o v?
g(; 4000 - | | VEL. INICIAL = 870 m/s
5 C, CONSTANTE = 0,4
= ANG. INICIAL = 20°
2000 F - 1 1] ANG. INICIAL = 40°
1 \ ANG. INICIAL = 60°
0 S L i | ) i \
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000
Alcance (m)

Figura 5.5: Diferenca nos angulos

Mais uma vez se vé que hd diferencas entre cada um dos angulos, salien-
tando que excepto na figura seguinte, o 6y = 40° vai ser o utilizado visto que
referindo ao projétil de 100 mm, tal como ja dito no inicio da dissertacao,
este dngulo é o que permite um maior alcance.

Seguidamente, com 6y = 45°, uma alteragao entre cada um dos casos
no que toca ao Cp, que mais uma vez € uma constante, algo que seguida-
mente vai ser substituido pelo modelo construido que tem em conta a funcao
elaborada no trabalho no que toca & variacao do C'p com a velocidade.
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Alcance(m): 18798

Altura (m): 7539

Velocidade vértice (m/s): 215.6649
Velocidade terminal (m/s): 371.7602
Deriva giroscopica (m): 0

Alcance(m): 14296

Altura (m): 6090

Velocidade vértice (m/s): 179.3733
Velocidade terminal (m/s): 305.0486
Deriva giroscopica (m): 0

Alcance(m): 11651

Allura (m): 5169

Velocidade vértice (m/s): 156.8222
Velocidade terminal (m/s). 264.4524

Deriva giroscopica (m). 0

ATRITO o< 12

VEL. INICIAL = 870 m/s
ANG. INICIAL = 45°
Cp, CONSTANTE = 0,2
Cp CONSTANTE=0,3

Cp CONSTANTE=0,4

Trajectorias balisticas

mn_ T T T Ll 1 T T T T T -l

6000 1
E
[1+]

5 4000 1
=
<

20001 4

D 'l | | | L 'S A Il L '}

0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000 18000 20000

Alcance (m)

Figura 5.6: Diferenca nos coeficientes de atrito

Aqui apenas salientar a 6ébvia diferenca que os C'p traduzem nos caminhos
das trajetérias e agora, aproveitando o facto de se ter criado o modelo que
permite visualizar a variacao do Cp com a velocidade em mach (Cp varidvel,
no grafico), vai ser dado um exemplo que permite observar os diferentes
graficos respeitantes a este novo C'p , em diferentes situacoes de 6.

Alcance(m): 9780

Altura (m): 1215

Velocidade vértice (m/s): 279.2463
Velocidade terminal (m/s): 352.9055
Deriva giroscopica (m). 0

Alcance(m): 10893

Altura (m): 3495

Velocidade vértice (m/s): 179.8093
Velocidade terminal (m/s). 252.0238
Deriva giroscopica (m): 0

Alcance(m): 8853

Allura (m). 5782

Velocidade vertice (m/s): 124.5139
Velocidade terminal (m/s): 251.5139
Deriva giroscopica (m). 0

Trajectorias balisticas

—_— e

ATRITO o< v/°

VEL. INICIAL = 870 m/s
Cp VARIAVEL
ANG. INICIAL = 20°
ANG. INICIAL = 45°
ANG. INICIAL = 60°

6000
Alcance (m)

8000

10000

Figura 5.7: Diferenga nos angulos

Aqui também d& para se ter apenas a nogao das diferencas no que toca




Anélise e discussao de resultados 111

a alteracao dos 6y, quando neste caso temos Cp a variar.

Agora uma figura bastante importante que mostra a relacao entre os
graficos com Cp constante e varidvel, ou seja, algo que nao é real e que,
como ja foi dito algumas vezes, o que se dizia ser na cadeira de Balistica e
Tiro e uma verdade, que embora também tenha muitas aproximagoes, com
posteriores melhorias, pode muito bem representar a realidade.

Alcance(m): 12077 Alcance(m): 10893
Altura (m): 4483 Altura (m): 3495 Razdo = ——=0.9
Velocidade vértice (m/s): 169.072 Velocidade vertice (m/s): 179.8093

Velocidade terminal (m/s): 259.1012 | velocidade terminal (m/s): 252.0239

Deriva giroscopica (m): 0 Deriva giroscopica (m). 0

Trajectorias balisticas

e

ATRITO o v?

VEL. INICIAL = 870 m/s
ANG. INICIAL = 40°
Cp VARIAVEL
Cp CONSTANTE =0,4

Altura (m)

— e

Alcance (m)

Figura 5.8: Comparacao entre coeficiente de atrito constante e varidvel

Na 1ltima secgao deste capitulo ird ser novamente discutida a fiabilidade
desta metodologia, no entanto é de referir que é possivel ver uma clara difer-
enga entre ambos, permanecendo a ideia logo ao inicio de que é um erro
assumir que se pode simplesmente tornar C'p uma constante.

Como ¢ possivel também verificar na figura, a diferenca entre as duas
suposicoes do comportamento do Cp levou a determinar uma razao entre
os dois alcances que neste caso vale 0.9 mas que depende obviamente dos
valores de Cp e da velocidade, sendo que muitos mais exemplos podem ser
apresentados a partir do software desenvolvido.

De facto, muitos outros casos poderiam ser analisados e comparados com
diferentes intervalos de Cp varidveis e diferentes valores de Cp em caso
de Cp constantes.. No entanto, como ao longo do periodo da tese nao foi
possivel obter os dados concretos dos projéteis a ser tratados, este conteido
¢é deixado para que em trabalhos posteriores, caso se venha a ter acesso aos
valores reais.
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5.4 Trajetoria Balistica com Atrito e variacao
da Poténcia n da Velocidade v

No que toca aos diversos regimes e modelos que estivemos a estudar,
relativamente a poténcia da velocidade normalmente representada por n,
esta serd a ultima abordagem.

Segue-se entao a figura (5.9) que nos mostra o comportamento das tra-
jetoérias aquando da utilizacao de alguns n diferentes de 1 e de 2, tendo sido
usados os dois mais préximos de 2, o regime mais fidvel.

Alcance(m): 18366

Alcance(m): 27097

Altura (m): 8467

Velocidade vértice (m/s): 290.231
Velocidade lerminal (m/s): 389.5443
Deriva giroscopica (m): 0

Altura (m): 6317

Velocidade vértice (m/s): 221.0216
Velocidade terminal (m/s): 325.204 9
Deriva giroscopica (m). 0

Alcance(m): 12077

Allura (m): 4483

Velocidade vertice (m/s). 169.072
Velocidade terminal (m/s): 259.1012
Deriva giroscopica (m). 0

Trajectorias balisticas

T T

ATRITO < p"

VEL. INICIAL = 870 m/s
— || Cp CONSTANTE = 0,4
N ANG. INICIAL = 40°
n=18
n=17
n=2

20000 25000

15000
Alcance (m)

Figura 5.9: Diferenca nas poténcias da velocidade na forga de atrito

A partir daqui é possivel observar que o facto de alterarmos a poténcia de
atrito, ou seja o n, vai também influenciar as trajetérias balisticas, por isso,
poderia haver muito mais estudo nesta area, mas isto quer dizer que o Cp
influencia e a poténcia pode nao ser de facto exatamente igual a 2 e poderao
haver ligeiras diferencas neste aspeto que conduzirao aos resultados obtidos
experimentalmente das armas.

Seguidamente surge uma figura em que mostra as trajetérias balisticas
quando n = 1 e n = 2, com Cp constante e igual a 0.4, desta vez com
angulos mais pequenos (30°).
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Alcance(m): 66034 Alcance{m): 12291

Altura (m): 9570 Altura (m): 3078

Velocidade vertice (m/s): 747.0349 Velocidade vértice (m/s): 191.0563
Velocidade terminal (m/s): 866.9597 | Velocidade terminal (m/s): 259.971
Deriva giroscopica (m). 0 Deriva giroscopica (m): 0

10000 +
p— ATRITO c< p"
{| VEL. INICIAL = 870 m/s
Cp CONSTANTE=0,4
; ANG. INICIAL = 30°
\.\ 4 n=1

n=2

Altura (m)

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
Alcance (m)

Figura 5.10: Comparacao entre poténcias da velocidade na forca de atrito
n=1 e n=2

Aqui d4 bem para ver a grande diferenca entre ambos. Seguidamente,
para finalizar esta seccao, apresenta-se uma figura que mostra novamente a
diferenga entre as 2 poténcias (n = 1 e n = 2), no entanto quando n = 2,
mostra-se ja a comparacao entre Cp constante e C'p varidvel e quandon = 1,
mostra-se com o Cp varidvel, visto que se viu anteriormente que a diferenca
nao era praticamente nenhuma.

5.5 Validacao do Modelo relativamente a da-
dos reais

De modo a podermos analisar e avaliar o programa construido com os
diferentes métodos, modelos e regimes utilizados ao longo do trabalho, é
importante fazer algumas comparagoes com resultados ja obtidos presentes
na literatura.

Embora neste trabalho o objeto em estudo tenha sido maioritariamente o
projétil de 100 mm da pega de 100 mm e tendo dado logo ao inicio uma breve
introducao da pega de 76 mm, ao longo do periodo dedicado a elaboragao
da tese nao foi possivel obter muitas informacoes sobre estes dois calibres.
No entanto, um dos dados que foi possivel obter e que de facto, é um dos
mais importantes é o alcance maximo. Seguidamente irao ser representados
os diferentes gréficos com as diferentes nocoes de Cp, em que desta vez
surge um terceiro tipo que quer dizer qual é o C'p médio que estd presente
durante toda a trajetéria e que permite chegar aos alcances tedricos. Aqui



114

Andlise e discussao de resultados

vai ser entao importante colocar, pelo menos para os dois calibres da Marinha
Portuguesa, o 8, = 40°, mas também se deve ter em conta que ha muitos
outros fatores que até podem alterar as trajetorias dentro das outras partes
da balistica, principalmente da balistica interna.

Alcance(m): 108390

Altura (m): 3492

Velocidade vertice (m/s): 179.8386
Velocidade terminal (m/s): 252.0241
Deriva giroscopica (m): 0

Alcance(m): 12069

Altura (m): 4479

Velocidade vértice (m/s). 169.0616
Velocidade terminal (m/s): 259.104
Deriva giroscopica (m): 0

Alcance(m): 14764

Altura (m): 5259

Velocidade vértice (m/s): 193.465
Velocidade terminal (m/s). 292.7257
Deriva giroscopica (m). 0

Trajectorias balisticas

Soo0 - 1 ATRITO o< p?

4000 1
£ CADAM 100 mm
‘® 30001 4 VEL. INICIAL = 925 m/s
2 ANG. INICIAL = 40°
< 2000} 1 €, CONSTANTE = 0.4

Cp MEDIO = 0.25
1000 1 € VARIAVEL
L i i i i L I '
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000
Alcance (m)

Figura 5.11: Projecoes projétil 76 mm

Alcance(m): 10305
Altura (m): 4027
Velocidade vértice (m/s): 149.5984

Deriva giroscopica (m). 0

Velocidade terminal (m/s): 229.7946

Alcance(m): 16942
Altura (m): 6018

Deriva giroscopica (m): 0

Velocidade vértice (m/s): 207.7059
Velocidade terminal (m/s): 309.0889

Alcance(m): 6716

Altura (m): 2419

Velocidade vértice (m/s): 129.4319
Velocidade terminal (m/s): 188.0334
Deriva giroscopica (m). 0

Trajectorias balisticas

6000

Altura (m)
2 8 8 8
(=] o o (=]

8
(=]

I i Il

i Il 1 L

ATRITO  v?
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Figura 5.12: Projegoes projétil 100 mm

Os dados destes dois calibres irao ser analisados e comparados através
do preenchimento de uma tabela incluida num manual de balistica (Morales,
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2000).

Como j& foi dito anteriormente, nao houve muita oportunidade de acesso
a dados das trajetérias da Marinha Portuguesa principalmente por razoes
de confidencialidade, por isso visto que nessa tabela constava informacao
dos alcances do projétil de 105 mm que, mesmo nao fazendo parte da nossa
drea, e sendo um projétil superssonico, decidiu-se também testar o modelo
alterando apenas os valores e carateristicas do projétil.

Assim sendo, a figura deste calibre é a seguinte:

Alcance(m): 6345

Altura (m): 1948

Velocidade vertice (m/s). 143.5215
Velocidade terminal (m/s). 237.6589

Alcance(m): B406

Altura (m): 2439

Velocidade vertice (m/s). 169.0773
Velocidade terminal (m/s): 243.5069

Alcance{m): 9001

Altura (m): 2481

Velocidade vertice (m/s). 187.1295
Velocidade terminal (m/s). 324.6374

Deriva giroscopica (m): 0 Deriva giroscopica (m): 0

Deriva giroscopica (m): 0

Trajectorias balisticas

T T T

2500

1 ATRITO £ v*

1 105/14 Oto-Melara
VEL. INICIAL = 420 m/s
ANG. INICIAL = 40°

Altura (m)

Cp MEDIO = 0.15
Cp VARIAVEL
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
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Figura 5.13: Projecoes projétil 105 mm

Portanto, a melhor maneira de conseguirmos analisar para posteriores
conclusoes acerca deste dominio, é encontrar os erros associados aos alcances
maximos introduzidos na literatura, encontrar o erro relativo, tentar perceber
o porqué dos diversos resultados e concluir se hd uma variacao assim tao
acentuada entre supor que C'p é constante e admitir que Cp é varidvel.

Sendo assim, a tabela (5.1) mostra-nos tudo isto.

De referir que a azul claro se encontram os valores da tabela do manual,
a verde escuro dados pertencentes ao projétil de 100 mm que se encontram
em datasheets e a verde claro os resultados retirados dos graficos aqui repre-
sentados.

Analisaremos portanto os trés casos que nos interessam mais que sao os
do projétil de 76, 100 e 105 mm. De referir que numa primeira instancia
dé logo para concluir que quando usamos o nosso programa, o resultado do
alcance no vacuo esta 100% correto.

Comecaremos pelo primeiro caso que corresponde ao projétil de 76 mm
que na situacao de considerar o atrito atmosférico, verificamos que com o Cp
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Morteiro 300 mm

155 FH70 700 50 24 -

7.62 SLR 840 72 4 -
76/62 Oto-Melara 925 87 16 -
76/62 Oto-Melara 925 87 75-10°% 56.25; 37.5
40/70 Bofor Breda 985 99 12 i
105/14 Oto-Melara 420 18 10 -
105/14 Oto-Melara gk.gr*

__—__
CADAM 100 mm 11510
155/39 HE M107 684 48 18 -

*Cp variavel

¥ Cp =04

Tabela 5.1: Resultados provenientes da literatura, experiéncias - azul - e
provenientes do software desenvolvido - verde (adaptado de A. E. G. Morales,
2000)

a variar temos um erro de 56.25% e que com o Cp = 0.4 temos um erro de
37.5%. Obviamente que ao cumprir com o modelo criado deverfamos obter
uma menor taxa de erro, no entanto isso pode ser explicado pelo facto de
ainda terem de haver bastantes ajustes no grafico que relaciona a velocidade
(mach) com o Cp , chegando neste caso a ter muitas variagdes que podem
chegar aos 0.5. J4 no caso do Cp constante tem sempre o valor 0.4 e nunca
tem um valor superior, logo consegue obter um alcance maior e mais préximo
ao da realidade. Mas ainda mais importante que isto é que a tabela nao refere
que tipo de C'p estd a supor, por isso, tal como no exemplo seguinte, pode
estar a ser assumido que C'p é constante, sendo normal que dé um resultado
mais préximo quando este é assim admitido, no entanto, segundo o nosso
estudo, nao é o método mais correto, sendo que pelas diferencas observadas
entre ambos, € incorreto afirmar que se pode fazer uma aproximacao grosseira
deste modo quanto ao Cp, .

Ainda referindo a projéteis da Marinha Portuguesa, temos o terceiro caso
onde se trata do projétil de 100 mm que obtém uma vez mais erros de uma
certa significativos, em que no caso de Cp variavel apresenta 35% de erro e
quando o valor ¢ 0.4 apresenta 29%. Aqui, a razao ¢ muito provavelmente a
mesma.

Por fim, na segunda situacao referenciada na tabela temos o projétil de



Anélise e discussao de resultados 117

105 mm que, contrariamente aos outros, quando se faz uso do modelo criado
da variacao do Cp , apresenta apenas 10% de erro, enquanto que com um
Cp constante apresenta 40%. Aqui a razao podersd também estar relacionada
com o gréafico criado, mas que neste caso jd podera ter um comportamento
mais semelhante ao da realidade. Tudo depende das carateristicas do projétil.

Claramente e como foi aqui demonstrado, ha bastantes diferencas entre
os dois tipos de C'p , o que permite dizer que nao se devem de facto fazer as
aproximacoes.
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Capitulo 6

Conclusao e Recomendacoes
finais

Visto que a mera resolucao do problema do coeficiente de atrito a variar e
a depender da velocidade, juntamente com a obtencao dos graficos relaciona-
dos com as diferentes formas de abordar as trajetérias balisticas segundo o
formalismo newtoniano j& tiveram de ser alvo de um grande estudo, estas
foram as vertentes principais do desenvolvimento da dissertacao.

De salientar que alguns dos problemas que surgiram no decorrer da elab-
oragao da dissertagao foi o facto de nao haver muita informacao, pelo menos
que pudesse ser fornecida no que toca ao comportamento do atrito a variar
com a velocidade dos projéteis da Marinha Portuguesa em estudo. Os lo-
cais/projetos por onde passei para encontrar informagao relativamente as
duas pecas da Marinha encontram-se no Apéndice A. Também o facto de
haver muito desconhecimento nesta drea fez com que houvesse mais dificul-
dade em perceber alguns conceitos que na leitura dos diversos manuais de
balistica eram um pouco dificeis de interpretar. Também de relembrar que
foi este desconhecimento e transmissao de informacao de balistica externa
através de métodos muito aproximados e normalmente sempre analiticos aos
alunos da EN que fizeram com que me despertasse o interesse em saber
mais e mesmo com resultados nao 100% corretos tentasse perceber o porqué
e através de uma base que constitui esta dissertagao alertar aos proximos
elementos que pudessem pegar neste trabalho e continud-lo até chegar a re-
sultados mais concretos, 16gicos e demonstrando que hd muito mais para além
do dado nas aulas e que pode ser interessante para conseguirmos perceber
tudo & nossa volta, visto que estamos num meio onde a drea da balistica e
consequentemente da matemética ¢ muito presente.

Como j4 deu para reparar, um dos desafios que também poderia ter sido
realizado era o estudo do Cp para cada um dos regimes, ou seja, para v!, v2
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e v", no entanto, uma vez mais, ja foi interessante ver os diferentes compor-
tamentos entre eles aquando de um Cp constante e normalmente igual para
todos e a elaboracao de um modelo com uma funcao em que C'p depende
da velocidade que j4 fica ainda mais préxima da realidade quando ainda nos
referimos a v?, e claramente a diferenca entre ambos é ¢bvia, fazendo com
que seja uma vez mais um erro admitir que se poderao fazer estas aproxi-
magoes sem referir e ter em conta a diferenca que estd adjacente a tudo isto,
permitindo uma vez mais que surja aqui uma nova visao que nos indica o
porqué de muitas vezes ser necessdrio tentar ir a raiz do problema e entender
que nem tudo é tao simples como as vezes parece ser. Este poderd ser um
desafio para qualquer um que queira perceber e alargar os conhecimentos
nesta drea.

Para finalizar esta parte da formulagao newtoniana e de programacao, de
referir que os resultados anteriormente analisados poderiam ter sido muito
mais precisos se conseguissemos elaborar um modelo ainda mais similar e
genérico para todos os projéteis e nao com algumas formas limitadas. No
entanto, acho que foi percetivel que de facto hd muito para aprender e que
realmente podemos através da tecnologia atual (programas) demonstrar que
a realidade é outra, para além dos manuais referenciados que nos dao muito
material para neste caso referir que o facto de por vezes algo ser constante,
serve apenas como questao de diminuir a dificuldade da questao.

Sendo assim, a formulagao lagrangeana, inicialmente o tema que iria ser
mais aprofundado ficou para segundo plano e serviu apenas para suporte e
base para trabalhos futuros.

No que toca ao formalismo lagrangeano, onde também houve a oportu-
nidade de se estender um pouco o estudo por esse lado, de referir que:

e Esta formulagao permite uma maior uniformizacao independentemente
do sistema de coordenadas que se estd a utilizar.

e Nao é habitual continuar a usar formulacao lagrangeana no caso de
forgas dissipativas e aqui havia também o interesse em rever como é
que sabendo como é que funcionava a formulacao newtoniana, como
poderia ser introduzido, neste caso, o efeito de Coriolis na formulagao
lagrangeana, bem como de outras forcas inerciais.

e Também de facto nao se fica fixo a um sistema de coordenadas or-
togonal, ou seja, tem-se a liberdade de usar as coordenadas gener-
alizadas e a invaridncia das equagoes e nestas coordenadas general-

izadas, as equagoes sao sempre as mesmas, particularmente no caso
d (dL L

dt \ dq ] dq
ser uma distancia, angulo...).

= 0, esta equagao é sempre assim, seja qual for o "q"(pode
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e Se tivermos no dominio de a = % e quisermos direcionar-nos para um

referencial nao inercial, este F complica-se. No caso de Euler-Lagrange,
as equagoes manté-se na mesma.

e Podem-se usar referenciais nao inerciais (permitem colocar por exemplo
Coriolis, porque o referencial é o centro da Terra).

e Independéncia em relagao as coordenadas generalizadas (distancias, an-
gulos, etc) convenientes para o problema.

e Aplicdvel a dominios vastos da Fisica, nao s6 & mecénica das particulas
mas & eletrodindmica etc.

e Maneira sintética de descobrir equagoes diferenciais.

e Relagao direta com as leis da conservagao (de energia, do momento
linear e do momento angular) para sistemas fisicos fechados (isto é,
que nao sofrem interacao de sistemas exteriores).

Assim, para concluir e abrangendo toda a matéria abordada na disser-
tacao, o que foi feito e o que importa salientar foi:

e Demonstracao da variacao no alcance nos diferentes regimes de veloci-

dades (v");
e Demonstragao da variacao no alcance relacionada com os Cp(v);

e Elaboracao de um modelo genérico Newtoniano com as carateristicas
mencionadas;

e Desenvolvimento de um software de cardter pedagégico, apenas dentro
do formalismo Newtoniano;

e Apresentacao introdutéria da formulagao Lagrangeana, incluindo a situ-
acao da existéncia de atrito atmosférico;

e Aprofundamento do conhecimento.

No que toca aos trabalhos futuros, muitos estudos poderao a partir
daqui ser desenvolvidos, em que esta dissertacao poderd servir como
ponto de partida para prosseguir nomeadamente com a inclusao op-
eracional da formulacao Lagrangeana a qual permite incluir sistemati-
camente muitos outros efeitos que costumamos incluir nos Problemas
Secunddrios na Balistica Externa.
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Apéndice A

Recolha de informacao

1. LABORATORIO DE EXPLOSIVOS DA MARINHA (LEM):
e DATA: 10 de dezembro de 2018
e MATERIAL FORNECIDO: 2 documentos em formato digital com carateristicas de
munic¢bes (Ammunition Data Sheet)
e QUEM: 1TEN EN-AEL Graca da Motta

2. DIRECAO DE NAVIOS (DN):
e DATA: dezembro de 2018
e QUEM: CTEN ST-AEL Antunes Gregorio; CTEN EN-AEL Rocha Valente

3. PROJETO FIREND:
e DATA: 13 de fevereiro
e MATERIAL FORNECIDO: Imagens de tiro
e QUEM: 1TEN EN-AEL Graga da Motta; Prof. Luis Faria

4. ESCOLA DE TECNOLOGIAS NAVAIS (ETNA) - DEPARTAMENTO DE ARMAS E
ELETRONICA (DAE):
e DATA: 21 de fevereiro
e MATERIAL FORNECIDO: Documentos em formato digital (generalidades da
trajetoria balistica)
¢ QUEM: 1SAR ETA Almeida

5. ARSENAL DO ALFEITE, S.A.:
e DATA: 22 de fevereiro
e QUEM: 1TEN EN-AEL Alves Nogueira

6. ESCOLA DE TECNOLOGIAS NAVAIS (ETNA) - DEPARTAMENTO DE
OPERACOES (DOP):
e DATA: 22 de fevereiro
¢ MATERIAL FORNECIDO: Documentos em formato digital (generalidades da
trajetoria balistica; pe¢a de 100 mm)
e QUEM: 1SAR A Cunha; 1I7TEN M Nunes Esquedelhado

7. ESCOLA DE ARTILHARIA:
e DATA: 22 de fevereiro
e QUEM: CAB A Ribeiro; 1SAR A Picarra

8. NRP D. FRANCISCO DE ALMEIDA:
e DATA: 7 de mar¢o
¢ MATERIAL FORNECIDO: Manuais em formato digital de sistemas de armas
e QUEM: 1TEN EN-AEL Xavier Marques; CTEN EN-AEL Figueiredo dos Santos
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Apéndice B

Codigo do Programa em MATLAB

o)

% Programa efetuado pelo ASPOF Coelho Lourenco no ambito da Dissertacao
de Mestrado intitulada Balistica Externa Naval: Uma Proposta de
Formulacdo Geral, orientada pelo Prof. Mario Gatta e coorientada pelo
Prof. Miguel Moreira

% Inicializacéao
function varargout = BalExtNaval (varargin)

gui Singleton = 1;

gui State = struct('gui Name', mfilename,
'gui Singleton', gui Singleton,
'gui OpeningFcn', @BalExtNaval OpeningFcn,
'"gui OutputFecn', @BalExtNaval OutputFcn,
'gui LayoutFecn', 1,
'gui Callback', (1

if nargin && ischar (varargin{1l})

gui State.gui Callback = str2func(varargin{l});
end

if nargout

[varargout{l:nargout}] = gui mainfcn(gui_State, varargin{:});
else

gui mainfcn(gui State, varargin{:});
end

% End initialization code - DO NOT EDIT

o

% Funcdes abertura
function BalExtNaval OpeningFcn (hObject, ~, handles, varargin)

o)

% Limpeza e preparacdo

o\

cle;
commandwindow; % Muda visualizacdo para commandwindow

Limpeza ecréa

o)

% Choose default command line output for BalExtNaval
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handles.output = hObject;

% Update handles structure

guidata (hObject, handles);

% Abrir ficheiro de dados (criado previamente, vazio) - o utilizador deve
alterar a diretoria para onde se encontram os ficheiros para o programa
funcionar

fullfile(pwd, 'final project.mat');
dados _fich = 'C:\Users\Proprietario\Documents\MATLAB\final project';

global ws;
ws = matfile(dados fich, 'Writable', true);

[}

% Flags

global flag plotl;
global flag plot2;
global flag msg;

flag plotl = 0O;
flag plot2 =

|
O
~.

flag msg = 1;

% Reset do GUI

°

reset inputs (handles, 1);

reset plots(handles);

function varargout = BalExtNaval OutputFcn(~, ~, handles)
varargout{l} = handles.output;

o

% Funcdes gerais (preparacgdo, reset, etc)

function reset inputs(handles, option)

% Variaveis

global ws;

% Pop-Up lists

ws.lista calibre = {'7.62','76"',"100"',"'105"};

lista plots 1 = {'l. Disténcia da Trajetdéria','2. Altura da
Trajetéria', ...

'3. Mach vs Atrito','4. Velocidade da Trajetéria'};

lista plots 2 = {'l. Trajetoria'};



[}

gama_vel

gama_angulo =
gama potencia
gama_ atrito

Q

Il
—_———

switch (option)

]

case

inativo

defeito

% Modo 1:

1

% Listas

set (handles
set (handles

set (handles

set (handles
set (handles
set (handles

set (handles
set (handles
set (handles

)

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles
set (handles

handles
handles
handles
handles
handles
handles

set
set
set
set
set
set

—~ o~ o~~~ o~

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles
set (handles
set (handles

.menu_calibre, 'Value',1); %

.box altura, 'String',"'-"); %
.box massa, 'String',"'-");

% Variaveis de entrada

:10007;
:90];

01:2].*%1le2;
01:2].*1le2;

% Configuracdo inicial de opc¢des/campos

Limpeza (tudo blogueado)

.menu_calibre, 'String', '=-");
.menu_calibre, 'Enable', '0Off'); % Coloca o campo

o)

.menu_plotl, 'String', '=-");
.menu_plotl, 'Enable', 'Off");
.menu plotl, 'Value',1);

.menu_plot2, 'String', '-");
.menu_plot2, 'Enable', 'Off");
.menu_plot2, 'Value',1);

% Campos (texto)

o)

.box_alcance, 'String','-");
.box grav,'String','-");
.box den, 'String','-");

.box latitude, 'String','-"');
.box plano, 'String', '-");
.box ¢ angulo, 'String', "'
.box ¢ vel,'String',’'
.box vento, 'String', "'
.box rumo, 'String','-");

=)
=)
_')

’

.box cdmax, 'String','-");
.box cdmin, 'String','-");

.box vel,'String','-");
.box angulo, 'String', '-
.box potencia, 'String','-");
.box_atrito, 'String','-");

")
1

o)

o)

Coloca um texto

% Campos por defeito

Seleciona lo valor por
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% Campos (estado)

set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
set (handles

(

set (handles

set (handles
set (handles

.box_altura, 'Enable', 'Off'); % Coloca o campo inativo
.box latitude, 'Enable', 'Off');

.box plano, "Enable', 'Off");

.box ¢ angulo, 'Enable', 'Off");

.box ¢ vel, 'Enable','Off");

.box vento, 'Enable', 'Off");

.box rumo, 'Enable', 'Off");

.box cdmax, 'Enable', 'Off");
.box cdmin, 'Enable', 'Off");

% Sliders (estado)

set
set

set

o)

handles
handles
handles
handles
handles
handles
handles
handles

set
set
set
set
set
set
set
set

~ o o~ o~ o~

(handles.
(handles.
set (handles.
(handles.

.atrito_sim, 'Value',0
.atrito_nao, 'Value',0
.coriolis sim, 'Value',0);
.coriolis nao, 'Value',0);

slider vel, 'Enable', 'Off");
slider angulo, 'Enable', 'Off'");
slider potencia, 'Enable', 'Off'");
slider atrito, 'Enable', 'Off'");

% Opcdes botdes (posicdes)

.mach sim, 'Value',0);
.mach nao, 'value',0);
.deriva_sim, 'Value',0)
.deriva nao, 'Value',0);
)
)

’

’

’

% Opcdes botdes (estado)

set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
set (handles

(

set (handles

set (handles

Q

set (handles
set (handles
set (handles

set (handles
set (handles
set (handles

.atrito_sim, 'Enable', 'Off"
.atrito nao, 'Enable', 'Off'
.coriolis sim, 'Enable', 'Off"');
.coriolis nao, 'Enable', 'Off');

.mach sim, 'Enable’', 'Off");
.mach nao, 'Enable','Off");
.deriva_sim, 'Enable', 'Off")
.deriva nao, 'Enable', 'Off");
)
)

’

’

’

.botao calcular, 'Enable','Off");
% Opg¢des plots

.check hold, 'vValue',0);
.check auto, 'Value',0);
.check secundarios, 'Value',0);

.check hold, 'Enable', 'Off");
.check auto, 'Enable', 'Off");
.check secundarios, 'Enable','Off");
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% Modo 2:

s Preparacdo (campos operacionais)

case 2

o

3 Listas

set (handles.menu_calibre, 'String',ws.lista calibre);
Coloca a lista de calibres

set (handles.menu calibre, "Enable', 'On'");
Volta a ativar campo

set (handles.menu calibre, 'Value', 3);
Coloca o calibre 1 por defeito

set (handles
set (handles
set (handles

set (handles

.menu_plotl,
.menu_plotl,
.menu_plotl,

.menu_plot2,

'String',lista plots 1);
'Enable', 'On');
'Value',1);

'String',lista plots 2);

set (handles
set (handles

'Enable’', 'On');
'Value',1);

.menu_plot2,
.menu_plot2,

Q

% Campos (texto)

set (handles. Coloca o valor O

set (handles

box altura, 'String','0'); %
.box massa, 'String','0");

set (handles
set (handles
set (handles

.box alcance, 'String','0");
.box grav, 'String','0");
.box den, 'String','0");

handles
handles
handles
handles
handles
handles

set
set
set
set
set
set

.box latitude, 'String','0");
.box plano, 'String','0");
.box c angulo, 'String', '0");
.box c vel, 'String','0");
.box vento, 'String','0")
.box rumo, 'String','0"');

’

—~ o~~~ o~ —

set (handles
set (handles

.box cdmax, 'String','0");
.box _cdmin, 'String','0");

set (handles.box vel, 'String','0");

set (handles.box angulo, 'String','0"');
set (handles.box potencia, 'String','0"');
set (handles.box atrito, 'String','0"');

Q

% Campos (estado)

o)

set (handles.box altura, 'Enable','On'"); % Coloca o campo ativo

set (handles.box cdmax, 'Enable', 'Off");
set (handles.box cdmin, 'Enable', 'Off");
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o)

100/max (gama_vel)]) ;

inicio

% Sliders (estado)

set

set

set (handles

(handles.
set (handles.
(handles.
(

slider vel, 'Enable','On'");
slider angulo, 'Enable’,

% Coloca o campo ativo
'On');

slider potencia, 'Enable','On');

.slider atrito, 'Enable’,

% Sliders (valores)

'On');

set (handles.slider vel, 'Min',min(gama vel));
% Maximo da gama
set (handles.slider vel, 'Max', max(gama vel));

% Minimo da gama

set (handles.slider vel, 'SliderStep', [10/max (gama vel),

°

% Tamanho dos steps (pequeno/grande)

set (handles.slider angulo, 'Min',min (gama_angulo));
set (handles.slider angulo, 'Max',max (gama_angulo));
set (handles.slider angulo, 'SliderStep', [1/max (gama_angulo),
10/max (gama_angulo)]);

set (handles.slider potencia, 'Min',min(gama potencia));
set (handles.slider potencia, 'Max',max(gama potencia));
set (handles.slider potencia, 'SliderStep', [1/max(gama_potencia),
20/max (gama_potencia)]);

set (handles.slider atrito, 'Min',min(gama_atrito));
set (handles.slider atrito, 'Max',max(gama_ atrito));
set (handles.slider atrito,'SliderStep', [1/max(gama_atrito),
10/max (gama_atrito)]);

set (handles.

set (handles.

das barras

set (handles.
set (handles.

set (handles.

valor na caixa

set (handles
set (handles

[

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

Q

o)

slider vel, 'Value',gama vel(l)); % Coloca posicao no

o)

slider angulo, 'Value',gama angulo(l)); % em cada uma

slider potencia, 'Value',gama potencia(l));
slider atrito, 'Value',gama atrito(1l));

o)

box vel, 'String',num2str(gama vel(l))); % Coloca essa

.box angulo, 'String',num2str (gama angulo(1l)));
.box potencia, 'String',num2str (gama potencia(l)/le2));
set (handles.

box atrito, 'String',num2str (gama atrito(l)/le2));

% Opcdes botdes (posicgdo)

.atrito_sim, 'Value',0);
.atrito nao, 'Value',1);

.mach sim, 'Value',0);
.mach nao, 'Value',0);

% Opgdes botdes (estado)

% Coloca na posigdo inicial
% Coloca na posigdo oposta



end

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

set (handles

o)

% Opcdes plo

set (handles.
set (handles
set (handles

set (handles
set (handles
set (handles

% Atualiza i

actualizar c

.atrito_sim, 'Enable’','On'"); %
.atrito_nao, "Enable', 'On'");

o)

Coloca o campo ativo

.mach _sim, 'Enable’', 'Off");
.mach nao, 'Enable', 'Off");

.botao_calcular, 'Enable', 'On'");

ts

check hold, 'Value',0);

.check auto, 'Value',0);
.check secundarios, 'Value',0);

.check hold, 'Enable', 'On');
.check auto, 'Enable', 'On');
.check secundarios, 'Enable','On'");

nformacdo base dos calibres

alibres (handles) ;

function reset plots (handles)

)

% Reset

axes (handles.eixos 1); cla('reset'); plot(0,0) %

modifica
x1im ([0
hold on;

plot ([0
defeito
plot ([0

o)

s Reset

axes (handles.eixos 2);

x1im ([0

hold on;
plot3 ([0
plot3 ([0
plot3 ([0
plot3 ([0
plot3([1
plot3([1

o\

Plot #1

r e limpa
11); ylim([O
grid on; %
1], [0 1], 'Co
11,01 01, 'Co

Plot #2

1]); ylim([O
grid on;

1]

~
(@}

Seleciona o eixo a

Define limites eixos
grid)

11);

zlim ([0 11); %
Fixa; (

Liga a malha

lor',[0.4,0.4,0.4]1); % Dois tracos cruzados por

lor',[0.4,0.4,0.4]); % para mostrar um modo "standby"

cla('reset'); plot3(0,0,0);

1])7 zlim([O 171);

01,'Color',[0.4,0.4,0.471);
01,'Color',[0.4,0.4,0.471);
11, 'Color',[0.4,0.4,0.471);
01,'Color',[0.4,0.4,0.471);
1], 'Color',[0.4,0.4,0.471);
01,'Color',[0.4,0.4,0.471);

% Funcbdes de célculo
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function car

Q

% Ativa os c

reset inputs
reset plots(

Q

% Varidveis

ini vel

ini angulo
ini potencia
ini atrito

% Carregar v

handles.
handles.
handles
handles.

set
set
set
set

— e~ o~ —~

set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
function car

)

% Ativa os c

reset inputs
reset plots(

o)

% Variaveis

ini vel

ini angulo
ini potencia
ini atrito

[

% Carregar v

set (handles.
set (handles.
set (handles.
set (handles.

set (handles
set (handles
set (handles
set (handles
function cal

Q

% Varidveis

regar_ exemplo (handles)
ampos

(handles,
handles) ;

2);

entrada

870;
30;
2;
1;

alores predefinidos

slider vel, 'Value',ini vel);
slider angulo, 'Value',ini angulo);

.slider potencia, 'Value',ini potencia*le2);

slider atrito, 'Value',ini atrito*le2);

.box vel, 'String',num2str (ini _vel));

.box angulo, 'String',num2str (ini angulo));
.box potencia, 'String',num2str (ini potencia));
.box atrito, 'String',num2str(ini atrito));

regar nulos (handles)
ampos

(handles, 2);

handles) ;

entrada

Il
=N e

alores predefinidos

slider vel, 'Value',ini vel);

slider angulo, 'Value',ini angulo);

slider potencia, 'Value',ini potencia*le2);
slider atrito, 'Value',ini atrito*le2);

.box vel, 'String',num2str (ini vel));

.box _angulo, 'String',num2str (ini_angulo));
.box potencia, 'String',num2str (ini_ potencia));
.box atrito, 'String',num2str(ini atrito));

cular (handles)



global ws;
% Ler dados do GUI

vel = str2double (get (handles.box vel,
angulo

'String'));

( (

str2double (get (handles.box angulo, 'String'));

str2double (get (handles.box potencia, 'String'));
( (

potencia =
atrito = str2double (get (handles.box atrito, 'String'));
massa = str2double (get (handles.box massa, 'String'));

g = str2double (get (handles.box grav, 'String'));

atrito opcao = get(handles.atrito sim, 'Value');

mach opcao

get (handles.mach sim, 'Value');

deriva opcao = get(handles.deriva sim, 'Value');

cd min = str2double (get (handles.box cdmin,
cd max = str2double (get (handles.box cdmax,
c = 0;

ws.c = C;

machs = 0;

ws.machs = machs;

[o)

% Transpor formulas

m = massa;

n = potencia;
v0 = vel;
angle = angulo;

[

% Duracdo, tempo e condigdes iniciais

delta = 0.01;
tspan [0:delta:901];

[

% Calculos com atrito
if atrito_opcao
if mach_opcao

o)

% Calcula velocidade

[T,X] = main function bum c¢ variavel (m,v0,angle,cd min,cd max);

Q

% "Exportar" valores

ws.trajX = X(:,1);

'String'));
'String'));
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ws.trajY = X(:,2);

ws.velX =
ws.velY = X(:,4);

I
bed

~
w

~

else

c = atrito;

o)

% Calcula velocidade

X0
[T, X]

[0; 0; vO*cosd(angle); vO*sind(angle)];
oded45 (Rbum _exp varia, tspan,X0,[],c,m,n,handles);

o)

% "Exportar" valores

c_array = zeros(size (X (:,1)));
c_array(:,:) = c;

ws.C = C_array;

ws.trajX = X (:,1);

ws.trajY = X(:,2);

ws.velX = X (:,3);
ws.velY = ;

|
e
~
o~
~

end
if deriva opcao

[

% Calcular deriva com base no calibre

cal ref = get (handles.menu calibre, 'Value');
calibres = ws.lista calibre;
calibre = str2double (calibres(cal ref));

[

% Constante com base no calibre

if calibre < 76 % Calibres pequenos
ws.trajz = 0.1548.*(T."2);

else % Grandes calibres
ws.trajz = 0.1548.*(T."2);

end

else

% N&do existe deriva



ws.trajZz = zeros(size (X))

end

Q

% Outros célculos

ws.posX = zeros(size(tspan));
ws.posY = zeros(size(tspan));

else

o)

% Calculo sem atrito

X = [0:500:1e6];
angle deg2rad(angle) ;

Y = X.*tan(angle) - ((g.*X."2)./(2.*(v0."2)* (cos(angle)

o
]

"Exportar" valores

ws.trajX = X;
ws.trajyY Y;

% Nado existe deriva
ws.trajZz = zeros(size (X))

% Outros calculos

ws.T = tspan;
wWS.C zeros (size (X)) ;

ws.velX = vel.*cos (angle);
ws.velY = vel.*sin(angle) - g.*tspan;

ws.posX = vel.*tspan.*cos (angle) ;
ws.posY = vel.*tspan.*sin(angle) - 1/2.*g.*tspan.”2;

end
jo)

% Atualizar plot

actualizar plot (handles, 1)
actualizar plot (handles, 2)

o

% Funcdes auxiliares (especificas do calculo)
function Y = heaviside2 (X)

if X <0

-02))) 7
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Y = 0;
elseif X > 0

Y = 1;
else

Y = 1/2;

end
function dXdt = bum exp varia(t,X,c,m,n,handles)

% Variaveis
global ws;

o

s Ler valores

cal ref = get (handles.menu calibre, 'Value');
calibres = ws.lista calibre;
calibre = str2double (calibres(cal ref));

a = pi()*(calibre/2e3)"2;

g = str2double (get (handles.box grav, 'String'));

p = str2double (get (handles.box den, 'String'));

% Variaveis intermédias

x = X(1);

y = X(2);

z = X(3);

w = X(4);

% Calcular trajetoédria

dxdt = [z;w;—-((1/2)*(p*a*c)* (z"2+w"2)"(n/2-1/2)*z) /m; -

((1/2)*(p*a*c)*(z"2+w"2) " (n/2-1/2) *w) /m-g] ;
function dXdt = bum c variavel (t,X,m,cd min,cd max)

global ws;

=9.8;
.2; % densidade do ar
5¥10"(=-3); % projétil 76 mm

QlT'U@
SO

U
* N

)X XX

5 N KX

U

B W N e
e N .

~.

mach= (sqrt (z"2+w"2))/340;
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cd=cd min*heaviside2 (0.8 - mach) + (((cd max-cd min)/0.4)*mach +
(3*cd min - 2*cd max) ...
* heaviside2 (mach - 0.8) * heaviside2 (1.2 - mach)) +
(1/sgrt (mach) + (cd max - 0.9129))...
* heaviside2 (mach - 1.2);
machs = ws.machs;
machs = [machs,mach];
ws.machs = machs;
c = WsS.C;
c = [c,cd];
wsS.c = C;

dxdt=[z;w;-((1/2)* (p*a*cd) * (z"2+w"2) "~ (1/2) *z) /m; -

((1/2)* (pra*cd) * (z72+w"2) ~ (1/2) *w) /m=-g] ;

sdXdt=[z;w; - ((1/2)* (p*a*cd) * (z"2+w"2) " (1/2) *z) /m; cd] ;

function [T,X] = main function bum c variavel (m,v0,angle,cd min,cd max)

o)

% Dummy variables

if nargin ==

m = 6;

v0 = 870;

angle = 30;

cd min = 0.2;

cd max = 1.6;
end

% Algoritmo

delta = 0.01;

tspan = [0:delta:90];

X0 = [0; 0; vO*cosd(angle); v0*sind(angle)];

[T,X] = ode45(@bum c variavel,tspan,X0,[],m,cd min,cd max);

o

% Funcdes de operacdo de plots
function actualizar plot (handles, ref plot)
% Variaveis

global ws;

global flag plotl;
global flag plot2;

o)

% Verifica o modo de apresentacéo

atrito opcao = get(handles.atrito sim, 'Value');
modo_hold = get (handles.check hold, 'Value');
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deriva opcao = get(handles.deriva sim, 'Value');

Q

% Seleciona o plot a atualizar
if ref plot ==

axes (handles.eixos 1); % Selecionar o plot
grafico = get (handles.menu plotl, 'Value'); % Tipo de grafico

else

axes (handles.eixos 2);
grafico = get (handles.menu plot2, 'Value');

end
% Blogueia plot se necesséario
if modo_hold

hold on;

flag plotl = 1; % Ativa as flags
flag plot2 = 1;

else

hold off; grid off; % Desliga o "hold" e a grid

Q

cla; cla('reset'); % Limpeza dos eixos

flag plotl = 0; % Desativa as flags
flag plot2 0;

end
% Impressdo grafica

switch (ref plot)

case 1

o
—

Grafico sempre em 2D, varios plots disponiveis no menu
Switch seguinte serve para plotar o que for pretendido

o©
—

switch (grafico)

case 1



X = ws.T;
= WS.posX;

=
|

% Grafico Distdncia da Trajetéria

plot (X, Y)

Q

% Ajuste plots

hold on;
grid on;

Q

% Ajusta eixos se valores fizerem sentido
if sum(Y) ~= 0

% Determinar pontos criticos

y_max = max(Y);
X_max interpl (Y (2:end), X(2:end), 0);

if isnan(x_max)

X max = max (X);

end
y max = round(y max,0);
X max = round(x max,0);

% Eixos atuais

x lim = get(gca, 'Xlim'");
y lim get(gca, 'Ylim');

o)

% Remover modo cientifico da escala

ax = gca;

ax.XRuler.Exponent = 0;
ax.YRuler.Exponent

Il
o
~

if flag plotl
% Se plot existir, verifica/corrige eixos

if x 1im(2) < x max, x1im([0 x max*1.1]); end
if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max*1.1]); end

else
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o)

x1im ([0 x max*1.1])
ylim ([0 y max*1.1])

end
end
% Legendas/Eixos
title('Distédncia da Trajectdria');

xlabel ('Tempo (s)');
ylabel ('Distancia (m)"');

case 2

hold off;
X = ws.T;
Y = ws.posY;

% Grafico Distéancia da Trajetodria
plot (X, Y)

% Ajuste plots

hold on;
grid on;

)

if sum(Y) ~= 0

Q

% Determinar pontos criticos

y_max max (Y) ;

% Se plot nédo existir, ajusta

eixos

% Ajusta eixos se valores fizerem sentido

x max = interpl(Y(2:end), X(2:end), 0);

if isnan(x_max)
X _max = max (X);

end

Yy _max
X _max

round (y max,0);
round (x_max, 0) ;

% Eixos atuais

x lim
y lim

get (gca, 'X1lim');
get(gca, 'Ylim');
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% Remover modo cientifico da escala

ax = gca;

ax.XRuler.Exponent = 0;
ax.YRuler.Exponent =

|
(@)
~.

if flag plotl
% Se plot existir, verifica/corrige eixos

if x 1im(2) < x max, x1im([0 x max*1.1]); end
if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max*1.1]); end

else

o)

% Se plot ndo existir, ajusta eixos

x1im ([0 x max*1.1])
ylim ([0 y max*1.1])

end
end
% Legendas/Eixos
title('Altura da Trajectédria');
xlabel ('Tempo (s)');
ylabel ("Altura (m)"'");
hold off;
case 3

o)

% Mach vs atrito

Vx ws.velX;
Vy = ws.velY;

vel = sqrt(vx.”"2 + Vy."2);

X = ws.machs;
Y = ws.c;
whos

% Grafico Disténcia da Trajetdria

% scatter (X,Y)
plot (Y)
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[}

% Ajuste plots

hold on;
grid on;

Q

% Determinar pontos criticos

y max = max(Y);
X max = max(X);

if y max >= 1, y max = round(y max*1.1,0);
end

if x max >= 1, x max = round(x max*1.1,0);
end

Q

% Eixos atuais

x lim = get(gca, 'Xlim'");
y lim = get(gca,'Ylim');

% Remover modo cientifico da escala

ax = gca;

|
o
~

ax.XRuler.Exponent =
ax.YRuler.Exponent = 0;

if flag plotl
% Se plot existir, verifica/corrige eixos
if x 1im(2) < x max, xlim([0 x max]); end
if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max]); end
Sylim ([0 27)

else

% Se plot ndo existir, ajusta eixos

x1im ([0 x max])
Sylim ([0 2])

end
% Legendas/Eixos

title('Mach vs atrito');
xlabel ('Velocidade (mach m/s)"');
ylabel ("Atrito'");

hold off;
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case 4

% Velocidade

Vx = ws.velX;
Vy ws.velY;

vel = sqrt(Vx.”"2 + Vy."2);

X = ws.T;
= vel;

[
|

% Grafico Distéancia da Trajetodria
plot (X,Y)

o)

% Ajuste plots

hold on;
grid on;

% Determinar pontos criticos

y max = max (Y);

X max = max (X);

if y max >= 1, y max = round(y max*1.1,0);
end

if x max >= 1, x max = round(x max*1.1,0);
end

)

% Eixos atuais

x lim = get(gca, 'X1lim'");
y lim get(gca, 'Ylim');

Q

% Remover modo cientifico da escala

ax = gca;

|
o
~

ax.XRuler.Exponent =
ax.YRuler.Exponent = 0;

if flag plotl

% Se plot existir, verifica/corrige eixos

if x 1im(2) < x max, x1im([0 x max]); end
if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max]); end

else
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o)

% Se plot ndo existir, ajusta eixos

x1im ([0 x_max])
ylim ([0 y max])

end
% Legendas/Eixos
title('Velocidade');
xlabel ('Tempo (s)'");
ylabel ('Velocidade (m/s)');
hold off;
end
case 2
% Ajustes especificos de cada Plot
switch (grafico)
case 1
% Plotagem de resultados com atrito
X = ws.trajX;

ws.trajY;
= ws.trajz;

N =
(]

Vx = ws.velX;
Vy = ws.velY;

vel = sqrt(Vx.”"2 + Vy."2);

v_ver = min(vel);
v_end = vel (end);

o)

% Determinar pontos criticos

y_max max (Y) ;
x max = interpl(Y(2:end), X(2:end), 0);

if isnan(x_max)
X max = max(X);
end

if deriva opcao



z max = interpl(Y(2:end), Z(2:end),
z max = round(z max,0);
y max = round(y max,0);
X max = round(x max,0);

o)

% Trajetdéria do Cometa (3D)

plot3(X,Z,Y,"'--");
hold on;

else

y max = round(y max,0);
X _max round (x_max,0) ;

Q

% Trajetdédria do Cometa (2D)

plOt (XIYI '__');
hold on;

end

% Ajustes Plot
grid on;

% Eixos atuais

if deriva opcao

x lim = get(gca, 'X1lim'");
y lim = get(gca, 'Zlim'");

else

x lim = get(gca, 'Xlim'");
y lim = get(gca, 'Ylim');

end
jo)

% Remover modo cientifico da escala

ax = gca;

o O
~.

~.

ax.XRuler.Exponent
ax.YRuler.Exponent

if deriva opcao

Q

% Caso seja 3D, ajusta o Z

0);
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z lim = get(gca, 'Ylim');
ax.ZRuler.Exponent = 0;

end

if flag plot2
% Se plot existir, verifica/corrige eixos

if x 1im(2) < x max, x1im([0 x max*1.1]); end

if deriva opcao

$1if y 1im(2) < y max, zlim ([0 y max*1.1]); end
if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max*1.1]); end

else

if y 1im(2) < y max, ylim([0 y max*1.1]); end
end
% Inverter eixo

if deriva opcao , set(ax,'ydir', 'reverse'); end
else

% Se plot ndo existir, ajusta eixos

if deriva opcao

x1im ([0 x max*1.1])
zlim ([0 y max*1.1])

else

x1im ([0 x max*1.1])
ylim ([0 y max*1.1])

end
% Inverter eixo
if deriva opcao, set(ax,'ydir','reverse'); end
end
°

% Plotagem e informacgédo

if deriva opcao



% Tracado do "Comet"

comet3(X,Z,Y);

plot3(X,Z,Y, 'color',rand(1,3), 'LineWidth',1.5)

hold on;

% Mensagem com resultados finais

title('Trajectdrias balisticas');

xlabel ("Alcance (m)");
zlabel ("Altura (m)"'");
ylabel ('Deriva (m)"'");

% Mensagem com resultados finais

mensagem(x max, y max, v_ver, v_end,

else

Q

% Tracado do "Comet"

comet (X,Y);

Z_max)

plot (X,Y, 'color',rand(1,3), 'LineWidth',1.5)

hold on;

title('Trajectdérias balisticas');
xlabel ("Alcance (m)");
ylabel ("Altura (m)"'");

)

% Mensagem com resultados finais

mensagem(x max, y max, v_ver, v_end,

end

hold off;

end

end
function mensagem(A,B,C,D,E)

% Variaveis
global flag msg;
% Verifica Flag

if flag msg

msg = { ['Alcance(m): ', num2str (A) ]
['"Altura (m): '",num2str(B)]

0)
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['Velocidade vértice (m/s): ',num2str (C)]
['Velocidade terminal (m/s): ',num2str (D) ]
['Deriva giroscédpica (m): ', num2str(E)]};

Q

% Apresenta mensagem

msg = msgbox (msg, 'Resultados', 'modal');
msg.Resize = 'on';

txt = findall (msg, 'type', "text');
txt.FontSize = 10;

dw = sum(txt.Extent([1l,3]))-msg.Position(3) + txt.Extent(l);
dh = sum(txt.Extent([2,4]))-msg.Position(4) + 10;
msg.Position([3,4]) = msg.Position([3,4]) + [dw,dh];

end
function mensagem aviso (A, B)

msg = { A
B};

[}

%5 Apresenta mensagem

msg = msgbox (msg, 'Aviso', 'modal');
msg.Resize = 'on';

txt = findall (msg, 'type', 'text');
txt.FontSize = 10;

dw = sum(txt.Extent ([1, 3] 3) + txt.Extent(l);
dh = sum(txt.Extent([2,4]))-msg.Position(4) + 10;
msg.Position([3,4]) = msg.Position([3,4]) + [dw,dh];
function mensagem sobre ()

)) —msg.Position (

msg = { 'Este é um programa que permite obter trajetdrias balisticas
através da introducdo de dados pertencentes ao projétil a considerar.'};

o

% Apresenta mensagem

msg = msgbox (msg, 'Sobre', 'modal') ;
msg.Resize = 'on';

txt = findall (msg, "type', "text');
txt.FontSize = 10;

dw = sum(txt.Extent([1,3]))-msg.Position(3) + txt.Extent(l);
dh = sum(txt.Extent([2,4]))-msg.Position(4) + 10;
msg.Position([3,4]) = msg.Position([3,4]) + [dw,dh];

o\

% Funcdes Criacdo de Objectos

function slider vel CreateFcn (hObject, eventdata, handles)



% Hint: slider controls usually have a light gray background.
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .91);
end
function slider angulo CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: slider controls usually have a light gray background.
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .91);
end
function slider potencia CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: slider controls usually have a light gray background.
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'"),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor',[.9 .9 .9]);
end
function slider atrito CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: slider controls usually have a light gray background.
if isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', [.9 .9 .91);
end
function box atrito CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o°

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'"),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end
function box altura CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end
function box massa CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\°

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'"),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box plano CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\

See ISPC and COMPUTER.
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if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box latitude CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box longitude CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

o\

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o\

function box c atrito CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box rumo CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

o\

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box vento CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

o

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end

oe

function menu calibre CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: popupmenu controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'"),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o\



155

%% Resposta dos "sliders"
function slider vel Callback (hObject, eventdata, handles)

[}

% Recebe valor e arredonda

vel
vel

get (handles.slider vel, 'Value');
round (vel, 0) ;

[}

% Coloca valor arrendondado no slider e caixa

set (handles.slider vel, 'Value',vel);
set (handles.box vel, 'String',num2str(vel));

[}

% Recalcular

auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function slider angulo Callback (hObject, eventdata, handles)

% Recebe valor e arredonda

angulo = get (handles.slider angulo, 'Value');
angulo = round(angulo,0);

)

% Coloca valor arrendondado no slider e caixa

set (handles.slider angulo, 'Value', angulo);
set (handles.box angulo, 'String',num2str (angulo));

Q

% Recalcular

auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function slider potencia Callback (hObject, eventdata, handles)

Q

% Recebe valor e arredonda

potencia = get (handles.slider potencia, 'Value');
potencia = round(potencia,O);

Q

% Coloca valor arrendondado no slider e caixa
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set (handles.slider potencia, 'Value',potencia);
set (handles.box potencia, 'String',num2str (round(potencia/le2,1)));

% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function slider atrito Callback (hObject, eventdata, handles)

[}

% Recebe valor e arredonda

atrito = get(handles.slider atrito, 'Value');
atrito = round(atrito,0);

% Coloca valor arrendondado no slider e caixa

set (handles.slider atrito, 'Value',atrito);
set (handles.box atrito, 'String',num2str (round(atrito/le2,1)));

% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status
calcular (handles)
end
%% Botdes "radio" de Opcodes
function atrito sim Callback (hObject, eventdata, handles)
% Altera estado do outro botdo
if get (handles.atrito sim, 'Value') == 1

o)

set (handles.atrito nao, 'Value',0); % Coloca o estado oposto

o)

% Corrige estado poténcia/atrito

set (handles.slider potencia, 'Value',2e2);
set (handles.slider atrito, 'Value',le2);

set (handles.box potencia, 'String','2"');
set (handles.box atrito, 'String','1l"');
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% Permite escolher deriva

set (handles.deriva sim, 'Value',0);
set (handles.deriva nao, 'Value',1);

set (handles.mach sim, 'Value',0);
set (handles.mach nao, 'Value',1);

set (handles.deriva sim, "Enable', 'On'");
set (handles.deriva nao, 'Enable', 'On'");

set (handles.mach sim, 'Enable', 'On'");
set (handles.mach nao, "Enable', 'On'");

else
set (handles.atrito nao, 'Value',1);

% Corrige estado poténcia/atrito

set (handles.slider potencia, 'Value',2e2);
set (handles.slider atrito, 'Value',0);

set (handles.box potencia, 'String','2"');
set (handles.box atrito, 'String','0");

% Permite escolher deriva

set (handles.deriva sim, 'Value',0);
set (handles.deriva nao, 'Value',0);

set (handles.mach sim, 'Value',0);
set (handles.mach nao, 'Value',0);

set (handles.deriva sim, 'Enable', 'Off"');
set (handles.deriva nao, 'Enable', 'Off');

set (handles.mach sim, 'Enable’', 'Off"');
set (handles.mach nao, 'Enable', 'Off");

set (handles.box cdmax, 'Enable', 'Off");
set (handles.box cdmin, 'Enable', "Off");

set (handles.box cdmax, 'String','-");
set (handles.box cdmin, 'String','-");

end
% Recalcular

°

auto status = get (handles.check auto, 'Value');
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if auto_status
calcular (handles)

end
function atrito nao_ Callback (hObject, eventdata, handles)

% Altera estado do outro botdo
if get (handles.atrito _nao, 'Value') == 1
set (handles.atrito sim, 'Value',0); % Coloca o estado oposto

% Corrige estado poténcia/atrito

set (handles.slider potencia, 'Value',2e2);
set (handles.slider atrito, 'Value',0);

set (handles
set (handles

.box potencia, 'String','2");
.box atrito, 'String','0");

% Permite escolher deriva

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

set (handles.
.box _cdmin, 'Enable', "Off");

set (handles

set (handles

set (handles

[

set (handles
set (handles

set (handles
set (handles

.deriva _sim, 'Value',0);
.deriva nao, 'Value',0);

.mach _sim, 'Value',0);
.mach nao, 'Value',0);

.deriva_sim, 'Enable', 'Off");
.deriva nao, 'Enable', 'Off");

.mach _sim, 'Enable’', 'Off");
.mach nao, 'Enable', 'Off");

box cdmax, 'Enable', 'Off");

.box cdmax, 'String','-");
set (handles.

box cdmin, 'String','-");

.atrito_sim, 'Value',1);
% Corrige estado poténcia/atrito

.slider potencia, 'Value',2e2);
.slider atrito, 'Value',le2);

.box potencia, 'String','2");
.box atrito, 'String','1");



% Permite escolher deriva

set (handles.deriva sim, 'Value',0);
set (handles.deriva nao, 'Value',1);

set (handles.mach sim, 'Value',0);
set (handles.mach nao, 'Value',1);

set (handles.deriva sim, "Enable', 'On'");
set (handles.deriva nao, 'Enable', 'On'");

set (handles.mach sim, 'Enable', 'On'");
set (handles.mach nao, '"Enable', 'On'");

end

o

% Recalcular

auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function mach sim Callback (hObject, eventdata, handles)

o)

% Altera estado do outro botao

if get(handles.mach sim, 'Value') == 1

[}

set (handles.mach nao, 'Value',0); % Coloca o estado oposto

set (handles.box cdmin, 'Enable', 'On'); % Ativa dos campos max/min
set (handles.box cdmax, 'Enable', 'On');

Q

set (handles.box cdmin, 'String','0.2"); % Coloca valor predefinido
set (handles.box cdmax, 'String','0.5");

set (handles.slider atrito, 'Enable','Off'");
else
set (handles.mach nao, 'Value',1);

set (handles.box cdmin, 'Enable', 'Off'"); % Ativa dos campos max/min
set (handles.box cdmax, 'Enable', 'Off");

o)

set (handles.box cdmin, 'String','-"); % Coloca valor predefinido
set (handles.box cdmax, 'String','-");

set (handles.slider atrito, 'Enable','On');
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end

% Recalcular

auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function mach nao Callback (hObject, eventdata, handles)

% Altera estado do outro botéao
if get(handles.mach nao, 'Value') == 1

set (handles.mach sim, 'Value',0); % Coloca o estado oposto

set (handles.box cdmin, 'Enable', 'Off'); % Ativa os campos max/min
set (handles.box cdmax, 'Enable', 'Off");

[}

set (handles.box cdmin, 'String','-"); % Coloca valor predefinido
set (handles.box cdmax, 'String','-");

set (handles.slider atrito, 'Enable','On');
else
set (handles.mach sim, 'Value',1);

set (handles.box cdmin, 'Enable','On'); % Ativa os campos max/min
set (handles.box cdmax, 'Enable', 'On');

set (handles.box cdmin, 'String','0.2"); % Coloca valor predefinido
set (handles.box cdmax, 'String','1.4");

set (handles.slider atrito, 'Enable','Off");
end
% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end

function deriva sim Callback (hObject, eventdata, handles)
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[}

% Altera estado do outro botao
if get(handles.deriva sim, 'Value') == 1
set (handles.deriva nao, 'Value',0); % Coloca o estado oposto
else
set (handles.deriva nao, 'Value',1);
end
% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end
function deriva nao_Callback (hObject, eventdata, handles)

% Altera estado do outro botao
if get (handles.deriva nao, 'Value') == 1
set (handles.deriva sim, 'Value',0); % Coloca o estado oposto
else
set (handles.deriva sim, 'Value',1);
end
% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status
calcular (handles)
end
function coriolis_sim Callback (hObject, eventdata, handles)

% Altera estado do outro botéao

if get (handles.coriolis sim, 'Value') == 1
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o)

set (handles.coriolis nao, 'Value',0); % Coloca o estado oposto
else
set (handles.coriolis nao, 'Value',1);

end
function coriolis nao_Callback (hObject, eventdata, handles)

% Altera estado do outro botdo
if get(handles.coriolis nao, 'Value') == 1
set (handles.coriolis sim, 'Value',0); % Coloca o estado oposto
else
set (handles.coriolis sim, 'Value',1);
end
function botao_calcular Callback (hObject, eventdata, handles)

% Forcar céalculo

calcular (handles)

o°

% Funcdes resposta a dados de entrada

function menu calibre Callback (hObject, eventdata, handles)
% Atualiza dados de referéncia

actualizar calibres (handles);

% Recalcular

auto status = get (handles.check auto, 'Value');

if auto_status

calcular (handles)

end
function actualizar calibres (handles)

Q

% Varidveis de entrada

{'0.2",'e","'13.5",'12.2"};
= {'4','1le000"',"'17000","10"};
{'830"','915','870"};

'9.8";

Q < o 3
Il



ro = '1.2034";

ref = get(handles.menu calibre, 'Value');

o)

% Atualizar campos de dados

set
set
set
set

handles.box alcance, 'String',a(ref));
handles.box massa, 'String',m(ref));
handles.box grav, 'String',g);
handles.box den, 'String', ro);

— o~ o~

function box atrito Callback (hObject, eventdata, handles)
function box altura Callback (hObject, eventdata, handles)

% Recalcular
auto status = get (handles.check auto, 'Value');
if auto_status

calcular (handles)

end

function box latitude Callback (hObject, eventdata, handles)
function box massa Callback (hObject, eventdata, handles)
function box longitude Callback (hObject, eventdata, handles)
function box plano Callback (hObject, eventdata, handles)

function box c atrito Callback(hObject, eventdata, handles)
function box rumo Callback (hObject, eventdata, handles)
function box vento Callback (hObject, eventdata, handles)

%% Opcdes intra-plot
function check hold Callback (hObject, eventdata, handles)
if get (handles.check hold, 'Value')

flag plotl = 1;
flag plot2 1;

else

flag plotl = 0;
flag plot2

Il
O
~.

end

function check auto Callback (hObject, eventdata, handles)

o\

% Funcdes operacdo de menus

function Menu 1 Callback (hObject, eventdata, handles)
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function Menu 1 1 Callback (hObject, eventdata, handles)
% Exportar Plot 1

axes (handles.eixos_1);

% Exportar DPSC

time = datestr(datetime('now'), 'ddmmyyyy HHMM ");

set (gcf, 'PaperType', 'ad');
figl = [time, 'fig color ps CASE '];

print (gcf, '-dpsc',figl)
fig2 = [time, 'fig dmeta CASE '];

print (gcf, '-dmeta', fig2)
iprt = 0;
function Menu 1 2 Callback (hObject, eventdata, handles)

[}

% Exportar Plot 2
axes (handles.eixos_ 2);

% Exportar DPSC

time = datestr(datetime('now'), 'ddmmyyyy HHMM ');

set (gcf, 'PaperType', 'ad’');
figl = [time, 'fig color ps CASE '];

print (gcf, '-dpsc', figl)
fig2 = [time, 'fig dmeta CASE '];

print (gcf, '-dmeta', fig2)
iprt = 0;
function Menu 1 3 Callback (hObject, eventdata, handles)

o)

% Colocar tudo a "zeros"

carregar nulos (handles)
function Menu 1 4 Callback (hObject, eventdata, handles)

% Close figure

close ('BalExtNaval');

function Menu 2 Callback (hObject, eventdata, handles)
function Menu 2 1 Callback(~, ~, handles)

% Carregar dados do exemplo e calcular

carregar exemplo (handles)



calcular (handles)

function Menu 3 Callback (hObject, eventdata, handles)
function Menu 3 1 Callback (hObject, eventdata, handles)

% Abrir janela de descricédo "Sobre"
mensagem_sobre ()

function box potencia CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

s See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box angulo CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box vel CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

function box cdmax CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\°

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end
function box cdmin CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\°

See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end
function box c angulo CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.

o\

See ISPC and COMPUTER.
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if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function box c vel CreateFcn(hObject, eventdata, handles)

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o\

function box cdmax Callback (hObject, eventdata, handles)
function box cdmin Callback (hObject, eventdata, handles)

function check secundarios Callback (hObject, eventdata, handles)

[}

% Ativar ou desativar campos
if get(handles.check secundarios, 'Value') == 1

set (handles.box latitude, "Enable', 'On'");
set (handles.box plano, 'Enable', 'On');
set (handles.box ¢ angulo, 'Enable', 'On');
set (handles.box c vel, 'Enable','On');
set (handles.box vento, 'Enable', 'On');

(

set (handles.box rumo, 'Enable', 'On'");

set
set
set
set

handles.deriva sim, 'Enable','On'");
handles.deriva nao, 'Enable','On'");
handles.coriolis sim, 'Enable','On'");
handles.coriolis nao, 'Enable','On'");

— o~~~

else

set (handles.box latitude, 'Enable', 'Off');
set (handles.box plano, 'Enable', 'Off");
set (handles.box c¢ angulo, 'Enable', 'Off");
set (handles.box c vel, 'Enable', 'Off");
set (handles.box vento, 'Enable', 'Off'");
set (handles.box rumo, 'Enable', 'Off"');

set
set
set
set

handles.deriva sim, 'Enable','Off'");
handles.deriva nao, 'Enable', 'Off'");
handles.coriolis_sim, 'Enable', 'Off"');
handles.coriolis nao, 'Enable', 'Off');

—~ o~ o~ —~

end
function menu plotl Callback (hObject, eventdata, handles)

[}

% Variaveils
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global flag plotl;

[}

% Reset graficos automaticos

set (handles.check hold, 'Value',0);
flag plotl = 0;

[}

% Atualiza os plot

actualizar plot (handles, 1)
function menu plot2 Callback (hObject, eventdata, handles)

o

% Variaveis

global flag plot2;

[}

% Reset graficos automaticos

set (handles.check hold, 'Value',0);
flag plot2 = 0;

[}

% Atualiza os plot
actualizar plot (handles, 2)
function menu plotl CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

% Hint: popupmenu controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'"),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end
function menu plot2 CreateFcn (hObject, eventdata, handles)

o

% Hint: popupmenu controls usually have a white background on Windows.
See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, 'defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white'") ;
end

oe

function box calibre Callback (hObject, eventdata, handles)

% hObject handle to box calibre (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles structure with handles and user data (see GUIDATA)

oe

Hints: get (hObject, 'String') returns contents of box calibre as text
str2double (get (hObject, 'String')) returns contents of
box calibre as a double

o\

[}

% —-—-—- Executes during object creation, after setting all properties.
function box calibre CreateFcn (hObject, eventdata, handles)
% hObject handle to box calibre (see GCBO)
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% eventdata reserved - to be defined in a future version of MATLAB
% handles empty - handles not created until after all CreateFcns

% Hint: edit controls usually have a white background on Windows.
% See ISPC and COMPUTER.
if ispc && isequal (get (hObject, 'BackgroundColor'),
get (0, '"defaultUicontrolBackgroundColor'))
set (hObject, 'BackgroundColor', 'white');
end

o°

ws. é no fundo um ficheiro; cada vez que se usa o "ws." + algum nome
sdo guardados os dados numa variavel com esse "nome" no workspace "ws".

o° oo

o\

flag é uma solucgdo que se usa para "flow control". Por exemplo para se
saber se j& calculou alguma vez ou se ja existem dados carregados. E
ma
% maneira facil de o fazer em vez de ir ver se as varidveis estdo vazias.

o\

c



