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Resumo

As técnicas de calculos de trajetorias de raios actsticos tém sido aperfei-
¢oadas, com objetivo de aproximar-se cada vez mais de resultados que satisfacam
os interesses para os quais sao aplicadas. Na actustica submarina, o dominio destas
técnicas é de suma importancia, por contribuirem para a descoberta, estudo e preser-
vagao dos recursos existentes no oceano. No ambito da Defesa, essas técnicas podem
ser um elemento preponderante para a guerra antissubmarina. A presente disser-
tagdo centrou-se na relacao e sintese de alguns métodos de calculo de trajetérias
acusticas submarinas e na sua aplicagao perto de fontes hidrotermais por possuirem
um grande gradiente de temperatura e por tanto relativamente grandes variagoes de
velocidade do som em pequenas distancias, permitindo uma melhor visualizagao do

encurvamento dos raios acusticos.

Com base em estudos anteriores, formulamos e relacionamos modelos de
equacgoes bidimensionais e tridimensionais utilizando dois métodos distintos: o mé-
todo do tempo minimo de Fermat e o método das linhas geodésicas. Conforme
era expectavel, observou-se que, para velocidades do fluido estacionarios, ambos
os métodos conduzem as mesmas equacoes diferenciais, uma correspondéncia que

teoricamente se antevia

Para validar as equagoes formuladas, foram realizadas simulagoes computa-
cionais utilizando as linguagens de programacao MATLAB e Python. Considerando
diferentes perfis de velocidade, emitimos raios a partir de certas posigoes e angulos
de emissao préximos a uma regiao com caracteristicas idénticas a uma fonte hidro-
termal, permitindo assim demonstrar a confiabilidade dos modelos formulados na
pratica. Apoés provar a confiabilidade das equacoes formuladas, introduziu-se um
elemento essencial que evidencia a vantagem de um método em relagao ao outro:
a formulacdo de um modelo que considera a corrente do fluido. Usando o forma-
lismo das linhas geodésicas, formulou-se o mesmo. Dado o movimento de fluidos
que surgem nas chaminés das fontes hidrotermais, formulamos um modelo supondo
um campo de velocidade do fluido ¥(v,;v,;v,) atuando somente na diregao v,. Isso
resultou em outras equagoes diferenciais que foram igualmente simuladas e cujos

resultados foram igualmente discutidos.
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Abstract

Acoustic ray trajectory calculation techniques have been refined with the aim of in-
creasingly approximating results that meet the intended applications. In underwater
acoustics, mastering these techniques is paramount, as they contribute to the dis-
covery, study, and preservation of oceanic resources. Within the realm of Defense,
these techniques can be a predominant element for anti-submarine warfare. This
dissertation focused on the relationship and synthesis of various methods for cal-
culating underwater acoustic trajectories and their application near hydrothermal
sources due to their significant temperature gradient and, consequently, relatively
large variations in sound speed over short distances, allowing for a clearer visualiza-

tion of the bending of acoustic rays.

Building on prior research, we formulated and related two-dimensional and
three-dimensional equation models using two distinct methods: Fermat’s minimum
time method and the geodesic lines method. As anticipated, it was observed that
for stationary fluid velocities, both methods lead to the same differential equations,

a correspondence that is theoretically foreseen.

To validate the formulated equations, computational simulations were con-
ducted using the MATLAB and Python programming languages. Considering dif-
ferent velocity profiles, rays were emitted from specific positions and launch angles
near a region with characteristics identical to a hydrothermal source, thereby de-
monstrating the reliability of the formulated models in practice. After establishing
the reliability of the formulated equations, an essential element was introduced that
highlights the advantage of one method over the other: the formulation of a model
that considers fluid current. Using the formalism of geodesic lines, the same was
formulated. Given the fluid movements that arise in the chimneys of hydrothermal
sources, we formulated a model assuming a fluid velocity field ¥(v,; vy;v,) acting
only in the v, direction. This resulted in other differential equations that were also

simulated, and the results were subsequently discussed.

Keywords: Acoustics, Geodesic, Ray, Acoustic Metric Tensor
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Capitulo 1

Introducao

Motivagao

No oceano, encontram-se numerosos recursos que desempenham um papel
fundamental para subsisténcia alimentar e estdao intrinsecamente ligados ao ciclo da
cadeia alimentar, para além destes, existem também matérias-primas preciosas e
minerais valiosos. Esses recursos naturais, como outros, tém uma relevancia con-
sideravel para o desenvolvimento tecnoldgico, cientifico e econdémico, portanto, a
localizacao, preservacao e uma exploracao adequada e sustentavel desses recursos

devem ser estabelecidos como objetivos prioritarios para qualquer Estado-nacao.

'O mar tem sido central na prosperidade, desenvolvimento e seguranca dos
povos, constituindo-se como fonte de recursos, meio de transporte e de troca de in-
formacao. Esta importancia do mar como espago vital tem acompanhado o processo

de globalizagao do comércio internacional' (Melo 2022).

Tendo em conta esses pressupostos, para que se possa estudar e usufruir os
recursos existentes no mar é necessario que se facam estudos objetivos no oceano, é
do interesse da Marinha investigar e estudar a localizacao destes recursos de modo a
os proteger e assim contribuir para a salvaguarda do interesse nacional. A exploragao
oceanica ¢ um campo que estd em constante evolucdo e acompanhar a dinamica
desta evolugao é do interesse de qualquer Marinha, este estudo visa essencialmente

contribuir neste aspeto da ciéncia.

Vamos estudar os diferentes métodos de calculos de trajetérias de raios

acusticos, compara-los e indicar vantagens de um relativamente ao outros.

A onda sonora é como a energia do som se propaga por via de um meio
material. Quando uma fonte sonora vibra, ela cria perturbacoes na pressao do

meio em torno dela, gerando regioes de compressao e rarefacao. Essas flutuagoes
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de pressao propagam-se como ondas longitudinais, movendo-se através do meio e
transferindo energia sonora. Como ja é de conhecimento geral, uma onda sonora
é caracterizada por suas propriedades, a frequéncia, amplitude e o comprimento
de onda (distdncia entre dois pontos em fase da onda) e velocidade de propagacao
(depende do meio no qual a onda se propaga). No entanto, de modo a percebermos
essa propagacao, simplifica-se usando um conceito abstrato e ilustrativo, o de Raio
acustico, este, é perpendicular em cada ponto a frente de onda, este, é usado para
modelar a propagacao sonora substituindo-a por linhas retas ou nao, como veremos
ao longo este trabalho, pois dependera das condicoes fisicas do meio a que estivermos

a considerar.

Desde ha muito tempo, muitos sdo os autores que estudaram a propagacao
da onda acustica. Por volta do século VI Ac, Pitdgoras afirmou, tendo como base
os seus estudos e experimentos, que qualquer som deve possuir caracteristicas fisi-
cas, como a oscilagbes que resultam numa onda regular, para ser definido com tal
(MusiCiénciaArte fs.d.)).

No século XVII, Christiaan Huygens propds a ideia de tracar raios actsticos
para representar a propagac¢ao do som, esta teoria foi posteriormente desenvolvida
por outros cientistas como Isaac Newton e dai outras abordagens de tratar os raios

actsticos para modelar a propagacao do som foram surgindo.(Huygens 1986)).

Um assunto que tem despertado muita atencao da comunidade cientifica e
que é pouco explorada dadas as condigoes extremas a que estas se encontram sao as
fontes hidrotermais que podera ser o nosso campo de acao durante este trabalho, ou
seja, apés estudar e sintetizar as equagoes que descrevem os métodos do tracado do
raio acustico vamos aplica-los emitindo raios acusticos perto de fontes hidrotermais,
fontes essas que ja foram estudadas pela 2TEN M Paiva na sua tese ( Paiva [2018)
e pelo 1° TEN EN-AEL Malta Ribeiro (Ribeiro 2021))



Capitulo 1. Introducao

Fi1GUurA 1.1: Fonte hidrotermal

'As fontes hidrotermais se localizam nas zonas de rifte na planicie oceanica,
onde se regista um vulcanismo ativo, resultado do afastamento das placas tecténicas
ocednicas. Sao chaminés no fundo do mar, que resultam da circulacao da agua do
mar pelas fendas e fissuras existentes na nova crusta terrestre. A medida que esta se
forma nas zonas de rifte, escondem segredos importantes para a investigagao cienti-
fica e conhecimento de novas formas de vida. Segundo alguns especialistas, através
do estudo das fontes hidrotermais devera ser possivel perceber o funcionamento das

temperaturas no interior do planeta'(Fontes hidrotermais nos Acores|2023).

FiGura 1.2: Expedi¢do Oceano Azul, Agoreﬂ

12website Wikimedia Commouns:https://oceanexplorer.noaa.gov/okeanos/
explorations/ex1605/1logs/mayll/media/1605vent-800. jpg
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As fontes hidrotermais resultam da infiltracao de dgua do mar através de
fissuras na crosta oceénica, perto de centros de expansao ou zonas de subducgao. A
agua fria do mar é aquecida pelo magma quente e reemerge para formar as fontes.
A medida que a dgua do mar aquece, algumas substancias quimicas (tais como ides
de magnésio e sulfato) sdo removidos, enquanto muitos outros (tais como enxofre,
cobre, zinco, ouro, ferro e hélio) sdo transferidos para a dgua a partir do material
da crosta quente. A agua em ascensao pelas fontes pode atingir temperaturas su-
periores a 400 °C (750° F), no entanto, a alta pressdo no oceano profundo perto
de 1km de profundidade, que impede que a dgua ferva. A medida que os fluidos
hidrotermais aquecidos e infundidos com metal sobem, misturam-se com agua do
mar com temperaturas da ordem de 2°C a 3°C. As rapidas reagoes quimicas fazem
com que o enxofre e outros minerais precipitem. Podem assim formar-se chaminés
ou torres, bem como depdsitos ricos em minerais no fundo, oceanico. As "Black
smokers"sao chaminés formadas a partir do depdsito de sulfureto de ferro, que é
preto. As "White smokers'sao chaminés formadas por depésitos de bario, calcio e

silica, que sao brancos.

Ficura 1.3: Localizacdo das Fontes Hidrotermaiﬂ

"A maioria dos campos hidrotermais localizam-se em zonas de fronteira de
placas tectonicas divergentes, como a Dorsal Médio-Atlantica que separa o grupo oci-
dental do grupo central do Arquipélago dos Acores, precisamente onde se encontra o
monte submarino Gigante. Sdo zonas de elevada riqueza biologica e mineral, verda-

deiros oasis escondidos no oceano profundo, que sdo normalmente encontrados a qui-

lémetros de profundidade e a centenas de milhas das zonas costeiras"|\EXPEDICAO,

1Swebsite Wikimedia Commouns:https://oceanexplorer.noaa.gov/okeanos/.
explorations/ex1605/1ogs/mayi1l/media/1605vent-800. j

1% g ¥ Jpg

“*website:https://ingeoexpert.com/pt/blog/2021/03/29/fontes-hidrotermais-como- se--forma.m/l
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KANO AZUL DE BRE NOV MPO HIDROTERMAL N RE.
s.d.]

Propagacao sonora

|_Compressao I_Rarefagao

/\ /\ /\
VUV

“~Vale da onda
| REPRESENTACAO DA ONDA SONORA ]

[[Oyss3yd 3a OYdVINvA|

FiGUurA 1.4: Representacao da onda sonor

A propagacao sonora é um fenémeno complexo que envolve a transmissao
de ondas actusticas por via de um meio material, seja ele sélido, liquido ou gasoso. A
compreensao detalhada deste processo é fundamental em diversas aplicagoes, desde

a acustica arquiteténica até a acustica submarina.

Modelo de propagagao em Meios homogéneos, a propagacao sonora ocorre
de maneira uniforme em todas as dire¢oes. Este modelo é frequentemente utilizado

para descrever a propagacao sonora em ambientes fechados, como salas ou auditorios.

Modelo de Propagacao em Meios Estratificados Em meios estratificados,
diferentes camadas do meio possuem propriedades acuisticas distintas. Este modelo é
particularmente relevante para a propagacao sonora em oceanos, onde a temperatura

e salinidade variam com a profundidade.

Modelo de Propagacao em Meios Porosos Este modelo descreve a propa-
gagao sonora em meios que possuem poros ou cavidades, como solos ou materiais
de construcao. A presenca de poros influencia a absorcao e dispersao das ondas

sonoras.

15website:https://commons . wikimedia.org/wiki/File:RepresentaAgAo_da_Onda_
Sonora.png
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O estudo dos modelos de propagacao dos raios actisticos é igualmente funda-
mental na guerra antissubmarina, pois permite compreender como o som se propaga
na agua e como ele pode ser usado para detecao, localizacao e rastreamento de
submarinos inimigos ou até mesmo na identificacdo de certas zonas para que um
submarino se proteja de modo a nao ser identificado como podemos observar nas

imagens

VELOCIDADE DO SOML DESVIO DOS PINGS DO SONAR PARA CIMA

CAMADA MAIS FRIA

v

PROFUNDIDADE

V2

-l
|

CAMADA MAIS QUENTE

VELOCIDADE DO SOM_ ALCANCE MENOR

CAMADA MAIS QUENTE

PROFUNDIDADE

V1

-
|

CAMADA MAIS FRIA

DESVIO DOS PINGS DO SONAR PARABAIXO
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Estado da arte

A propagacgao de raios acusticos tem sido uma area de intensa pesquisa
nas ultimas décadas, com varias abordagens sendo exploradas para melhorar a pre-
cisao e a eficiéncia dos métodos existentes. Este trabalho surge na sequéncia do
aprofundamento de estudos que ja tém sido feitos nas areas de acustica submarina
e concretamente sobre raios acusticos, continuar-se-ha os estudos comecgados pela
Beatriz Paiva, na sua tese sobre Caraterizacao de fontes hidrotermais oceénicas re-
correndo a técnicas actsticas (Paiva 2018), pelo Alexandre Passeira da Rocha na
sua tese sobre Métodos da Geometria Diferencial no Estudo da Actstica Submarina
na Aproximagao Geométrica (Rocha , pelo Mario Malta Ribeiro na sua tese
sobre Técnicas de calculo de trajetorias de raios actusticos e respetivas simulagoes
(Ribeiro e pelo Joao Pedro Duarte Gongalves na sua tese de Desenvolvimento
de algoritmo para previsao 2D e 3D de propagacao submarina de raios actsticos com
reflexdes (Gongalves , por isso, as teses mencionadas também vao servir de ba-
ses para a elaboracao deste trabalho. Ainda sobre as técnicas de "raytracing'muitos
sao autores que se debrugaram sobre o assunto. Orlando Camargo Rodrigues na
sua obra Fundamentos de Acustica Submarina (Rodriguez formulou equacoes
2D pelo método das linhas geodésicas, Alexandre Passeira da Rocha e Amaral Ra-

poso nas suas teses ja citadas neste paragrafo formularam as equacgoes 2D e 3D pelo
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método do tempo minimo de Fermat. Bergman formulou equagbes vetoriais com
diferentes parametrizagoes usando o método das linhas geodésicas. entre outros au-

tores que também debrugaram-se sobre o assunto como podemos ver em (Raposo
2019).

No entanto, por aquilo que se tem até antes da elaboragao desta dissertagao,
tendo em conta as bibliografias consultadas, a formulacao das equagoes diferenciais
que definem o trajeto 2D e 3D de raios actsticos tanto pelo método das linhas
geodésicas como pelo método do tempo minimo de Fermat, as expressoes analiticas
e os trajetos derivado das respetivas simulagdes nao evidenciavam ou provavam a
teoria de que estes dois métodos levavam ao mesmo trajeto de raios actusticos. Os
modelos desenvolvidos nas bibliografias mencionadas, também nao tiveram em conta

o efeito da corrente do fluido no trajeto do raio actstico.



Capitulo 2
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Nas disciplinas ligadas a matematicas, como a geometria diferencial e a al-
gebra linear, o calculo tensorial fornece uma estrutura rigorosa para lidar com pro-
blemas em espagos multidimensionais (Lee e Lee |2012)). Ele possibilita a formulagao
precisa de relagoes e transformacoes entre as varidaveis envolvidas na propagacgao
acustica, permitindo a andlise e modelagem precisa de sistemas actsticos comple-
xo0s. Isso inclui a consideracao de fatores como a dire¢ao de propagacgao, a influéncia

de campos de velocidade e a atenuacao do som em meios heterogéneos.

Para podermos entender os conceitos inerentes ao tema sobre as trajetorias
de raios actsticos ¢ necessario alguns requisitos matematicos importantes, este capi-
tulo visa dar ao leitor um conjunto de ferramentas matematicas que servirao de base
para a compreensao deste tema, o capitulo aborda conceitos basicos da geometria
diferencial, do calculo tensorial e vetorial e com estes podermos formular a equagao
das Linhas geodésicas que poderemos ver mais adiante. é importante realcar que o
calculo tensorial é uma ferramenta essencial para compreensao da relatividade da

geral, pois a suas leis conferem sustentabilidade a nossa abordagem.

Na teoria da relatividade, os tensores desempenham um papel crucial na
formulacao das equagoes de campo de Einstein, que descrevem a gravidade como
uma curvatura do espago-tempo (Carroll |2019). Estas equagoes sdo fundamentais
para entender como os raios luminosos se propagam campos gravitacionais. Adicio-
nalmente, o calculo tensorial é empregado na descricao de campos eletromagnéticos,
campos de fluxo de fluidos e leis que governam o movimento de corpos rigidos,
elementos essenciais também em estudos de propagacao acustica em materiais ho-

mogéneos e heterogéneos.

Ao compreender e aplicar o calculo tensorial, é possivel obter um enten-
dimento mais profundo dos fenémenos fisicos envolvidos na propagagao acustica e

realizar andlises matematicas rigorosas que contribuem para o desenvolvimento de
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teorias, modelos e solugoes nesta area. A capacidade de descrever com precisao a
propagacao dos raios acusticos usando linhas geodésicas é um exemplo de como o
calculo tensorial pode fornecer intuigoes valiosas e avancos no conhecimento da pro-
pagacao acustica. Assim, neste capitulo nos dedicaremos em fazer esta abordagem

generalizada desses conceitos essenciais.

2.1 Espaco Euclidiano, Base ortonormal, Produto

escalar

O conceito de produto escalar desempenha um papel importante na algebra
de vetores e tensores. As propriedades do espaco vetorial dependem essencialmente

de como o produto escalar é definido nesse espago.(Itskov et al. 2007))

O produto escalar ou interno é definido como o produto entre dois vetores

7 e U pertencentes a um espaco vetorial V que satisfacam as condicoes baixo.
C.l. uv=vu (comutatividade);
C2. u.(v+z) =wuv+uz (distributividade);

C3. a(uw) = (eu).v = u.(a.w) (Associatividade na multiplicacao por

um escalar o, Voo € R, Yu,v, z € V;

O espaco euclidiano E™ é aquele que cumpre as propriedades acima descritas.
Se o produto escalar entre dois vetores nao nulos for nulo entao, estes vetores sao

ortogonais.

ULV, = UV =0 (2.1)

Para podermos descrever muitos vetores no espaco euclidiano E™ é preciso
definir uma base neste espaco. De modo a simplificar o nosso estudo vamos trabalhar

com a base ortonormal definida abaixo.

Uma base ¢ = {ey, ea, ..., e,} dum espago euclidiano n.dimensional é orto-
gonal se
€i.€; = 57;]' Z,j = 1,2,..,7’L (22)

O simbolo ¢;; representa a funcao Delta de Kronnecker e esta ¢ igual a 1 no
caso de os indices serem iguais e é igual a 0 no caso de os indices serem diferentes,

como também esta definido em com e; e e; unitarios.
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2.1. Espaco Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar

Um conceito indispensavel a considerar dentro do espaco euclidiano é o
de base dual que é o que permite escrever qualquer vetor pertencentes a E™ como
combinagao linear de dois vetores de uma determinada base, e esta leva cada vetor

da base a sua respetiva coordenada, ou seja:

Para toda base f = eq,es,...,e, de um espaco vetorial V' e para todo Co-
vetor v € V* é definido um conjunto ordenado de ntimeros reais f = (f1, fa, .-, fu)
por f; = v(e;). Esses nimeros f; sao chamados de componentes covariantes do

co-vetor v em relacao a base f.

Figura 2.1: Componentes e base de um vetor em Coordenadas
cartesianas

Para podermos compreender melhor este conceito, vamos comecar com o
sistema de coordenadas cartesianas em trés dimensoes como habitualmente conhe-
—
cemos. Observando a figura a partir desta figura esta definido o vetor V' como
sendo o produto de suas componentes ( V,,V,,V,) com os respetivos vetores bases,
—_ > — ~ I . .
(€z, €y, €2), 0s vetores bases sao unitarios ao longo dos respetivos eixos, e podemos

escrever:

V =V,& + Vyey + Vil (2.3)

—> —
Como podemos notar a distancia de OP corresponde a norma do vetor V' e podemos

defini-la da seguinte forma

V]| = (Va)? + (V)2 + (V2)? (2.4)

_
Agora consideremos um outro vetor U definido pelas suas componentes,

11
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(U, Uy, U,) considerando-o no mesmo referencial cartesiano, entao a partir dai po-

demos também definir algumas operacoes entre vetores.

- —
O produto escalar ou interno entre os vetores U e V' é dado por:

U-V=UV,+U,V,+U.V, (2.5)

O resultado desta operacao é um valor escalar; com este calculo, é facil
notar que se fizermos o produto interno do vetor U por ele mesmo, teremos entao

demonstrada a equacgao

O produto vetorial entre o vetor U eV é calculado da seguinte forma,

€r €1 €
UxV=\U, U, U, (2.6)
V. V, V.

e (2.7)

FicurA 2.2: Regra da mao direita

O produto vetorial UxV éum vetor perpendicular aos vetores UeV asua

direcao é dada pela regra da mao direita como mostra a Figura
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2.1.1 Métrica Euclidiana

Para se estudar a geometria de um determinado espaco, é essencial saber
a Métrica deste espaco. A Métrica é uma funcao que define a distdncia entre dois
pontos em um espaco particular. Uma vez que conhecemos a métrica de um espago,
(teoricamente, pelo menos) sabemos tudo sobre a geometria desse espago por isso
que a métrica é de total importancia. (Collier [2017) Para calcular a distancia entre
dois pontos em um determinado espaco, podemos fazer uma extensiao da equacgao
para o caso da distancia entre dois quaisquer pontos (z1,¥,21) € (T2, Y2, 22) N0
plano tridimensional, e representando a distancia por [ podemos escrever a distancia

como
P=(e—21)"+ (2 — 91)° + (20 — 21)? (2.8)

No espaco euclidiano a fun¢ao da distancia entre pontos nao se altera inde-
pendentemente do caminho que se percorre, o que nao se pode dizer para espagos
nao euclidianos, como espacos curvos da relatividade de Einstein que poderemos ver
mais adiante, pois é o cerne do nosso estudo. De modo a nao incorrer no problema
da diferenca no calculo da distancia e para que a distancia em questdo seja, na
verdade, mais préxima ao comprimento do caminho a percorrer vamos expressa-la
em termos de deslocamentos infinitesimais dl, dz, dy, etc.. Assim, a férmula abaixo
vai calcular distancia infinitesimaldl entre dois pontos em coordenadas cartesianas,

também chamada elemento de linha.

dl = \/da? + dy? + dz? (2.9)

A meétrica, os coeficientes numéricos dos termos diferencias como explicita-
mente podemos observar 1 x dx?, 1 x dy? e 1 x dz%.Da equacao acima podemos tirar
que ez - e, = 1,¢e,-¢,=1,e,-e, =1, e o produto de versores com indices diferentes
¢ nulo. Esses coeficientes métricos podem ser organizados numa matriz 3x3 para
descrever completamente a geometria do espago tridimensional. Essa matriz é cha-
mada de tensor métrico ou métrica, e permite calcular a distancia e o angulo entre

dois pontos quaisquer no espaco tridimensional euclidiano e podemos escrever

g11 912 913 1 00
9ij = [g21 g2 93| =10 1 0 (2.10)
931 932 933 0 01

13



Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

Assim, podemos verificar que e, - e, = ¢y, = 1 igualmente para casos

similares. De forma genérica podemos escrever.

Cij = Gij (2.11)
e; € g;; admitem inversas e podemos escrever,

7

e el =g" (2.12)

e consequentemente podemos escrever a expressao do elemento de linha

CcOmao:
dI* = gppd® + gy dy® + g..d2" (2.13)

Neste mesmo raciocinio podemos definir o tensor métrico para coordenadas
polares a 2D e esféricas a 3D tiradas por exemplo do livro A Most Incomprehensible
Thing, de Peter Collier,

Assim, o tensor métrico para coordenadas polares a duas dimensoes (r,0)

9ij = ((1) ;) (2.14)

e para coordenadas esféricas a 3D (r,0), ¢) serd

sera

1 0 0
95 =10 r° 0 (2.15)
0 0 r2?sin?6

O tensor métrico admite tensor contravariante g assim, para o caso de

coordenadas esféricas a sua matriz contravariante é,

1 0 0
g7=10 % 0 (2.16)
0 0 r25i1n26'

e de modo andlogo, para coordenadas polares,

. 1 0
() o
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2.1. Espaco Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar

2.1.2 Notacao de Einstein

A notacao de soma de Einstein, também conhecida como convengao de
somatoério de Einstein, é uma notagao compacta que é essencialmente utilizada para
expressar operagoes que envolvem somas de componentes em matematica e fisica.
Essa notacao foi introduzida pelo fisico alemao Albert Einstein para simplificar a
escrita de equacoes na teoria da relatividade. A ideia principal da notagdo de soma
de Einstein é que, sempre que dois indices superiores ("Contravariante") e inferiores
("convariante'), aparecem repetidos numa equagao, deve-se somar sobre todas as

possiveis combinacdes desses indices.

Por exemplo, a notagao de Einstein diz o seguinte, dado o vetor V' da figura

[2.1] podemos escrever
— 3 .
V=V +Vie+Vieg=> Ve (2.18)
=1
ou simplesmente
V=Vig@i=123) (2.19)

Assim de forma geral a expressao,

N
a1zt 4 asx? + asz® + ...+ anz = Z a;x! (2.20)
i=1

pode ser escrita na notacdo convencional de soma como a;z° para N dimensoes de
forma similar baseando-se ainda nesta na notacao convencional de soma, a expressao

SN SN ajata’ pode ser escrita como aj;aiz? em N dimensdes.

Uma nota importante ¢é salientar que para esta conven¢ao nao sao validas

as seguintes propriedades:

ag(z' +y) # aie’ + agy’s  agx'y’ #agy's’;  (ag +ag)aty’ # a5ty
Sao vélidas as seguintes propriedades:

J 7Y — J J. i, J ot
aij(@ +y) = a@’ +ay’; 'y’ = ay’

15
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a; ;') = azx'a?; (a4 aj)rte? = a0 (a; — aj)rte? =0

Os indices podem ser mudos ou livres, sendo que indices mudos aparecem
uma vez na expressao e indicam a ordem do tensor e os indices livres aparecem duas
vezes e indicam o somatério. Deste modo ¢ possivel escrever o produto interno entre

dois vetores como:

U-V=UV,=UVi(i,j=1,2,3) (2.21)

Assim, por exemplo, se quisermos expandir a Expressao T7jXiXj tendo em conta

a notacao de Einstein para N dimensoes teremos

Ty XX, = TuXi Xy + TioXo Xo + Tis X0 X + .+ T X1 X,
+ T Xo Xy + Too Xo Xo + Tos Xo Xz + ... + 15, XX,
+ T3 X3 X1 + T3 X3Xo + T33 X3 X3 + ... + 13, X3X,
+ ...
+ T X, X1 + T X0 Xo + 13X, X + ...+ 1, X, X,

Na equacao os Indices 7 e j sdo mudos e indicam o somatorio, veja-
mos um outro caso em que podemos tornar mais compacta usando a convencao de
Einstein, a equacao que se segue representa a derivada total de uma fungdo em um

sistema Z' em que suas varidveis dependem de t,

dz'  0x'drz' 0" dx* 0T da?

= — — — 2.22
d " oat dt o2 dt | 0ad di (2:22)
deste modo a equacgao acima pode ser escrita da seguinte forma
dz' 9z dx’
= 2.23
dt  Oz* dt (2:23)

Na equacao acima o i ¢ um indice livre e o j ¢ um indice mudo, como explicamos a

cima, a soma sucessiva vai se efetuar-se apenas sobre o indice mudo.

2.1.3 Delta de Kronecker

Vamos agora introduzir o conceito da funcao delta de kronecker. Esta é uma
funcao que facilita a escrita de de certas expressoes matematica de forma a torna-las

mais elegantes. A delta kronecker é representado pelo simbolo 5;; t,] =1,2,...,N

16



2.1. Espaco Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar

esta estd definida da seguinte forma:

1, se 1=

0; se 1#].

8t =0 =069 = (2.24)

J

Para esta funcao temos de considerar algumas propriedades, vejamos: se as
coordenadas z', 22, ..., 2" de um determinado espaco sdo independentes, entdo

ort 1, se 1=

9r1 0. se i

Isso implica que, se z° e 2’/ pertencem ao mesmo sistema de coordenadas e

~ . - i .
sao independentes, entao, % = 5;-, e consequentemente
J

dx'  dx'  dab 5
8x]~ N 8xk B 8xj e

onde por convenc¢ao a soma sobre k estd implicita.

Considerando a equagao considerando para N=3 podemos definir a

matriz

(2.25)

>,
Il

o O =

oS = O

_= o O

A matriz [2.25 é chamada de Tensor de Kronecker.

O Tensor de Kronecker é um tensor unitario, se multiplicamos matricial-
mente qualquer tensor pelo tensor Kronecker obtém-se o proprio tensor, ou seja,
5;'»Aj = A’ Demonstraremos abaixo essa propriedade para o caso de trés dimensoes.
Fazendo o desenvolvimento tendo em conta a convencao de Einstein como ja foi

estudado anteriormente obtém-se:

SLAY 4 6L A% 401 A% = A
STA! + 05A% + 53 A = A?

S3A + 63 A% 4 343 = A®

17



Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

Como se pode notar o resultado deste desenvolvimento ¢ A%, entdo, basicamente o
que o tensor de Kronecker faz é a substituicao do indice, por isso ele é também um

tensor de substituicao.

2.1.4 Simbolo de Permutacgao

1

1
/Eijk :1\ €ijk = —1\

3 2 3 2
— ~—_

FIGura 2.3: Simbolo de levi-Civita

O simbolo de permutacao também conhecido como Simbolo de Levi-
Civita ¢ representado por simbolicamente por €;;x, ¢ definido como um objeto ma-
tematico que representa permutagoes dos indices 7, j, k. este simbolo é definido

COImMo:

+1, se (4,4, k) é uma permutagao impar de (1,2, 3)
€k =4 —1, se (i,7, k) é uma permutacao par de (1, 3,2) (2.26)

0, se dois ou mais indices sao iguais.

Onde uma permutagdo impar é aquela que requer um nimero impar de trocas para
ser alcancada a partir da ordem original, enquanto uma permutacao par requer um

numero par de trocas.

O simbolo de permutacao é 1til em tensores porque ele permite expressar
produtos de tensores com indices permutaveis de uma maneira simplificada. Por

exemplo, o produto de dois tensores A;;, e B;j, pode ser escrito como:

Onde €., é 0 simbolo de permutagao em trés dimensoes e o indice [ substitui

o indice 7, o indice m substitui o indice 5 e o indice n substitui o indice k.

d :[au a1z @21 am} {f y} = [bl 52}

Onde a;; sao os coeficientes do sistema e b; sao as constantes. Podemos

escrever a solucao desse sistema usando o delta de Kronecker da seguinte forma:

18
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‘b1 a12 by 6122‘ b1011 + badar
x = =

’flu a1z G2 a22‘ a11011 + 21021

‘an by an bz‘ 12012 + a22022
y = =

’&11 a1 A9 azz’ a11011 + a21021

Onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker e é usado para selecionar os elementos

corretos da matriz a e do vetor b.

2.2 Espaco Tempo, Métrica de Minkowski

O espago-tempo é uma estrutura matematica que combina as trés dimensoes
do espago (comprimento, largura e altura) com a dimensdo do tempo numa tnica

entidade quadridimensional. (Einstein 2010))

Antes de Einstein, o espaco e o tempo eram considerados entidades sepa-
radas e absolutas. Isaac Newton, por exemplo, via o tempo como algo que flui
uniformemente, independentemente de qualquer coisa externa, e o espago como um

palco imutavel onde os eventos ocorrem.

No entanto, a teoria da relatividade especial de Einstein introduziu a ideia
de que o espaco e o tempo estao intrinsecamente ligados e sao relativos. Isso significa
que diferentes observadores, movendo-se a diferentes velocidades, podem discordar
sobre a duragao do tempo entre dois eventos (dilatagdo temporal) e sobre a distancia

entre dois pontos.

Ela generaliza outras métricas conhecidas, como a distancia euclidiana e a
distancia de Manhattan, permitindo a incorporacao de diferentes parametros para
atender as necessidades especificas de estudos em acustica submarina.Abordagem

matematica desenvolvida nesta seccao tem como base o desenvolvimento feito por

(Collier 2017).

A funcao que define a distancia entre dois ponto no espaco-tempo é dada

pela expressao

As® = AA? — Ax? — Ay? — AZ2 (2.27)

19



Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

Para o caso de variacoes infinitesimal podemos obter

ds® = dt* — da® — dy* — d2?, (2.28)

Onde ds é o elemento de linha de Minkowski e ds? é uma invariante rela-
tivista ou seja, uma invariante sob transformacoes de Lorentz. Isso significa que
todos os observadores inerciais concordardo com o valor de ds?ds para um par de
eventos, independentemente de suas velocidades relativas, e ¢ é a velocidade da luz,
dt é a diferenca no tempo entre os dois eventos, e dx, dy, e dz sdo as diferencas nas

coordenadas espaciais entre os dois eventos.

Igualmente ao caso da métrica euclidiana, vamos usar os coeficientes métri-
cos do elemento de linha de Minkowski para definir a métrica de Minkowski, que é

denotada na bibliografia acima descrita por 7, (onde n é a letra grega eta).

A partir dos termos 1 x 2dt?, —1 x da?, —1 x dy? e —1 x dz? podemos entdo

escrever na forma matricial como.

10 0 O
0 -1 .0 O
= 2.29
md=| 0 o i 0 (229)
00 0 -1

Podemos ainda escrever o elemento de linha de Minkowski usando a notacao

de indice e a convenc¢ao de somatério de Einstein como:

ds® = n,,dtdx”, (2.30)

A configuragao dos sinais ao longo do tensor métrico é chamada de assi-
natura métrica. No caso que estamos a trabalhar usamos + — ——, a inversao da

assinatura nao altera o resultado desde que sejamos consistentes ao usa-los.
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2.3. Operadores Diferenciais

2.3 Operadores Diferenciais

Nesta seccao é uma revisao das cadeiras de Analise Matemética e de Fi-
sica de modo a dar mais sustentabilidade e suporte nos contetidos adiante. Quando
estivermos a tratar de deslocamentos num espaco tridimensional, é importante per-
ceber como a particula em questao se comporta relativamente aos diferentes eixos
de referéncia. Por isso, tratando-se de variacoes infinitesimais, vamos introduzir os
principais operadores diferenciais, Eles sao usados para descrever as propriedades
de fungoes e campos vetoriais em termos de suas derivadas e integrais e inclusive
para resolver equacoes diferenciais e tantas outras aplicacoes da Fisica, Matematica
e Engenharia. As abordagens que vao ser feitas aqui, foram essencialmente retiradas
do Livro Vector Analysis de Willard Gibbs e Edwin Bidwell Wilson, 1960, e do livro
A Student’s Guide to Maxwell’s Equations de Daniel Fleisch, 2008.

2.3.1 V Nabla - Operador Del

Este simbolo representa um operador diferencial vetorial chamado "nabla"ou
"del", quando associado a uma grandeza, implica calcular as derivadas das diferentes
competentes dessa grandeza. A forma exata como poderemos calcular essas deri-
vadas depende muito do simbolo com qual é imediatamente associado, assim, VX
indica o Rotacional, V- indica a divergéncia se aplicado a um campo vetorial e se
apenas for o V com a grandeza em questao entao ¢ o gradiente se aplicado a um
campo escalar (Fleisch [2008). Deste modo em coordenadas cartesianas para o caso

de trés dimensoes podemos escrever:

voaliad 29 (a’aa> (2.31)
ox
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2.3.2 Gradiente

O gradiente representa a taxa de variacdo de uma fun¢do em uma determi-

nada direcao, gradiente aponta na direcao de maior crescimento da funcao.

F1GURA 2.4: Gradiente

Para uma funcao escalar f(z,y, z), o gradiente é dado por:
_ (9f of of
Vi= (83:’ oy’ 82)
ou seja,
of >, 0f »  Of

6]”(931,.2:2,3:3) = 81'1 e1 + ax2€2 + (9.1‘363 (232)

podemos escrever também na forma de vetores covariantes e para coorde-

nadas genéricas ¢', ¢2, ¢

5, (OF Of Of

Vf - <8q17 8q27 aq3> (233)
ou seja,

o Of

Vf= a—qiez(z =1,2,3) (2.34)
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2.3.3 Divergéncia

Ficura 2.5: Divergéncia

"No caso do fluxo de fluido, a divergéncia num determinado ponto é uma
medida da tendéncia dos vetores de fluxo a afastarem-se desse ponto (ou seja, a
transportar mais material para longe dele do que trazer em sua diregao). Assim, os
pontos com divergéncia positiva sdo fontes (como torneiras em situagoes que envol-
vem fluxo de fluido, ou cargas elétricas positivas na eletrostatica), enquanto os pon-

tos com divergéncia negativa sao sumidouros (como ralos no fluxo de fluido).(Fleisch
2008)

Para um campo vetorial F (x,y, z), a divergéncia é dada por:

> - O0F, O0F, OF, ,
div(F) =V - F = + + que como podemos, ver é um campo
ox dy 0z
escalar.
2.3.4 Rotacional
y
D A . Y a4 A
R D
D D
I B
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FI1GURA 2.6: Rotacional
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O rotacional indica uma operacao vetorial que descreve a "rotagao"ou "vorti-
cidade"de um campo vetorial, assim, como podemos ver a na figura[2.6|a intensidade
do campo aumenta a medida que nos aproximamos do centro. Um caso muito pratico
para entender o conceito de rotacional é a sua aplicacdo mais comum na mecanica
dos fluidos, onde que Se tem um fluido a girar num turbilhdo (como a dgua a descer
pelo ralo), o rotacional serd maximo no centro do turbilhdo e apontara na dire¢ao

do eixo de rotacao. E para um fluido sem vorticidade o seu rotacional é nulo.

Deste modo, dado um campo vetorial F (x,y, z), calculamos o seu rotacional

da seguinte forma

o =~ (O0F. O0F, OF, OF, 0F, OF,
rOt(F)_VXF_<8y 0z 0z Oxr’ Ox 8y>

gk

| o 8 9
VXF—% 5 5s
F, F, F,

2.3.5 Laplaciano

O laplaciano de modo simplificado é uma operacao diferencial que mede a
diferenca entre o valor de uma funcao num ponto e a média dos valores da func¢ao
nos pontos vizinhos.Uma aplicagao pratica do laplaciano e foi igualmente utilizado
neste trabalho, é na definicao da equagao de ondas, o laplaciano aparece na equagao
que descrevem a propagacao de onda. O termo do laplaciano descreve a curvatura
da onda num ponto especifico e, consequentemente, como a onda se propaga a partir

desse ponto.

Para uma fungdo escalar f(z,y, z), o laplaciano é dado por:

82 82 2
f n f n o f
or?  0y?> 022

Vif=Af = (2.35)

Entao, a equagao de onda unidimensional, usando o simbolo do laplaciano,

para uma funcao u(x,t) seria:

0%u

o *V2u (2.36)

ou seja
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Pu 0%

No contexto da equagao acima, o laplaciano é apenas a segunda derivada
em relacao a x, uma vez que estamos considerando uma dimensao espacial. Em
contextos tridimensionais, o laplaciano considera as derivadas segundas em relagao

a todas as trés coordenadas cartesianas, como mostrado na equacao [2.35

2.4 Tensores

Iy

FiguraA 2.7: Componentes de um tensor de Stress num meio conti-
nuo Figura retirada do website Wikimedia Commounﬂ

Porqué estudamos os tensores? Respondamos a essa questao analisando a
seguinte figura2.7] um dos assuntos mais importantes da Mecanica dos sélidos e dos
fluidos ¢é estudar os tensoes no interior de meios continuos, através de conceitos ma-
tematicos que tratam um corpo fisico como uma substancia continua e homogénea.
Este conceito em que estd representado na figura em questao, é usado para descrever
a distribuicao das forgas internas que atuam num meio continuo, seja um sélido ou
um fluido, essas forcas internas surgem por consequéncia de um conjunto de fontes
externas como a cargas elétricas ou mecanicas, temperatura, deformagoes ou outras
condi¢oes ambientais bem como fontes internas, tais como a viscosidade em fluidos.
A tensdo, pode ser entao definida como uma forga exercida por unidade de area
numa superficie interna do meio.

Considerando um meio em equilibrio, ou seja, considerando que a soma de for¢as em

Yywebsite Wikimedia Commouns:https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stress_in_
a_continuum.svg
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Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

todas as diregoes é igual a zero, podemos definir matematicamente o Stress como

um Tensor de segunda ordem,

(2.38)

Onde o, representa o componente ¢j do tensor de tensoes de segunda ordem,
F; é a componente da forca atuando na diregao i e A; é a componente segundo o

eixo dos jj da area sobre a qual a forca ¢é aplicada na direcao j.

A partir do tensor de tensoes, torna-se possivel calcular a tensdo normal e a
tensao tangencial em cada ponto do meio continuo, bem como a tensao de corte e a
deformagao resultante. Com esse estudo consegue-se perceber como os materiais se
comportam quando sdo submetidos a diferentes condigoes de carga. Essa equagao
permite calcular a tensdo num ponto especifico de um material continuo, desde que a
forca e a 4rea sejam conhecidas. E de salientar que para os materiais mais complexos
e situagoes mais complicadas é necessario recorrer a equacoes mais especificas, como
as equagoOes da mecanica dos sélidos ou da mecéanica dos fluidos, que consideram
fatores como a forma e a geometria do material, a sua resposta elastica, efeitos de
carga dinamica, entre outros, que nao serao alvo de estudos nesta dissertacao.
A equacao [2.38] é um tensor de segunda ordem, resultando em uma matriz 3 x 3,

como mostra a equagao

011 012 013 011 Ti12 T13
0 = |021 022 O23| = | T21 022 Ta3 (2-39)
031 032 033 731 T32 033

Nesta matriz de 9 elementos os elementos da diagonal (o33, 033, 033) repre-
sentam as tensoes normais correspondentes as respetivas coordenadas e (712, T13, T3,
To1, T31, Ta2) representam as tensoes de corte em cada plano coordenado, isto, é a

forca tangencial que atua no plano perpendicular a direcao normal correspondente.

Os tensores sdo objetos matematicos que servem para de uma forma geral
representar relacoes que sao invariantes sob mudanca de sistema de coordenadas e
por isso os tensores tém uma ampla variedade de aplicagoes em ciéncia e engenharia.
Por exemplo, em fisica, os tensores sao usados para descrever as propriedades de ma-
teriais e campos, enquanto em "Machine Learning", eles sao usados para representar
dados como imagens, audio e texto. O uso de tensores permite uma representagao
compacta e eficiente de dados complexos, facilitando a manipulacao e analise desses

dados. A sua notacgao é baseada em indices que podem indicar a ordem do tensor
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e também as componentes do tensor em um determinado sistema de coordenada,

tornando sua representacao mais compacta como veremos a seguir.

As grandezas escalares, e os vetores, sdo ambos casos particulares de tenso-
res, em que para podermos representar em qualquer coordenadas temos de usar 3V
numero que representam as componentes do tensor, onde o N representa a ordem
do tensor. Assim, o tensor de ordem zero (3° = 1) é um escalar com apenas uma
componente, o tensor de ordem um (3' = 3) é o vetor com trés componentes e o
tensor de 2% ordem (3% = 9) é a é uma matriz quadrada 3 x 3 no caso de espagos

tridimensionais.

2.4.1 Transformacao de Tensores

Os tensores podem ser representados componentes contravariantes com in-

dice superior, e com uma relacao, de transformacao de componentes do tipo,

o'
lo B
Ve = P \%

ao passar de um sistema de coordenadas S para um sistema de coordenadas S’. Em

(2.40)

contrapartida, as componentes de um tensor covariante transformam-se segundo a
relacao

V- oxP

o o'

, a0 passar de um sistema S para S’

Vs (2.41)

Um tensor pode também resultar do produto de dois vetores quaisquer,
assim dados os vetores F'¥ ¢ W* e um vetor '1-form’ ou vetor diferencial de grau 1,

A, podemos obter um tensor 77* de tal maneira que

T = FPW A, (2.42)

FB pode ser escrito como

a o

Fo = a—;Fﬂ (2.43)
e W* também pode ser escrito como
a le

W = %WA (2.44)
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E ainda podemos escrever o vetor diferencial de primeiro grau A, como,

o Ox"

=—A
T 9t

(2.45)

Portanto, novo tensor 7% pode ser escrito como produto dos resultados

das transformacoes de cada um dos vetores

o0x'® 9z'¢ Oz
T/ae _ Flaw/eA/ — - B
T T 0xP Oz Ox'T

W*A,. (2.46)

No entanto um tensor contravariante com dimensao m e covariante com

dimensao n tem componentes dados pela lei de transformacao tensorial:

/ / I, B B Bn
T/#1u2.“um _ al' M1 81' K2 ax H % ax 1 ax 2 83’; « Tvlv2~~'vm (2 47)
araz...an vt vz T Opvm Orer Orloz "7 Qlon B1B2...n * ’

2.4.2 Simbolos de Christoffel

No espaco euclidiano, quando temos um vetor em coordenadas cartesianas
e queremos calcular as derivadas de suas componentes nao nos preocupamos com
os vetores de base, pois estes sdo constantes nestas coordenadas e de modulo igual
a um como definimos nas secgoes anterior. Porém, quando estamos a nos referir de
espagos curvos, o vetores de base nao sdo constantes como em espacos euclidianos
mas em coordenadas curvilineas. Ao derivar um tensor, portanto, temos que ter
em conta as derivadas dos vetores de base. Para fazer isso, precisamos introduzir
o coeficientes de conexdao (também conhecidos como simbolos de Christoffel), que

recebem o simbolo I' (a letra grega Gama)(Collier |2017)).

Para visualizarmos mateméaticamente essa expressao vamos seguir a dedugao

feita por r Collier na sua obra "A Most Incomprehensible Thing". Vamos considerar
—>

o seguinte vetor definido por V = V®e,. Ao derivar esse vetor, tendo em conta que

os vetores base (e4) ndo siao constantes, entdo, temos de usar a regra do produto

%(U V) = Ud‘iv + %. Dai o resulta, ao derivar por exemplo em orfem a coordenada

2”,

ov  ave_,

deq
i

yofle
* oxP

(2.48)
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~ . (o3 . ~
Desta expressao conseguimos observar que % representa a taxa de variagao

- —>
das componentes (V*) do vetor V em relagio a coordenada (z°) e (‘;)%73 representa
. ~ —> ~ ﬁ . ~
a taxa de variagao de e, em relacao a x”, e esta pode ser escrito em relagdo aos

vetores de base e,

oz
oxP

Assim a equagao pode ser escrita como

o v,

aajﬁ = Wea + VOTZ{B(Z; (250)

Podemos escrever os coeficientes de conexao em fungao do tensor métrico.
Esta Vamos comegar a abordagem escrevendo o tensor métrico de primeira espécie

da seguinte da seguinte forma

[ij, k] = g T} (2.51)
por simetria [ijk] = [jik] podemos escrever,

— 0¢;
b
_, Jeg

=g

(2.52)

Tendo em conta que g;; = €; - €; podemos derivar ambos os membros em

relacdo a ¢¥, no membro direito aplicando a férmula da derivada do produto temos,

095 _ 85{_€,+€,_87€;
dg* — ogk " gk (2.53)
= [ik, j] + [jk,1].

. « . 9gi; . .1 .
Se associarmos trés derivadas 8?;; considerando indices diferentes e efetuando as

devida simplificagoes resultara em

L | Ogi agjk agij ..
- : A = 2.54
3 |5+ d ~ agk | = 9 (2.54)

Vamos agora usar a equagcao [2.51], e tendo e em conta o facto de g,, e g**

serem inversas entre si e multiplicando pela esquerda ambos os membros da equagao

29



Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

[2.54] resultara em

i agjk agij] (2 55)

1
podemos escrever usando a convencao de letras gregas para coordenadas do espago-

tempo

1 99, 0Og Gy
o _ 0P P Bp M
Fa 27 (81:” T T our ) (2.56)

Existem N simbolos de Christoffel distintos de cada tipo para cada tensor
gi; independente. Como g;; ¢ um tensor simétrico de ordem 2 e possui %N (N +1)

componentes independentes, o nimero de componentes independentes dos simbolos
de Christoffel 6 LN?(N +1).

2.4.3 Geodésicas

FiguraA 2.8: Transporte paralelo ao longo de uma linha fechada
numa esfera m

Apos fazermos uma abordagem sobre os tensores, conceito de métrica e

falamos na subseccao anterior sobre Simbolos de Christoffel, vamos agora tratar das

20 Adaptado do website Wikimedia Commouns:https://www.pngegg.com/es/png-tnico
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linhas geodésicas que sera importante para percebemos mais sobre as trajetérias de
raios acusticos podem ser modeladas, se compreendemos o que sao linhas geodésicas
e como sao definidas, e a partir destas podemos entao no capitulo mais adiante fazer
aproximacoes significantes para raios acusticos e posteriormente poder introduzir

elementos do meio que podem influenciar a trajetoria dos raios actsticos.

'Geodesia’ vem do grego 'Geo’ que significa "terra'e daio’ que significa divi-
dir, ou seja, "divisao da terra'. ’Geodésico’ sera utilizado de uma forma geométrica
especial a seguir, mas estara relacionado ao antigo problema de medir o caminho
mais curto na superficie curva da Terra. A partir da geometria euclidiana de uma
superficie plana, sabemos que o caminho mais curto entre dois pontos é a linha reta
entre os pontos na superficie. No entanto, na superficie esférica da Terra, nao é
possivel encontrar caminhos retos, entao o caminho mais curto entre dois pontos é
o arco de circulo maior na superficie entre os pontos. Como sabemos tais caminhos
sao chamados curvas geodésicas, por generalizagao, qualquer que seja a métrica de

um espagco riemaniano ou mesmo pseudo-riemaniano.

Para chegarmos até a equacao das linhas geodésicas, que é o nosso objetivo
nessa subseccdo, iniciaremos com o conceito de transporte paralelo, O transporte
paralelo de um vetor ao longo de uma curva numa variedade Riemanniana é definido
como a operagao que preserva a direcao do vetor durante o movimento ao longo da

curva.

Agora vejamos o que acontece se tentarmos transportar um vetor em pa-
ralelo ao redor de um ‘loop’ fechado A, B, C na superficie de uma esfera (veja a
Figura. Embora cada vetor seja desenhado o mais paralelo possivel ao anterior,
quando ele retorna a A, sua direcdo mudou em 90°. Além disso, a mudanca de
direcao depende do caminho percorrido - diferentes ‘loops’ dao mudancas de direcao
diferentes. Essa mudanca de direcao é resultado da curvatura da superficie da esfera.
Para espacos curvos, em geral, o transporte paralelo de vetores é fundamental para

entender a curvatura.(Collier 2017)

31



Capitulo 2. Fundamentos Teéricos

FI1GURA 2.9: Transporte paralelo de V longo de uma linha parame-
trizada por um parametro )@

Definamos o vetor tangente a curva da fig ﬁ, definido pelas derivadas

das componentes em relagdo a um parametro A que corre ao longo da linha,

po_ (0 dr' @2
Cdh \d\TdN T dN dN )
onde onde tornaremos (z° = ¢, ' = z, 22 = y e ® = 2z), Vamos agora

observar o vetor ‘7 na figura Se quisermos transportar paralelamente o vetor ‘7

ao longo da curva a derivada deste vetor tem de ser nula, ou seja:

dv

— =0 2.57
) (2.57)
que é o chamado critério de deslocamento paralelo ao longo de uma curva.

Para calcular a derivada usaremos a equagao mundando 2 por \ temos

avoodve_,  __de;
vamos escrever o % como
—> —> 8
deq  Oeq dx (2.59)

AN 92P d)

2lywebsite Wikimedia Commouns:https://www.pngegg. com/es/png-tnico

32


https://www.pngegg.com/es/png-tnico

2.4. Tensores

usando a defini¢ao dos coeficientes de conexao 26% =T Be_;
temos

v dve da®
—— = ——ea o’ ey 2.
i~ ay otV gy (2.60)

Trocamos o indice e por v no ultimo termo temos,
dv ve da’
_—=— e €a 2.61
ax — ax otV ey e (2.61)

. ~ —> ~
efetuando a fatorizacao termo e,, podemos reescrever a equagao como,

v [(dve dz
A gy e 2.62
X (d/\ v WdA)“ (2:62)

sendo um vetor com componentes pode ser escrito como derivada da seguinte

«@ . .
forma em que % representa a derivada covariante do vetor V¢ em ordem ao

parametro A

DV  dve dz”
Dy Ve (2.63)
Considerando que
dz”® dz® dot dz? da?
f= —_— =, = 2.64
v A\ (d)\’d)\’d/\’d)\> (2:64)
e efetuando a transformacao e fatorizacao temos,
DVe  dxf dV© da” ave
= +Vre =U’ VT, |- 2.65
d\  d\ daf AN (d;cﬁ ) (2.65)
Agora retornando na defini¢ao de transporte paralelo %t wo_ podemos agora
encontrar a equacao das linhas geodésica
dz“
U= —=V" 2.66
o (2.66)
dU
— =0. 2.67
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DU®  dU* da?
— e, = 2.
d\ T Vs d\ 0 (2.68)
d (dzx® dz?® dx”
) e, T 2.69
d\ ( d\ ) AN d) (2.69)
DU« A2 dzP dz
_ e 2 2 2.70
D e T Y (2.70)

Portanto a equacao das linhas geodésicas que vamos ter em conta para

podermos usar no capiitulo seguinte:

d?x® dx? dx
o — 2.71
D2 TN ’ (2.71)

Entretanto, teremos entdo que resolver tantas equagoes diferenciais geodé-
sicas quanto o niamero de valores que o indice o pode tomar, isto é, o ntimero de
dimensoes do espago em questao. Torna-se evidente, tendo em conta o que se apre-
sentou nas seccoes anteriores, que na equacao esta subentendido o somatorio
sobre os indices ( e 7, j& que ocupam posigoes covariantes em I'J; e contravariante

em dz” e dx”.
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Métodos de calculo de raios

acusticos

Apresentar-se-a dois métodos pelo qual pode-se estimar o tracado do raio
acusticos. As equacOes que vao estimar o tracado dos raios acusticos podem ser
deduzidas de dois formalismos diferentes, o formalismo das linhas geodésicas e o do
tempo minimo de Fermat e para que se possa da melhor forma comparar ambos os
métodos, deduziremos as equagoes considerando o caso de um fluido estacionario
(velocidade do fluido nula), o qual é uma consideracao feita em quase todas as
bibliografias consultadas durante a elaboracao deste trabalho. No caso deste estudo,
essa suposi¢cao é também motivada primeiro pelo facto de querermos comprar dois
métodos partindo dos mesmos pressupostos, depois, porque considerar velocidades
no formalismo do tempo minimo de Fermat nao ¢ viavel. E como veremos a seguir a
introducao de velocidades do fluido é uma das vantagens da aplicagao do formalismo

das linhas geodésicas.

O desenvolvimento deste capitulo tem essencialmente como base algumas
abordagens ja feitas nas bibliografias Fundamentos de Actstica Submarina de Or-
lando Camargo Rodriguez, (Rodriguez 2021) e o artigo, "Derivation of the Paraxial
Ray Equations in Three Conformal Representations", de (D. R. Bergman [2015).
Apesar de os formalismos serem diferentes, ambos os métodos partem do principio

de que o raio percorre de um ponto para o outro no menor tempo possivel.
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3.1 Formalismo das geodésicas

Para desenvolver este formalismo comecaremos pela equacao das linhas ge-
odésicas, [3.1] abaixo apresentada,
d?xb , datdrd

e 42t de’ 1
oz g =Y (3-1)

que pode ser escrita como

i = =50 (3.2)

onde Ffj representa os simbolos de Cristoffel vistos anteriormente e foi ex-

presso como

1 0ga | Ogw. Oy
k= Lt |99 _ 99
K 29 6xj + E)xz a.l’l

(3.3)

onde gkl representa o tensor métrico acustico em componentes contravari-

antes e os restantes em componentes covariantes

3.1.1 Tensor métrico acustico

As trajetorias dos raios acusticos sdo influenciadas em grande medida pe-
las caracteristicas do meio em que o som sera emitido, dai ser importante estudar
"a geometria acustica'deste espaco e consequentemente saber como poderemos me-
dir e idealizar a trajetoria do raio naquele meio. O tensor métrico acuistico ¢ um
elemento primordial, porque este permite que saibamos como as trajetorias e inter-
valos de tempo num determinado meio se alteram a medida que as ondas sonoras
propagam-se por ele. A abordagem que faremos aqui tem como base a referéncia.
Bergman. David R Bergman 2018, e também consideracoes e condigoes que ja foram
elaboradas no trabalho efetuado por Malta Ribeiro, 2021 (Ribeiro 2021))

Os fenémenos de onda em fluidos podem ser derivados a partir das equacoes
da dindmica dos fluidos. Essas equacoes sao nao lineares; portanto, uma equagao
de onda linear é uma aproximacao que pode falhar em alguns casos, nomeadamente

havendo variagoes muito fortes dos pardmetros fisicos (pressao, temperaturas, etc.)
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Com base na experiéncia, parece haver tantas derivagoes de uma equacao de onda
linear em fluidos em movimento quanto héa acisticos, cada uma contendo aproxi-
magoes e suposicoes especificas adequadas para uma aplicacao especifica.David R
Bergman 2018

Comecemos com a conhecida equacao de continuidade que descreve a con-
servacao da massa de um fluido. Ela afirma que a variagao temporal da densidade
p num ponto do fluido é, igual & divergéncia do fluxo de massa p¥ nesse ponto. Em
outras palavras, a equagao afirma que a matéria do fluido ndo pode ser criada ou
destruida, mas pode ser transportada de um lugar para outro.

dp
— +V-(pt)=0 3.4
T (pV) (3.4)

A partir da equacao de continuidade temos de ter em conta que a pressao,

densidade e velocidade, sofrem perturbagoes devido a fendémenos actsticos e entao

podemos escrever essas grandezas em funcao dessas contribui¢oes da seguinte forma:

F’ t) = p0<77’ t) + p1 (7?; t) (35)
(7, t) = (7, t) + U1 (7, 1)

Apéds uma série de manipulagoes algébricas, como podemos ver no anexo [[]
N . ~ v z . ~
chegamos a seguinte relagao, onde f(7°,t) serd, no nosso caso, o campo de varia¢ao

de pressao no fluido,

—1 — Vg —Upy — g, of /ot
[ 8 a8 9 o } g —Vox 62 — Ugm —VozVoy —VozVoz 8f/8x —0 (3 6)
or o By 0=l —Voy —VozVoy CQ - U(Q)y —VoyVoz af/ay - .
—Vp,  —Voglos —Uoylos € — VR, Of )0z

Aqui ¢(z,y,z) é o campo de velocidade local do som, e ¢ um campo esca-
lar que podera representar a densidade do fluido subjacente, e % (de componentes
cartesianas v,,v, e v,) a velocidade desse fluido em cada ponto do espaco repre-
senta o tensor métrico acustico mais generalizado (Ribeiro 2021). Para podermos
dar sequéncia aos estudos que vém sido feitos no ambito do cédlculo de trajetorias
acusticas e pela coeréncia dos resultados que obtivemos, como veremos adiante,
consideramos o seguinte tensor métrico acustico apresentado na sua forma contra-

variante como,
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-1 —Vox —Voy —Voz
2 2
ij —Vogy C — Uog; _UOmUOy —Voz V02
g7 = s (3.7)
—Voy —VozVoy C — on —VoyVoz
2 2

—Voz —UpzVoz _UOyUOz c _U(]z

Esta opc¢ao decorre , partinfo do resultado da equacao[3.6/acima, reconfigurando-
o em termos do laplaciano escrito em termos de derivadas covariantes a 4 dimensoes,

e ainda, de escolher a parametrizagdo como indica (D. R. Bergman 2015)

3.1.2 Calculos dos coeficientes de Christoffel considerando

fluido estacionario

Dando sequéncia no desenvolvimento de equagoes geodésicas pelo forma-
lismo das geodésicas vamos agora calcular os coeficientes de Chritoffel, para o caso

de velocidade do fluido nula. para tal, usemos o seguinte tensor actstico

-1 07 o | -1 07
gOlﬁ == =d 270 g = =g 270
0 C [ngxg] 0 c [ld3><3]

onde g,p e g°¥ sdo inversas uma da outra.

O uso dessa métrica leva-nos a uma simplificacao significativa nas equagoes
geodésicas e o niimero de coeficientes de conexao independentes é também reduzido,

vamos considerar a seguinte expressao para o calculo dos coeficientes de Christoffel

Ik — } Kl (891'1 X dgji _ agij)
i

— 29 \ o T ar T Bt

Neste sentido pode esta expressao desenvolve-se como:

1 9gi0 . Ogjo0  0gij
o _ *,0 ) 0 _ 99ij
K 2g <8xﬂ + oxt 020

} o1 (09 | Ogj1 Ogij
+ 2g <8x7 * ort  Oxl
L g9 0gi2 ang agz’j
—1—59 (&ﬂ + ort  Ox?
L o3 09gis agj?: 39ij
39 <8xj "o T o
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1 _

2 _

3 _
re,

I dgio 6)gjo agij
29 (aza' T 0 T Do
1 dg; 0g; 09,
g9 (ai; + o - aif>
1 0g; 0g; 09,
9" (aij e ai‘g)
1 13 (09i3 | 0953 0gij
39 <8xj T e T e
L o9 (990  Ogjo  0gij
59 <8xj * ozt 020
w3 (55 + 5~ 32)
L o (891'2 6932 agij)
+ 39 - - —
2 oI oxrt  Ox?
L o3 09i3 a9j3 891‘3’
39 <8xj T r T Ba3
}ggo dgio . 09,0 _ 94
2 ord ~ Oxt  OxY
ot (3 - - )
o0 (5 5 - o)
1 54 (0gis  0Ogjs  0gij
—|—§g (Ehj + ori  Ozd

Assim, para o tensor dado, com velocidade nula, os coeficientes de Chris-

toffel de indice zero sao igualmente nulos, ou seja,

0

=0
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e temos assim os demais coeficientes:

F(1)0:0
F(ln - F%o =0
F(lm = F%o =0
F(1)3:0

2, =0

[5 =Tl =0
[ =T5=0
s =I5 =0
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g, =0

Io =T% =0
[ =13 =0
Fg:a = Fgo =0

3@ (%) - (45

Tendo em conta o espago-tempo (t, X, y, z) as equagoes geodésicas para esse

espaco sao dadas da seguinte forma.

d*z®  _, dtdl
D TN d
Fab | it

o TN (38)
d*z?  _, dx'da?
D TN
d*z® . datdid
EIR WY

Por conseguinte, o seu desenvolvimento sera

o~

5*,2\2 = - <F000<fg\>2 + Pou(gi) + F022<3§\) + F033(%\)2 + 2F001%\%

0 dtdy 0 dtdz 0 dxdy 0 dzdz 0 dydz
+2r 02X ax + 2% 03X ax + 20 ax dx +2r 139X ax +2r 23X dx

327 = — (Floo(fg\) + Fln(df) + Fozz(d?){) + F133(%\)2 + 2F101%%

1 dtdy 1 dt dz 1 dxdy 1 dxdz 1 dydz
+2r 02gxax T 2l 03gnax T 2I 123 ax T 2l Baxar T 2r 23aX dx

2 2
Zﬁ = - <F200(j§) + F211(d§) + FOm(ﬁ) + F233(ﬁ) + 2F201%\%
—|—2F2 dt dy + 2F2 dt dz + 2F2 dz dy + 2F2 dx dz _|_ 2F2 dy dz)

8

(3.9)

N3

02X dx 03X dx 129X ax 13X dx 23aX dx
d?z _ 3 (dt 3 x 0 y 3 (dz 3 dtdx
A2 — <F Oo(d,\> +T 11(d,\) +T 22<d,\ 1733 dx +2F OLgx dx

3 _dtdy 3 __dtde 3 _dzdy 3, ,dzdz 3. dy dz
+2r 02X dx + 20 03dx dx +20 120X ax + 20 134X dx + 20 23d>\d)\>

0
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dx?

g:-((—i ES;)) ()

Desta forma, substituindo os coeficientes de Christoffel temo:
AN YA
dX\ c \Ox d\
dy\", (1(0e)) (d=)
d\ c \ Oy d\

d2
xzo

(3.10)

Assim, efetuando as simplifica¢oes temos

A’z
e =
P (1 0 (C(da\T v\ (dzY
dAN? ¢ \ Oz d\ d\ d\
1 (0c\\ dxdy 1 (0c\\ dzxdz
2(-(5)) ma 2 (%) 5a)
Py _ (1 (oc\ [(d\* _ (dy\®, (d=\’
dAN? ¢\ dy d\ d\ d\
1 (0c\\ dxdy 1 (0c\\ dy dz
+2<_c< x))dAdA 2<_c< z> dAdA)
Pz (1 (o) [(d\* | (dy)®  (dz\’
dAN? ¢\ 0z d\ dX A
49 _1 dc dr dz L9 _} @ @%
c \ Oz d)\d)\ c\0y/) ) d\d\

(3.11)
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3.1.  Formalismo das geodésicas

3.1.3 Parametrizacao temporal

Para obtermos equacoes cartesianas em funcao do tempo vamos, no entanto,
parametrizar a equacao e assim podermos escrever um sistema de trés equagoes
cartesianas que descreverao o tracado do raio acustico no espaggo cartesiano, em

funcao deste paramentro temporal.

Dando sequéncia, consideraremos o facto de estarmos a trabalhar apenas

com trés dimensoes e que, no entanto, a equacao geodésica para o parametro t é

d?t

Assim, para escrevermos o parametro A em funcao do tempo basta resolver-
mos a equacao diferencial acima. A solucao desta equacao diferencial, é uma reta

que define entao a variagao entre o parametro \ e t.
t=a\+b.

Para esta parametrizacao, incorreremos no caso mais simples e habitual em

que tomamos a =1 e b = 0,0u seja, t = .

Desta forma as equacgoes das geodésicas para coordenadas espaciais cartesi-

anas podem ser escritas da seguinte forma:

o (L) () () ()
(- <>>zz:;zz <1<zz>>z;z;>
Fl@E @) o,
)
(%)

[\

<

e <>sz; (-1 () )
() ) ()
oCHE)) () e

Considerando que, a velocidade do raio aciistico é exatamente igual a velo-

L] w

cidade do som no local, ou seja,
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DRI S

podemos ainda simplificar a equagao no espago cartesiano como:

1= (2(2) (-2(8) + @) w2 (-2 () B2 2 (-1 (2) %)

£y = - (15) (~2(8)" + ) +2 (-2 () B2 (-2 () 8
2

p o (1) (2(8) ) o2 (-2 (B) B2 (- () %)

(3.15)

Podemos reduzir a seguinte expressao para uma forma mais compacta re-
organizando as equacoes igualando-as a zero, esta pode ser escrita de forma mais

compacta da seguinte forma,

&z dz\ (del0c | dyloc 4 dzl0c Oc)
di? 2(dt>(dtcax+dtcay+dtcaz)+c(az)*O
Py o (dy) (deldc 4 dyloc | dz10c ac) _
dt? 2(dt dtcam+dt08y+dtcaz tc Oy =0 (316>
&z dz\ (dzl0c | dyloc | dz10c Oc\ _
dt? 2(dt)(dt03x+dtcay+dtcaz)+c(82)_0

Desta forma podemos escrever a equacao das trajetorias de raios actisticos

na sua forma vetorial, conforme apresentada em D. R. Bergman 2015

dez  “dt

& d7 (dF
dt

-61nc> +cVe=0 (3.17)

A equacao |3.17) é igualmente um resultado de como as equagoes das geodé-

sicas sao apresentadas, tendo em conta a parametrizacao temporal.
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3.2. Formalismo do tempo minimo de Fermat

3.2 Formalismo do tempo minimo de Fermat

Recetor

Emissor

Ficura 3.1: Representacdo de um raio sonoro no plano 2D

O principio do tempo minimo de Fermat diz que quando um raio se desloca
de um ponto para outro, ele tende a percorrer uma trajetéria que o possibilita fazer
o menor tempo de percurso, Vamos comecar por analisar a figura, onde ‘ds‘

representa o elemento de linha calculado da seguinte forma,

ds| = ds = \/(dx)* + (dy)” (3.18)

a equacao [3.18¢ equivalente a

ds| = ds = \/1+ [y/(2)]2dz (3.19)

agora podemos calcular o tempo entre a emissao e rececao da seguinte forma

R R ds R(zy)  ds
tron=[ dt=tpn=[ = = tpp= [ (3.20)
E E ¢ E(zy) c(z,y)

onde ¢(x,y) representa a velocidade do som em cada ponto(x,y) conside-
rando z constante. Substituindo o valor da equacao [3.19 na equagao [3.20] temos o

seguinte,

(@rwr) /1 + [y (x)]?
o= [ O

@swr)  c(z,Y)

dx (3.21)
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como ja referido, a trajetéria y(x) do raio é tal que o tempo tg_,g é minimo, assim,

@ram) /1 + [y (2)]2
Stpon=0 = g [COVITW@E, (3.22)
(pye)  (T,Y)

1+[y/ ()]
c(z,y)

Fazendo F(x,y(z),y'(z)) = , & equagao

(zR,YR) 1 + "(x 2
5 [Crm VITW@P, (3.23)

(@5.uE) c(z,y)

¢é da forma,
A ’ ’ .

Resolver esta integral é, no entanto, resolver a equacao de Euler Lagrange abaixo.

de acordo com o calculo da variacoes:

d (OF oF
(25) - or o2

Deste modo, para podermos encontrar as equagodes para o caso mais geral a 3 di-

mensoes vamos fazé-lo em func¢do de um pardmetro 7 e assim temos

£(8) -4
(i) -5 =0 (329
£(8) -4 -

5 ; OF OF OF OF d (OF) OF OF
A resolugao deste sistema passa por encontrar -, 95, 9y Oy dr ( 8y,) 85 B

d (OF
ea(%)a

Deste modo, apés algumas simplificacbes podemos resulta em

, (3.27)

1/ 1.0

vy’ + 2’z )z’c
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Partindo de [3.27 efetuando simplificagoes algébricas no sistema referenciado
e chegar as equagoes 2D e 3D que definem os raios actsticos. Iniciaremos dividindo
todas as equagoes do sistema [3.27] por ¢ e transformaremos o sistema de segunda
ordem em sistemas de primeira ordem considerando agora as variaveis do raio como
(z,y,2) e (x1, Y9, 23) as correspondentes coordenadas da velocidade e considerando

o facto de que estamos a considerar a parametrizacao temporal, ou seja, 7 = t.
Notemos que

de

- (3.28)

2+ oyl 2l =F = 2]+ 2y + 2212 = 2¢

entao,

d
xr' +yy + 22 = cd—;: (3.29)

assim, as equacgoes do raio passam a ser descritas por um sistema de 6

equagoes diferenciais de primeira ordem.

Aplicando essas substituicoes, a equacao se torna:

r—x,=0
Y —1mn=0
Z—2=0
R T )+ () 5+ ey, At
(z1y1) @) — (23 + 2D) i + (12) 21 + M%yl N ng =0
ziz2h + iy — (@ i) 2+ m%zl - M% =0
(3.30)
O desenvolvimento algébrico do sistema que podemos ver no Apéndice
resulta no sistema |3.31| que tendo em conta que, % = x’% + y’% + Z’% 0

sistema serd exatamente igual ao Deduzido pelo formalismo das linhas geodé-

sicas.
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Dado este facto, que

r — X1 =

Yy -y =

Foas 331

x) — 2deg, 40 — (3:31)
1 cdtl Caz

se considera essencial, e bastante conclusivo para a

comparagao dos dois métodos, podemos entao formular os modelo 2D e 3D de uma

forma mais concisa.

3.3 Modelo analitico 3D

Para o caso do modelo 3D, este sera entao o conjunto de sistemas de equa-

¢oes diferenciais que teremos em conta, para o tracado do raio acustico a nivel

computacional:

d’z
dt?
2y
dt?
d2z
dt?

N
IR

S8 28 28

(

drldc 4 dyloc 4 dzl0c dc) _

dt c oz + dt c 9y + dtc@z) +C(8z) =0

dr10c | dyldc y dz10c Oc\ _

dtcax+ dt cay+ dtcaz)+c(3y> =0 (332)
dzl0c y dyloc | dz10c Oc) _

dt c Ox + dt c Oy + dtc@z) +C(82) =0

Para a validagao de resultados de forma numérica, ou seja, para podermos

resolver numericamente este sistema teremos de o transformar num sistema de 6

equagoes de primeira ordem, para isso, consideremos as seguintes substituicoes de

variaveis

dzx
dt
dy
dt

dz
dt
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dxq
dy1

dz1

3.33

(o) (2122 431228 4 2120 4 o (2) =0 (3.33)
() (12228 4 g2 420 22) 4 e (%) =0
i§§+yi§—;+z¢%)+c(%>:0



3.3. Modelo analitico 3D

3.3.1 Deducao do Modelo analitico 2D

Para o modelo 2D que é, no entanto, um caso particular do modelo 3D basta
simplificar uma dimensao, simplificando uma das equagoes do sistema, equacao e
considerar duas componentes de interesse. Considerar-se-4 as componentes = e z,
ou seja, querendo entao saber o raio acustico em fun¢do do alcance na horizontal e

profundidade, eliminando assim a coordenada y. Assim, da equagao [3.13|obteremos,

() () (4 (&)
o2 (2)) )
F () () (- )
(L (@) (2 (5) 450

Para o modelo 2D que serd apresentado consideraremos que o perfil de velo-

(3.34)

cidade do som (c) depende apenas da profundidade z ou seja ¢ = ¢(z) e coordenada

y constante, deste modo, efetuando a simplificacao teremos,
fe (2 (0c)) dedz
dt2 — \c\9z)) at dt
@z (1 (0e) ((dz)*_ (do)’
dtz2  \c\0z dt dt

Consequentemente, transformando estas em equacoes diferenciais de pri-

(3.35)

meira ordem temos,

dt
dat !

- (e (3))eoc)
(&) or-n

A equacao [3.36] é, portanto, o nosso sistema de equacao para o modelo 2D
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que posteriormente podera ser resolvido numericamente em ambiente computacio-

nal.

3.4 Simulagoes numéricas e discussao

Pretende-se agora simular e discutir os resultados obtidos. A simulagao
passa por resolver numericamente o conjunto de equagoes diferenciais encontradas,
tanto 2D, 3D e 4D. Inicialmente, simularemos considerando um perfil de velocidade

do som num fluido estacionario, ou seja, onde nao ha correntes.

Como podemos observar, as equagoes encontradas para o modelo 2D serd
implementada ao perfil de velocidades de munk, como exemplo de aplicagao, onde
poderemos assumir que hé reflexdes. Estas reflexdes foram implementadas propo-
sitadamente, as reflexdes podem ser resultado de varios fatores, irregularidade das
superficies ocednicas, a caracteristica da propriamente sonora, a distancia da fonte
ao recetor entre outros. Como sabemos, A lei da reflexdao actistica é semelhante a
lei da reflexao da luz. Quando uma onda sonora atinge uma superficie, ela reflete
de acordo com um angulo igual ao angulo de incidéncia relativamente a normal a

superficie.

O perfil de Munk é dado pela relagao

c(z)=cl-(1+e-(n+e7=1)) (3.37)
com oS parametros
B=13x 10
€=737x107"
2(z — 21)
B

Como podemos observar, na equagao m B =2.9.3 x 10> m, ¢ uma cons-
tante que define a escala de profundidade sobre a qual ocorre a variagdo principal

da velocidade do som. No perfil de Munk, essa escala é da ordem de 1300 metros.

€ = 30.37 x 1072 é uma pequena constante que define a amplitude da vari-

acao da velocidade do som com a profundidade.

2Uz—21 . . . N
n= (z = ) representa a profundidade z normalizada relativamente a escala

de profundidade B. z1 é uma profundidade de referéncia, no nosso caso é a superficie

oceanica.
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c(z)=cl-(1+e€-(n+e"—1)) éa velocidade do som na profundidade =z
e cl é a velocidade do som na superficie, a expressao entre paréntesis representa a
variacao da velocidade do som com a profundidade, conforme o perfil de Munk uma
variacao exponencial com a profundidade. De salientar que neste perfil de munk, os
valores das constantes podem ser ajustados de modo a obter o resultado pretendido

como podemos ver no “script” detalhado no Apéndice [C]

Considerando o seguinte perfil velocidade do som, 3.2} o chamado perfil de
Munk ou perfil das dguas profundas, como podemos ver em Rodriguez [2021] imple-
mentando o modelo de equagoes|3.36|e considerando as reflexdes como ja esclarecidas
acima, como era de se esperar, obtemos o resultado que podemos observar na Figura
5.0l

500

1000

1500 |- 8

2000

2500

3000

Profundidade (m)

3500

4000

4500

5000 1 1 1 1 1
1480 1490 1500 1510 1520 1530 1540 1550

Velocidade do Som (m/s)‘

FiGURA 3.2: Perfil de Munk para a velocidade do som
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Perfil de Munk - Tracado do raio acustico

N L O (O O

1000 ~

1500 A
2000 ~

2500 A

3000 A
0 100 200 300 400 500
Distancia (km)

Profundidade (m)

FicuraA 3.3: Propagacdo do raio actstico 2D com reflexoes,Perfil de
Munk-Ex1

Emitindo agora 20 raios, em varios angulos, todos partindo do mesmo emis-

sor, a uma profundidade de 1500 m, poderemos entao obter a Figura [3.4] abaixo.

Perfil de Munk - Tracado do raio acustico

500 A

1000 -

1500

2000 A

2500 A

3000 A

Profundidade (m)

3500 A

4000 -

0 20 40 60 80 100
Distancia (km)

FicuraA 3.4: Propagacao do raio actstico 2D com reflexoes,Perfil de
Munk-Ex2

02
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A validagao do Modelo 3D sera efetuado na sua aplicacao perto de fontes
hidrotermais, nao temos um perfil de velocidade do som exato que melhor aproxima
o comportamento da velocidade em fontes hidrotermais, no entanto, optou-se por
um perfil de velocidades simplificado. O motivo pelo qual se opta por um perfil
dessa natureza é querermos mostrar que a velocidade na origem para um dado k1 é
maxima, e assim que nos afastamos da origem essa velocidade vai diminuindo, como
sabemos. Por exemplo, a relacdo da temperatura e a velocidade é dada de forma

empirica por
c=1449.2 + 4.6T — 0.055T7 4 0.000297" + (1.34 — 0.017) - (S — 35) 4+ 0.016Z

(Wilson1960)).

Na expressao acima, o valor de C estimada em func¢ao da temperatura 7'(em
graus celsius, °C), salinidade S(em partes por mil, ppm) e a profundidade Z.(em me-
tros, m). Os coeficientes 1449.2, 4.6, —0.055, 0.00029, 1.34, —0.01, 35, 0.0161449.2,
4.6, 0.055, 0.00029, 1.34, 0.01, 35,0.016: Sao coeficientes empiricos obtidos mediante

ajustes a dados experimentais.

A férmula é uma aproximacao e é mais precisa dentro de certos intervalos
de T (temperaturas que variam aproximadamente de -2 °C a 30 °C) , S(salinidades

que variam de cerca de 25 ppm a 40 ppm) , e Z(0 m a aproximadamente 7000 m).

Embora essa relacdo empirica e outras possiveis nao cubram temperaturas
acima dos 32°C, aproximadamente, preservamos o principio do aumento da veloci-
dade do som com a temperatura. consideremos uma fonte hidrotermal, localizada
na origem dos eixos coordenados, (0,0,0) Neste sentido, consideraremos que nesta
localizagdo a temperatura é maxima e consequentemente supor que a velocidade do
som ¢ ai igualmente méaxima e iremos modelar o campo de velocidades do som com

uma expressao razoavel.

Para uma primeira aproximagao, vamos considerar a expressao
o(z,y, 2) = kpe” @R 1500 (3.38)

com simetria esférica, no campo de velocidades do som da fonte hidrotermal, pos-
teriormente, como forma de uma melhor aproximacao ao campo de velocidades da
fonte hidrotermal, utilizamos igualmente a expressao [3.39 de modo a poder controlar

a taxa de decaimento da velocidade do som segundo os eixos X, Y e Z, isoladamente,
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para poder induzir a uma taxa de decaimento da velocidade do som, mais rapida no

eixo X e Y, relativamente ao eixo Z.

co(z,y, 2) = ke TREH-REN) 4 1500 (3.39)

Criaremos varios ensaios, variando a localizacdo do emissor e angulo de
emissao e também considerar até varios emissores. Os valores de k2 e k3 controlam
a rapidez da diminuicao ou aumento da velocidade do som relativamente aos eixos,

e k1 a intensidade méaxima da velocidade do som na origem da fonte hidrotermal.

Teoricamente, para satisfazer o principio do tempo minimo de Fermat, em
que o raio acustico efetua um percurso que lhe possibilita minimizar o tempo, o raio
acustico ao aproximar a uma zona com temperatura superior e consequentemente
para velocidade superior, a tendéncia do raio tende a se "desviar'dessa zona, e tender
a uma zona de menor velocidade do som. Este fenémeno podera ser visualizado nas

simulagoes seguintes.

3.4.1 12 Aproximacao do campo de velocidades do som da

fonte hidrotermal

Como podemos observar na figura [3.5] este perfil de velocidade é primeira
aproximacao ao campo de velocidade do som 3D que usamos para representar, a
presenca de uma fonte hidrotermal em que neste campo de velocidades por camadas,
onde a velocidade em redor da fonte é de 1500, como velocidade minima, e no centro

uma velocidade que chega aos 2200m/s.

Pode-se ajustar os valores de k1 e k2 no ‘script’ abaixo, para poder ajustar a
intensidade e o decaimento da velocidade respetivamente a medida que nos afastamos

da origem.

[x,y,z] = meshgrid(-2:.2:2,-2:.25:2,-2:.16:2);

k1=800; k2=0.5; k3=1

cxyz = kl*exp((-x.72-y. 2-2%(z.72))*k2)+1500; / primeira a prozimacdo
sexyz = kl¥xexp ((~k2*(z. 2+y. 2)-k3*%(z. 2)))+1500; J segunda a prozimag@o
xslice = [-2];

[-1.0,0,1.0]

[-1,0,1]1;

yslice

zslice

o4
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3.4. Simulag¢oes numéricas e discussao

h=slice(x,y,z,cxyz,xslice,yslice,zslice);

set (h, 'EdgeColor', 'none', 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha', 'interp');

alpha('color"')

alphamap (' rampdown')

alphamap('increase',.1)

scolormap (flipud (automn))

Zcolormap automn

colormap jet

/4 Adicionar colorbar e seu rétulo

cb = colorbar;

ylabel(cb, 'Velocidade do som em m/s')

/4 Adicionar legendas aos eizos
xlabel('Eixo X(m)')
ylabel('Eixo Y(m)')
zlabel('Eixo Z(m)')

hold on

2200

2100

< 2000

4 1900

- 1800

1700

1600

-1
2
-2 Eixo Y(m)

FiGURA 3.5: Primeira aproximacao da superficie de nivel do perfil
de velocidade do som 3D.

‘Velocidade do som em m/s‘
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2200

2100

42000

4 1900

4 1800

Velocidade do som em m/s

1700

1600

2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

FicUrA 3.6: Superficie de nivel 3D do perfil de velocidade do som
em m/s, corte no eixo z=0

2200
2100
- 2000

05

- 1900

Eixo Z{m)

-05

1800

1700

1600

‘Velocidade do som em m/s‘

[N

-15 -1 -05 0 0.5 1 15 2

FiguraA 3.7: Superficie de nivel 3D do perfil de velocidade do som
em m/s corte no eixo y=0
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15 2200

2100

05 - 2000

- 1900

Eixo Z{m)
o

-05

-| 1800

1700

-15 1600

2 1.5 1 0.5 0 -05 -1 -1.5 2

FiguraA 3.8: Superficie de nivel 3D do perfil de velocidade do som
em m/s corte no eixo x=0

‘Velocidade do som em m/sl
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2300

2200

2100

2000

1900

1800

‘Velocidade do somem m/s‘

1700

1600

1500

Ficura 3.9: Raios acusticos emitidos a 10m da fonte em diferentes
angulos Vmax=2300

A Figura A emissao de raios acusticos a 10m da fonte, duragao de
20ms. Com um campo de velocidades em que a velocidade maxima do raio acontece
na origem, chegando o raio lancado com um angulo de 0° atingir a velocidade de
2300m/s com uma taxa de decaimento da velocidade de k2=0.1, é notavel a seu

avanco em relacao a outros.
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2000

1950

1900

- 1850

- 1800

- 1750

- 1700

|Ve|ocidade do som em m/s‘

1650

1600

1550

1500

F1GURrA 3.10: Raios actsticos emitidos a 10m da fonte em diferentes
angulos Velmax=2000m/s

Na Figura [3.10] observa-se a emissdo de raios actsticos a 10m da fonte,
duragao de 20ms. Com um campo de velocidades no qual a velocidade méaxima do
raio acontece na origem, chegando o raio lancado com um angulo de 0° atingir a

velocidade de 2000m/s. com uma taxa de decaimento e k2=1.
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2000

1950

1900,

1850|

- 1800|

- 1750

- 1700|

1650|

Velocidade do som em m/s

1600

1550

- 1500
-15 -10 5 0 ! 10 15 20

X(m)

FiGUurA 3.11: Raios actsticos emitidos de diferenntes posig¢oes para
mesma dire¢do, Velmax=2000m/s.

Na Figura|3.11] a emissao de raios actsticos a 10m relativamente ao eixo x,
intervalados a uma distancia de 1m, duracao de 20ms. Com um campo de velocida-

des no qual a velocidade maxima é de 2000m/s e k2=1.
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2000

1950

1900

1850

- 1800

4 1750

1700

1650

Velocidade do som em m/s

1600

1550

1500

X(m)

FicurA 3.12: Raios de diferenntes posicdes para mesma direcao
VelmaX:2000m/ﬂ

Na Figura|3.12] a emissao de raios actsticos a 10m relativamente ao eixo x,
intervalados a uma distancia de 1m, duracao de 20ms. Com um campo de velocida-

des no qual a velocidade méaxima é de 2000m/s e k2=0.1.
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2000
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|Velocidade do som em m/s‘

1600

1550

1500

FigurA 3.13: Raios emitidos de diferentes poisi¢bes com afasta-
mento de 1m em relagdo ao eixo Y

Na Figura3.13] a emissao de raios actsticos a 15m relativamente a origem do
eixo X, intervalados a uma distancia de 1m em relacao ao eixo Y, duracao de 20ms.
Com um campo de velocidades no qual a velocidade méxima ¢ de 2000m/s(k1=>500).

e uma taxa de decrescimento de k2=0.1.
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2100

2000

- 1900

- 1800y

- 1700

Velocidade do som em m/s

1600

1500

FiGURA 3.14: Raios actstico emitidos de diferentes poisi¢oes Vel-
max=2100m/s, corte x=0 e y=0, vista em perspetiva

Na Figura|3.14] observa-se emissao de raios acusticos a 10m relativamente a
origem a origem do eixo dos xx e paralelamente a este, intervalados a uma distancia
de 1m, duracao de 20ms. Com um campo de velocidades no qual a velocidade
maxima ¢ de 2100m/s. k2=0.1, como podemos constatar devido a simetria esférica
do nosso perfil de velocidades, os raios quando langados no plano z=0 nao sofrem
desvios para cima, como era de se esperar, pois nao ha existéncia de correntes do
fluido.
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2200

6 - 2100

= 2000|

- 1200

- 1800|

1700|

Velocidade do som em m/s

1600

1500

FicurA 3.15: Raios acusticos emitidos de varias posigoes na base a acima
desta, Velmax=2200m/s

Quando os raios sao lancados a uma distancia a cima da base da fonte,
num plano z maior que zero, como era de se esperar, conforme a figura |3.15| vemos
que os raios sofrem um desvio para cima, com forme a altura aumenta esse desvio
também é menos acentuado dada a diminuicao da velocidade do som com a altura

relativamente a origem.
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3.4.2 22 Aproximacao do campo de velocidades do som da
fonte hidrotermal

Vamos agora, efetuar simulagoes, usando a nossa segunda aproximagao ao

campo de velocidade do som da fonte hidrotermal, usando agora a expressao [3.39

resultando figura sendo que neste caso, temos uma velocidade maxima de

2200m/s(k1=700), uma taxa de decaimento da temperatura relativamente aos eixos
X eY del (k2=1) e relativamente ao eixo Z de 0.06 (k3=0.06).

2200

2100

= 2000|

- 1900

- 1800

1700|

Velocidade do som em m/s

1600

1500

FigurA 3.16: Segunda aproximagdo ao campo hidrotermal
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2200

2100

< 2000|

7 1900

- 1800

1700

‘Velocidade do som em m/s‘

1600

20 1500

-10

F1curaA 3.17: Raios acusticos emitidos de varias posicoes e angulos,
numa segunda aproximacao ao campo hidrotermal

2200
2100
200
1901

180!

170

\Velocidade do som em m/s|

1600

1500

-15 -10 5 0 5 +6 15 20 25

Figura 3.18: Campo de velocidade do som, segunda
aproximagao ao campo hidrotermal

Como se pode observar nas Figuras e dada a taxa de diminuigao
da temperatura ser maior relativamente aos eixos X e Y, e consequentemente menor
relativamente ao eixo 7, afeta os raios nesta mesma linha de raciocinio. por exemplo,
o raio langado na posicao (—10,0,6), para a direcao de 0° grau, ainda sofre o efeito
da zona de maior velocidade do som, enquanto o raio langado na posi¢ao (—10,6,0)

na mesma direcao de 0° nao, como ja era de se esperar.

66
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Modelo generalizado de

propagacao

Agora nesta fase do nosso estudo, apos finalizar e consolidar o estudo da
propagacao acustica num meio estacionario, ou seja, velocidade do fluido nula, e
comparar os dois métodos de propagacao de raios acusticos, seja de forma analitica,
seja com simulagoes e resultados que para o que se esperava crediveis, podemos
agora fazer um estudo generalizado do calculo de trajetérias de raio actusticos, que
integrem também a corrente do fluido, e verificar o efeito desta no tragado do raio
acustico, principalmente se a corrente for consideravelmente elevada em relagao a
velocidade média ocednica na profundidade em que se encontram grande parte das
fontes hidrotermais. O objetivo é chegar a resultados cada vez mais proximos dos
reais, neste capitulo, usaremos o tensor métrico acustico apresentado igualmente nos
artigos White [2005 e D. R. Bergman 2015|

As correntes de fundo, também conhecidas como correntes geostréficas, sao
movidas principalmente por diferencas de densidade causadas por variagoes de sa-
linidade e temperatura. Estas correntes tendem a ser mais lentas, com velocidades
tipicas na ordem de alguns centimetros por segundo a até 1 m/s em certas regioes.
(Stewart |2008))

Em geral, a agua nas fontes hidrotermais pode ser expelida a velocidades
que variam de menos de 1 m/s a mais de 5 m/s em algumas das fontes mais ativas.
Em alguns casos, especialmente durante eventos eruptivos, as velocidades podem

ser ainda maiores chegando a atingir os os 10m/s.

Como ja referimos em capitulos anteriores, uma das vantagens do estudo dos
raios acustico pelo formalismo das linhas geodésicas é a eficiéncia com o qual pode-

mos adicionar elementos como a velocidade do fluido na construcao de equacoes que
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simulam tracado acustico e é essencialmente isto que faremos aqui. Considerando o

seguinte tensor métrico em componentes contravariantes

—1 —Uy —y —,
—v, A —v,2 —vw —U, U
ij T T z Uy Uz
gv = ) ) (4.1)
—v,  —vv, =, —u,
e D e

e 0 sua representacao covariante

-1 B F
—v 1
z = 0 0
2 2
i = c c 4.2
= 0o 0 %
onde
2 2, .2, 2
v =, + v, + v (4.3)

Com o tensor métrico acustico e calculando os coeficientes de Christoffel
associados é possivel escrever as equagoes diferenciais que serd entao o nosso objetivo

seguinte.

Tendo em conta o espago-tempo (t, X, y, z) as equagoes geodésicas para esse

espaco sao dadas da seguinte forma.

P deided

d\? YdXN dN

Er L dede

dX? YA\ dN A4

d2 2 ) J ( : )
v e dvtdul

d\? YdX\ dX

d*z® . datdad

D2 TR AN T

Como podemos observar nas equacoes, temos de calcular os coeficientes de
Christoffel I'%;; para 4,7, k,= (0,1,2,3).
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4.1. Calculo dos coeficientes de Christoffel considerando a velocidade da corrente

do fluido

4.1 Calculo dos coeficientes de Christoffel consi-

derando a velocidade da corrente do fluido

Calculemos nesta secc¢ao todos os coeficientes de Christoffel Ffj

_ 1 Kkl

9941
<8zj +

associada a métrica que ja tem em conta velocidade do fluido, com i, j,k =

(0,1,2,3), assim temos

0 _

1 _

2 _

L 49 dgi0 agjO agij
29 (83:4 i ozt 00

1 dg;1  0g; 09;;
+39" (ai; o aio

1 092 0g; 09;;
t59" (aij o aig>

L o3 (0gis | 0953 Ogi
+§g (&ﬂ + ori  Ox?
1 10 (990  Ogjo 0gij
29 (azj T T Ba

1 dg; g, 09i;
T (ai; o aif>

1 092 0g; 09i;
T (ai-j o ai“g)

} 13 (09i3 | 0953 0gij
i 29 <8xj * ozt Ox?
}gzo 9gi0 | 9gj0  0gi;

2 oxi ~ Ozt 020
o (G o)
1 dg; g, 09i;
T3 (ai; o a%)
L o3 09i3 3gj3 8gij

+ 29 <8xj - Jxt  Ox3

69
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= 0" (o + 5 - )
w3 (G 5 5n)
w3 (G 5 5)
(G- 0n)

Neste desenvolvimento, terfamos de calcular 4> = 64 coeficientes de Ch-

ristoffel, mas dada a simetria dos seus valores por troca dos dois indices inferiores
Ffj = I‘fi na pratica, s6 precisamos de calcular 4 x 10 = 40 coeficientes, parte do
desenvolvimento detalhado deste calculo podemos ver no apéndice [A] assim consi-

derando o tensor métrico acustico [4.1] temos os seguintes coeficientes de Christoffel

70

Calculando os coeficientes de indice 0 I,

1 o) () 1 () o(=¥)
+§ (=v) ( dr Oy ) * 2 (=v2) ( dr 0z

o o 1, (2(E-1)) 1 o(%) o()
Lop =15 = 5( 1) ( y ) + 9 (—’Ua:) ( Ay Oz

1 (%) o(k) o(z)) 1 o(z¢) o(w)
T3 w) ( dy o~ oy ) T2 TayT T e




4.1. Calculo dos coeficientes de Christoffel considerando a velocidade da corrente
do fluido

0 (= O (%
+3(-u) (—(gj) +3(-u) (E))

Para os coeficientes de indice 1, F%j temos,

1 1 8(2—;—1) Ly 2 0(_2) 8(2—5—1)
Lo =5 (o) | =5 )+(C _“”><2 o oa

1 0(%) o(=-1)) 1 o0(#) o(=-1)
3 () (2 o oy ) 5 (o) (2 ot 0
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rh=rh = § () (D

+; (_Umvy) <3éf))

My =T = 5 (-0) (8%;) g
Dy = ;(—vx) (28 g;) - aact
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4.1. Calculo dos coeficientes de Christoffel considerando a velocidade da corrente
do fluido

1,, N [O() O 1 o(=) O(==
+7(C _Uy>( (3x) (3y ))+2( vy) (&'E) (82 ))
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74

) (=) 1 2()
el B S LN

0

1
_ A\

dy

))-+;(—@¢&)<agf))

o(5-1)\ 1 o(%) (-1
ot ) 5 (o) (2 o oz )
8(_0—2?’) 8(;’—;—1) L/, 2 8(%) 8(%;_1)
o oy >+2(C_“ )(2 o 0s )



4.1. Calculo dos coeficientes de Christoffel considerando a velocidade da corrente
do fluido

s | o() (%)) 1 0 (&)
Iy =1% 2<_U)( y + o >+ (—vmv)( By
1 2 (&)
+§(—va) 9 )
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b3 (o) (8(%)) by (@) (_a(g;g))

(—v.) (28 &) e (12>) 1 () (—8(012)>

0z ot 2
1 N 1. (2
S (1) 320 )

Como ja referimos, com estes coeficientes podemos entao formular e deduzir
um modelo de propagacgao de raios acusticos em fluido com velocidades de escoa-
mento nao uniformes, bastando somente escolher e definir o meio e as condigbes

fisicas do mesmo.
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velocidade de escoamentos nao uniformes

4.2 Apresentacao do modelo de propagacao de
raios acusticos em ambientes com velocidade

de escoamentos nao uniformes

E chegada a hora de ilustrar, seja numericamente ou de forma analitica,
como o formalismo das das linhas geodésicas tem vantagens face ao do tempo minimo
de Fermat. Com o tensor métricod]e os coeficientes de Christoffel 4.1 formularemos
equagoes diferenciais. Tendo em conta a natureza do caso em aplicacdo, ha necessi-
dade de ter os coeficientes de Christoffel que satisfacam o que pretende-se ilustrar.
Para efeitos de simplificagao a velocidade do som que é um campo escalar ¢(x, y, 2),
consideraremos que esta seja independente do tempo, assim como a velocidade do
fluido que esta é um campo vetorial estacionario v(v,(x,y, 2), vy (2, v, 2),v.(x,y, 2))
o que simplificara as expressoes dos nossos coeficientes de Christoffel. O nosso obje-
tivo primordial é verificar o efeito da variacao da velocidade do som no tracado do

raio acustico, dai o teste com essas expressoes de campo.

Estamos a aplicar o nosso estudo a fontes hidrotermais por nestas se ve-
rificarem grandes gradientes de velocidades do som. Numa fonte hidrotermal, a
velocidade do fluido geralmente diminui a medida que o fluido sobe. Isso ocorre
porque o fluido esta sujeito a uma série de forgas que resistem ao seu movimento
ascendente. Primeiro, ha a forca da gravidade, que sempre age na direcao oposta
a direcdo do movimento do fluido, puxando-o para baixo. Em segundo lugar, ha o
efeito da pressao.Um outro efeito que serd importante é o de conservacao da massa de
fluidos: conforme as linhas de escoamento se abrem, (em turbuléncia) as superficies

"furadas'por essas vao aumentando.

Finalmente, hé a resisténcia do fluido em si. Conforme o fluido se move, ele
precisa empurrar o fluido acima dele para fora do caminho. Isso cria uma resisténcia

que também age para diminuir a velocidade do fluido.

O perfil de velocidade som que usaremos similarmente tem a seguinte ex-

pressao:
o(x,y,2) = ky - e~ @Ak 1500 (4.5)

e no caso da velocidade do fluido consideraremos que o fluido tem um movimento

ascendente, usaremos o seguinte modelo empirico
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v, =0
(g, vy, V) = v, = 0 (4.6)
Vo, y) = ky e

o que significa que v = v, e que, neste modelo particular, vz ndo diminui com 2z

crescente.

Dado este facto, vamos entao dar sequéncia com o desenvolvimento das

equagoes diferenciais. Assim, temos

o~

= = (Tooo(d) T () T () + T () + 2w

0 dtdy 0 dtdz 0 dxdy 0 dxdz 0 dydz
+2r 02X dx + 20 03X dx + 217 dX dX + 2T 134X dx + 20 23d>\d)\>

% = - <F100<$\)2 + Flu(zi) + F022<d§’\) + F133(%\) + 2F101%\%

1 dtdy 1 dt dz 1 dzxdy 1 dx dz 1 dydz
+2r 02X dx +2r 03X ax +2r 129X ax +2r 139X ax +2r 23ax dx

== (Po()"+ 0 (5) + () () + 200

2 dt dy 2 dt dz 2 dx dy 2 dxrdz 2 dydz
+2r 02gxax T 2l 03X dx +2r 125 ax + 2l 13X dx +2r 23gX dx

G =~ (o) + T () + D)+ D () + 20 5

3 dtdy 3 dt dz 3 dxdy 3 dxdz 3 dydz
+2r 02X dx + 2T 03 gx ax +20 12X dx + 2T 13ax dx + 20 23d/\d)\)

8

N3

N

Neste caso, dada a natureza dos campos de velocidades do som e da corrente
fluido, que estaremos a usar, para aproximar ao fenémeno que acontece nas fontes
hidrotermais, podemos simplificar os coeficientes de Christoffel calculados da sec¢ao
sendo que v, = 0 e v, = 0 e ¥, funcdo de z(\) e y(\), os coeficientes de
Christoffel sobreviventes desta assuncao serao:
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Lo =T =0
Too =Ty =0
1 /0v v, [ Jc
rl,=r! -2 =
03 30 2(83:) c (83:)
1 0c
It —
1 cOx
1 0c
Fl _ 1 _ e
12 21 ¢ oy
1 0c
=T =———
13 31 PR
i _ 10
27 cox
F%?,:I%QZO
1 _10c
B 0oz
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e ((2)- 2 (2)

g, =T =0
F(2)2:F%0:O

1 /0v v [ Oc
M, =T3=-(—]——(=
03 30 2<@y) C(&y)
2 _ 10c
11_Cay

1 0c
F%QZF%:_E%
[y =T03=0
2, _ _10c
2 c Oy

1 0c
Fg:a:r?m:_g&

1 0c

2, =--—
33 Cay

s — (”2 (&:) v <30)>

c \0z 3\ 0z
ot e () a2 (5)
ot (S5 8) 5 (- 3)

th=-(@-?) (-5

F?ZZF%:O

lv, {Ov 1 0c
F3 :F3 — - F 4 _ -
13 31 202<8x> cOx

th=— (=) (-5 )

lov, {Ov 1 0c
F?) :F3 :772 Z o
23 52 202<8y> c Oy

oc U2 1
FB z
33 7(92 <_C5 B C)

De salientar que nas expressoes calculadas, ¥ = (v,)eZ. Assim, basta somente ter

estes coeficientes na formulagao das equagoes [1.7]
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4.3. Simulag¢oes numéricas e discussao

Assim, para podermos resolver numericamente este sistema precisamos de o

transformar em um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem, assim temos

dat __
o = h

dr __
o

dy __
o U

dz __
A

M- — (Fooo(tl)2 + T (1) + T (31)% + T033(21)° + 20 112
+2T0%,t 191 + 2103t 121 + 2101021 y1 + 21032121 + 210391 21)
g — — (Floo(tl)2 + T (1) + T0% (1) + Tlas(21)? 4 20t

+20 ot 1 + 2T g3t 20 + 2T oz yy + 20 3wy 21 + 20 931 21)

(4.8)

%\1 = — (F200(t1)2 + 200 (21) + T (y1)” + T253(21)” + 20201ty
+20%00t1 41 + 21%03t1 21 + 2% 02101 + 212132121 + 200311 21)
da — _ (F300(t1)2 + T30 (1) + T2 (11)” + M33(21)” + 2301ty

+2T300t 191 + 21303t 121 + 213 10m1y1 + 203132121 + 2039311 21)

4.3 Simulacoes numéricas e discussao

De modo a podermos verificar a influéncia da corrente do fluido no tragado
do raio acustico como ja referimos, usaremos a expressao 4.6, Para a resolucao do
sistema numericamente, estabelecemos valores iniciais que nos aproximassem
de um ambiente real, nomeantemente, considerar que a velocidade do raio actstico
corresponde ao valor da velocidade do som na respetiva posicao e considerar também
que a derivada do tempo em relagao ao parametro lambda é igual 1 ou seja, (j—i =1),
tendo em conta a nossa parametrizacao temporal, como podemos ver no “script”

abaixo, sendo que o mesmo pode ser verificado na integra no Apéndice [E]

for i = 1:length(theta_values)
thetal = theta_values(i);
theta0 = pi * thetal / 180; % Converte o angulo para radianos
phi0 = 0;
phi0 = pi % phi0 / 180; % Converte o angulo para radianos

cx0y0z0 =
klxexp((—posicao__inicial (1).72—posicao_inicial (2).72—...
(posicao__inicial (3).72))*k2)+1500;
% Calcula as componentes da velocidade inicial
x10 = (cos(phi0) * cos(theta0))* ¢x0y0z0;
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Capitulo 4. Modelo generalizado de propagacao

y10 = (cos(phi0) * sin(theta0))* cx0y0z0;
z10 = (sin(phi0))*cx0y0z0;

% Define o vetor de estado inicial

t0 = 0;
t01 = 1;
v0 = [t0; posicao__inicial(1); posicao_inicial (2);

posicao_inicial(3); t01; x10; yl10; z10];

% Resolve as equa es diferenciais usando ode4b
[T, V] = oded45(@edoC, ls, v0); % Alterado para usar a fun 0
edoC

% traca a trajet ria
plot3(V(:, 2), V(:, 3), V(:, 4),'LineWidth', 1.7);

De salientar que para tragarmos o trajeto 3D (z,y, z) do raio actstico, tive-

mos que fazer o tracado apenas das 22, 3* e 4* Coordenadas, sendo que a resolugao

numérica do sistema devolve 8§ varigveis.
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FiGuraA 4.2: Tragado do raio actstico no plano z=3 com 3 emissores

O campo de velocidade do som que usaremos tem as mesmas caracteristicas
que o campo [L.5 deste modo poderemos averiguar o comportamento do modelo
genérico para casos particulares, e condi¢oes idénticas. Posteriormente vamos ir
alterando valores das constantes do campo de velocidade do som para averiguar a

eficacia do programa de célculo de trajetérias de raios acusticos.

Vamos, no entanto, tragar o grafico da funcao, agora num programa mais
genérico, que considera a velocidade de ascensao do fluido da fonte hidrotermal de
grosso modo. Como podemos observar parte do programa, sendo que este pode ser

acompanhado na integra no Apéndice [E] .

% Definicao de constantes kappa para o sistema

kapal = 800;
kapa2 = 0.1;
kapa3 = 10;
kapad = 5;

% Definicao dos perfis de velocidade e suas derivadas parciais em
rela o s coordenadas

cxyz_var = kapal * exp(—(x"2 + y 2 + z72) x kapa2);

cxyz = cxyz_var + 1500;

dx_cxyz = —2 % kapa2 x X % cXyz_var;
dy_cxyz = —2 % kapa2 x y % cxXyz_var;
dz_cxyz = —2 % kapa2 % z x cxyz_var;
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Capitulo 4. Modelo generalizado de propagacao

vz_var = kapa3 x exp(—(x"2 + y~2) * kapad);

vz = Vz_var;
dx_vz = —2 x kapad % x * vz_var;
dy_vz = —2 % kapad x y % vz_var;
dz_vz = 0;

FIGURA 4.3: Raios actsticos emitidos na presenca de correntes de
ascencao do fluido
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Como também teoricamente era de se esperar, ao colocar uma corrente de

ascensao do fluido na zona da fonte, percebe-se o efeito da corrente, como podemos

observar na figura [£.3] De facto, os raios actsticos que nao sao afetados pela cor-

rente permanecem no plano z=0, sendo que estes foram lancados neste plano. Em

contrapartida, o raio actstico mais central é atingido pela zona de maior velocidade
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ascensional do fluido e, portanto, sofre algum desvio vertical. No entanto, é de sali-
entar que esse desvio é extremamente pequeno, como se pode ver na escala do eixo
dos zz, dada a muito maior velocidade do som na agua frente a velocidade ascensi-
onal do fluido. No entanto, aqui pretendemos acima de tudo demonstrar a eficacia
tedrica e numérica do método das geodésicas, que permite, de uma forma unificada,
tratar esta situacdo geral. E possivel notar na figura a diferenca existente entre
o efeito do campo de velocidade do fluido e do campo de velocidades do som, numa
ordem de grandeza que pode se considerar desprezavel o efeito da corrente do fluido.

Estes mesmos raios visto de cima no plano XY como mostra a Figura

%108 2300
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2200
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1 2100
4] E
12009 5
E P~ £
N (7]
41900 o
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1]
4 1800 g
o
1 2
1700
0
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FIGURA 4.4: Raios acusticos emitidos na presenca de correntes de
asceng¢ao do fluido dois cortes em z=0 e y=0 em Perspetiva
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Ficura 4.5: Raios acusticos emitidos na presenga de correntes de
ascencao do fluido dois cortes em z=0 e y=0 plano XY

Nas figuras seguintes, acrescentaram-se alguns raios emitidos de angulos
diferentes, assim para além da emissao dos angulos da figura anterior, acrescentou-
se emissao nas diregoes de 72, como era de se esperar, o raio acustico lancado na
direcdo de 72 sofre um efeito da corrente do fluido como mostra a figura e o
emitido na direcao de 3559, por simetria, sobre igual efeito ao do emitido na diregao
de 5°.
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Capitulo 5

Conclusao

5.1 Conclusoes gerais

Quando se pensa num tema da dissertacao por escolher temos sempre que
olhar principalmente naquilo que nos identificamos mais durante aos 5 anos de for-
macao. A Matematica é sem duvidas a arma mais poderosa do engenheiro, dai,
alargar o conhecimento em matematica e aprofunda-lo principalmente em temas na
qual houve pouco contacto durante o curriculo foi uma das minhas maiores moti-
vagoes. E se olharmos para aplicacdo e pertinéncia do tema é ainda mais um fator

tido em conta.

Do conhecimento que tive e esta disponivel, ha ainda pouca informacao
sobre a modelagem de raios actsticos submarinos a longas profundidades, dadas as
condicoes fisicas nestas profundidades, até mesmo porque certas descobertas nesta
area ainda pode nao ter sido publicado pois, na geopolitica mundial, dominar as

profundezas oceanicas é do interesse de qualquer organismo de Defesa Nacional.

As conclusoes que se tira sobre a comparacao dos dois métodos de céalculo de
trajetorias acustica sao satisfatorias, pois estes dois formalismos, como se observou

no Capitulo 3, conduzem exatamente as mesmas equagoes 2D e 3D.

O campo de aplicagdo do desenvolvimento que trabalhamos foram as fontes
hidrotermais devido a circunstancia favoravel, na ilustracao destes métodos, de nelas
verificarem-se grandes variagoes de temperatura de dgua, e consequentemente da
velocidade do som, em pequenas distancias, embora mais uma vez, a complexidade
é acrescida, pois ainda nao temos um campo de temperatura, velocidade do som,
pressao e salinidade que modelem exatamente o ambiente hidrotermal, com isto,
para apurar aplicabilidade e veracidade dos nossos calculos, dada a dependéncia

direta da temperatura com a velocidade do som, o principio que norteou a escolha
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de um campo arbitrario foi o de no ambiente maritimo a velocidade do som ser

maior em locais com temperaturas altas.

Recorremos ao método das linhas geodésicas para estudar o efeito das cor-
rentes no raio acustico pela sua eficiéncia. De salientar, que as correntes oceano-
graficas nas profundezas do oceano sado de modo geral geostroficas, com velocidades
do fluido muito baixas relativamente a velocidade do som como ja referimo, dai os
estudos disponiveis sobre a trajetoria de raio acustico sao feitos considerando ve-
locidades estacionarias. No entanto, as fontes hidrotermais influenciam os fluidos
num raio a volta a movimentar-se com uma velocidade maior relativamente a velo-
cidade dominante na profundidade em que estao geralmente localizadas. Pela falta
de um modelo que modelasse este movimento do fluido, optou-se por se usar um
modelo simples e eficaz para uma primeira abordagem. As conclusoes tiradas sao
consideravelmente satisfatorias, usamos o campo de velocidades

|0(v; 0y, 0)| = v, = kle™ @ +vHR2
considerando que o fluido esta somente em ascensao e com simetria cilindrica. Para
velocidades de ascensao de cerca 5 m/s a 15 m/s; o raio acustico sofre um desloca-
mento na ordem dos 1.1076 m e concluimos que o raio é pouco influenciado pelas

correntes nas fontes hidrotermais com este parametro e modelo.

5.2 Recomendacoes para trabalhos futuros

Como se sabe, o estudo de um fenémeno cientifico ¢ um processo continuo, e
a aprendizagem durante o processo ¢ igualmente continua, deste trabalho, fica como

recomendacoOes para trabalhos futuros as seguintes:

— Estudar os campos de velocidade do som e do fluido na vizinhanca de
fontes hidrotermais tendo em vista a realizacao de modelos que possam ser utiliza-
dos recorrendo as técnicas desenvolvidas, na simulacao do comportamento de raios

acusticos na vizinhanca de fontes hidrotermais.

— Validar os modelos de propagacao de raios actusticos na presenca de
escoamentos de fluidos e desenvolver aplicagoes informaticas recorrendo aos modelos
estudados tendo em vista a calcular trajetérias de raios acisticos quer em ambientes

sintéticos, quer em ambientes reais.
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Apéndice A - Desenvolvimento do calculo dos co-
eficientes de Christoffel

Calculemos todos os coeficientes de Christoffel associada As matrizes cova-

riante e contravariante do tensor métrico acustico.

—1 —Uy —y —,
g = —v, -, VU VyUs
2 2
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9 N B
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—v 1
22 O 0 -2

O desenvolvimento que serd feito ter-se-4 em conta o facto de que,
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assim, de igual modo aplicaremos este facto a todos os coeficientes desta

forma,
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oz?  0x3 0xY ox3 + oz? ozt
912 <8932 +8932 agsz) n 13( 933 Ogs3 8g33>
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E para podermos calcular os coeficientes de Indice 2
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0x? ox? oxY

L 5 0922 0g22 a922 23 0ga3 0ga3 a922
+29 (8302 + 0x? 0x? + 0x? + 0x? ox3
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Para o indice 3
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ox3 0$3 0xY ox3 + oz? ozt
g <8932 0932 agsz) 33 (8933 0gs3 8g33>

Fgg _ 2g30< 950 930 gss) _|_§ 31( g31 931 935>
1
2

ox3 0x? ox3 ox3  Ox3

, ] 2(%#) (%) ?(2)

Vs = 2 (=v2) (2 0z ) 2 (=v.0:) (_ Ox
! &)\, 11 o (2E

g (Fus) (—gy>) 5 (@) (g))

Dada a natureza do ambiente fisico pelo qual simulamos nomeadamente,

dada a natureza no nosso campo de velocidades do som ser independente do tempo,
c(z,y,2) e o campo de velocidade do fluido ser um campo vetorial ¥(v,, vy, v;) que
apenas depende da componente vz, o que faz com que ¥ = vz como ja referimos,
podemos entao simplificar as expressoes de cada um dos coeficientes a cima da

seguinte forma,
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Para o indice 1
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Apéndice B - Desenvolvimento das equacoes pelo

teorema do tempo minimo de Fermat

Neste desenvolvimento, v é a velocidade do som

d (aF)_alzo

dr \ dz' oz
4a (OF\ _ 9F _
dr \ oy’ oy

d @)_@_0
dr \ 9z’ 0z

OF @)+ )+ ()
or  Ox v2
OF _ v

o' @+ () + ()

d (0F\
i (5) -
y' + 2" ' = () + () 2" + § (@) + 0) + ()) 2"

(@) + @)+ )’

(z’)z) v — Yy + z2") 2'v
(@) ) + () 't + B (@) + )+ (2)7) =0
((m/)2 + (z’)2> y'v— (22" + 22"y
—(@P+ @)+ @)y e+ 2 (@) + )+ (z’)2>2 =0
() + @) 20 = (y'y" +a'a") o
y dv 4

Com mais detalhes como é referido no capitulo, vamos considerar (a, b, c)
sdo as coordenadas do raio e (z,y, z) sdo as suas respetivas derivadas, neste desen-

volvimento, v representa a velocidade do som, deste modo,

xx' +yy + 22 = v@
dt
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Fermat
a —xz=0
b,—y:()
d—2z=0
1 $2_’_2_,’_2,2 " Cl72+2+z22 .
@ _(92+Z2)$'—|—(:Ey)y’—|—(xz)z’_|_(yv)zlltx_<yv2)ga:()
+y“+z v 22492422 "
(zy)a’ — (2* + 2°) Y + (y2)?' +Mgﬁy_#% 0
2 z 224 02422)>
vzr' +yzy — (22 +y?) 2 +wc€l;z_$%:0
a—x=0
bV —y=0
d—2=0
2 xT z 332 2z22
@ — (P +22) 2+ (yy —i—zz)aH—( ﬂj}* >3§x_(+@+)%:0
o2 +y%4+22) 4 x2+2+z22 ’
(w2’ +22") y — (2 + 2%) ( Z’; )dty_(yylgb:o
2 222452
(22 + yyf) 2 — (22 +92) 2 + & *i}* )dgz_w%:
a—x=0
b/—y:()
d—z2=0
222452 w22y ,2)2
<3> —(y2+2):lj"—|—( 7_3:%)1'—1—( +Zi+ )%x_( +yv+ )%:O
T4y +z v $2+2+Z22‘v
(v2 —yy)y — (22 + 2%y +<y)(fzty—<yv)2§b=0
2 222452
(U%_ZZ)Z—(QJQ—Fy)z+w%z—W%:o
a —xz=0
b,—y:O
d—z=0
4 o a2
(4) _(y2+z2)x/+v%x—$2x/+$ﬁ —(erUZ)gZZO
v 22 4y? 422 . 224 y24 22 ,
oy 2y — (@24 2y + E e, ()
xT z CC2 2222
v‘f;t]z—zz (x +y)z+wﬁz_W%:0
a —x=0
b,—y:O
d—2=0
5 1‘2 2Z2 I2 2222
() —($2+y2+z2)x’+v%g¢+( +z,;+ )%’x—( +yv+ )22220
v 22 4+y?+22) 4, 22 4y2+22)7 5,
_(.:c2+y2+z2)y/+vflty+i 12 )ccilty_é yv ;ngzo
2424 52 2,2, .2
2 2 2 dv 5’3+y+z)dv ity +z o
— (@t ) gt s 5 =0
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a—xr=0
V—y=0
6 d—2=0
(©) —v2z R x—i—”yd” —%%
VY vy iy = 5 =0
UQz’+v +Ldl —;%—
a—x=0
b —y=20
7 d—2z2=0
(7) —x’+ifg$+%%x—v%:0
Y L wy T ay — v =0
R .
a—x=0
b —y=
/ —
OR SRRV
Ty wt T vt U =0
Y- v@y—vay g =0
P ddv, ldv, g 0=
a—x=0
bV —y=0
9 d—2z=0
©) g =20y 4yl =0
Y-Syt =
2 —2%y 402 =0
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Apéndice C - Tracado do raio acustico 2D perfil de
Munk

Script em MATLAB para o perfil de Munk para a velocidade do som

/#Equacdes diferenciais 2D
function [c, dcdz] = munk(z, z0, cO)
B 2.9e3;
e 30.37e-3;
eta = 2 * (z - z0) / B;
c=cO0x* (1 +e * (eta + exp(-eta) - 1));
dcdz = (2 * cO * e / B) * (1 - exp(-eta));

end

/4 0 segunite scrip usa a funcdo Munk para tracar o perfil de veloctidades
— do som usando o modelo de Munk

/4 Fecha todas as figuras, limpa a janela de comando e o espaco de

— trabalho

close all, clc, clear;

7 Pardametros iniciais
z_values = linspace(0, 5000, 100); 7% Cria um vetor de 100 pontos de
— profundidade de 0 a 5000 m

z0 = 1500.0; /% profundidade inictal do ratio acistico
c0 = 1480.0; / Velocidade do som ma profundidade inicial

/4 Inictaliza um vetor para armazenar os valores de velocidade do som
— calculados

c_values = zeros(size(z_values));

/4 ciclo para calcular a velocidade do som em cada profundidade usando a
— funcdo 'munk’
for i = 1:length(z_values)
[c_values(i), ~] = munk(z_values(i), z0, c0); / Ignora o segundo walor
— de retorno da funcgdo 'munk’

end

%4 Cria uma nova figura para o grdftico
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Apéndice C. Tragado do raio acustico 2D perfil de Munk

figure;

/4 Plota o perfil de velocidade do som contra a profundidade (invertida)
plot(c_values, -z_values, 'b', 'LineWidth', 2); 7 4 profundidade é

— tnvertida para que aumente para baixo nmo grafico

/4 Adiciona rotulos e titulo ao grafico

xlabel('Velocidade do Som (m/s)', 'FontSize', 12); /% Rétulo do eizo X
ylabel ('Profundidade (m)', 'FontSize', 12); / Rétulo do eixzo Y
title('Perfil de Velocidade do Som - Fungdo Munk', 'FontSize', 14); %

— Titulo do grafico

%4 Ativa a grade do grdfico para facilitar a leitura

grid omn;

Script em Python para o tracado do raio actistico usando o modelo de

propagacao de Munk

nnn

Este programa simula o tracado de raios acusticos num oceano com um perfil
— de velocidade do som descrito pelo modelo de Munk.

0 programa utiliza a integracdo numérica de equacdes diferenciais para
< calcular as trajetérias dos raios aciusticos.

0 resultado é um grafico que mostra como o0s Tai0s se propagam através do
— perfil de Munk, que é um modelo stimplificado

mas realista da variacdo da veloctdade do som com a profundidade no

< oceano.

"

# Importar bibliotecas necessdrias

import numpy as np

from scipy.integrate import odeint

import matplotlib.pyplot as plt

from matplotlib.ticker import FuncFormatter

# Definir a funcdo Munk para calcular a velocidade do som e sua derivada
def munk(z, z0, c0):

B = 2.9e3 # Constante B

e = 30.37e-3 # Constante epsilon

eta =2 % (z - z0) / B # Calcular eta
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Apéndice C. Tracado do raio acustico 2D perfil de Munk

c =c0* (1 +e * (eta + np.exp(-eta) - 1)) # Calcular c
decdz = (2 * cO * e / B) * (1 - np.exp(-eta)) # Calcular dcdz

return c, dcdz # Retornar c e dcdz

# Definir a funcgdo solver para resolver as equagldes diferenciais
def solver(Y, t, z0, c0):
X, z, x1, z1 =Y # Desempacotar as vartdveis do estado Y
c, dcdz = munk(z, z0, c0) # Obter c e dcdz usando a funcgdo munk
dx1 = (2.0 / ¢) * decdz * x1 * z1 # Calcular dzl1/dt
dzl = (1.0 / ¢) * dcdz * (z1 * z1 - x1 * x1) # Calcular dzl/dt

return [x1, zl1, dx1, dzl] # Retornar as derivadas

# Definir pardmetros iniciais

rs = 0 # Posi¢@Go inicial em T

zs = 1500 # Posti¢do inicial em z

dtau = 0.0001 # Incremento de tempo

t = np.arange(0, 80, dtau) # Vetor de tempo
z0 = 1500.0 # Profundidade inicial

cO = 1480.0 # Velocidade do som inictal

nrays = 20 # Numero de ratos

thetas = np.linspace(-12, 12, nrays) # Vetor de dangulos

# Configuragbes do grafico

plt.figure() # Criar uma nova figura

plt.xlabel('Disténcia (km)', color='blue', fontsize=14) # Rétulo do eizo
o @

plt.ylabel('Profundidade (m)', color='blue', fontsize=14) # Rétulo do
—  eiTo Yy

plt.title('Perfil de Munk - Tracado do raio aclstico', fontsize=14) #
— Titulo do grafico

plt.gca() .set_facecolor('lightblue') # Cor de fundo do grdifico
plt.grid(False) # Desativar a grade

plt.x1im([0, 100]) # Limites para o eizo «

# Funcdo para formatar os rétulos do eixzo y para serem absolutos
def format_abs_y(value, tick_number):

return f'{abs(int(value))}' # Retornar o walor absoluto do rétulo

# Aplicar a formatagdo aos rotulos do eizo y
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Apéndice C. Tragado do raio acustico 2D perfil de Munk

55 plt.gca().yaxis.set_major_formatter (FuncFormatter (format_abs_y))

s7  # Loop para plotar os raios

58 for theta in thetas:

59 vr = cO * np.cos(-np.radians(theta)) # Velocidade inicial em 7
60 vz = c0 * np.sin(-np.radians(theta)) # Velocidade inicial em z
61 yO = [rs, zs, vr, vz] # Estado inicial

62 sol = odeint(solver, yO, t, args=(z0, c0)) # Resolver as EDOs
63 r = sol[:, 0] # Eztrair a posig¢do T

64 z = soll:, 11 # Eztrair a posicdo z

65 plt.plot(r / 1000, -z, 'k', linewidth=2) # Plotar o Tato

66

67 # Salwvar o grafico como um arquivo EPS

6s plt.savefig('C:\\Users\\AleixoCaquarta\\Documents\\TESE\\TESE\\Inagens\\munkPython.eps',
— format='eps', dpi=1200)

69

70 # Mostrar o grafico

71 plt.show()

72

73

74
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Apéndice D - Tracado do raio acustico 3D fluido

estacionario.

Defini¢oes do sistema de equagoes diferenciais para o tragado do raio acus-

tico

function dy = sistema_edos(t, v)
/% Esta fungdo define um sistema
/% para descrever o movimento de

— wveloctdades, mo oceano.

BN

Parametros do sistema

de equacdes diferenciatis ordindrias

uma particula em um campo de

aciustico
aciustico

aciustico

rato acustico

x = v(1); J Posicdo = do raio

y =v(2); J Posigdo y do rato

z =v(3); J Posigcdo z do rato

x1 = v(4); 7/ Velocidade em = do raio acustico
yl = v(5); % Velocidade em y do

zl =

v(6); 4 Velocidade em z do raio acustico

/% Definig¢do do campo de wveloctidades

kapal = 600; [ Constante assoctada d intesidade mdxzima do campo de

— wveloctdades

kapa2 = 1; /i Constante assoctiada d taza de decaimento do campo de

— wveloctdades

% Calcula o wvalor do campo de wvelocidades mo ponto (z, y, z)

cxyz_var = kapal * exp(-(x"2 + y~2 + z72) * kapa2); /% Valor waridvel

— do campo de velocidades

cxyz = cxyz_var + 1500; 7 Valor total do campo de welocidades

/4 Calcula as derivadas parciats

-z, Yy ez

do campo de veloctidades em

dx_cxyz = -2 * kapa2 * x * cxyz_var; / Derivada parcial em
- T

dy_cxyz = -2 * kapa2 * y * cxyz_var; / Derivada parcial em
- Y

dz_cxyz = -2 * kapa2 * z * cxyz_var; / Derivada parcial em
- 2z

relagdo

relacdo

relagao

relagao

123



26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

Apéndice D. Tragado do raio actistico 3D fluido estacionario.

/4 Calcula as derivadas das wvelocidades em relagdo ao tempo
f = [x1;
y1;
z1;
(2/cxyz) *x1* (x1*dx_cxyz+yl*dy_cxyz+zl*dz_cxyz)-cxyz*dx_cXyz;
(2/cxyz) *y1* (x1*dx_cxyz+yl*dy_cxyz+zl*dz_cxyz)-cxyz*dy_cxyz;

(2/cxyz) *z1* (x1*dx_cxyz+yl*dy_cxyz+zl*dz_cxyz)-cxyz*dz_cxyz];

/ Retorna o wvetor de derivadas
dy = £

end

Script principal para o tragado do raio actstico 3D, num fluido estacionario

/4 Limpa todas as varidveis, fecha todas as janelas e limpa a janela de
— comando

clear all;

close all;

clc;

% Define o wvetor de tempo
ts = 0:0.0000001:0.02;

% Define os wvalores dos angulos em graus para os quais as trajetérias
— serdo
% calculadas pode de forma manual escolher o angulo pelo qual pretende

%4 lancar o raio acustico

theta_values = [angulo];

/% Define as posticdes iniciats para emissdo no formato [X Y Z], de
/4 fomorma manual pode inserir as posig¢des que pretender fazer o
— langamento

/4 do raio acustico

posicoes_iniciais = [x0 yO z0];

k1=800; k2=0.1;
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Apéndice D. Tragado do raio actistico 3D fluido estacionario.

/4 Cria uma nova figura

figure;
hold on;

/% Loop sobre todas as posig¢bes iniciais

for j = 1l:size

(posicoes_iniciais, 1)

posicao_inicial = posicoes_iniciais(j, :);

/4 Loop sobre todos os dngulos definidos

for i = 1:length(theta_values)

thetal
thetal
phiO =
phi0 =

cx0y0z0

theta_values(i);

pi * thetal / 180; /% Converte o dngulo para radianos
0;

pi * phiO / 180; 7/ Converte o dngulo para radianos

= kil*exp((-posicao_inicial(l). 2-posicao_inicial(2).72...

-(posicao_inicial(3).72))*k2)+1500;

/4 Calcula as componentes da velocidade inicial

x10
y10
z10

(cos(phi0) * cos(theta0))*cx0y0z0
(cos(phi0) * sin(theta0l))*cx0y0z0
(sin(phi0)) *cx0y0z0

/% Define o vetor de estado inicial

vO = [posicao_inicial(1l); posicao_inicial(2); posicao_inicial(3);

— x10; y10; z10];

/ Reso
[T, V]

lve as equacdes diferenciais usando ode4b

= ode45(@edoN, ts, v0);

/% Traca o trajeto do ratio acistico

plot3(V(:, 1), V(:, 2), V(:, 3),'LineWidth', 1);

/4 Salva os resultados em um arquivo (opcional)

%4 filename = sprintf('ensato_posicao/d_angulojfd.mat', 7, %);

/4 save
end

end

(filename, 'T', 'V');
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Apéndice D. Tragado do raio actistico 3D fluido estacionario.

/4 Configuragdes do grafico
grid on;
xlabel('X(m)', 'FontSize', 12);
ylabel('Y(m)', 'FontSize', 12);
zlabel('Z(m)', 'FontSize', 12);
title('', 'FontSize', 14);
for i = 1:length(theta_values)
for j = 1:length(posicoes_iniciais)
legends{i,j} = sprintf ('\\theta_{%d} = %d"\\circ', j,
< theta_values(i));
end

end

legend(legends, 'Location', 'Best');
x1im([-20 20]);
ylim([-20 20]);

/4 Cria um campo escalar 3D para visualizacao e sobrepor de modo a gravar
< no mesmo plano cartesiano.

[x,y,z] = meshgrid(-25:.2:25,-25:.2:25,-25:.2:25);

k1=800; k2=0.1;

v = klxexp((-x.72-y.72-(z.72))*k2)+1500;

xslice = [];
yslice = [];
zslice = [-0.0001];

h=slice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice);

set (h, 'EdgeColor', 'none', 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha', 'interp');
alpha('color"')

alphamap (' rampdown')

alphamap('increase',.1)

colormap jet

colorbar

hold on;
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Apéndice E - Tracado do raio acustico Na presenca

de Correntes.

function dy = edoC(1l, v)

/4 Esta func@o define um sistema de equacgdes diferenciatis ordindrias
(EDOs)
% para um problema especifico relacionado d fisica de particulas ou

ondas.

/% Parametros do sistema
% As varidveis V(1) até V(8) sd@o componentes do vetor de estado v.
/% Elas representam diferentes propriedades da particula ou onda, como

posig¢do e veloctidade.

N2

Exztracdo dos componentes do vetor de estado

t = v(l);
x = v(2);
y = v(3);
z = v(4);
t1 = v(5);
x1 = v(6);
yl1 = v(7);
z1 = v(8);

/4 Definig¢do de constantes para o sistema

kapal = 800;
kapa2 = 0.5;
kapa3 = 500;
kapa4 = 5;

/4 Calculo da velocidade e suas derivadas parciats em relag@o ds
coordenadas

cxyz_var = kapal * exp(-(x"2 + y~2 + z72) * kapa2);

cxyz = cxyz_var + 1500;

dx_cxyz = -2 * kapa2 * X * cxyz_var;

dy_cxyz = -2 * kapa2 * y * cxyz_var;

dz_cxyz = -2 * kapa2 * z * cxyz_var;
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Apéndice E. Tracado do raio actistico Na presenca de Correntes.

vz_var = kapa3 * exp(-(x"2 + y~2) * kapa4);

VzZ = VZ_var,;

dx_vz -2 * kapa4 * x * vz_var;

dy_vz = -2 * kapa4 * y * vz_var;

dz_vz = 0;

/ Cialculo dos tensores TO, T1, T2 e T3

/% Estes tensores representam diferentes propriedades fisicas do
— sistema

/i e sdo usados para calcular a evolugdo temporal do raio acustico

/4 0s cdlculos sGo baseanos nas equagdes geodésicas

/4 ... [Cdlculos dos temsores aqui]

TO_00=(((-vz*vz*vz)/(cxyz*cxyz*cxyz) ) *dz_cxyz) ;
TO_01=((-vz) /(2*cxyz*cxyz) ) *dx_vz;

TO_10=T0_01;

TO_02=-(((-vz) /(2xcxyz*cxyz) ) *dy_vz) ;
TO_20=T0_02;
TO_03=(((-vz*vz)/(cxyz*cxyz+*cxyz))*dz_cxyz) ;
TO_30=T0_03;

TO_11=(((-vz) /(cxyz*cxyz*cxyz))*dz_cxyz) ;
TO_12=0;

TO_21=T0_12;

TO_13=((1/2)*(1/ (cxyz*cxyz)) ) *dx_vz- ((1/2) *((vz) / (cxyz*cxyz+*cxyz)))*d |
<~  X_CXyzZ;

TO_31=T0_13;

TO_22=-(((vz) /(cxyz*cxyz*cxyz))*dz_cxyz) ;
T0_23=(1/2)*(1/(cxyz*cxyz))*dy_vz;

TO_32=T0_23;

T0_33=((vz) /(cxyz*cxyz*cxyz))*dz_cxyz;

/hhh
T1_00=(-vz*dx_vz+((vz*vz)/(cxyz))*dx_cxyz) ;
T1_01=0;

T1_10=T1_01;

T1_02=0;

T1_20=T1_02;
T1_03=((1/2)*dx_vz-(vz/cxyz)*(dx_cxyz)) ;
T1_30=T1_03;
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Apéndice E. Tragado do raio actistico Na presenca de Correntes.

T1_11=((-1/cxyz) *dx_cxyz) ;
T1_12=((-1/cxyz) *dy_cxyz) ;

T1 21=T1 12;

T1_13=((-1/cxyz) *dz_cxyz) ;

T1 31=T1_13;
T1_22=-((-1/(cxyz))*dx_cxyz) ;
T1_23=0;

T1 32=T1_23;
T1_33=((1/cxyz)*dz_cxyz) ;

T2_00=-(vz*dy_vz- (((vz*vz) /(cxyz))*dy_cxyz)) ;
T2 01=0;

T2_10=T2_01;

T2_02=0;

T2_20=T2_02;
T2_03=((1/2)*(dy_cxyz) - ((vz) / (cxyz) ) *dy_cxyz) ;
T2_30=T2_03;

T2_11=-((-1/cxyz) *dy_cxyz) ;

T2_12=((-1/cxyz) *dx_cxyz) ;

T2 21=T2 12;

T2_13=0;

T2_31=T2_13;

T2_22=((-1/cxyz) *dy_cxyz) ;

T2_23=((-1/cxyz) *dz_cxyz) ;

T2 32=T2 23;

T2_33=-((-1/cxyz) *dy_cxyz) ;

T3_00=(

o ((vz*xvz)/(cxyz))*dz_cxyz- ((vzxvz*vz*vz) * (cxyz*cxyz*cxyz) ) *dz_cxyz) ;

T3_01=((-1/2)*dx_vz+(vz/cxyz)*dx_cxyz- ((1/2) * (vz*vz) ) *(dx_vz)) ;

T3_10=T3_01;

T3_02=dy_cxyz* ((-2* (vz*vz*vz))/(cxyz*cxyz*rcxyz) +(vz/cxyz) ) +d |

o y_vzx((3/2)*((vzxvz) / (cxyz*cxyz) ) -(1/2));
T3_20=T3_02;
T3_03=((vz)/(cxyz*cxyz+*cxyz))*dz_cxyz;
T3_30=T3_03;

T3_11=(cxyz*cxyz-vz*vz) * ((1/(cxyz*cxyz*cxyz))*dz_cxyz) ;

T3_12=0;
T3_21=T3_12;

T3_13=((1/2)*((vz)/ (cxyz*cxyz) ) *dx_vz-((1/cxyz) *dx_cxyz));
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Apéndice E. Tracado do raio actistico Na presenca de Correntes.

T3_31=T3_13;
T3_22=-(cxyz*cxyz-vz*vz) * ((-1/(cxyz*cxyz*cxyz) ) *dz_cxyz) ;
T3_23=(((1/2)*((vz)/(cxyz*cxyz) ) *dy_vz-((1/cxyz)*dy_cxyz)))
T3_32=T3_23;
T3_33=(dz_cxyz* (- (vz*vz) /(cxyz*cxyz+*cxyz)-(1/cxyz)));

% Definig¢do do sistema de EDOs

I

/4 Este sistema descreve como as propriedades da particula ou onda

— mudam com o tempo.
f = [t1;

x1;

yi;

z1;

-(C TO_00*t1xtl +  TO_1lxxl*xl + TO_22*ylx*yl
— TO_33*zl*zl + 2+¥TO_O1xt1xx1  + 2*%TO_02%tl*xyl  +
—  2xTO_03*tl*zl + 2xTO_12xx1xyl  + 2*TO_13*x1x*zl
= )

-( T1_00*xtixtl + T1_1lxxlxxl + T1_22*ylx*yl
— T1_33%zl*xzl + 2%T1_O01xtlxx1l  + 2*T1_02%tl*xyl +
—  2xT1_03*tl*xzl + 2xT1_12xx1xyl  + 2*T1_13*x1x*zl
= )

-( T2_00*%tixtl + T2_1l*xxlxxl + T2_22*ylx*yl
— T2_33*%zl*zl + 2¥T2_01xtl1xx1  + 2xT2_02*tl*xyl +
—  2xT2_03*tl*xzl + 2xT2_12xx1xyl  + 2+T2_13*x1x*zl
= )

-( T3_00*t1xtl +  T3_1lxxl*xl + T3_22*ylx*yl
— T3_33*%zl*zl + 2+¥T3_01xtl1xx1  + 2*%T3_02*tl*xyl +
—  2%xT3_03*tl*zl + 2xT3_12xx1xyl  + 2+T3_13*x1x*zl
= ;]

end

+ 2%TO_23*ylx*xzl

+ 2xT1_23*ylx*zl

+

+ 2%T2_23%ylzl

+

+ 2xT3_23*yl*xzl

% Limpa todas as varidveis, fecha todas as janelas e limpa
— comando

clear all;

close all;

clc;
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Apéndice E. Tracado do raio actistico Na presenca de Correntes.

/4 Define o vetor de tempo

1s = 0:0.0000001:0.02;

/4 Define os walores dos dngulos em graus para oS quatis as trajetérias
— serdo calculadas
theta_values = [ Angulos]; /7 Alterado para apenas o wvalor 20
/Atheta_values = [ 5, 10, 15, 20,40,90, 120,180, 270,300,330,350];
% Define as posicdes iniciats para lancamento no formato [X Y Z]
posicoes_iniciais = [x0,y0,z0;

1; 7 Mantido o numero original de posicgdes

k1=800; k2=0.1;

/4 Cria uma nova figura
figure;

hold on;

/% Loop sobre todas as posigbes iniciats
for j = 1l:size(posicoes_iniciais, 1)

posicao_inicial = posicoes_iniciais(j, :);

/% Loop sobre todos os dngulos definidos

for i = 1:length(theta_values)

thetal = theta_values(i);
thetaO = pi * thetal / 180; / Converte o angulo para radianos
phiO = 0;

phiO = pi * phiO / 180; / Converte o angulo para radianos
cx0y0z0 =

— kilxexp((-posicao_inicial(l). 2-posicao_inicial(2). 2-(posicao_inicial(3).72))*k2)+150

/4 Calcula as componentes da velocidade inticial

x10 = (cos(phiO) * cos(thetal))* cx0y0z0;
y10 = (cos(phi0) * sin(thetal))* cx0y0z0;
z10 = (sin(phi0))*cx0y0z0;

% Define o vetor de estado inicial

t0 = 0;

t01 = 1;

v0 = [tO; posicao_inicial(1l); posicao_inicial(2);

— posicao_inicial(3); t01; x10; y10; z10];
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Apéndice E. Tracado do raio actistico Na presenca de Correntes.

/i Resolve as equagdes diferenciais usando ode4b

[T, V] = ode45(@edoC, 1ls, v0); /7 Alterado para usar a funcdo edoC

/4 Plota a trajetoria
plot3(V(:, 2), V(:, 3), V(:, 4),'LineWidth', 1.7);
end

end

% Configuragdes do grafico

grid omn;

xlabel('X', 'FontSize', 12);

ylabel('Y', 'FontSize', 12);

zlabel('Z', 'FontSize', 12);

title('Trajetdéria para \theta = 207\circ', 'FontSize', 14);
legend('\theta = 20"\circ', 'Location', 'Best');

/4 Cria um campo escalar 3D para visualizagdo

[x,y,z] = meshgrid(-20:.2:20,-20:.25:20,-20:.16:20);
k1=800; k2=0.1;

v = klxexp((-x.72-y. 2-(z2.72))*k2)+1500;

(1;

yslice = [];

xslice

zslice = [0];

h=slice(x,y,z,v,xslice,yslice,zslice);

set (h, 'EdgeColor', 'none', 'FaceColor', 'interp', 'FaceAlpha', 'interp');
alpha('color')

alphamap (' rampdown')

alphamap('increase',.1)

colormap jet

colorbar

hold on;
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Anexo I - Desenvolvimento Do calculo do Tensor

Métrico acustico

comecando por

82
a;f =*AY (I.1)
O que pode ser reescrito como:
. 1 0%Y(7,t
AW(F, 1) = _c28(252) (1.2)

Dado que o gradiente da densidade é expresso por Vp = C%Vp, ao inserir
esta relacao na equacao de continuidade e multiplicando pelo termo ¢?(7), obtemos
uma forma linearizada da equacao de continuidade em termos da velocidade, pressao

e densidade:

9)
aiz +(Vp) -7+ p(V-7) =0 (L.3)

Ao reorganizar a equacao de Euler e considerando forcas externas conser-

vativas, obtemos:

ov

1
L@ V= 7l 1.4
5+ (T V)0 AL (L.4)

Isso pode ser representado equivalentemente como:

-
p H + (7 V)U] = —Vp+pd (L5)

Ao considerar a relacdo p; = c%pl e negligenciando os termos de segunda

ordem, chegamos a seguinte expressao:

0
a(po +p1) +V(po+p1) - (05 +07) +E(po + p1)V - (05 + 1) = 0 (1.6)

separando os termos perturbativos dos nao perturbativos, observamos que

os termos nao perturbativos correspondem a uma férmula ja conhecida como equagao
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Anexo I. Desenvolvimento Do calculo do Tensor Métrico actistico

da continuidade para fluidos compressiveis em termos de perturbagoes de pressao e

velocidade.

)
%—FVpo-v_o)—i-ConV-v_o):O (L7)

Como mencionado anteriormente, as ondas acusticas estao ligadas aos ter-

mos perturbativos. Assim, aplicando a equacao anterior, temos:

0
%%—mev_f—i-Vm'U—()>+C2(POV'U—1>+P1V'U_O>):0 (1.8)

Ao aplicar um procedimento semelhante a equacao de Euler, obtemos duas

novas representacoes das equagoes fluidas:

P1 ot + (vo - V)| + po ot + (v5 - V)vi + (v - V)vs | + Vpr = 0 (1.9)

Posteriormente, além de considerar ¢?p; = pi, introduzir-se hd um operador

JeI
) Ot

expressoes:

diferencial +70-V = Dy, e duas novas relagoes para simplificar ainda mais as

VPO'U_1>+P1V'U_0>EF1
1.10
(U_1>‘V)U_(J>+C§;D0U_0>Efﬁ2 (L10)
0

Ao aplicar estas relagoes e considerando que as perturbagoes sdo significa-

tivamente menores que os valores de equilibrio pg, po, € vy, obtemos:

[Dop1 + poV - U—1>] +F =0

1 [.11

[Dov] + ;Vpl] + ?2 =0 (L1
0

Esta analise proporciona uma compreensao mais profunda das relagoes entre
as variaveis em sistemas fluidos, especialmente quando consideramos perturbacgoes.

O propdésito subsequente é alcancar equacoes diferenciais de segunda ordem,
que possuirao um termo mutualmente comum, permitindo assim uma formulagao

que englobe os diversos cenarios em andlise.
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Para deduzir uma das equacoes diferenciais de segunda ordem, procedere-

mos a combinacao das equagoes antecedentes, centrando-se nos termos V - (v_o> . V)v_1>

e V-5 (V- 07).

Consideremos agora o seguinte:

Ribeiro 2021

Desta forma, é possivel reformular a equacao da continuidade, expressando-

a Comao:

o (1 w0 1
— = —5Dop1 | =V —5Dop1 + —Vn1
dt \ poc Poc Po

3 8U0k a'l)li ? 8F1 1 'U_0>F1
— —_— . — — . = 0
+,§;{ (83@ ka> Vol Ot poc? +V Do

(1.13)

Se designarmos a equagao (1.16) por Fj, é possivel sintetizar ainda mais a

equacao anterior, resultando em:

o (1 w5 1
— 5| =—=Dop1 | =V 702D0p1 +—Vm
at \ poc poc Po

(1.14)
oF, 1 wF
LGN S 1 B )
It poc? pPoc?

O préximo passo implica considerar que o vector de velocidade (7, t) é
equivalente a um potencial escalar Vi (7,t). Esta equivaléncia é aplicavel apenas

em fluidos irrotacionais, onde V x 5 = 0.

9
9P LV (pt) =0

ot

10p 1
S G (Vp) + VT =0(L1
<:>pat+pv (Vp)+ V-9 =0(L15)

Na equacao de Euler as forcas externas vao ser desprezados e assumindo o

fluido irrotacional (Vzu(7,t) = 0), obtém-se:
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v 1
?;;+(U~V)U+Vp20
} p (1.16)
e 9w w1 tvp—o
ot 2 P

Com mais algumas operagoes matematicas e acrescentando um o = In(p) na
equacao da continuidade e na equacao de Euler introduzindo uma funcao potencial
(p(7,t)) por forma a que dip = %dp & %Vp = V1, deste modo obtem-se equacoes

diferenciais parciais de primeira ordem

Iniciemos com a equacao da continuidade:

ap L
a5 + V.- (pv) =0 (1.17)

Esta equacao expressa a conservagao da massa num fluido. Ao reescrevé-la,

obtemos:

10p 1
—F LTy, T I.1
p6t+pv (Vp)+V-7=0 (I.18)

Na equacao de Euler, ao desconsiderar as forgas externas e assumindo que o fluido

é irrotacional, ou seja, o seu campo de velocidades nao possui vorticidade:

ov

1
it T 7 = 1.1
5 T V)i Vp=0 (L.19)

Esta equacao descreve o movimento de um fluido sem viscosidade. Ao
manipulé-la, chegamos a:
ov 1 1
L ING- D)+ =VUp=0 [.20
NGRS (1.20)
Agora, vamos introduzir o conceito de potencial escalar, representado por (7, 1), de
modo que a relacao entre a variacao da pressao e a densidade é dada por dy = %dp.

Assim, podemos reescrever a relagdo como:

;Vp — vy (1.21)

Com esta relacao, derivamos equagoes diferenciais parciais de primeira or-

dem:
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do

— +V.-v+7v-(Vo)=0

g}f Hove) (1.22)
2 T3 ( ) + (o) =0

Agora, considerando que o valor instantaneo de uma variavel é a soma do

seu valor perturbado com o seu valor de equilibrio, temos:

Y =1+ Yy
T =7+ =0 + Vi (1.23)

1
o=09+0y=Inpy+ —p1
Po

Ao eliminar as varidveis nao perturbadas e multiplicar a equagdo da conti-

nuidade por py e a equagao de Euler por 23, reescrevemos as duas equagoes como:

poDocr +V - (poVih1) = 0

(1.24)
%Do% + poo1 =0

Aplicando o operador Dy a equacao de Euler e utilizando a relagao Dyoy =

8(’1 + 74 - Vop, combinamos as duas equacgoes anteriores para obter:

0
~o (% Duin) = V- (R Dis = poVein ) =0 (1.25)
Finalmente, considerando que py, ¢, W4 sdo fungoes de e t, e que V- =0

(o que implica que = V1), chegamos a nossa formulagao final.

Até ao momento, observamos que, ao adotar uma abordagem de separacao
perturbativa representada por v = U_S + v_1>, p = po+p1,p = po+p1, alcancamos a de-
sejada linearizacao. Esta metodologia revela que, em diferentes cendarios, existe uma
consisténcia subjacente. Adicionalmente, foi possivel deduzir operadores diferenciais

que se manifestam na seguinte expressao:

gt < °f> (“_(;;Do%f - aW)lf) =0 (1.26)

Nesta formulagao, os termos a, c, w5, e f sao fungoes dependentes das varia-

veis espaciais e temporais. Ademais, Dy é definido como % +9- V.
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A aspiragao subsequente é, com base neste operador diferencial, desenvolver

uma formulagao que, embora singular, possa ser aplicada de forma abrangente.

E imperativo reconhecer que, num contexto tridimensional e ao adotar co-

ordenadas cartesianas, a representacao € ilustrada por:

A esta representagao grafica, é vidvel adicionar uma dimensao temporal.
Posteriormente, ao introduzir a notacao concisa 0,, onde v varia sequencialmente

pelos valores 0, 1,2, 3 (correspondendo a t, z, y, z, respetivamente), obtemos:

=% | f=]22 22 ]=ftuy>2) (1.27)

Esta andlise proporciona uma compreensao refinada da natureza e aplica-

bilidade dos operadores diferenciais no dominio da fisica tedrica.

Considerando a propagacdao de uma onda sonora num meio homogéneo,
onde a velocidade de propagagdo nao apresenta variagbes em fungao do espago ou

do tempo, podemos representar a situagdo da seguinte forma:

10%f
===+ V? 1.28
T f (.28)
Esta expressao pode ser decomposta utilizando operadores diferenciais, re-

sultando na seguinte representacao matricial:

-5 0002

99 00 0 100]]2
—— 2 1.29
lataxayaz] 0 010 o / (1.29)

0012

Dado que os operadores % e V atuam a esquerda, podemos reescrever a

exXpressao como:

[(jt (400)+v- (75D av)] f (130)
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Incorporando a definicao de Dy como % + -V f, obtemos um operador

diferencial designado por 4D:

2 (s emovn)] v [(m (Lravr)-avr)|  am

Esta expressao pode ser ainda mais detalhada, resultando na seguinte representagao:

—1 — U0z —Voy —Vo2 8f/0t

[ 0 o o o010 | Vo * — v, —Voxloy —VozVo: of |0z
ot oz Oy 0z | —Voy  —Vozloy 2 — Ugy — gy oz 8f/ay
—Vp,  —Voglos —Uoylox € — U2, of )0z

(1.32)

Finalmente, ao integrar o campo escalar de interesse, que neste contexto é
a variagao da pressao do fluido associada a propagacao sonora, obtemos a equagao

das ondas para um campo escalar arbitrario f(tx,y, 2):
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Anexo II - Calculo das trajetéorias 3D Pelo Tempo

minimo de Fermat

function [f,k,m]=pa3d(t,v,vd)

TR IBRIIB BRI BB BIIB BT I h 1 1sTs s s 1 1a s 2o s 1 Ja o 26 s s Do 2a 25 s e Do 2o 15 5 e D 0 15 s e Do 25 s D a2 25 o D Do 26 20 o
% Fungdo pa3d

/4 Esta func¢@o calcula um sistema de equagdes diferenciais para descrever

/4 o movimento de uma particula em um campo de velocidades tridimensional.

/4 Entradas:
5t - tempo
% v - vetor de posicdes e veloctidades: [a;b;c;z;y;z]

/i vd - vetor de derivadas das posig¢bes e velocidades

% Saidas:
/4 f - sistema de equacgdes diferenciats
/4 k - Jacobiano em rela¢cdo ao vetor v

4 m - Jacobiano em relagdo ao vetor vd

RIIBIBIRIIB BRI BIIII I H BT Tads s 1s1s 1o s s 1 1o Ta s s 1 oo s s 1 Do 2o 25 s e Do 20 15 25 e Do s 15 s Do s 15 s D a0 25 o Do 2o s 15 o

/4 Suposigdo: a derivada quadrada de a, b e ¢ é igual a 1
A ad2 +bd2+cd2 =1
BRI BRI DB IIIIIII BB IIIIID I Bl T Tststa s s s s s JeJa oo s s s s D o FaTa a2 s s s Do Ta 20 20 s s s o o

/# Exemplo de wuso:
% [f:k:m]=Pa3d(0: [0:1:1;1:1:1]; [151:1;1;1:1])
Y Y Y Y Y A Y A Ay Ay YA

% Calcula o campo de velocidade sonora e suas derivadas
[vabc, da_vabc, db_vabc, dc_vabc, da_da_vabc, db_da_vabc, dc_da_vabc,
— da_db_vabc,...
db_db_vabc, dc_db_vabc, da_dc_vabc, db_dc_vabc, dc_dc_vabc,
dt_vabc, da_dt_vabc, db_dt_vabc, dc_dt_vabc] = cv3d(v);
Y A Y A A A A Y A A Y YA

/% Eztrai as posicbes e veloctidades do vetor v

a=v(); b=v(2); c=v(@B); x=v(4); y=v(5); z=v(6);
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

/% Eztrai as dertvadas das posicdes e velocidades do vetor vd

ad = vd(1); bd = vd(2); cd = vd(3); xd = vd(4); yd = vd(5); zd = vd(6);

/4 Calcula o sistema de equacgdes diferenciais
f = [ad-x;
bd-y;
cd-z;
(x*z-(y~2+z72) )*xd + (x*xy+y*z)*yd + (x*z-(x"2+y~2))*zd +
— (dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc)/vabc;
(x*xy)*xd - (x72+z72)*yd + (y*z)*zd + (dt_vabc*y-db_vabc)/vabc;
x*¥xd + y*yd + z*zd];

/4 Calcula os componentes do Jacobiano em relagdo ao vetor v

/4 (os comentdrios k_41, k_42, etc., sdGo os componentes individuatis do
~ Jacobiano)

k_41 = (da_dt_vabc*(x+z)-da_da_vabc-da_dc_vabc) /vabc -

« da_vabc*(dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_42 = (db_dt_vabc*(x+z)-db_da_vabc-db_dc_vabc)/vabc -

< db_vabc*(dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_43 = (dc_dt_vabc*(x+z)-dc_da_vabc-dc_dc_vabc) /vabc -

— dc_vabc*(dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_44 = z*xd + y*yd + z*zd + dt_vabc/vabc;

k_45 = -2xy*xxd + x*yd - 2xy*zd;

k_46 = x - 2%zxxd + y*yd + x*xzd + dt_vabc*x/vabc;
k_51 = (da_dt_vabc*y-da_db_vabc)/vabc -

< da_vabc*(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc™2;
k_52 = (db_dt_vabc*y-db_db_vabc) /vabc -
— db_vabcx(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc™2;
k_53 = (dc_dt_vabc*y-dc_db_vabc)/vabc -
— dc_vabcx(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc™2;

k_54 = y*xd - 2*x*yd;

k_55 = x*xd + z*zd + dt_vabc/vabc;
k_56 = -2*xzxyd + y*zd;

k_61 = 0;

k_62 = 0;

k_63 = 0;

k_64 = xd;

k_65 = yd;

k 66 = zd;
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

/4 Monta a matriz Jacobiana em relagdo ao vetor v
k = [0,0,0,-1,0,0;
0,0,0,0,-1,0;
0,0,0,0,0,-1;
k_41,k_42,k_43,k_44,k_45,k_46;
k_51,k_52,k_53,k_54,k_55,k_56;
k_61,k_62,k_63,k_64,k_65,k_66];

/% Monta a matriz Jacobiana em relagdo ao vetor vd
m= [1,0,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,0,1,0,0,0;
0,0,0, (xxz-(y~2+272)) , (x*y+y*z) , (x*xz- (x"2+y~2) ) ;
0,0,0,x*y,-(x"2+272) ,y*z;
0,0,0,x,y,2z];

end

Funcdo que define as equagoes diferenciais iniciamente deduzidas peplo

tempo minimo de Fermat

function [f,k,m]=pa3d(t,v,vd)

BRI B BIIIIII BB BIIIIID BBl T lststs s s s s s foTa oo h s s s 1o Fa Do da s s s s T D Fa Ta Da s s s s D Do 2o 2 s s s s o
/4 Fungdo pa3d

/4 Esta func¢@o calcula um sistema de equagdes diferenciais para descrever

/4 o movimento de uma particula em um campo de velocidades tridimensional.

7 Entradas:
At - tempo
4 v — vetor de posigbes e wvelocidades: [a;b;c;z;y;z]

/4 vd - vetor de dertivadas das posigbes e velocidades

% Satdas:
/4 f - sistema de equagbes diferenciais
% k - Jacobiano em relacdo ao vetor v

% m - Jacobiano em relacdo ao vetor vd

BRIIBBRIIB BRI BIIIIBIII BB I Ts s b lsJota s s 1 1o 1o s s 1 Do Do s s 1 Do Da s s e Da Do 15 s e Da Do s s D Do s s s D D s s s D Do s s o

/4 Suposigdo: a derivada quadrada de a, b e ¢ é igual a 1

A ad2 +bd2+cd2 =1
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

BRIIBIBIRIIB BRI BIIII LI H BT Tads s 1 1o 1o s s 1 1o Ta s s 1 Do o 2o s 1 Do 2a 25 s e Da 2o 15 25 1 D 20 15 s Do s 25 s a2 25 o Do 2o 20 15 o

/% Ezemplo de wuso:
% [f}k’m]=pa3d(03 [0’1’15111}1—73 [1’1’151)1}1_7)
Y A A A Y A Ay A YA

/4 Calcula o campo de velocidade sonora e suas derivadas
[vabc, da_vabc, db_vabc, dc_vabc, da_da_vabc, db_da_vabc, dc_da_vabc,
— da_db_vabc,...
db_db_vabc, dc_db_vabc, da_dc_vabc, db_dc_vabc, dc_dc_vabc,
dt_vabc, da_dt_vabc, db_dt_vabc, dc_dt_vabc] = cv3d(v);
Y Y Y Y Y Y Y Y Yy A A A Ay S I

/4 Eztrai as posigles e veloctidades do vetor v

a=v(); b=v(2); c=v(@); x=v(4); y=v(); z=v(6);

/4 Eztrai as derivadas das posicdes e velocidades do vetor vd

ad = vd(1); bd = vd(2); cd = vd(3); xd = vd(4); yd = vd(5); zd = vd(6);

/4 Calcula o sistema de equacgdes diferenciais
f = [ad—x;
bd-y;
cd-z;
(x*z-(y~2+z72) )*xd + (x*xy+y*z)*yd + (x*z-(x"2+y~2))*zd +
— (dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc)/vabc;
(xxy)*xd - (x72+z72)*yd + (y*z)*zd + (dt_vabc*y-db_vabc)/vabc;
x*¥xd + y*yd + z*zd];

/4 Calcula os componentes do Jacobiano em relagdo ao vetor v
/4 (os comentarios k_41, k_42, etc., sdGo os componentes individuatis do
- Jacobiano)

k_41 = (da_dt_vabc*(x+z)-da_da_vabc-da_dc_vabc) /vabc -

— da_vabc*(dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_42 = (db_dt_vabc*(x+z)-db_da_vabc-db_dc_vabc) /vabc -

< db_vabc*(dt_vabc*(x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_43 = (dc_dt_vabc*(x+z)-dc_da_vabc-dc_dc_vabc)/vabc -

— dc_vabcx*(dt_vabc* (x+z)-da_vabc-dc_vabc) /vabc™2;

k_44 = z*xd + y*yd + z*zd + dt_vabc/vabc;

k_45 = -2xy*xxd + x*yd - 2xy*zd;

k_46 = x - 2*z*xxd + y*yd + x*xzd + dt_vabc*x/vabc;
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

k_51 = (da_dt_vabc*y-da_db_vabc)/vabc -
< da_vabc*(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc~2;
k_52 = (db_dt_vabc*y-db_db_vabc) /vabc -
— db_vabc*(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc™2;
k_53 = (dc_dt_vabc*y-dc_db_vabc) /vabc -
— dc_vabc*(dt_vabc*y-db_vabc) /vabc™2;
k_54 = y*xd - 2*x*yd;

k_55 = x*xd + z*zd + dt_vabc/vabc;

k_56 = -2x*zxyd + y*zd;

k 61 = 0;
k 62 = 0;
k 63 = 0;
k_64 = xd;
k_65 = yd;
k_ 66 = zd;

/% Monta a matriz Jacobiana em relagdo ao wvetor w
k = [0,0,0,-1,0,0;
0,0,0,0,-1,0;
0,0,0,0,0,-1;
k_41,k_42,k_43,k_44,k_45,k_46;
k_51,k_52,k_53,k_54,k_55,k_56;
k_61,k_62,k_63,k_64,k_65,k_66];

% Monta a matriz Jacobiana em relagdo ao wvetor wd
m= [1,0,0,0,0,0;
0,1,0,0,0,0;
0,0,1,0,0,0;
0,0,0, (xxz-(y~2+272)) , (x*xy+y*z) , (x*xz- (x"2+y~2) ) ;
0,0,0,x*y,-(x"2+272) ,y*z;
0,0,0,x,y,z];

end

Cript que faz a simulacao do raio actstico em 3D usando as equagoes inici-

almente deduzidas pelo tempo minimo de Fermat.

Y A Y A A A Y A A Y YA
/4 pa2d_run.m
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

/4 Script para simular o movimento de uma particula em um campo de

— weloctidades tridimensional.

TR BIRIIBBIIIIBIIBI BT T s s 1s1sTs s s 1s 1o o 1o s 1 Fo o 15 s D Da Do s s D Da 20 s s D Do 20 15 s e 2o 26 15 s Do 2o 26 15 Do 0 15 15 1 Do 20 15 s o

% Limpa todas as varidveis, fecha todas as janelas e limpa a janela de
— comando

clear all; close all; clc;

% Define um vetor de tempos de 0 a 20 com um intervalo de 0.0001

ts = 0:0.0001:20;

A A A A Y A I

% Definicdo da orientacdo de emissdo (coordenadas esféricas)
BRI BB IIIIIBB BB BIIIABH B 51T ToTsda s s 15 s s T Fo Do Ta o 2675

/4 Define o dngulo thetaO em graus (0 < thetaO < 360)

thetaO = 350;

/4 Converte theta0 para radianos

theta0 = pi * theta0 / 180;

/4 Define o dngulo phi0 em graus (-90 < phi0 < 90)
phiO = 0;
% Converte phi0 para radianos

phiO = pi * phiO / 180;

% Define as condigbes iniciais para a, b e ¢

a0 = -10;
b0 = 0;
cO = 0;

% Calcula as coordenadas iniciais z0, y0 e z0 com base nos dngulos thetal

— e phi0

x0 = cos(phi0) * cos(thetal);
yO = cos(phiO) * sin(thetaO);
z0 = sin(phiO);

/% Monta o vetor de condic¢des iniciats

vO0 = [a0; bO; cO; x0; yO; z0];

/4 Resolve o sistema de equacdes diferenciais usando a fun¢do 'daed' com o

— modelo 'pa3d'
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Anexo II. Calculo das trajetorias 3D Pelo Tempo minimo de Fermat

v = dae4('pa3d', ts, v0, 10);

/4 Plota a trajetdria da particula em um grdafico 3D
figure

plot3(v(l,:), v(2,:), v(3,:))

grid on

axis square

/ Exzibe o ultimo walor do wvetor w

v(:, end)

% Encerra o script

return
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Anexo III - Trajetéria de raios acuastico 2D, Modelo

inicial de propagacao.

Esta fungao define o perfil de velocidades do som 2D para uma profundidade

até 5000m com reflexoes

BIRRIIIIIBBBIRIIIBBI BRI IIIB I Bl T ToTa oo 1y

% Funcgdo cv2d

% Esta funcg@o calcula o campo de velocidade bidimensional e suas

— derivadas

/4 em relacdo ds coordenadas z e Y.

HBRIIBIIIBBRIIIII BB I TsTststah s s s T FoTa o o 2o

function [vxy, dx_vxy, dy_vxy, dx_dx_vxy, dy_dx_vxy, dx_dy_vxy, dy_dy_vxyl
- = cv2d(v)

N

Eztrai as coordenadas e posigbes do wvetor v

x = v(l);
y = v(2);
z = v(3);
w =v(4);

/i vzy representa a veloctdade do som que depende da coordenada horizontal
— T
/i e da coordenada vertical y (onde um aumento no valor de y representa um

< aumento na profundidade)

/4 Perfil vertical:
/% Define o perfil de wvelocidade do som
/4 zz representa a profundidade variando de 0 a 5000

/4 cc representa a velocidade do som em funcdo da profundidade zz

/4 Se a profundidade y for memor ou igual a 750

if y <= 750
vxy = 1520 - 0.05 * y; / Calcula a velocidade do som
dx_vxy = 0; 7/ Derivada da veloctidade em rTelagdo a x
dy_vxy = -0.05; 7 Derivada da velocidade em relacdo a ¥y
dx_dx_vxy = 0; / Segunda derivada da velocidade em relaglo a T
dx_dy_vxy = 0; / Derivada mista da velocidade em relagdo a = e y

dy_dy_vxy = 0; /% Segunda derivada da velocidade em relag@o a y
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Anexo III. Trajetoria de raios actstico 2D, Modelo inicial de propagacao.

dy_dx_vxy = 0; / Derivada mista da velocidade em relagdo a y e x

/4 Se a profundidade y for maior que 750
else

vxy = (1520 - 0.05 * 750) + (y - 750) * 0.014; J Calcula a wvelocidade
— do som

dx_vxy = 0; / Derivada da veloctidade em rTelagdo a x

dy_vxy = 0.014; / Derivada da velocidade em relagdo a y

dx_dx_vxy = 0; / Segunda derivada da velocidade em relagd@o a

dx_dy_vxy = 0; / Derivada mista da velocidade em relagdo a = e y
dy_dy_vxy = 0; /% Segunda derivada da velocidade em relagio a y
dy_dx_vxy = 0; J Derivada mista da velocidade em relagdo a y e =
end
end

Este script definira as equagoes diferenciais.

TRIIBBRIIBBRIIIBIIBI BT s

% Equacgdes geodésicas 2D

/4 Este script define as equagbes geodésicas bidimensionats
/i para serem usadas mo soluctionador daes.

/4 PRESUPOSTO: vzy é funcdo apenas de y.
TRIIBBRIBBBRIBIBIBBIBIBBHS

/i As seguintes equacgdes definem as derivadas segundas de T e y em termos
— da velocidade do som vzy e suas derivadas.

A dezdt2 = (2/vey) * (dy_vzy) * xzd * yd;

% d2ydt2 = (1/vzy) * (dy_vzy) * (yd 2 - zd 2);

% Vetor de equacdes diferenciais sem o sinal de tgual e todas reduzidas ao

— lado esquerdo.

A f = [zd - z;

VA yd - w;

7 zd - (2/vzy) * (dy_vzy) * z * w;

A wd - (1/vzy) * (dy_vzy) * (w2 - z272)];

Y A A A Y A A A Y A YA YAy I Y IA
At - tempo
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Anexo III. Trajetoria de raios actstico 2D, Modelo inicial de propagacao.

Av = lz; y; z; wl
/A xd - derivada de
/4 yd - derivada de

A zd - derivada de

€ N w 8

/ wd - derivada de

/4 vzy - campo de velocidade do som

Y A A Y A A A I Ay YA

/i Exemplo de chamada da funcgdo:
Z [f, k, m] = pa2d_g(0, [0, 1, 1, 1], [1, 1, 1, 1])

NS

Exztracdo das coordenadas e posigcbes do vetor v

x = v(1);
y = v(2);
z = v(3);
w=v(4);

/4 Eztracdo das derivadas do wvetor wvd

xd = vd(1);
yd = vd(2);
zd = vd(3);
wd = vd(4);

/i Chamada da fungdo cv2d para obter o campo de velocidade e suas

— derivadas

[vxy, dx_vxy, dy_vxy, dx_dx_vxy, dy_dx_vxy, dx_dy_vxy, dy_dy_vxyl =
o cv2d(v);

% Definicdo das constantes k para o Jacobiano em relacdo ao wvetor v: z, vy,
oz, W

k_31 = 0;

k_ 32 = (2 % dy_vxy / vxy~2) * (dy_vxy) * z * w - (2 / vxy) * (dy_dy_vxy) *
o Z X W

k_33 = (2 / vxy) * (dy_vxy) * w;

k_ 34 = -(2 / vxy) * (dy_vxy) * z;

k 41 = 0;
k_42 = (dy_vxy / vxy)~2 * (dy_vxy) * (w2 - z72) - (1 / vxy) * (dy_dy_vxy)

o x (W2 - z72);
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Anexo III. Trajetoria de raios actstico 2D, Modelo inicial de propagacao.

k_43
k_44

2 % (1 / vxy) * (dy_vxy) * z;

-2 % (1 / vxy) * (dy_vxy) * w;

/4 Jacobiano em relag@o ao vetor v: z, Y, 2, W
k = [0, 0, -1, O;

0, 0, 0, -1;

k_31, k_32, k_33, k_34;

k_41, k_42, k_43, k_44];

%4 Jacobiano em relagdo ao vetor vd: zd, yd, zd, wd

m= [1, 0, 0, O;
0, 1, 0, 0;
0, 0, 1, 0;
0, 0, 0, 11;

Faz o tragado do raio actstico usando ODE4

% pa2d_reflex_run.m

% Script para simulagdo de propagagdo de raio em 2D com reflexdes

% Limpa varidveis, janelas de figura e comsole
clear all;
close all;

clc;

/4 Matriz de trajetéria do rato com reflexdes
Vmatrix=[];

Tsmatrix=[];

% Definig¢do do intervalo de tempo
delta=50;
ts=0:delta:1000*delta;

%4 Definig¢do do dngulo inicial do rato

theta0=5; / Angulo em graus 0<theta0<90
thetaO=pi*theta0/180; 7/ Conversdo para radianos
x0=0;

y0=500;
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Anexo III. Trajetoria de raios actstico 2D, Modelo inicial de propagacao.

/4 Definicdo das condigbes iniciais
z0=cos (theta0) ;

wO=sin(theta0);

v0=[x0;y0;20;w0] ;

%4 Loop para simulagdo da propagac¢do do Taio
for i1=1:10
v=daed4('pa2d_g',ts,v0,10);
ctempl=min(find(v(2,:)<0));
ctemp2=min(find (v(2, :)>bottom(v(1,:))));

if isempty(ctempl)==1 && isempty(ctemp2)==

disp('Nada')

% Sem intersecgdo

ts=ts+ts(end);

Vmatrix=[Vmatrix v(:,1:end-1)];
Tsmatrix=[Tsmatrix ts(l,1:end-1)];
vO=v(:,end);
[y,vnl=bottom(v0(1,1));

declive=-vn(1);

disp('Reflexdo na superficie')

/i Reflexzdo na superficie
Vmatrix=[Vmatrix v(:,1l:ctempl-1)];
Tsmatrix=[Tsmatrix ts(l,1l:ctempl-1)];
vO=Vmatrix(:,end);

v0(4)=-v0(4); 7 Reflezdo na superficie

ts=ts+Tsmatrix(end);

elseif isempty(ctempl)==1 && isempty(ctemp2)~

disp('Reflex&o no fundo')

/4 Reflexzdo no fundo

Vmatrix=[Vmatrix v(:,1:ctemp2-1)];
Tsmatrix=[Tsmatrix ts(l,l:ctemp2-1)];

vO=Vmatrix(:,end) ;

[y,vnl=bottom(v0(1)); 7 Profundidade y e vetor normal ao fundo

declive=-vn(1);
aux1=v0(3)*(1-declive~2)+2*v0(4)*declive;
aux2=v0(4)*(declive~2-1)+2*v0(3) *declive;
v0(3)=auxl;

v0(4)=aux2;

elseif isempty(ctempl)~=1 && isempty(ctemp2)==
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Anexo III. Trajetoria de raios actstico 2D, Modelo inicial de propagacao.

ts=ts+Tsmatrix(end);
else

/4 Intersecdo na superficie e mo fundo
end

end

%4 Definigcdo dos limites para plotagem
XMIN=Vmatrix(1,1);
XMAX=Vmatrix(1,end);

YMIN=-100;

YMAX=max (bottom(Vmatrix(1,:)));

/% Plotagem dos resultados

plot(Vmatrix(1l,:),Vmatrix(2,:),'-k', 'LineWidth',2)

axis 1ij

axis ([XMIN XMAX YMIN YMAX])

grid on

hold on

plot ([XMIN XMAX],[0 O],'r--','LineWidth',2)

plot ([XMIN XMAX],bottom([XMIN XMAX]),'r--','LineWidth',2)

/4 Configuragdo dos eixos e titulo

set(gca, 'Fontsize',10, 'FontWeight', 'bold', 'LineWidth',2.0, 'box','on');

xlabel('Alcance [m]', 'Fontsize', 20, 'FontWeight', 'bold');

ylabel ('Profundidade [m]', 'Fontsize', 20, 'FontWeight', 'bold');

title('Propagagdo do raio Acistico', 'Fontsize', 20, 'FontWeight',

< 'bold');

% Salva os resultados em um arquivo

name_file=['RAYTRACING_2D_WITH_REFLEX DEC_',num2str(ceil(100*declive))];

save(name_file);

return;

154



	Epígrafe
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Índice
	Introdução
	Motivação

	Introdução
	Motivação
	Propagação sonora


	Introdução
	Motivação
	Propagação sonora
	Estado da arte 



	Fundamentos Teóricos
	Fundamentos Teóricos
	Espaço Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar

	Fundamentos Teóricos
	Espaço Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar
	 Métrica Euclidiana


	Fundamentos Teóricos
	Espaço Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar
	Notação de Einstein


	Fundamentos Teóricos
	Espaço Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar
	 Delta de Kronecker


	Fundamentos Teóricos
	Espaço Euclidiano, Base ortonormal, Produto escalar
	Símbolo de Permutação


	Fundamentos Teóricos
	Espaço Tempo, Métrica de Minkowski

	Fundamentos Teóricos
	Operadores Diferenciais
	 Nabla - Operador Del


	Fundamentos Teóricos
	Operadores Diferenciais
	Gradiente


	Fundamentos Teóricos
	Operadores Diferenciais
	Divergência
	Rotacional


	Fundamentos Teóricos
	Operadores Diferenciais
	Laplaciano


	Fundamentos Teóricos
	Tensores

	Fundamentos Teóricos
	Tensores
	 Transformação de Tensores


	Fundamentos Teóricos
	Tensores
	Símbolos de Christoffel


	Fundamentos Teóricos
	Tensores
	Geodésicas


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Métodos de cálculo de raios acústicos
	 Formalismo das geodésicas
	Tensor métrico acústico


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	 Formalismo das geodésicas
	Cálculos dos coeficientes de Christoffel considerando fluido estacionário 


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	 Formalismo das geodésicas
	Parametrização temporal


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Formalismo do tempo mínimo de Fermat

	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Modelo analítico 3D

	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Modelo analítico 3D
	 Dedução do Modelo analítico 2D


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Simulações numéricas e discussão

	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Simulações numéricas e discussão
	1ª Aproximação do campo de velocidades do som da fonte hidrotermal


	Métodos de cálculo de raios acústicos
	Simulações numéricas e discussão
	2ª Aproximação do campo de velocidades do som da fonte hidrotermal


	Modelo generalizado de propagação
	Modelo generalizado de propagação
	Calculo dos coeficientes de Christoffel considerando a velocidade da corrente do fluido

	Modelo generalizado de propagação
	Apresentação do modelo de propagação de raios acústicos em ambientes com velocidade de escoamentos não uniformes

	Modelo generalizado de propagação
	Simulações numéricas e discussão

	Conclusão
	Conclusões gerais

	Conclusão
	Recomendações para trabalhos futuros

	Bibliografia
	Apêndices
	Desenvolvimento do cálculo dos coeficientes de Christoffel
	Desenvolvimento das equações pelo teorema do tempo mínimo de Fermat
	Traçado do raio acústico 2D perfil de Munk
	Traçado do raio acústico 3D fluido estacionário.
	Traçado do raio acústico Na presença de Correntes.
	Anexos
	Desenvolvimento Do cálculo do Tensor Métrico acústico
	Cálculo das trajetórias 3D Pelo Tempo mínimo de Fermat
	Trajetória de raios acústico 2D, Modelo inicial de propagação.

