Instituto Politécnico de Tomar

Escola Superior de Tecnologia de Tomar

Paulo José Marques Da Silva

Controlo de péndulo invertido de base

movel linear

Dissertacao de Mestrado

Orientado por:

Prof. Doutor Paulo Coelho, IPT

Dissertacao apresentada ao Instituto Politécnico de Tomar
para cumprimento dos requisitos necessarios
a obtencao do grau de Mestre
em Controlo e Eletrénica Industrial



Controlo de péndulo invertido de base mével linear

ipt.pt

Dedicatoria

Dedico este trabalho a minha familia, amigos e professores que me apoiaram durante todos

estes anos.



Controlo de péndulo invertido de base mével linear

ipt.pt



Controlo de péndulo invertido de base mével linear

Resumo

Este trabalho estuda o péndulo invertido através da sua simulacdo e aplicacdo a um
péndulo real (IPO2 Quanser), diversos tipos de controlo sédo aplicados comparando 0s

resultados de forma critica.

Com a ajuda do MATLAB® foram criados diversos interfaces de utilizador que permitem
de forma réapida configurar e testar diversas estratégias de controlo em tempo real e ver 0s

resultados praticos com a ajuda de uma animacéo criada para o efeito.

Palavras-chave: péndulo controlo Quanser invertido PID PD PV Lead Lag LQR
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Abstract

This work studies the inverted pendulum by simulation and applies it to one real inverted
pendulum (IPO2 Quanser), several types of control methods are applied and the results are

compared.

With the help of MATLAB® several interfaces were created that allow the configuration of
the hardware and control, they also allow the test of several control strategies in real time

and see the results with the help of one animation created for this thesis.

Keywords: inverted pendulum control Quanser PID PD PV Lead Lag LQR
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Lista de abreviaturas e siglas

IP ou IPO1 Péndulo Invertido de base movel linear

P02 Péndulo Invertido de base mdvel linear capaz de se erguer
PID Controlador proporcional—integral—derivativo

LQOR Regulador quadratico linear

PV Regulador proporcional-velocidade

IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers

DC Corrente continua

AC Corrente alternada
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Lista de simbolos
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Lm
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Tensdo na armadura do motor
Corrente na armadura do motor
Resisténcia da armadura do motor
Indutancia da armadura do motor
Constante de Binario do motor
Eficiéncia do motor
Constante da forga contra-electromotriz (EMF)
Tensdao da EMF
Momento de inércia do rotor
Racio da caixa de velocidades (Planetary Gearbox)
Eficiéncia da caixa de velocidades (Planetary Gearbox)
Massa do carrinho (IP02)
Massa do carrinho completo
Massa total do sistema
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Raio da roda dentada do motor
Numero de dentes da roda dentada do motor
Raio da posicdo da roda dentada

Numero de dentes da posicdo da roda dentada

Coeficiente de amortecimento viscoso visto da roda dentada

Binario gerado pelo motor

Bindrio aplicado pelo motor no pinion

Forca produzida pelo motor no cart

Inércia rotacional da armadura, atua sobre o cart
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0. Introducéao

0.1Descricao geral da tese

Esta tese modela o péndulo invertido e aplica diversas estratégias de controlo ao seu
modelo matematico, a base para a tese € a documentacdo que a Quanser fornece com o seu
péndulo (IP02), foram criados interfaces de utilizador e uma animacéao que facilita o teste

de diversas estratégias de controlo sem ser necessério o hardware.*

0.20rganizacao da tese

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

e Capitulo 1-Breve descricdo de alguns métodos de controlo aplicaveis ao péndulo, sdo
dados alguns exemplos e indicados artigos e autores.

e Capitulo 2-Aqui sdo obtidas as equacBes do modelo matematico do carrinho,
comecando por uma versdo simplificada e acabando na versao completa.

e Capitulo 3-Aqui é obtida a funcéo de transferéncia em malha fechada.

e Capitulo 4-Breve descri¢do do controlador PD e funcéo de transferéncia.

e Capitulo 5-Aplicacdo do controlo PV ao carrinho.

e Capitulo 6-Aplicacdo do método phase-lag para o controlo da velocidade do carrinho.

e Capitulo 7-Aplicacdo do metodo phase-lead para o controlo da velocidade do carrinho

e Capitulo 8-Aqui sdo obtidas as equacGes do modelo matematico completo do péndulo
(EOM).

e Capitulo 9-Aqui séo linearizadas as equacdes de movimento (EOM).

e Capitulo 10-Colocacao de polos para controlo de posi¢do, minimizando as oscilagdes
do braco do péndulo.

e Capitulo 11-Aqui é projetado o controlador LQR que é usado para manter o brago do
péndulo equilibrado.

e Capitulo 12-Algumas conclusdes e indicacao do trabalho futuro.

e Capitulo 13-Lista das referéncias bibliograficas usadas para a execuc¢do desta tese.

e Capitulo 14-Informacdo sobre 0s anexos necessarios e complementares a esta tese.

! Todos os ficheiros foram feitos no MATLAB® 2008b e como tal n&o séo compativeis com verses anteriores do MATLAB®, podendo
até nem funcionarem em outras versdes mais recentes.
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1. Estado da arte

Os Péndulos invertidos (IP) sdo ferramentas classicas nos laboratérios de controlo desde
1950. Originalmente usado para ilustrar ideias de controlo linear tais como estabiliza¢do de
sistemas instaveis. Devido a sua natureza ndo linear os IP mantiveram a sua utilidade e sdo

agora usados para ilustrar muitas ideias emergentes no campo do controlo nédo linear [11].

Este projeto tem como intencdo fornecer ferramentas virtuais aos alunos de controlo que
permitam testar de forma segura e em tempo real os valores que calcularam para 0s
ganhos, também sdo fornecidas ferramentas de calculo automatico dos ganhos e uma

animacéo que permite poupar tempo e evitar danos no hardware.

A base para este projeto € a documentacdo do péndulo e este documento (tese) néo

dispensa a consulta da documentacao e ficheiros em suporte digital (DVD).

Neste capitulo serdo abordados alguns métodos e técnicas aplicaveis ao controlo do IP02

acompanhado de uma breve reviséo historica.
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1.1. Meétodos classicos

Para comecar necessitamos de saber exatamente em que consiste a acdo de controlar e que
elementos sdo necessarios para essa acao, podemos analisar um exemplo muito simples
como encher um copo com agua, 0s nossos olhos funcionam como sensores pois déo a
indicacdo da posi¢do do copo e nivel da dgua dentro dele, a nossa méo e brago sdo os
atuadores pois realizam o movimento, por fim o nosso cérebro faz a interligagdo entre os
sensores e atuadores, ele decide onde deita a 4gua e quando deve parar baseado nos

sensores e através dos atuadores realiza a acéo.

O exemplo do copo de agua pode ser feito por um robd em vez de uma pessoa, ai 0s
atuadores s@o motores e 0s sensores sdo detetores de nivel e codificadores (encoders), o
papel do cérebro € desempenhado por um microprocessador ou computador, nesse caso é

um controlo automaético pois é feito por automatismos.

A primeira aplicacdo que se conhece do controlo automatico foi o chamado “Flyball

governor” de James Watt [1].

Fivol
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Figura 1: Flyball governor de James Watt (Século XVI11) [1]
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A funcédo do “Flyball governor” (figura 1) é controlar a velocidade de um motor a vapor,
eis como funciona, & medida que a velocidade do motor aumenta as duas “bolas voadoras”
afastam-se do eixo de rotagdo, esse afastamento vai fechar um pouco a valvula que por sua

vez reduz a quantidade de vapor que entra no motor.

Na época o “Flyball governor” foi inicialmente usado nao so6 para controlar a velocidade de

motores a vapor mas também para regular a velocidade da roda de moinhos a dgua [1].

O “Flyball governor” evoluiu para o controlo de direcdo em navios [2][3], um dos
exemplos mais antigos de um controlador PID foi desenvolvido por EImer Sperry em 1911
[4] enguanto que a primeira analise tedrica do controlador PID foi feita pelo engenheiro
Nicolas Minorsky [5], Minorsky desenhava sistemas automaticos de controlo de dire¢do em
navios para a marinha americana e baseou a sua andlise na observacdo de um “homem do
leme”, a sua observagéo concluiu que o “homem do leme” se baseia no erro corrente bem
como no erro passado e racio de mudanca [3], Minorsky tornou as suas observacfes em
expressdes matematicas. O seu objetivo era a estabilidade e ndo o controlo geral o que lhe

permitiu simplificar significativamente o problema.

Foram realizadas experiéncias no Novo México com o controlador a controlar a velocidade
angular do leme e chegou-se a conclusdo de que os resultados eram melhores dos que a
maioria dos “homem do leme” conseguiam atingir, a marinha americana acabou por nao

adotar o sistema devido a resisténcia do pessoal [3].

Atualmente o controlador PID € bastante usado no meio industrial, segundo Ogata [6] em
2002 mais de metade dos controladores industriais utilizam o controlador PID ou esquemas

modificados do controlador PID.

Nos capitulos seguintes vamos tentar aplicar o controlador PID ou esquemas modificados

ao controlo do IP02.

Um dos controladores mais utilizados € o controlador PID (Proporcional, Integral,

Derivativo). Uma vez que estas componentes sdo facilmente visualizadas no dominio do

ipt.pt
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tempo, os controladores PID sdo normalmente projetados com base em métodos no
dominio do tempo. Se o projeto for em frequéncia os controladores utilizam-se

controladores em atraso, avango, avango-atraso [11].

Como jéa referido acima o controlador PID é um dos controladores mais utilizados. Cerca
de 90 % dos problemas de controlo podem ser resolvidos por este controlador [17]. Nos
capitulos anteriores temos discutido essencialmente casos em que o controlador
corresponde a uma constante K. Este tipo de controlo é formalmente conhecido por
controlador proporcional (como ja referido), uma vez que o sinal a saida do controlador
estd relacionado com a entrada do controlador através de uma constante de

proporcionalidade [12].

ipt.pt
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1.2. Métodos modernos

O controlo moderno é designado de controlo 6timo pois o controlador é obtido como
solugéo de um processo de otimizacgdo onde se pretende minimizar uma funcéo de custo (J)

restringida pela dinamica do sistema.

A funcdo de custo é tipicamente uma energia associada ao erro no estado e ao erro na
entrada.

Minimizar a fungéo de custo corresponde a escolher o valor de u que permita reduzir o erro
no estado x e assim surge em 1960 o Regulador Quadratico Linear (LQR), desenvolvido
por Rudolf Emil Kalman.

Também em 1960, Kalman publicou a teoria do agora designado Filtro de Kalman, que
permite obter a melhor estimativa baseada na corregéo recursiva de cada uma das medidas
individuais do processo, por se tratar de um método que é pouco influenciado pelo ruido,
foi designado por filtro.

Figura 2: Foto de Rudolf Emil Kalman [7]
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O controlador LQR pode ser facilmente aplicado ao IP como mostra um artigo publicado
no IEEE em 2007 [8], apesar do motor ndo ser semelhante ao do hardware 1P02 que vai ser
usado neste projeto podemos constatar que 0s autores do artigo conseguiram minimizar o
deslocamento do carrinho e manter o péndulo ereto perante perturbacGes, apenas parece

ndo ser muito rapido a reagir a perturbacdes como podemos ver na figura 3

x 107 Angle Displacement Linear Displacement Output Votage
)

z ' ! E
s 05t  EEEr e ro--q4 %
I .
I | | I
15 T i
I | | I
iy A ] ] L
0 2 4 b 8 10
Time(sec) Time(sec) Time(sec)

Figura 3: Resposta do IP com controlo em tempo real [8]

O MATLAB® possui um simulador de IP baseado em LQR, essa simulagdo pode ser
acedida executando o comando penddemo na linha de comandos do MATLAB®, é um

simulador interativo.

Inverted pendulum on cart with Animation

Meore Info

%r!r

i

Animaticn

5.4

Fropeortional Gain

- 9 Cart|—
. - —
+ LaRE 5 f u
Penedulum
Integral Limited
Gain Integrator Fendulum
T.12s
L s
Reference e Cart p—

Feedforward Gain

d -
Pendulum [

Disorete State Estimator

To start and stop the simulation, use the "Start/Stop™
selection in the "Simulaticn™ pull-down menu

Copyright 1990-2007 The MathWords, Inc.

Figura 4: Modelo simulink do simulador (penddemo)
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Playback ‘ ‘ - | ' | Close
Time: 189

Figura 5: Interface de utilizador do simulador (penddemo)

O simulador funciona bastante bem e para além de manter o péndulo erguido também
permite ao utilizador definir onde quer o carrinho, isto €, permite alterar a referéncia da

posicao do carrinho.

Charles W. Anderson [9] usa redes neuronais para controlar um IP, desconhecendo

inicialmente a dinamica do sistema, é usado um método de aprendizagem.

1000001
i Two-Layer Metworks
Receiving Four
Time State Vanables
Steps
Until 1000
Failure
Single-Layar Melworks
Log T Receiving Four
Scale Slate Variables
“\\uqu\‘\\\\\\\L\u\\u“'\-\\\“
107 e “Random Actions
{Mo Learning}
1A | .
0 5,000 10,000
Failures

Figura 6: Curvas de aprendizagem [9]

Na figura 6 podemos ver que a aprendizagem com duas redes de duas camadas € muito

mais rapida.
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Evaluation
Units L Helwork

4 Siate Variables / Failure Sesgnal
to Every Linit .
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. i State
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“Aor wearning anly

J

n y = ‘L Action
REETELTELEE LR EY “__Action
Network

Inverted
Pendulum
System

State Variables

Figura 7: Redes de duas camadas [9]

Apesar de ser um método capaz de controlar sistemas com dindmica desconhecida € um

método lento pois necessita de tempo para “aprender”, o autor do artigo € cauteloso e nao

sabe se 0 sistema suporta incertezas do mundo real.

O MATLAB® possui um simulador de IP baseado em ldgica difusa que vai provavelmente

ser Util na realizacdo deste projeto, essa simulagdo pode ser acedida executando o comando

slep na linha de comandos do MATLAB®, é um simulador interativo.

’—b animcp
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Constant
I
Target Position|™_
{Mouse-Driven)
Cart & Pole
Dynamics ¥
[]
Varigble Initialization
| JXXL i
‘_
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Figura 8: Modelo Simulink do IP (slcp)
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Figura 9- Parte do controlador de ldgica difusa

Figura 10- Dindmica do sistema (carrinho e braco)

Na figura 9 podemos ver que o controlador de ldgica difusa é bastante complexo e tem
varias regras, na figura 10 podemos ver a dinamica do sistema, as equacdes de movimento

estdo nos blocos f(u)
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Figura 11: Interface de utilizador do simulador (slcp)

No artigo [10] é demonstrado que erguer o péndulo controlando a sua energia é bastante
conveniente, usando a estratégia com o algoritmo difuso conseguiram uma performance

superior ao proposto por Astrém e Furuta [11] que vamos ver de seguida.

Astrém e Furuta [11] tratam o IP como um problema de controlo de energia usando para

isso a referéncia igual ao valor da energia do péndulo no estado erguido.

a2

Figura 12: Astrém e Furuta [11]
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nAngle n=0.25
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Figura 13: Uma das simulagdes feitas no artigo [11]

Na figura 13 podemos ver os resultados de uma das simulagdes, o IP02 necessitou de 5
balangos para erguer o péndulo, o comportamento depende do racio da méaxima aceleracao
do motor com a aceleracdo da gravidade ou seja quanto maior a aceleragdo menos balancos
serdo necessarios para erguer o péndulo, atengdo que também depende da distancia que o
carrinho pode percorrer.

De salientar que ndo € s6 uma estratégia de controlo, quando o péndulo estad proximo da

posicao desejada a estratégia de controlo deve mudar de forma a “capturar” o péndulo.

O artigo [11] é dos mais interessantes para o projeto do IPO2 e ndo é nenhuma surpresa

pois os dois autores sdo muito experientes nestas andancas.

12
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2.  Modelo matematico do carrinho do 1P02

2.1.  Versao simplificada do modelo dinamico

Comeca-se por aplicar a segunda lei de Newton ao sistema

d? d
M [WX(t)J = Fc (t) - Beq [ax(t)j (11)

A inércia da armadura do motor e o atrito de Coulomb séo ignorados apenas para obtermos

um modelo simplificado.

K.T.
F, = ”gr g (1.2)

mp

Na figura seguinte € representado 0 modelo do circuito do motor dc do IP02

R L

|I'I'I
" TITI’ ml‘l‘l
i
V. E,r || M
Figura 14: Modelo do circuito do motor DC do 1P02
Usando a lei das malhas (uma das leis de Kirchhoff) obtém-se
0
Vm_RmIm_Lm(alm)_Eemf =0 (13)

13
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Como Ly, € muito menor que Ry, podemos desprezar a indutancia do motor ficando assim

(1.4)

Eems € conhecida, ela é proporcional & velocidade do eixo do motor, podemos substitui-la

da seguinte forma

I _Vm_Kma)m 15

m

De forma a ter em conta as perdas elétricas do motor, a eficiéncia do motor é introduzida

para calcular o Binario gerado pelo motor.
T =mK 1, (1.6)

Substituindo as equacdes (1.5) e (1.6) na equacéo (1.2)

ng Kgnm Kt (Vm - Kma)m)
Rmrmp

F —

c

(1.7)

Combinando a roda dentada do motor, 0 seu eixo e 0s mecanismos da caixa de
velocidades, a velocidade angular do motor pode ser escrita como funcéo da velocidade

linear do carrinho

d
M L9
I

m
mp

Substituindo a equacéo (1.8) na equacao (1.7) e rearranjando 0s termos

d
4 Kg77m Kt [Vm r-mp - Kg Km (dt X(t)jj

2
Rm rmp

o (1.9)

c

14
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Finalmente, substituindo a equagéo (1.9) na equacgéo (1.1), aplicando a transformada de
Laplace e rearranjando os termos obtemos a funcéo transferéncia G(s) do sistema (1P02)

rmpngKgant
(RaMIy 25+, K2 K Ky + By R, 17 ) s

eq’ ‘m'mp

G(s) =

(1.10)

15
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2.2. Versao completa do modelo dindmico

A funcéo de transferéncia obtida em (1.10) é simples mas néo inclui fatores importantes,

vamos entdo tentar obter uma funcédo de transferéncia mais completa.

Vamos introduzir a inércia do armadura do motor o que vai melhorar a nossa fungédo de

transferéncia.

Comega-se por aplicar a segunda lei de Newton ao sistema e também o principio de
D’Alembert [17]

d? d
M|—x() |+F,(t)=F (t)-B,_, | —Xx(t 2.1
[dtz <)j L0=F0-8, [0 1)
Vista da roda dentada do motor a inércia da armadura do motor pode ser exprimida como

funcdo da inércia do Binario da armadura

K, T,
Fy =t 22)

mp

Aplicando a segunda lei de Newton ao eixo do motor:

d2
I [Wﬁm (t)} =T, (t) (2.3)

A configuracdo mecanica da roda dentada e do eixo da a seguinte relacao

6, =—" (2.4)

Substituindo a equacéo (2.3) e (2.4) na equacdo (2.2) obtemos a inércia da armadura

2, [ d°
- 7,Ky 0 (dtz x(t)j 25)

ai 2

r

mp

16
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Substituindo a equacdo (1.9) e (2.5) na (2.1), e rearranjando 0s termos

7,K,2 3, | d? 1K1, KV, (d j 1K1KV, ()
M+ —x() |+| B, +—" T || —x(t) =21~ " 2.6
[ x ][dtz ®) ]+ Be Rk’ at < RoFo (26)

A equacdo (2.6) expressa 0 movimento do sistema com uma sO equacdo diferencial de

segunda ordem.

Finalmente aplicando a transformada de Laplace e rearranjando 0s termos obtemos a

versdo completa do modelo matematico do sistema IP02

((RaMr? +R 7, K23 )5+, K2 KK, + B R, 1 2 ) s (2.7)
m mp mng g -m 779 gnm t'vm

eq’ ‘m’ mp

17
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3. Controlo de posicao

+ — .
(I G.(s) il e | >

Controller . Plant

 H(s) =
Figura 15: Diagrama de blocos do sistema

A partir do diagrama de blocos da figura anterior podemos obter a funcéo de transferéncia
T(s)

T~ X8) __ G.(96()
X(5) 1+ G,(s)G(s)H(s)

(3.1)

A equacdo (2.7) expressa um modelo de processo (Plant) que ndo tem zeros mas tem dois
polos, para satisfazer requisitos de performance a teoria de controlo providencia formulas
aproximadas [13], que sdo baseadas em sistemas de lag quadratico sem zeros, é o caso da

equacao seguinte

K. @?
T s) = dc™“n 32
(s) s°+28m, 5+ @] (3.2)

Onde Ky € 0 ganho DC do sistema (valor obtido quando s tende para 0)

Sendo assim a equacao caracteristica em malha fechada é

s?+2l0. 5+ @] (3.3)

18
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4. Controlo PD (proporcional derivativo)

Num controlador PD a funcéo transferéncia do controlador é dada por:

G.(s) = Kys+K, (4.1)

Colocando o controlador dado pela expresséo 4.1 na malha direta resulta na introdugédo de
um zero na funcdo de transferéncia em malha fechada, como resultado da introdugéo do
zero a funcdo de transferéncia em malha fechada deixa de corresponder a forma da
equacdo 3.2. Assim sendo a formula derivada da equacédo 3.2 ja ndo se pode aplicar o que
torna muito dificil projetar um controlador que cumpra as especificacBes temporais

definidas pelo utilizador.
A componente integral de um controlador PID na malha direta ndo sera necessaria visto

que a funcédo de transferéncia em malha aberta, vista na equagdo 1.10 ja é de tipo 1, isto é

tem um polo localizado na origem do plano s (s=0).

19
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5. Controlo PV (Proporcional-velocidade)

Para contornar o problema do zero do controlo PD podemos em alternativa implementar
um controlo PV (Proporcional-velocidade). O controlo PV possui dois termos corretivos:
Ky que vai ser proporcional ao erro de posicéo e K, proporcional a velocidade (derivada da
posicdo atual) do processo (Plant). Por coincidéncia a equacdo caracteristica do controlo
PV e PD éigual.

A equacdo seguinte expressa a lei de controlo PV onde X4 é 0 sinal de referéncia (a posicéo

desejada)

Vo (® =K, (X, (0 - x(1)) =K, (% X(t)j (5.1)

Figura 16: Diagrama de blocos do sistema com controlo PV

Os requisitos iniciais do projeto séo os seguintes:

i) Percentagem de sobre-elevacdo igual a 10%

i) Tempo de pico 0.15s

Comecamos por fazer a reducdo de blocos

K,s
H(s)=—"
()=

+1 G.(s)=K, (5.2)

p
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Substituindo Gc(s) e H(s) da equacdo 5.2 na equagdo 3.1 obtemos

T(s) = xX(s) K,G(s)
C%(s) 1+K,(5)G(s)+G(s)K,s

(5.3)

Substituindo G(s) com a funcgéo transferéncia do em malha aberta do 1P02 determinada em

(2.7) chegamos a funcéo de transferéncia em malha fechada do sistema

X(s) _ KT K74 Tp K
Xi(8) [s’R Mry +s°R 7, K2, +sn KZKm, KK+ (5.4)

2
sB. R r +rpngKgantKvs+rmpngKganth

eq’ ‘m'mp m|

Normalizando a equacéo (5.4) ficamos com

2 2
S2 + (rmpng Kgnm K'[ KV +77g Kgnm Kt Km + Beq Rmrmp)s + rmpT]g Kg’]m Kth

= (5.5)
2 2 2 2
R,Mr +R 7,K;J, R,Mr +R m,K;J,
Identificando com a equacdo caracteristica (3.3) podemos obter w,
y R (MR +2,K, 3, ) g1, K1 KK, 6
n— 2 2 '
R,Mr +R n,K:J,
Da mesma forma se obtém { como fun¢do de wy,
2 2
gzéﬂg Kganth + Bequr;np +rmp779 KgantKv (57)
2 R,Mr o,
Substituindo equacéo (5.6) na (5.7) obtém-se
1 Fg71g K77 K K 477, K77, K Ky 4+ By Ry
F== P9 g t 9 g t q P (5.8)

2 \/Rm(Mrnfp+ngK§Jm)rmpngKg77mKth
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De acordo com as equacdes (5.6) e (5.8) podemos inferir que:

i) Mantendo Kv constante enquanto se aumenta Kp, wn vai aumentar e { diminui,
isto significa que t, (tempo de pico) diminui mas o overshoot aumenta. Sera um sistema

mais rpido mas menos amortecido.

i) Mantendo Kp constante enquanto se aumenta Kv, wn ndo varia mas { aumenta, isto
significa que t, se mantém mas o overshoot € menor. O sistema fica mais amortecido com

0 aumentar de Kv.

Pegando na equacéo (5.6) podemos obter Kp em funcao de w,

@?R_(Mr2 +7n K2J
a)n: n m( mp 77g g ITI) (5.9)
Mg KT K¢

Substituindo a equagéo (5.9) na (5.8) e resolvendo para K, temos

2 2 2 2
K, = 260, R, Mr, + 260, R 17 K Iy =17, K77, KKy = B R (5.10)
rmp’]g Kgnm Kt

\

Usando as duas equacdes seguintes [13] podemos exprimir 0s parametros w, e { como

funcéo das especificagdes t, e PO.

PO = 100e{_\/1§—%] (5.11)

ty=—— 5.12
p a)n 1_4/2 ( . )
Tendo o valor de PO podemos obter & com a equacdo (5.11)
PO
In 100
¢= (5.13)

22

ipt.pt



Controlo de péndulo invertido de base mével linear

Tendo o valor de t, podemos obter wn com a equagéo (5.12)
VA
a,

"

Substituindo { em (5.14) pela equagdo (5.13)

PO jz ,
In| — | +7x
100

(5.14)

(5.15)

De acordo com a equacgdo (5.13) uma percentagem de sobre-elevacdo menor que 10%

corresponde a um fator de amortecimento maior que 0.59. Assumimos entdo (=0.59

De acordo com a equagdo (5.15) e as especificagdes iniciais PO=10% e t,=0.15s obtemos

uma frequéncia natural ®,=26.0 rad/s.

Finalmente usando as equacdes (5.9) e (5.10) com os valores de w, e { que temos e os

valores dos parametros do IPO2 obtemos os ganhos:

Kp=274.62 V/m e K,=5.53 Vs/m

Para os testes sdo usados os ficheiros da documentacdo do IP02 [13] e interfaces de

utilizador (GUIs) criados especificamente para este projeto.

Os GUIs estdo em inglés para facilitar o seu uso por mais pessoas e quem sabe mais tarde a

sua partilha online.?

2 os ficheiros seguem num DVD juntamente com as copias em papel deste projeto (tese), posso também
fornecer os GUIs a quem me pedir através do email paulojmdsilva@gmail.com , ndo posso € fornecer os

ficheiros da documentacdo do IP02 sem autorizacdo da Quanser

23
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Para este teste sdo usados os ficheiros da pasta Exp01 - Position - PV\Lab Design Files ,
o ficheiro de simulacdo é s_position_pv_ip01_2.mdl , o interface ¢ GUIPJ_Inter_Sim.m,

abrir o ficheiro do interface e executar, o MATLAB® pede para mudar a diretoria, aceite a

mudanca.
GUIP)_CONTROL_SETUP = e}
WEE & 3

Configuration of the cortraller
Kp=274.6159 Vim, Kv=5.5272 V.s/m Kd=0 VV.s/(m) Ki=0 Vi(s.m)

T T T System Close loop (K=1)
H H H Controlled System
| Certrolertyp : : : : |
I @ Auto (PV) (©) Manual (V) (©) Manual (PID) 2
2 1
2
| ~Desian Specificati £
Try and save ths gains
PO 1m0 %
Pesktime 015 | ms oz .
0 10 1 0 0
Time (sec)

Figura 17-GUI de setup do controlo PID/PV

Na figura 17 podemos ver o interface de configuragcdo do controlo e a resposta a uma
entrada em degrau unitario, de salientar que a introducdo do controlo PV reduz bastante o

tempo de estabelecimento tal como era de esperar.

Kp=274.6158 Vim, Kv=5.5272 V.s/m Kd=0 V.s/(m) Ki=0 Vi(s.m}

: : ' ' System Close loop (K=1)
F 1 ) S S AU VI A S Controlled System H

Amplitude

H
0 0os 01 015 02 025 03 035 04 045
Time (sec)

Figura 18-Vista mais detalhada da resposta do sistema com controlo PV

Os ganhos foram obtidos automaticamente, podemos ver na figura 18 que os requisitos do

projeto séo satisfeitos.
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B Figure 1 =8| %

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help -

Ngde s AS@PEL4- 2/ 0@ eD

0.02}-- cngeee

Input [m]
— — OQutput (cart position) [m]

0.015}----

N

08 1 12 14 16 18

Figura 19-Relacdo entre a entrada e a resposta simulada

Apds a simulacdo podemos ver na figura 19 que a resposta é a esperada.

O GUI de simulagédo permite também alterar os ganhos do controlador em tempo real e até

escolher uma entrada dada pelo utilizador no proprio interface em vez da onda quadrada.

PID and PV position control [ = &J
- —— —
Interactive contral of the simulink models Simulink mace| —
Thiz irterface allows you to test the gains of the P and PID cortroller ErEE
‘Warning: Changing the gain parameters whils the hardware is running
might damage i, i's recommended that you stop it, change the gains .
and start it again. First test your gains with the simulatar! @ Simulator
Config pend | Config Contral Start ” Stop ” View response |
Kp Ko Ki Kd
: agl | Al Gl d
27461359 55272 o a
Choose cart position input -
@ Simulztion setpoint (square wave)
Slider

Figura 20-Interface de simula¢do com funcionamento em tempo real

A simulacdo em tempo real com controlo dos ganhos permite verificar os efeitos da
alteracdo dos ganhos na resposta do carrinho, por exemplo ao aumentar K, reduzimos o
tempo de resposta mas aumenta a sobre-elevacdo (overshoot) e o esfor¢o de controlo, ao

aumentar K, reduzimos a sobre-elevacdo mas o tempo de estabelecimento aumenta.

Colocando o ganho K, a zero podemos testar o controlo PID, neste caso o ganho K;
(integral) ndo tem grande efeito visto ndo existir erro em regime estacionario, o ganho Kp

(derivativo) atua de forma simular ao K, ou seja diminui a sobre-elevagcdo mas reduz o
tempo de estabelecimento.
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Pendulum Visualization |

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

Time: 26.45 [ close |

Figura 21-Animacé&o do carrinho do I1P02

Na figura 21 podemos ver a animacdo do carrinho do IP02 que foi adaptada a partir da do
penddemo que vem com o MATLAB®, a animacao tem um efeito pedagdgico pois mostra
0 que vai acontecer com a posi¢cdo do carrinho (também com braco do péndulo nos

proximos capitulos).

Existem algumas discrepancias entre a simulacdo e os resultados obtidos pelo hardware

(IP02), fica aqui uma lista delas:

e Aproximacgdes matematicas ao modelo e incertezas dos valores dos parametros
e Saturacdo do amplificador

e Friccdo de Coulomb (friccdo estatica ou seca)

e Inercia

e Folga entre a roda dentada e a pista

e Ruido branco que causa algum *“nervosismo” ao sistema

e Pista desnivelada

26
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6. Controlo de velocidade usando método phase-lag

O método de controlo ou também chamado compensador phase-lag € muito comum em
controladores analdgicos e a sua implementacdo é simples bastando um circuito RC e um
amplificador [13] [18].

Vamos usar 0s seguintes requisitos de projeto:

i. O errofinal da resposta a um degrau unitario deve ser menor possivel, menor que
meio milimetro por segundo, assim definimos:
| ess| <0.0005m/s
ii.  Alargura de banda do sistema compensado em malha aberta deve ser cerca de:
w=80 rad/s
iii. A margem de fase do sistema compensado em malha aberta deve ser de:

©=85¢

- » (7 (5) ! = K = (7(5) >

Lag

Compensator = ALl

Figura 22-Diagrama de blocos do esquema de controlo Lag

G(s) foi obtida na equagdo 2.7 basta entdo encontrar o valor de K e a equagdo do

compensador Lag ou seja 0 G¢(s) pode ser dada pela equacéo seguinte

G(5)= 2B+

s+3*b (6.1)

Na figura 23 podemos ver o diagrama de bode de um tipico compensador Lag, devido as
suas caracteristicas de ganho em baixa frequéncia um compensador Lag usualmente
permite um bom seguimento da referéncia e uma boa rejeicdo de perturbacOes. Atua

aproximadamente como um integrador.
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i
g
8
Frequency (radisec)
Figura 23- Diagrama de bode de um compensador Lag tipico
Em relacdo ao parametro 3
B<1 (6.2)
e ainda [ ¢ a raiz real e positiva da equacao
(q*—c+1)B*+2qcph+(g°c+c—1)c=0 (6.3)
Onde os parametros q e ¢ sdo dados por
q=tan(®,)
(M) (6:4)
c=101

Demonstra-se que a condi¢do necessaria e suficiente para a existéncia do compensador

Lag, isto ¢ a existéncia da solugdo real e positiva B na expressao seguinte

g’c+c<1 (6.5)

Ao determinar B podemos passar ao segundo parametro da equacao 6.1 que ¢ o parametro

b que pode ser obtido pela equacéo

=
oo Vel (66)
;
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Uma propriedade interessante do projeto do compensador Lag € que 0 maximo ocorre a

frequéncia o

o, =B (6.7)

Assim sendo 0 maximo pode ser calculado

1-p

®, =-arcsin(—-—
1+p

) (6.8)
Adicionalmente podemos dizer que da equagdo 6.1, a maxima atenuagdo ocorre

assimptoticamente a uma frequéncia infinita dada por

Max(M,) = 20log,, (3) (6.9)

Partindo da funcdo transferéncia e malha aberta 2.7, derivando em ordem a s de forma a
obter velocidade a saida em vez de posicdo e usando os valores por defeito tal como néo

colocando o peso adicional no carrinho obtemos a seguinte expressao

2.46
G(s)=———= 6.10
®) s-17.13 (6.10)

Da expressao 6.10 podemos constatar que ndo existem zeros e existe apenas um polo em
-17.13. Como o sistema ndo tem polos na origem é considerado de tipo 0 e assim sendo vai
existir um erro ndo nulo em regime estacionario, assumindo realimentacdo unitéria e que a

entrada é um degrau unitario

1
eSS =
1-G(0)

(6.11)

Substituindo s por j*0 na equacdo 6.10 e substituindo o valor obtido na equacgdo 6.11

obtemos

6, = 874.6[m—sm] (6.12)

Assumindo o sistema em malha aberta KG(s) resulta num erro em regime estacionario

igual a ess para uma entrada em degrau unitario
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1

€s = m (613)

Assim o ganho K que limita o erro em regime estacionario pode ser calculado pela

seguinte equacgéo

. S 6.14
e,G(0) (.19
Obtemos entéo o valor para K
K =13945.6674 {E} (6.15)
m

Assumindo que o sistema em malha aberta tem uma magnitude de |[KG(jm¢)| maior que a
unidade, o compensador Lag requer uma atenuacdo M. que pode ser calculada pela relacéo

M, :_20|0910(| KG(ja)c)|) (6.16)
Avaliando a expressao 6.16 para o IP02 vem
M, =-52.43dB (6.17)

Assumindo que 0s ganhos em malha aberta KG(s) tém uma fase de @, graus na
frequéncia de crossover . , 0 dngulo ®¢ que 0 compensador requer é dado pela seguinte
relacao

O, =-180+ D, - D, (6.18)
Avaliando @ para o sistema IP02 obtém-se
@, =-17.09° (6.19)
Entdo de acordo com as equagdes 6.3 e 6.4 o parametro 3 obtido ¢
S =0.0022833 (6.20)
Usando a equacdo 6.6 podemos entdo calcular o parametro b

b= 24.6509[%} (6.21)
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Para este teste sdo usados os ficheiros da pasta Exp02_03 - Speed - Lead and Lag, o
ficheiro de simulacéo é s_speed_lag_ip01_2.mdl, o interface ¢ GUIPJ_Inter_Sim.m,
abrir o ficheiro do interface e executar, 0o MATLAB® pede para mudar a diretoria, aceite a

mudanca.

Utilizando os interfaces podemos visualizar os diagramas de bode seguintes:

B Figure 3: Open-Loop Bode Plots for: K + IP01_2 et | |

L]

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

Ugde | RO EL- S/ 0H =8O

Bode Diagram
Gm=Inf, Pm =90 deg (at 3.42e+004 rad/sec)
70 T T

@
=

Magnitude {dB)
=

40

Phase (deq)
ES

10 10 10° 10°
Freguency (rad/sec) (]

Figura 24-Diagrama de bode da planta com o ganho K

- T il 1
B Figure 4: Lag Compensator: Mc = -61.1 dB and phi_c = -30.4 deg at we = 25 s =[BT 2

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help o

DEHS AUV EA-S|0EH =D

Bode Diagram

20

40 L

Magnitude (dB)

-60 -

Phase (deq)
b
T

B0 -
107

10" 10° 10
i Freguency (rad/sec)

Figura 25-Diagrama de bode para o compoensador Lag

Tal como se pode ver nas figuras 24 e 25 os requisitos do projeto do compensador séo
satisfeitos.
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Figure €: Unit Step Responses - =ARCE X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help B
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Figura 26-Resposta a degrau do sistema compensado

Na figura 26 podemos ver o efeito diferenciador do compensador Lag, o seu efeito €
reduzir a sobre-elevagdo mas introduz também um pequeno atraso no tempo de
estabelecimento.

2 — — o
n Figure 10 =TASA X
- rFS b -
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help L]

NMEde MREODR A2 DEE

Input
Control effort '
Output (cart velocity) |

;
T
.

)| P S SN S S S s TUE SR
RIS S S S S NS N NS - —
15 - -------------------------------------
SR S TS S A W A
2_5’> i . i . i . i . i i 1
0 05 1 15 2 25 3 3.5 4 45 5 i

Figura 27-Resultados obtidos na simulacéo

Tal como se pode ver na figura 27 o sistema com o compensador Lag funciona como
esperado e o esforco de controlo é bastante reduzido.

O interface de simulagdo permite ajustar os parametros mas recomenda-se bastante
cuidado pois a performance pode ser melhorada mas para isso o esfor¢o de controlo torna-
se muito elevado, os picos de tensdo causados por valores incorretos podem destruir o
hardware.
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Existem algumas discrepancias entre a simulacdo e os resultados obtidos pelo hardware
(IP02), fica aqui uma lista delas:

e Ruido introduzido ao diferenciar o sinal de posicédo

e Atraso introduzido pelo filtro passa baixo que filtra a diferenciacdo do sinal de
velocidade

e Aproximagdes matematicas ao modelo e incertezas dos valores dos pardmetros

e Saturacao do amplificador

e Friccdo de Coulomb (friccdo estatica ou seca)

e Inercia

e Folga entre a roda dentada e a pista

e Ruido branco que causa algum *“nervosismo” ao sistema

e Pista desnivelada
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7.  Controlo de velocidade usando método phase-lead

O método phase-lead permite satisfazer trés requisitos de projeto predefinidos para o
sistema em malha fechada. O propdsito dos requisitos de projeto é em primeiro lugar
reduzir ou eliminar o erro em regime estacionario e em segundo lugar melhorar a resposta
em regime transitorio atraves do aumento da largura de banda e margem de fase do sistema
[13] [18].

Vamos usar 0s seguintes requisitos de projeto (os mesmos do phase-lag)

i. O errofinal da resposta a um degrau unitario deve ser menor possivel, menor que
meio milimetro por segundo, assim definimos:
| ess| £0.0005m/s

ii.  Alargura de banda do sistema compensado em malha aberta deve ser cerca de:
w=80rad/s
iii. A margem de fase do sistema compensado em malha aberta deve ser de:

=852

Vi 4 1 | Vm g
— —e G5 —» K —» - —» G(s)
-1 s

Lead Gain Integrator Plant
Compensator

Figura 28- Esquema de controlo usando o compensador phase-lead
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) Figure No. 1: Lead Compensator with phi_c = 60 deg at we = | =10/ %]
File Edit View Insert Tools Window Help

Dsaa/rar/2p0

Magnitude (&)

Phase (deg)

Freguency (rad/sec)

Figura 29-Diagrama de bode de um compensador phase-lead tipico

Como se pode ver na figura 28 um compensador phase-lead € usualmente colocado na
malha direta do sistema a ser compensado, contribui com um angulo de fase positivo e
assim tende a aumentar a margem de fase e estabilidade relativa. Atua aproximadamente

como um “diferenciador”.

A funcéo de transferéncia do compensador lead € dada pela seguinte expresséo

a(mj
G, (s) = a (7.2)

S+ao.o

Para obter o efeito de compensacdo desejada

l<a (7.2)

O que resulta pela equagdo 7.1 numa amplificagdo do compensador M. igual a 0dB, isto €

magnitude igual a unidade na frequéncia o .

O parametro o pode ser determinado por

_ 2
a=0+40°+1 (73)

q = tan(¢.)
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O ganho K deve ser tal que a frequéncia do ganho de crossover seja o, OU seja 0 ganho K
mais o integrador mais o sistema (péndulo IP02) deve ter uma amplitude de 1 na

frequéncia m.. Assim sendo o0 ganho K pode ser dado pela expresséo

‘G(jwc)' (7.4)

Assim para os valores de projeto teremos

K = 2665.59[E} (7.5)
m

Assumindo que a malha direta do sistema da figura 19 tem um angulo de fase de @

graus a uma frequéncia w¢, 0 compensador requer uma fase de @, dada pela expressao

¢c =-180+ ¢m - ¢wc (76)

Para 0 nosso sistema IP02 teremos
¢ =72.91° (7.7)
Assim sendo de acordo com a equacao 7.3 o compensador lead tera o seguinte parametro o
a =6.6571 (7.8)

Para este teste sdo usados os ficheiros da pasta Exp02 03 - Speed - Lead and Lag, o
ficheiro de simulacdo é s speed_lead ip01 _2.mdl, o interface & GUIPJ Inter_Sim.m,
abrir o ficheiro do interface e executar, 0 MATLAB® pede para mudar a diretoria, aceite a

mudanca.
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n Figure 1: Open-Loop Bode Plots for: 1IP01 2
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Figura 30-Diagrama de bode do sistema
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B Figure 8: Unit Step Responses s i~ = ) [ Figure 9: Unit Step Responses = |8 &
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Figura 31-Resposta a degrau do sistema

compensado

Figura 32-Resposta a degrau do sistema
compensado em malha fechada

A resposta temporal do sistema compensado para uma entrada em degrau € mostrada na
figura 31 tal como na figura 32 mas na figura 32 a escala temporal € mais reduzida.

Podemos constatar que o sistema compensado atinge a velocidade desejada (referéncia)

sem erro em regime estacionario.
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Figura 33-Diagrama de bode do sistema com

Figura 34-Diagrama de bode do sistema com

integrador integrador e ganho
Figure 6: Lead Compensator with phi_c = 50.6 deg atwc = 25 rad/s (== ® ] B Figure 7: Open-Loop Bode Plots for: Lead Compensator + K + [ + IP01_2 B
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Figura 35-Diagrama de bode do compensador Lead

Bode Diagram
Gm = Inf dB (at Inf rad/sec), Pm= 85 deg (at 25 rad/sec)
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Figura 36-Diagrama do sistema compensado

Os diagramas de bode das figuras 33 a 36 mostram o efeito do compensador tal como era

desejado.

Broen o R oo

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help

~

FEFDIDEEE I PRI =0

Input
Control effort

Qutput (cart velocity) 1

Figura 37-Resultado da simulagdo com compensador Lead
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Na figura 37 podemos ver os resultados da simulagdo, o compensador Lead faz um bom
trabalho e tal como o compensador Lag o esforco de controlo é bastante reduzido.

O interface de simulacdo permite ajustar os parametros mas recomenda-se bastante
cuidado pois a performance pode ser melhorada mas para isso o esforco de controlo torna-
se muito elevado, os picos de tensdo causados por valores incorretos podem destruir o

hardware.

Existem algumas discrepancias entre a simulacdo e os resultados obtidos pelo hardware
(IP02), fica aqui uma lista delas:

e Ruido introduzido ao diferenciar o sinal de posicédo

e Atraso introduzido pelo filtro passa baixo que filtra a diferenciacdo do sinal de
velocidade

e Aproximacdes matematicas ao modelo e incertezas dos valores dos parametros

e Saturacao do amplificador

e Friccdo de Coulomb (friccdo estatica ou seca)

e Inercia

e Folga entre a roda dentada e a pista

¢ Ruido branco que causa algum *“nervosismo” ao sistema

e Pista desnivelada
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8.  Minimizacao de oscila¢des do braco do péndulo

Algumas aplicacdes praticas que se podem projetar e simular com o péndulo IP02:

I.  Ponte rolante ou grua
Il.  Robot de linha de montagem
I1l.  Cabeca de impressdo de impressora de jato de tinta

Em todas aplicacdes listadas o objetivo é mover algo para uma dada posi¢do tendo em

conta uma dada performance pretendida, 0s parametros séo:

I.  Rapidez de resposta
Il.  Oscilagdo minima

I1l.  Exatidao na posicao

Desta vez o controlo ndo vai ser apenas da posicao do carrinho mas também do braco do

péndulo que se vai encontrar na posicao de repouso.
As especificacOes do projeto sdo as seguintes:

1. Percentagem de sobre-elevacdo (PO) do braco do péndulo ao longo do eixo x, X,

deve ser menor que 5%

PO <5% (8.1)
2. Tempo de estabilizacdo da ponta do péndulo ao longo do eixo x,x;, deve ser menor
gue 2.2 segundos
t, <2.2[s] (8.2)
3. Erro em regime estaciondrio do braco do péndulo, x;
e, =0 (8.3)
4. Percentagem de baixa-elevacdo (PU) do brago do péndulo ao longo do eixo x,x,

deve ser menor que 10% da amplitude da entrada.
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PU <10% (8.4)

PU é uma redugao inicial na resposta e é provocada pela presenga de um ou mais
zeros na metade direita do plano s, um sistema deste tipo é qualificado como de

fase ndo minima.

5. A Tensdo do motor V,, é proporcional ao esforco de controlo nao pode fazer com

gue o amplificador (VoltPAQ) entre em saturacgdo

Todas as especificacdes sdo para uma referéncia na entrada em onda quadrada que provoca
uma deslocacgéo do carrinho de £30mm. PO e PU sdo definidos de forma a limitar o ponto

final relativo do brago do péndulo.

Figura 38-Esquema do péndulo, coordenadas e sentido dos vetores

Na figura 38 podemos ver como vai funcionar o péndulo, a rotacdo vai ser positiva no
sentido contrario aos ponteiros dos relégios (CCW) quando estamos de frente para o
pendulo, o angulo é zero quando o péndulo estd em repouso ou seja aponta para baixo, o
sentido positivo do deslocamento do carrinho é para a direita quando estamos de frente

para o péndulo.
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Equacdes ndo lineares do movimento (EOM)

O método de lagrange (lagrangiano) permite obter as equacgBes de uma forma mais facil
que usando as leis de Newton, a Unica entrada vai ser F.. Para obter as equacdes
necessitamos do chamado lagrangiano do sistema que é obtido a partir do calculo da

energia potencial e cinética do sistema [11].

De acordo com o esquema da figura 21, as coordenadas absolutas do centro de gravidade

do péndulo podem ser caraterizadas por

X, (1) =x(t) +1 sin(a(t))

t,(t) =1, cos(a(t)) (8.5)

Em primeiro lugar vamos calcular a energia potencial total do sistema V1 , a energia
potencial num sistema € a quantidade de energia que o sistema ou parte dele tem devido a
algum tipo de trabalho estar a acontecer ou ter acontecido. E usualmente causado pelo
deslocamento vertical do ponto de repouso ou por um deslocamento elastico.

No péndulo a Unica energia potencial € apenas devida a forca da gravidade, O
deslocamento do carrinho € horizontal e assim nunca existe deslocamento vertical. Assim

sendo a energia potencial total é completamente descrita pela equagéo seguinte

Vr =-M gl cos(a(t)) (8.6)

Agora necessitamos de determinar a energia cinética total T+. A energia cinética mede a
quantidade de energia que um sistema tem devido ao seu movimento. Neste caso do
péndulo é a soma da energia cinética da translacédo e rotacdo do carrinho e péndulo, isto

devido a ortogonalidade dos dois movimentos, ou seja sao totalmente independentes.

A energia cinética da translacdo do carrinho T.r é expressa pela expresséo seguinte

1. (d ?
Ter ZEM (a Xc(t)j (8.7)

A energia cinética devida a rotacdo do braco do péndulo T, € expressa pela expressdo

seguinte
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cr 2
mp

,( d i
1 ks (th“(t)J 8.8)
2

Assim partindo da equacéo (8.7) e (8.8) ,T., a energia cinética total do carrinho pode ser

1 d ?
T =M | —x(t
©T 2 °[dt °()j

escrita;

(8.9)

Assumindo que a massa do péndulo esta concentrada no seu centro de gravidade (COG) a
energia cinética de translagéo, Ty, pode ser expressa como fungdo da velocidade linear do

centro de gravidade

1 d *(d i
Tpt :EMP\/(aXp(t)j +(a yp(t)j (810)

Onde as coordenadas x da velocidade linear do centro de gravidade do péndulo sdo

determinadas por

dt X, (1) = (—X(t)jﬂ COS(a(t))( a(t)) (8.11)

Sendo as coordenadas y da velocidade linear do centro de gravidade do péndulo dadas por

—y (t) =1 Sln(a(t))( a(t)} (8.12)

Falta apenas a energia cinética da rotacéo do brago do péndulo, T, dada por

1. (d ?
or =§|p(aa(t)] (8.13)

Finalmente a energia cinética total do sistema pode ser calculada, vai ser a soma das quatro
energia cinéticas dadas nas equacdes (8.9),(8.10),(8.11),(8.12) e (8.13).
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Através de manipulacdo matematica no software MAPLE obtemos uma versdo
simplificada da soma que é dada por

=—(M +M )( x(t)j +M | COS(a(t))[ a(t)j( X (t))
(8.14)

1 [ d
HUSLAN )(aa(t)j

Podemos ver na equacdo (8.14) que a energia cinética total pode ser expressa em relacao as

duas coordenadas (X. € a) ¢ as suas derivadas de primeira ordem.

Considerando agora as equagOes de Lagrange do péndulo, por definicdo as duas equacdes

de Lagrange resultam das coordenadas ja obtidas e possuem as seguintes formulas

d d
—g L —(&leQ& (8.15)
oto— X, (t) c

dt

ot et
— L |- L|=Q, (8.16)
8t83ta(t) oa

Nas equaces (8.15) e (8.16), L é chamada Lagragiano e é definido por

Na equacdo (8.15), Q. é a forca aplicada na coordenada X., da mesma forma na equacéao
(8.16), Q, ¢ a for¢a aplicada na coordenada a. As for¢as no péndulo podem ser definidas na

seguinte equacao

Q. ()=F.()-B, (% X, <t)j
; (8.18)
Qa(t)=—8p[aa(t)j
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Existem grandezas que foram desprezadas de modo a simplificar os célculos, uma é a
friccdo de Coulomb que tem caracteristicas ndo lineares, outra € a forca do braco do

péndulo sobre o carrinho.

Calculando (8.15) resulta numa expressdo mais explicita para a primeira equacdo de
Lagrange.

2

(M, +M p)(g—; X, (t)J+ M., cos(a(t)) (%a(t)} M.l sm(a(t))( a(t)j

; (8.19)
I:c - Beq (a X (t))
Da mesma forma (8.16) resulta
M 1, cos(a(t)) (% X, (t)j+(|p +M plpz)[j?a(t)}r Mgl sin(a(t)) =
(8.20)

d
-B, (aa(t)j

Finalmente, podemos resolver as equagdes de Lagrange, tal como estdo expressas em
(8.19) e (8.20), para a derivada de segunda ordem das duas coordenadas de Lagrange em

relagdo ao tempo, temos:

[—(|p+|v|p|p2) ( x(t)j (M2 +1,M I )sm(a(t))( a(t)j

+M,1_ cos(a(1))B, (:ta(t)j+(l o ML) F, + (8.21)

d? M %1 2g cos(a (1)) sin(a(t))
—Z %= :
t (Me+M )1+ MM L2+ M 21 2gsina ()’

d
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(—(MC +M, )M, gl, sin(a(1)) - (M, +M,)B, (gta(t)j—

M L7 sin(e(t)) cos(a(t))(gta(t)) +M | cos(a(t))B,, (:t Xc(t)j— (8.22)
d2 F.M |, cos(a(t))
dt (M +M )1+ MM L7+ M 2 Pgsin(a(t)?)

As equacdes (8.21) e (8.22) obtidas representam as equacdes de movimento (EOM) do
péndulo.
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9. Linearizacao das equacdes de movimento (EOM)

Para projetar um controlador e implementar uma realimentacéo de estado para o péndulo é
necessario determinar a representacdo em espaco de estados. As matrizes de espaco de
estados representam por definicdo um conjunto de equacOes diferenciais lineares que
descreve a dindmica do sistema. Assim as equagdes de movimento (8.21) e (8.22) tém de
ser linearizadas em torno de um ponto de operacdo, neste caso esse ponto € o ponto de
repouso do braco do péndulo (a apontar para o chdo), nessa posi¢ao o angulo a € zero,
considerando pequenas variagdes de o e usando a expansdo em série de segunda ordem

[17] [14] [13]:

cos(a) =1+ 0(a?)

sin(a) = a +O(a?) G4

Podemos assim linearizar as equacdes (8.21) e (8.22) usando a expressao (9.1)

—(1,+M,1,%)B, (stxc(t))+Mplpo(ia(t))+
& (1, + M, L2 R +M 71 Pga(t) ©.2)
dt* (M, +M )1, +M M 1,2

~(M +M )M, gl.a(t)- (M, +M,)B, (ia(t)j+
y Ml B, (Stxc(t))— EMI, (©3)
ar (MM )1, MM L+ M 2P g sin(a(t))?
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A representacdo em espaco de estados tem a seguinte forma

O %~ AX+BU (9.5)
at

Onde X é o vector de estado do sistema (péndulo), na pratica, X é escolhido de forma a
incluir as coordenadas como também as derivadas de primeira ordem, no caso do péndulo,

X e definido para que a sua transposta seja dada por

X =[xc(t),a(t),%xc(t),%a(t)} (9.6)

Onde U a primeira vista € a entrada do sistema e neste caso como ja foi referido vai ser a

forca F. , forca que faz mover o carrinho.

U=F 9.7)

C

Mas F; é causada pela tensdo aplicada ao motor V,

U=V, (9.8)

m

O calculo da forga a partir da tensdo do motor ja foi calculado previamente e é dado pela

expressao
d
K, 27, KK | —-x(t
. :779 g ™ m(dt C())_I_ngKganth (9.9)
¢ I:zmrmpz Rm rmp

O momento de inércia em torno do centro de gravidade é dado por

1
%zﬁm&f (9.10)

Agora j& podemos usar as equacles previamente obtidas e coloca-las em forma de espago
de estados, a matriz do espacgo de estados A € dada por
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[0 0 1 0 i
0 0 0 1
gM I * B (I +M17) M I B
A: O PP _ eq p PP PP P (911)
M +M)EL+MM LS (M +M)L+MME* (M +M )L +M M | ?
. Mgl(M, +M,) M 1B, B (M, +M )B,
M +MHI +MMI1° (M +M )l +M M| °? (M +M )l +M M 1°?
c P P c pp ¢ P P c pp c P P ¢ pp
Da mesma forma a matriz de espaco de estados B é dada pela forma
_ 0 -
0
I +M. |72
B = P pp . (9.12)
M, +M )1 +M M I
_ Mplp
2
| (M +M)L+MM L

Apenas como curiosidade vamos ver como sdo as matrizes de estado quando os parametros

I,,Bp & Beq Sd0 desprezados

0 0 1 0]
0 0 0 1
gM |
A=|0 0 0 (9.13)
MC
M +M
_9( tM) 0
L MCIP -
S
0
B= i 9.14
- MC ( . )
B 1
I M.l

Para o péndulo com o peso extra e o brago longo temos as seguintes matrizes de espago de
estado
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0 0 1 0
0 0 0 1
A= (9.15)
0 15216 -11.6513 0.0049
0 -26.1093 26.8458 -0.0841
0
B= 0 (9.16)
1.5304
-3.5261

Como a matriz A tem 4 linhas e quatro colunas devem existir quatro pélos em malha

aberta, a equacéo caracteristica em malha aberta pode ser expressa por

det(sl — A) =0 (9.17)

Onde det() ¢ a funcéo determinante, s € o operador de Laplace e | é a matriz identidade,
assim os pélos em malha aberta podem ser vistos como os valores préprios da matriz de

estado A (9.15) obtemos assim 0s p6los em malha aberta

-11.3975,-0.1689 +4.8040 j,—0.1689—-4.8040j,0 (9.18)

Como se pode ver pelos valores dos pélos (9.18) o sistema em malha aberta é estavel, isto
é ndo existem pblos com valor real positivo, todos os p6élos se encontram na parte esquerda
do plano s. Existe no entanto um par de po6los com valor conjugado, o coeficiente de

amortecimento { dado pela expressdo

¢ =|-0.1689/ e,| = 0.0351
(9.19)

@, =~-0.1689° + 4.8040° = 4.8070

Olhando para o valor do coeficiente de amortecimento constatamos que o sistema € muito
sub-amortecido, como consequéncia teremos de implementar um controlador com
realimentacdo de estado para que se cumpram as especificacdes do projeto, modificando

assim modificando os polos do sistema.
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O péndulo pode ser visto como um sistema SIMO (Single Input Multiple Output), a
entrada é a tensdo no motor Vy, e as saidas sdo a deslocacdo do carrinho x. e o angulo do
braco do péndulo a. No entanto na configuracdo SPG (péndulo em modo grua) a variavel a
ser controlada € x; , a deslocacdo da ponta do braco no eixo x. Assim a performance do
sistema é avaliada de forma mais adequada se considerarmos o sistema como SISO (Single

Input Single Output). x; que vai ser a saida Y é dado por

X =X, +L,sin(a) =Y (9.20)
Em representagéo de espaco de estados Y vem dado por

Y =CX +DU (9.21)
Usando a linearizacdo para angulos pequenos as matrizes C e D do sistema SISO sé&o dadas

por

C=[1 L, 0 0]
D =[0]

(9.22)
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10. Projeto de colocacgéo de polos

De forma a cumprir as especificacdes de projeto os polos em malha fechada (também
chamados de valores préprios) devem ser colocados cuidadosamente, os pélos sdo

designados por p1,p2,ps € Pa.

A teoria de controlo de realimentacdo de estados diz que qualquer conjunto de poélos em
malha fechada pode ser alcangcado através de um vetor de ganho constante, K, se o par de
matrizes A e B for controlavel [19] [20]. Primeiro temos de calcular numericamente a
controlabilidade do sistema, Co, baseado nas matrizes A e B cujo valor foi obtido em
(9.15) e (9.16), usando a Control System Toolbox™ do MATLAB® e a fungdo ctrb

podemos obter a matriz de controlabilidade a partir de Ae B

Co=[B AB A’B A’B] (10.1)

Numericamente teremos:

0 15 -17.8 202.8

0 35 414 —-390.6
Co= (10.2)
15 178 2028 -2301.7

-35 414 -390.6 4396.5

Usando mais uma vez 0 MATLAB calculamos o determinante de Co que € -14877, como 0
determinante ndo é zero a matriz tem “full rank” ou seja as linhas sdo todas linearmente
independentes tal como as suas colunas, também se podia ter usado a funcéo rank do

MATLAB®, assim o sistema é controlavel.

O método de colocacdo de pdlos consiste na localizagdo de um par dominante de polos
complexos e conjugados, p1 e p. que satisfagcam os requisitos de amortecimento e largura
de banda. Os pdlos em malha fechada restantes ps; e p, sdo entdo colocados sobre o eixo

real e a esquerda dos pdlos dominantes, como se pode ver na figura 39.
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2

X JBo,

‘ .-” __(()”

¢

B . >R
n P -{w, il 0

X - ipw,

P

Figura 39- Localizacdo dos p6los em malha fechada

Os polos dominantes sdo dados pela seguinte expressao

P = _éva)n + Jﬂa)n

P, = —¢@, — ) fo, (10

Onde f ¢ dado por

B =y1-¢? (10.4)

Analisando a figura 22 podemos ver as seguintes relacdes

& = cos(¢)

f=sin(¢) (105)

O fator minimo de amortecimento que cumpre a percentagem de sobre-elevacdo (PO) pode

ser obtido pela expressao

LHE
In|l — | +x
100

@, =—— (10.7)
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Substituindo a equacdo (10.6) na (10.7) ficamos com a frequéncia natural em funcéo da

percentagem de sobre-elevacéo (PO) e do tempo de estabelecimento.

2
4,/In PO + 7’
100
“= PO
|n(jt
100

De acordo com a equacdo (10.6), uma percentagem de sobre-elevacdo menor que 5%

(10.8)

S

(PO<5%) corresponde a um fator de amortecimento { maior que 0.69. Assumindo um
fator de amortecimento {=0.69, PO=5% e t;=2.2s teremos de acordo com a equacdo (10.8)

uma frequéncia natural ®,=2.63rad/s.

Finalmente aplicando as equacdes (10.3),(10.4) e (10.5) com os valores do paragrafo

anterior podemos calcular os pélos em malha fechada.

p, =-1.8182+1.9067

10.
p, =—1.8182-1.9067 (10.9)

Em relacédo aos polos p; e ps devemos ter o cuidado de ndo serem dominantes, atribuimos

valores como por exemplo

(10.10)

A influéncia de ps e p4 vai ser muito pequena.
Para este teste sdo usados os ficheiros da pasta Exp04 - SPG - PP, o ficheiro de simulacéo

é s spg_pp.mdl, o interface é GUIPJ Inter_Sim.m, abrir o ficheiro do interface e

executar, 0o MATLAB® pede para mudar a diretoria, aceite a mudanca.
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B Figure 1: Open-Loop System: SPG + IPO2 =B 2 Figure 2: Closed-Loop System: SPG + IP02 + PP SRC X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~ File Edit View Insert Tools Desktop Window Help Ll
DEde |k ARUBDEL- |2 08| a0 Odde | k| ARTDELAL- (2 08| aDd
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Figura 40-Mapa de pdlos e zeros em malha
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Figura 41-Mapa de pélos e zeros em malha

aberta fechada
B Figure 3: Closed-Loop System: SPG + IP02 + PP =B % B Figure 4 Closed-Loop System: SPG + P02 + PP = | B |t
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
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Figura 42-Resposta a degrau unitario SPG +
IP02 + PP

Figura 43-Posicdo do carrinho e angulo do brago

Na figura 40 e 41 podemos ver a localizacdo dos pélos e zeros calculados anteriormente.

Na figura 42 podemos ver que existe uma ligeira sub-elevacdo, podemos ver também que
demora cerca de 2 segundos a atingir a referéncia, isto deve-se a minimizacgéo da oscilacéo,

se fosse mais rapido o braco oscilava mais.

Na figura 43 podemos ver a posi¢do do carrinho e o angulo do brago, podemos tal como
anteriormente ver que demora cerca de 2 segundos a atingir a referéncia (neste caso um
degrau unitario), o angulo também nédo varia muito, podemos também ver que quando o

carrinho anda para um lado o brago “foge” para o outro o que é perfeitamente normal.

55

ipt.pt



Controlo de péndulo invertido de base mével linear .
P ipt.pt

Figure 6 = | B )
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ¥
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| i
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Figura 44-Resultados da simulagdo (sem perturbacéo)

Na figura 44 podemos ver que o carrinho segue a referéncia sem grandes oscilagdes do

braco, cumpre os requisitos do projeto.

& Figure 6 B~~mamwr ~ The . (=lc )

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help L

NEde AL ODEL- 2| 0E D

Input position [m]
Position EOM [m]

Arm angle [Deg]

Angle perturbation [deg]
— — Control effort [Vm]

i i i i i
3 35 4 4.5 5

Figura 45-Resposta a uma perturbacéo no angulo do péndulo

Na figura 45 podemos ver como o sistema responde a uma pequena perturbagéo no angulo
do brago, mantendo a referéncia a zero, o carrinho “compensa” a perturbagéo indo para o

mesmo lado do braco e regressando a referéncia mal a perturbacao termine.

Atencdo que é preciso ter cuidado com este tipo de perturbagdes, o carrinho entra

facilmente em colisdo com os limites da pista.

56



Controlo de péndulo invertido de base mével linear

ipt.pt

Existem algumas discrepancias entre a simulacdo e os resultados obtidos pelo hardware
(IP02), fica aqui uma lista delas:

e Ruido introduzido ao diferenciar o angulo do péndulo e a posic¢do do carrinho

e Atraso introduzido pelo filtro passa baixo que filtra a diferenciacdo do sinal de
velocidade do carrinho e da variagéo do angulo do péndulo

e AproximacgOes matematicas ao modelo e incertezas dos valores dos parametros

e Saturacao do amplificador

e Banda morta do motor DC

e Friccdo de Coulomb (friccdo estatica ou seca)

e Inercia

e Folga entre a roda dentada e a pista

e Ruido branco que causa algum *“nervosismo” ao sistema

e Pista desnivelada
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11. Projeto de controlador LOR

Um dos exemplos praticos mais interessantes que se podem fazer com um péndulo como o
IPO2 é manter o braco do péndulo virado para cima enquanto o carrinho esta em repouso

ou mesmo em movimento, algo similar ao equilibrio de uma vassoura sobre a nossa méo

[6] [8] [15] [17].

Para esta experiéncia vai ser usado o esquema de controlo LQR (Linear Quadratic
Regulator), o objetivo vai ser manter o braco do péndulo apontado para cima enquanto o

carrinho se move para uma posicao na pista.

Tanto a dindmica do sistema como o problema de controlo séo similares ao que acontece

na estabilizacdo do leme de navios [13].
A forma como o esquema de controlo vai ser implementado destina-se a encontrar um

vetor de ganho K que mantenha o bragco do péndulo apontado para cima, o controlo 6timo

vai permitir um equilibrio entre performance e custo do controlo.
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As especificacOes do projeto séo as seguintes:

e Angulo em relacio a vertical que néo deve ser excedido
|a| <10 (11.2)

e Tempo maximo de subida

t <1.5[s] o (11.2)

e Minimizar o esfor¢o de controlo, que vai ser proporcional a Tensdo do motor Vy,. O

amplificador (VoltPAQ) néo pode saturar.

Todas as especificagOes sdo para uma referéncia na entrada em onda quadrada que provoca
uma deslocacdo do carrinho de £20mm a +30mm. As especifica¢bes aplicam-se tanto ao
braco medio como ao brago longo do péndulo.

O sistema tem como saida X e o, como entrada tem apenas F.

>
0 b'e

M F.>0

c

Figura 46-Esquema do péndulo, coordenadas e sentido dos vetores
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A figura 46 apresenta o esquema e notacfes que serdo usadas, a rotacdo € em sentido, anti-
horério, a ¢ nulo quando o brago do péndulo esta apontado para cima, o sentido positivo do

movimento do carrinho € para a direita quando estamos a olhar de frente para o sistema

Equacdes ndo lineares do movimento (EOM)

O método de lagrange (lagrangiano) [11] permite obter as equagfes de uma forma mais
facil que usando as leis de Newton, a Unica entrada vai ser F.. Para obter as equacdes
necessitamos do chamado lagrangiano do sistema que é obtido a partir do calculo da

energia potencial e cinética do sistema.

De acordo com o esquema da figura 23, as coordenadas absolutas do centro de gravidade

do péndulo podem ser caraterizadas por

X, (t) = X, (t) =1, sin(a(t))

t,(t) =1, cos(a(t)) (11.3)

Em primeiro lugar vamos calcular a energia potencial total do sistema V1 , a energia
potencial num sistema é a quantidade de energia que o sistema ou parte dele tem devido a
algum tipo de trabalho estar a acontecer ou ter acontecido. E usualmente causado pelo

deslocamento vertical do ponto de repouso ou por um deslocamento elastico.

No péndulo a unica energia potencial é apenas devida a forca da gravidade, O
deslocamento do carrinho é horizontal e assim nunca existe deslocamento vertical. Assim

sendo a energia potencial total é completamente descrita pela equacéo seguinte

V; =M gl cos(a(t)) (11.4)

Agora necessitamos de determinar a energia cinética total T+. A energia cinética mede a
quantidade de energia que um sistema tem devido ao seu movimento. Neste caso do
péndulo é a soma da energia cinética da translagcdo e rotagdo do carrinho e péndulo, isto
devido a ortogonalidade dos dois movimentos, ou seja sao totalmente independentes.
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A energia cinética da translacdo do carrinho Tt é expressa pela expressdo seguinte

1. (d ?
T =§M (axc(t)j (11.5)

A energia cinética devida a rotacdo do braco do péndulo T, € expressa pela expressdo

seguinte

o[ d i
InKy (dtx"(t)J (11.6)

Assim partindo da equacgdo (11.5) e (11.6) ,T., a energia cinética total do carrinho pode ser

1 d ?
T=—M_|—x(t
© 2 C(dt °()j

escrita;

(11.7)

Assumindo que a massa do péndulo esta concentrada no seu centro de gravidade (COG) a
energia cinética de translagéo, Ty, pode ser expressa como fungdo da velocidade linear do

centro de gravidade

1 d * (d i
Tpt :EMP\/(aXp(t)j +[a yp(t)j (118)

Onde as coordenadas x da velocidade linear do centro de gravidade do péndulo sdo

determinadas por
dt X, () = ( X(t)j—l COS(a(t))( a(t)j (11.9)

Sendo as coordenadas y da velocidade linear do centro de gravidade do péndulo dadas por

iy =1, sm(a(t»( a(t)j (11.10)
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Falta apenas a energia cinética da rotacéo do brago do péndulo, T, dada por

1, (d Y
Tpr :Elp(aa(t)j (1111)

Finalmente a energia cinética total do sistema pode ser calculada, vai ser a soma das quatro
energia cinéticas dadas nas equacdes (11.7),(11.8),(11.9),(11.10) e (11.11).

Através de manipulacdo matematica no software MAPLE® obtemos uma versdo

simplificada da soma que é dada por

:—(M +M )[ X (t)j -M cos(a(t))( a(t)](—x (t)j
(11.12)

1 [ d
S+ My, )(aa(t)j

Podemos ver na equacgdo (11.12) que a energia cinética total pode ser expressa em relacéo
as duas coordenadas (X ¢ o) e as suas derivadas de primeira ordem.
Considerando agora as equacOes de Lagrange do péndulo, por definicdo as duas equacdes

de Lagrange resultam das coordenadas ja obtidas e possuem as seguintes formulas

+L —[iLj=QXC (11.13)
ot & x (1) OX,

dt

it
— 2 L |-[ZL]|=0, (11.14)
Gté(;jta(t) Oa

Nas equac0es (8.15) e (8.16), L € chamada Lagrangiano e é definido por

L=T:-V; (11.15)

Na equacdo (11.13), Q. € a forca aplicada na coordenada x., da mesma forma na equacéo
(11.14), Q, ¢ a forga aplicada na coordenada a. As forgas no péndulo podem ser definidas

na seguinte equagao
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Q. ()=F.()-B, [% X (t)j
; (11.16)
Qa(t)=—Bp(aa(t)J

Existem grandezas que foram desprezadas de modo a simplificar os calculos, uma € a
friccdo de Coulomb que tem caracteristicas ndo lineares, outra é a forca do braco do
péndulo sobre o carrinho.

Calculando (11.13) resulta numa expressao mais explicita para a primeira equacdo de
Lagrange.

(MC+Mp)[3—;xc(t)j—Mplpcos(a(t))[g—;a(t)j+Mplpsin(a(t))(d (t)) =

aa
; (11.17)
F.—-B,, | —X.(t
B Sx 0]
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Da mesma forma (11.14) resulta

—M I cos(a(t)) (3—:2 X, (t)J+(I ,+M p|p2)(3—;a(t)]— Mgl sin(a(t)) =

d
-B, (aa(t)j

Finalmente, podemos resolver as equagdes de Lagrange, tal como estdo expressas em

(11.18)

(11.17) e (11.18), para a derivada de segunda ordem das duas coordenadas de Lagrange em

relagdo ao tempo, temos:

(_(|p+|v|p|p2) [ x(t)j (M2 +1,M ] )sm(a(t))( a(t)j

—M 1 cos(a(t))B, (;a(t)j+(l o tM pIpz) F. + (11.19)

d? M %I % g cos(ex(t)) sin(ex(t))
pre Uk :
(Me+M )1, +MM 12+ M 21 gsina (b))

dt

((Mc +M, )M, gl, sina(t)) - (M, + Mp)Bp(jta(t)]—

M 712 sin(e(t)) Cos(a(t))( a(t)) —M I, cos(a(t))B,, (:t X, (t)j+ (11.20)
d 2 F.M I, cos(a(t))
gz 20 = _
(Me+M )1, +MM L2+ M 21 g sina b))

As equac0es (11.19) e (11.20) obtidas representam as equacfes de movimento (EOM) do
péndulo.
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Linearizagdo das equacdes de movimento (EOM)

Para projetar um controlador e implementar uma realimentagéo de estado para o péndulo é
necessario determinar a representacdo em espaco de estados. As matrizes de espaco de
estados representam por definicdo um conjunto de equacGes diferenciais lineares que
descreve a dindmica do sistema. Assim as equacdes de movimento (11.19) e (11.20) tém
de ser linearizadas em torno de um ponto de operagdo, neste caso esse ponto € o ponto em
que o brago do péndulo aponta para cima, nessa posi¢do o angulo a ¢ zero, considerando

pequenas variagdes de a e usando a expansdo em série de segunda ordem [14]:

cos(a) =1+ 0(a?)

_ ; (11.21)
sin(a) =a+0(a”)

Podemos assim linearizar as equacdes (11.19) e (11.20) usando a expressao (11.21)

2 d d
_(IP Ml )Beq (dtxc(t))+|\/|p|p|3p(dta(t))+

d* ® (1, + M, LA R +M 71 2ga(t) (11.22)
_X —
dt® (Mc+M,)1,+MM 12
d
_(MC +M p)M glat)—(M,+M )B, (dta(t)j+
‘ (11.23)

42 M| B, (dtxc(t)j—Fchlp
—a(t) = .
dar (MM )1, MM L+ M 2P gsin(a(t))?
A representacio em espaco de estados tem a seguinte forma

0

X =AX+BU (11.24)

Onde X € o vetor de estado do sistema (péndulo), na pratica, X é escolhido de forma a
incluir as coordenadas como também as derivadas de primeira ordem, no caso do péndulo,

X é definido para que a sua transposta seja dada por
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X' :[xc(t),a(t),%xc(t),%a(t)} (11.25)

Onde U a primeira vista € a entrada do sistema e neste caso como ja foi referido vai ser a
forca F¢ , forca que faz mover o carrinho.

U=F (11.26)
Mas F. é causada pela tensdo aplicada ao motor V,
U=V, (11.27)

O célculo da forca a partir da tensdo do motor ja foi calculado previamente e é dado pela

expressao

d
K 2n KK | —x(t
MgWg T m(dt C( )J+779 Kganth (11.28)

F=- L
Rm rmp Rm rmp

c

O momento de inércia em torno do centro de gravidade é dado por

1
I, :EMPLPZ (11.29)

Agora ja podemos usar as equacdes previamente obtidas e coloca-las em forma de espaco

de estados, a matriz do espaco de estados A é dada por

[0 0 1 0 |
0 0 0 1
gM I * B (I +M17? M I B
A: 0 pp _ €q p pp _ pp p (11.30)
M +M )l +M M |° (M +M )l +M M I° M +M )l +M M I°
c P P c PP c P p c PP c P P c p P
M, gl (M +M)) ~ M. I B, B (M, +M )B,
M +M )l +M M |° (M +M )l +M M |° (M +M )l +M M I°?
c p p c pp c p p c PP c p p c pp
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Da mesma forma a matriz de espaco de estados B é dada pela forma

0
0
l,+M | ?
(M, +M )l +MM | ?
MPIP
(M +M )1 +MM LE

(11.31)

Apenas como curiosidade vamos ver como sao as matrizes de estado quando os parametros

I,,Bp & Beq Sd0 desprezados

0 0 1 0
0 0 0 1
gM
A=|0 — 0 0 (11.32)
Mc
g(MI\C/I:rIpMp) 0 o
"0
0
B= =S (11.33)
Mc
1
ML

Para o péndulo sem o peso extra e 0 brago longo temos as seguintes matrizes de espago de

estado

0 0 1 0
0 0 0 1
0 22643 -15.8866 —0.0073
0 278203 -36.6044 -0.0891

(11.34)
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0

0
B= 11.
2.2772 (11.35)

5.2470

Como a matriz A tem 4 linhas e quatro colunas devem existir quatro pélos em malha

aberta, a equacdo caracteristica em malha aberta pode ser expressa por

det(sl —A)=0 (11.36)

Onde det() ¢ a funcéo determinante, s € o operador de Laplace e | é a matriz identidade,
assim os pélos em malha aberta podem ser vistos como os valores proprios da matriz de

estado A (11.36) obtemos assim os p6los em malha aberta

~16.2577,4.5611,0,4.8426 (11.37)

Como se pode ver pelos valores dos pdlos (11.37) o sistema em malha aberta é instavel,
isto é, existe pelo menos um polo com valor real positivo, teremos entdo de projetar um

controlador que em malha fechada néo tenha pélos com valor real positivo.

Os interfaces e scripts para o teste do controlo LQR permitem calcular automaticamente Q
e R mas também permitem ao utilizador introduzir os valores manualmente, os scripts
usam o comando Iqr do MATLAB® para obter o ganho 6timo K que é obtido pela

minimizacdo da equacdo de Riccati.
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Escolha dos valores paraQ e R

Q é uma matriz em que apenas os valores diagonais podem ser diferentes de zero, R é um

valor que indica o peso do esforgo de controlo.

e Q(1,1) é o “peso” do erro da posicdo do carrinho, aumentando este valor em relacdo
aos outros estamos a valorizar mais a posi¢do do carrinho.

e Q(2,2) € 0 “peso” do erro do angulo do braco do péndulo, aumentando este valor em
relacdo aos outros estamos a valorizar mais o angulo do péndulo, este é o valor mais
importante porque o objetivo é minimizar a variacéo do angulo.

e R é 0 peso do esforco de controlo, aumentando este valor reduzimos o peso da
referéncia, se a Tenséo do motor entrar em saturacdo devemos aumentar o valor de R.

Para este teste sdo usados os ficheiros da pasta Exp05 - SIP - LQR, o ficheiro de

simulacdo é s sip_Igr.mdl, o interface ¢ GUIPJ Inter_Sim.m, abrir o ficheiro do

interface e executar, 0 MATLAB® pede para mudar a diretoria, aceite a mudanca.
1m1_2+mn_ Lol = PSR B Figure 2: Closed-Loop System: SIP + 1P01.2 + LOR fel2] 8
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help a(File Edit View Insert Tools Desktop Window Help N

DEde | kRO EL-|E|0H ad :”jjhl-éa BARODEA- G 0E a0

Unit Step Response on x_
Step Response
From: Vm

Tor ®o

To: alpha

Time (s)

Amplitude

To: xc ot

o (deg)

To alpha(lnt

1 1 1
3 4 L

Time (sec) Time (s)

Figura 47-Resposta a degrau unitario (4 estados) Figura 48-Resposta a degrau unitario
(2 estados)
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Na figura 47 e 48 podemos ver a resposta a degrau unitario (aplicado ao angulo do brago
do péndulo), em ambas podemos ver que o angulo varia ligeiramente mas o carrinho

“compensa” e mantem o péndulo apontado para cima (equilibrado).

Na documentacdo do IP0O2 ha um exemplo de valores aceitaveis para Q e R, isto para o

carrinho sem 0 peso extra e com o brago mais longo:

04 0 0 O
0 0 45 0 0
1o 0 0 0 (11.38)
0 0 0 O
R =0.0002
Q e R também podem ser obtidos através do método de Bryson and Ho [21]
O ganho K obtido pelo comando Iqr no MATLAB® é:
K= [—44.72 200.80 -49.77 27.38] (11.39)

Regras simples para a sintonizacdo do LQR de forma a obter um controlo 6timo:

e Seaposicdo ndo cumprir as especificacdes deve-se aumentar Q(1,1) e baixar Q(2,2)

e Se 0 angulo oscilar para além das especificagbes ou perder o equilibrio deve-se
aumentar Q(2,2) e/ou baixar Q(1,1)

e Devem-se encontrar valores de Q(1,1) e Q(2,2) que satisfagam todas as especificacdes,
muitas vezes € necessario encontrar um ponto de acordo entre as respostas de posi¢éo e
variacdo do angulo

e Se a Tensdo do motor (Vm) saturar tentar incrementar R e/ou baixar Q(1,1) e Q(2,2), o

mesmo deve ser feito se o carrinho vibrar demasiado.

A presenca de erro em regime estacionario na posic¢ao do carrinho pode ser explicada pelas
ndo linearidades do sistema que o0 modelo ndo tem em conta, 0 mesmo acontece com

incertezas nos parametros.
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Testando os valores sugeridos na documentagdo do péndulo e o calculo automatico do K

Bl GUIP)_CONTROL_SETUP = -
Configuration of the cantraller — G Matrix
Q1) 04
Q22 45
— Cortrollsr typ Gain K [eltcke)] o
@ LOR_AUTO  (0) Manual
) LAR_GUI_TUNING el Qs A 0
— Design Specifications -
2008014 R merix
Jalohal<= I Ri1,1) 0.0002
-49 7681
tr== 15 3
273761

Close interface and save configuration

Figura 49-Interface de calculo do K

-

. |
B Figure 1: Closed-Loop System: SIP + IP01_2 = LQR == 2 | B Fiqure 2: Closed-Loop System: SIP + IFO1.2 + LOR: =R
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help | [[File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~
Ddde b RGO EAL- S 08 aD Dagds |k ROV EL- S| 0EH a@d

o — Unit Step Response on x_

From: Vm 15

=
=
w
=
o -
k-]
2
g
ks
=
o
=
| g
T =
o 1 3
= 0
w :
id |
= | | | | | | |
o 0 1 1 2 25 3 3 4 4.
Time (sec)

Figura 50-Resposta a degrau unitario (4 estados)  Figura 51-Resposta a degrau unitario (2 estados)

Como podemos ver na figura 50 e 51 o carrinho atinge a posi¢cdo desejada mantendo o
braco do péndulo equilibrado.
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B Figure 1 ARE B4« ean 3 o o= |
Tools Desktop
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Figura 52-Resultados da simula¢do

Simulando podemos ver na figura 52 que o0 angulo varia muito pouco tal como
especificamos no inicio e que o tempo de subida também € cumprido, o carrinho segue a

referéncia.

Também ¢é possivel simular a queda livre do braco do péndulo usando o mesmo interface
que usa o ficheiro s_sip freefall_ss_vs_eom.mdl , para isso basta selecionar freefall na
parte Simulink model, inicie a simulacdo e escolha slider como referéncia, basta um
pequeno toque no slider para o braco do péndulo cair, apesar da animacgdo funcionar
corretamente ndo é apresentada aqui a figura pois os resultados obtidos ndo estdo corretos e

ndo consegui descobrir a causa.

No modo freefall é interessante constatar que € necessario um pequeno toque no slider para
0 brago cair, no hardware real isso ndo acontece pois € muito dificil manter o braco do
péndulo virado para cima, isto deve-se as incertezas do hardware que as equagdes nao tém

em conta.
O interface permite alteracdo do ganho em tempo real o que é Util para pequenos ajustes
mas ndo é recomendado quando se usa o hardware, para ajustar o hardware é aconselhado

primeiro desligar a alimentacdo do hardware.

O LQR parece ser o método mais apropriado para manter o péndulo ereto embora também

seja possivel equilibrar usando a colocagdo de pdlos estudada no capitulo 10.
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O controlo LQR é capaz de manter o péndulo ereto mesmo quando é sujeito a pequenas
perturbacdes, podemos considerar como perturbacdo a deslocacdo do carrinho para uma
nova posicdo (mudanca da referéncia), ao usar o hardware € interessante dar um pequeno
toque no braco do péndulo, o carrinho vai compensar e mal termina a perturbacéo ele
regressa a posi¢do inicial, no entanto convém ter cuidado e ndo dar grandes perturbacGes
ao péndulo real (hardware) senéo ele entra em colisdo com os limites da pista ou danifica a

roda dentada.

Existem algumas discrepancias entre a simulacdo e os resultados obtidos pelo hardware

(IP02), fica aqui uma lista delas:

¢ Ruido introduzido ao diferenciar o angulo do péndulo e a posic¢do do carrinho

e Atraso introduzido pelo filtro passa baixo que filtra a diferenciacdo do sinal de
velocidade do carrinho e da variagdo do angulo do péndulo

e Aproximagdes matematicas ao modelo e incertezas dos valores dos pardmetros

e Saturacdo do amplificador

e Banda morta do motor DC

e Friccdo de Coulomb (friccdo estatica ou seca)

e Inercia

e Folga entre a roda dentada e a pista

e Ruido branco que causa algum “nervosismo” ao sistema

e Pista desnivelada
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12. Conclusoes e trabalho futuro

Foram criados com sucesso os interfaces de utilizador e uma animacao para ajudar 0s
alunos a testar os valores calculados, para além de ajudar a tornar mais rapido o processo

de calculo dos valores de ganhos apropriados também previne danos no hardware.

No inicio a ideia era de tambéem testar exaustivamente os interfaces no hardware IP02 da
Quanser mas infelizmente o hardware tem um problema grave que é a roda dentada que faz
a tragdo do carrinho na pista, essa roda dentada € de um plastico muito fragil e destroi-se
facilmente, a Quanser forneceu mais rodas dentadas mas elas destroem-se muito depressa,
para além disso a pista também esta ligeiramente empenada o que causa em certos locais

gue a roda dentada néo esteja totalmente em contacto com a pista.

Sendo assim os interfaces criados representam uma mais-valia para poupar o hardware e

fornecer aos alunos ferramentas seguras de teste.

Outro problema grave s@o 0s picos de tensdo que certos parametros podem causar ao
motor, por exemplo quando o erro de posicdo € muito grande o amplificador entra em

saturacdo, o resultado na maioria destes casos € uma roda dentada destruida.

Os interfaces podem conter erros e como tal os seus resultados ndo podem ser tomados
como certos, é aconselhada a verificacdo dos valores obtidos junto ao docente da cadeira,
eles também permitem usar o hardware mas é preciso ter cuidado pois nao foram
implementados todas as segurancas para ndo destruir o hardware, o utilizador ainda pode
causar muitos problemas, na parte de escolher a referéncia com a barra de deslocamento €

preciso ter muito cuidado e ndo variar muito de cada vez.
O desempenho do controlo LQR e da colocagéo de polos foi bastante bom mas a aplicagdo
do filtro de Kalman podera trazer vantagens porque permite alguma tolerancia a

perturbacdes causadas por ruido branco nos encoders ou vibragdes na pista do péndulo.

Os interfaces podem-se ainda tornar mais robustos e evitar que o utilizador envie

comandos que danifiquem o hardware.
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14. Anexos

Todos os ficheiros incluidos no suporte digital (DVD) desta tese podem ser considerados
anexos e devem ser consultados de forma a complementarem esta tese.
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