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Resumo

O movimento rotativo de um rotor numa regiao confinada determi-
na o escoamento do fluido envolvente e o desenvolvimento de forcas de
interaccao fluido-estrutura, cujo conhecimento é essencial na previsao
do comportamento dindmico deste sistema. A determinacgao explicita
das forca referidas a partir das equagoes de Navier-Stokes conduz a
necessidade de resolugao de integrais definidos do tipo,
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em que H, X, e Y sio constantes tais que X2 +Y? < H? e 1,5 e k sdo
parametros inteiros que podem variar entre zero e quatro.

A aplicacao de uma forma particular do teorema dos residuos da
andlise complexa constitui a solugao natural do problema anterior, con-
cretizada recorrendo ao auxilio de um manipulador simbdlico para fazer
face & extensao das manipulacoes algébricas necessérias.

1 Introducao

1.1 Formulagao do Problema

Consideremos as forgas resultantes do escoamento de fluido na regiao anu-
lar representada na figura 1, determinado pela rotagao €2 do veio circular
interno de raio R. A determinacao destas forcas (também designadas flui-
do-eldsticas) é essencial no estudo do comportamento vibratério dos veios
e rotores de equipamentos rotativos em geral. Em Antunes et al. [1], por
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exemplo, pode encontrar-se uma completa discussao tedrica e a motivagao
para o estudo deste assunto.

Figura 1: Geometria do escoamento

No apéndice B faz-se referéncia ao significado da simbologia utilizada.
De referir que a folga h (0,t), representada na figura indicada, pode ser bem
aproximada recorrendo & seguinte equacao,

h(0,t) = H — X (t)cosf — Y (t)sin, (1)

em que X e Y representam factores associados a excentricidade do sistema
(posigao do centro do veio interior) e H representa a folga que existiria se
a excentricidade instantanea referida fosse nula. Naturalmente e para que
0 veio interior nao entre em contacto com a superficie do estator supoe-se
que, X (1> +Y (t)* < H2

As equacoes de conservacao da massa e do momento que permitem mo-
delar (simplificadamente) o escoamento referido sao (ver Antunes et al. [1]):

oh 10(hu)
atr o —© 2)

d(hu) 10 (h?) hop
p{ o "R a0 (TTTRae ~ Y (3)

em que u (0, t) representa uma velocidade tangencial do fluido (valor médio
na folga) e 7 (0,t) as tensoes de natureza dissipativa. Estas tltimas podem
ser descritas recorrendo & formulacao semi-empirica

T(u) = 7 (u)+7s(u)
= —%pf (QR —u)* + %pfu2

1
= pfQRu— SpfO*R? (4)

onde f representa um apropriado coeficiente de friccao.



Observe-se que reescrevendo a equagao da continuidade (2) como, % +

u Oh __ R Oh
"o — " hoot deduz—se,
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h ot H — X cosf —Ysinf
tendo em conta (1). De assinalar a presenca da constante de integragao,
C'(t), na expressao da velocidade (5),assim obtida.
1.2 Determinacao das Forgas Fluido-eldsticas

Denotando por Fx(t) e Fy(t) as componentes segundo X e Y da forga
resultante que o fluido exerce no rotor, pode mostrar-se que

2 2w

Fx(t) = —LR / p(6,t) cos0d0 = LR / WO Goodo,  (6)
0 0
2 27

Fy(t) = —LR/ p(9,t)sin0d9:—LR/ %cos&d@, (7)
0 0

em que R e L representam o raio e o comprimento do rotor. Assim, inte-
grando entre 0 e 27, as seguintes formas equivalentes da equagao (3),

u2 T(uw .
ano = {p{RSR+ B2 R e, @
u2 T(U
e = {o{rf e Y e )
deduz-se,
279 (hu) 29 (huz)
Fx(t) = —pR’L / sin@df — pRL / sin §d6 (10
(t) . ho o hoo (10)
27
—R2L/ 7 (u) sin 6d6,
o h

29 (hu) 2™ 9 (hu?)
_ 2
Fy(t) = pR L/O T cochl@—i—pRL/0 50 cosfdf (11)

27
u
—|—R2L/ () cos 0d6.

0 h
Tendo em conta a expressao conhecida da velocidade (5), facilmente se
verifica que cada um dos integrais definidos representados nas equagoes (10)
e (11), pode ser descrito com base em integrais definidos elementares do

tipo,

sin’ @ cos’ 6
H — X cosf — Y sin6)
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0



A titulo de exemplo apresentamos a representagdo de um dos integrais
definidos indicados:
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Torna-se assim claro que a obtencao de expressoes analiticas que descre-
vam Fy (t) e Fy (t) estd dependente do célculo dos integrais definidos do
tipo (12) em fungao dos parametros H, X e Y.

Refira-se que o seu célculo recorrendo as técnicas da andlise real depen-
dente da computagao prévia das primitivas envolvidas nao é uma tarefa facil,
conduzindo frequentemente a expressdes muito pesadas.

2 A aplicagcao do Teorema dos Residuos

O procedimento natural para calcular estes integrais definidos (12) consiste
na utilizagao do resultado elementar (consequéncia do teorema dos residuos)
da anélise complexa (proposi¢ao 2.1) que seguidamente se expoe.

Proposicao 2.1 Seja R (x,y) uma fungdo racional em x ey cujo denomi-
nador ndo se anula na circunferéncia centrada na origem e de raio unitdrio.
Entao

2T
/ R (cos6,sin ) do = 2mi Z [residuos de f (z) no interior de D] (13)
0

em que

1(yp 1) 1L(y_1
f(Z):R(2( +z).’2z( z)) (14)

(74

e D representa o interior do circulo unitdrio centrado na origem.
Demonstragao. Consultar Marsden [2], pg 302, por exemplo. |

Pode encontrar-se também em Marsden [2] a defini¢ao dos conceitos de
residuo, polo e ordem de um polo de utilizagdo necessdria. A proposigao 2.2
apresenta um resultado a partir do qual se torna possivel a determinacao de
residuos associados a polos de ordem arbitréria.



Proposicao 2.2 Suponha-se que f tem um polo de ordem k em zy. Entao

o)
R@S(f, ZO) - ZILHZIO (k _ 1)' )

em que ® (2) = (z — 20)* f (2).

Demonstragao. Consultar Marsden [2], pg 272. [ |

2.1 Exemplo de Aplicacgao
Tlustremos a aplicagao destes resultados no célculo de

1
H — X cos — Y sin6)?

2w
GP(H,X,Y) = / ( do,
0

supondo naturalmente que H > 0e X2 +Y? < H2,

1. Comecemos por determinar a fungdo f(z) nos termos da proposigao
2.1,

1(pyly L(,_1
f(Z) R(2( +z)’2z( z))

iz (H=X(z4+1)—vL(z=1))°
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em que

S (H+ VH? — X2 Y2>

(X —iY)
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sao polos de ordem 3.

2. Repare-se que zo é o tnico polo que se localiza no interior do cir-
culo unitdrio. Calculemos entao o residuo de f em zo com base na
proposigao 2.2. Seja,

—822

G Pt

entao 1
Res(f; 22) = 3 lim ®" (z).

z—22



Concluindo-se,

—1622 — 1622 — 64
Res(f;22) = 62 651 621Z52
2(X —iY)’ (21 — 22)

3. Substituindo em (13) e simplificando obtemos finalmente o resultado
desejado:

——=dl = — =

H — X cosf — Y sinf) (X —iY)? (21 — 22)
T (2H? + X? +Y?

- =l ) ()
< H2—X2—Y2>

/27r 1 1623 + 1627 4 642120
o (

3 Conclusoes

No apéndice A podem encontrar-se os integrais definidos do tipo G? calcu-
lados pela via apresentada.

De referir que a metodologia referida se bem que conceptualmente sim-
ples exige a realizagao de computagoes algébricas extensas e pesadas que
s6 puderam ser facilmente ultrapassadas com o recurso a um manipulador
simbdlico.

Este trabalho refor¢a a ideia da importancia de se considerar na for-
magao do Engenheiro uma sélida prepara¢ao matematica (nomeadamente e
em particular o conhecimento de alguns resultados elementares da andlise
complexa) e a familiaridade na utilizagdo das ferramentas computacionais
de manipulagao simbdlica actualmente disponiveis.
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A Integrais Azimutais
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0se X =Y =0
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B Simbologia Utilizada

(42)

(45)

(46)

C (t) —Constante (dependente do tempo) associada a integracao da equagao

da continuidade;

f—Coeficiente de fricgao na parede do rotor/parede do estator;
Fx(t), Fy (t)—Forgas fluidoelésticas;

h(0,t)—Folga local,

L—Comprimento mergulhado do veio (rotor);

p(0,t)—Pressao azimutal;

R—Raio do veio (rotor) imerso;

t—Tempo;

u(0,t)—Velocidade tangencial local;

X(t),Y (t)—Posigao do veio (rotor);

6—Angulo azimutal;

p—Massa volimica do fluido;

7 (u) —Tensao de corte total (como fungao de u);

7, (u) —Tensao de corte na parede do rotor (como fungao de u);
Ts (u) —Tensao de corte na parede do estator (como fungao de u);
)—Velocidade angular do rotor;

u—Viscosidade dindmica do fluido em escoamento;



