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Resumo

A presente dissertacao visa a sugestdo de uma abordagem alternativa, e
recente, ao estudo da Acustica Submarina e consequente comparagao com os princi-
pios classicos. Alicercada na geometria diferencial e na andalise tensorial, e aplicada
a aproximacao por raios acusticos no limite das altas frequéncias da onda sonora, a
metodologia que serd apresentada parte de uma perspetiva relativista para explicar,
fisica e matematicamente, alguns dos fendémenos mais importantes da actstica em

meios aquaticos em movimento.

Através de uma analogia evidente com a relatividade especial e geral, passa-
se a encarar o meio aquatico, uma parte do oceano por exemplo, como uma variedade
ou um espag¢o pseudo-Riemanniano, no qual a métrica, ao incorporar as variaveis
acusticas, define o espaco em si, os coeficientes de conexdo permitem comparar
diferentes pontos no espaco, o tensor de Riemann afere se existe curvatura ou nao,
e por fim os raios acusticos descrevem geodésicas numa espécie de espago-tempo
(aqui galileano), como na relatividade. A curvatura que os raios sonoros descrevem
em meios heterogéneos, derivada da constante alteracao da velocidade do som, é
de certa forma identificada com a curvatura que a trajétoria, das particulas ou até
mesmo da luz sofre quando o espago-tempo é curvado pela interacao gravitica com

a matéria, na relatividade.

Por fim, apés toda a revisao tedrica por tras, tanto dos métodos classicos
como deste método alternativo, e o resultante contraste entre os dois, enaltecendo
as claras vantagens da geometria diferencial, ndo sé pela solugdo mais completa e
abrangente que da para os problemas de acustica, incluindo os mais complicados
com uma certa arbitrariedade na corrente dos fluidos, mas também pelo valor pe-
dagogico e académico que tem pela aprendizagem de conceitos totalmente novos,
pretende propor-se, para futuros trabalhos, a implementacao da metodologia com-

putacionalmente.

Palavras-chave: Tensor Métrico, Curvatura, Espaco de Riemann, Raios Actsticos,

Espago-tempo, Geodésica
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Abstract

The present dissertation aims to sugest an alternative and recent approach
to the study of Underwater Acoustics and consequently the comparison with the
classic principles. Based on differential geometry and tensor analysis, and applied
to the ray theory aproximation of the sound waves in the limit of the high frequen-
cies, the methodology that will be presented proceeds to explain some of the most
important phenomena of acoustics in underwater moving media, under a relativistic

perspective.

From an evident analogy with the special and general relativity, one starts
to interpret the underwater medium, some part of the ocean for example, as a
pseudo-Riemannian manifold, where the metric, filled with the acoustic variables
that describes the field, defines the space itself, the connection coeficients allow
the connection between different points in the space, the Riemann curvature tensor
provides the ultimate test on the existence of curvature or not, and finally the
acoustic rays describe geodesics in some type of spacetime (here galilean), like in
the theory of relativity. The curvature that the rays describe in non homogeneous
media, due to the constant variation of the sound speed, is in some way identified
with the curvature suffered by the trajectory of particles, or even the light, caused

by the gravitational interation with matter and energy that curves spacetime.

In the end, after all the theoretical revision that stands beside the both
methods, the classical one and this new one, and the resulting contrast between
them, extolling the notorious advantages of the differential geometry, not just by
the completeness and generality that adds to a solution for the acoustic pheno-
mena, including the most complex with arbitrary background flows, but also for
the pedagogic and academic value in bringing new concepts, we propose, in future

developments, the computational implementation of this methodology.

Keywords: Metric Tensor, Curvature, Riemannian Manifold , Acoustic Rays, Spa-

cetime, Geodesic
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Introducao

Motivagao

O meio aquatico, ou mais propriamente, o mar, ¢ o meio que nos carate-
riza e nos define enquanto marinheiros e Oficiais de Marinha. Por conseguinte, a
acustica submarina constitui-se, nao s6 como um pilar fundamental no desenvol-
vimento cientifico da Marinha, mas também como matéria de conhecimento base
para qualquer aluno, durante o curso na Escola Naval. Para além disso, é irrefuta-
vel o facto de que o mar é, desde sempre, um dos maiores trunfos de Portugal e,
desse modo, devera continuar a ser uma aposta continua, ao nivel do enquadramento
operacional, através da fiscalizacao e asseveragao da busca e salvamento, e ao nivel
da investigacdo. Os fundos oceanicos continuam a ser um dos grandes mistérios
da comunidade cientifica, e a poluicao maritima uma das maiores preocupacoes da
humanidade. Interessa portanto, hodiernamente, entender o mar e, acima de tudo,
dominar as ferramentas que nos possibilitam a sua analise. Paralelamente, temos
uma das maiores Zonas Economicas Exclusivas do Mundo, o que nos enaltece ainda
mais o sentimento de responsabilidade para com o mar. Nesse sentido, dado o facto
de o som ser o grande agente de transmissao e comunicagao submarina, é essencial

perceber os mecanismos associados e saber descreve-los fisica e matematicamente.

A presente tese insere-se numa sequéncia de outras recentes teses de mes-
trado na Escola Naval (Teses de Mestrado dos GMAR Evangelista Paiva e Amaral
Raposo), no dominio da Actstica Submarina e, em especial, no estudo do com-
portamento da propagacao de ondas sonoras na aproximacao geométrica dos raios
acusticos. Pretende-se, deste modo, prosseguir esses trabalhos, introduzindo uma
metodologia mais poderosa, e mais complexa, para o estudo das trajetérias de raios
acusticos submarinos, a partir de uma descricdo fundamental, embora formalmente
mais exigente. Pretende-se também que tenha utilidade futura e possa servir de
“guia” parcial para futuras teses de mestrado na EN. Esta intencao, associada a re-
lativa complexidade dos métodos apresentados, levou-nos a desenvolver um esforco
pedagdgico em que nos apoiamos nos conhecimentos adquiridos, especialmente nas

cadeiras de Matematica, Fisica e Armas Submarinas, de acordo com os respetivos



contetdos programaticos anteriores a 2019, estendendo-os de uma forma que julga-
mos adequada para os necessarios novos conceitos, tais como o de operadores dife-
renciais em sistemas de coordenadas curvilineas ortogonais, o de tensor métrico, fun-
damental no que se segue, os de sistemas de coordenadas curvilineas nao-ortogonais,
de tensores covariantes e contravariantes, de espacos de Riemann, de coeficientes de
conexao, de geodésicas, etc. Em consequéncia desta opcao, decidimos dedicar trés
capitulos a esta parte do trabalho, reservando um tltimo capitulo, o 4°, a exposicao
da sua adaptacao a questao da propagacao de raios sonoros submarinos através da
introducao de um “tensor métrico acustico”, peca fundamental na posterior dedu-
¢ao das trajetorias dos raios acusticos por resolucao das correspondentes equagoes

geodésicas, a semelhanca dos métodos seguidos em Relatividade Geral.

A vantagem essencial do método apresentado resulta da possibilidade da in-
clusao dos efeitos das variagoes locais de densidade do fluido, de possiveis correntes
submarinas e de variacoes locais da velocidade do som neste tensor métrico acts-
tico e, com base neste, obter de forma sistematica, a semelhanca da Relatividade
Geral, os coeficientes de conexao e as respetivas equagoes geodésicas que nos dao as
trajetérias pretendidas. A complexidade destas tltimas equagdes impoe o recurso a
métodos computacionais, também aqui ilustrados (em Python). No entanto, limi-
tagoes de tempo impuseram que os exemplos ilustrativos apresentados da passagem
da expressao do tensor métrico a obtencao de trajetérias sejam oriundos da Rela-
tividade Geral (em particular, utilizando o tensor métrico de Schwarschild) e nao
da Acustica ja que, embora a metodologia seja basicamente a mesma, haveria ainda
a necessidade de procurar, recolher e aplicar dados observacionais que estivessem

disponiveis, tarefa que, por si s6, daria origem a outra tese, na nossa opiniao.

Por outro lado, temos esperanca que a presente tese cumpra a sua mis-
sao podendo vir a ser de alguma utilidade em outras futuras teses e que também
possa contribuir para a formacao de um grupo de Oficiais da Marinha Portuguesa
com competéncias nos diversos aspetos deste tao importante quanto extenso tema,
desde os seus fundamentos mais tedricos até a utilizagdo operacional do equipamento

disponibilizado na nossa Armada.

Estrutura

O presente trabalho assenta no contraste entre duas metodologias, no am-
bito do estudo da actstica submarina, a proveniente da teoria classica, na vertente
da aproximacgao geométrica ou teoria dos raios, mais tradicional, e a proveniente

de uma teoria bastante inovadora, alicercada na geometria diferencial mas também



direcionada para os raios acusticos. A primeira, como o préprio nome indica, é a
mais vulgar e predominante em obras e artigos, que geralmente se tem acesso rapido,
por ser, de certa forma, a mais consensual e mais elaborada ao longo dos tempos. A
segunda nao faz parte da agenda habitual da grande maioria dos cursos superiores
nas areas adjacentes a acustica, seja engenharia, fisica ou outros, muito menos do
ensino mais basico e preparatorio, onde ocorre o primeiro contacto com a fisica, e
neste caso em especifico, com a propagacao de ondas sonoras. Partindo de uma
perspetiva, inspirada na relatividade especial e geral, e portanto construida a partir
da geometria diferencial e da analise tensorial, area da matematica que nao é do co-
nhecimento geral, sugere uma abordagem diferente da tradicional para a descrigdo
dos espacos de interesse, os oceanos, e o seu impacto no comportamento do som,
mais propriamente dos raios sonoros. Serd essa, como se vai ver ao longo do traba-
lho, a grande identidade desta metodologia, interpretar bem o espaco e descodificar

em que medida é que esse influencia a trajetoria do som.

Com vista a a reunir as condi¢Oes necessarias para comparar as duas abor-
dagens, este trabalho divide-se em diferentes partes, que seguem uma logica prepa-
ratéria para o que se pretende no final, compreender fisica e matematicamente os
modelos vigentes, e confrontar um com o outro, evidenciando as vantagens, que aca-
bam por decorrer naturalmente, da estratégia menos convencional e mais recente.
Na primeira parte sera feita uma revisao da teoria basica das ondas, introduzindo os
conceitos fundamentais associados a problematica da propagacao, como a pressao
e densidade do meio, a excitacao das particulas que estd na origem do fenémeno
ondulatério, e também os pardmetros associados a cada onda em si, a frequéncia,
o comprimento de onda, a amplitude e o periodo. Seguidamente, enuncia-se um
dos exemplos mais correntes, a vibracdo de uma corda em tensao, a fim de mos-
trar detalhadamente o processo de criagdo de uma onda e a dedugdo da equacao

correspondente, nesse caso, caso mais simples, a equacao de onda 1D classica.

A aproximacgao geométrica na teoria de ondas cléssica, ou como é frequente
chamar, teoria dos raios acusticos, negligencia o aspeto ondulatério das ondas e
foca-se na sua substituicao por raios, que podem ser linhas direitas ou curvas, con-
soante a situagao. Consequentemente, a segunda parte deste trabalho ira focar-se na
preparacao do "terreno'matematico, que nao sé se tratara do primeiro passo para
perceber a geometria diferencial e a contigua metodologia tensorial na analise da
acustica submarina, mas também introduzira conceitos essenciais para a apresenta-
¢a0, mais a frente, da teoria classica das ondas, de um ponto de vista mais avan¢ado
e direcionado para a nossa tematica, derivado das equagoes da mecéanica dos fluidos,

e a seguir para a teoria dos raios. O segundo capitulo serd entdo sobre sistemas



de coordenadas, desde os mais simples e triviais ao conceito de coordenadas curvi-
lineas gerais, estendendo o estudado nas cadeiras do curso. Além disso, introduzird
desde logo a ideia de métrica, a ser explorada com detalhe no capitulo seguinte.
Como complemente 6bvio serd importante enunciar também os operadores diferen-
ciais frequentes em coordenadas curvilineas e o método de separacao de variaveis
em equacoes diferenciais parciais, dado que grande parte da matéria discutida neste

trabalho parte de equagoes diferenciais.

O terceiro capitulo é, de certa maneira, indissociavel do segundo, na me-
dida em que a geometria diferencial e a analise tensorial, a elevagao do conceito
de objeto com magnitude e direcao a uma dimensao mais abrangente, partem das
coordenadas curvilineas gerais e sustentam-se num pilar fulcral, o tensor métrico,
para espacos com curvatura. Assim sendo, este capitulo incidird na nogao de cur-
vatura, espaco de Riemann e na caraterizagao de tensores e propriedades do calculo
tensorial. Pretende-se, nessa fase, acrescentar as coordenadas curvilineas ortogo-
nais, os restantes elementos indispensaveis a interpretacao do método de aplicagao
da geometria diferencial na actustica, em detrimento do método classico de resolugao

da equacao de onda, ou de equacao de um raio acustico.

Finalmente, no ultimo capitulo serao confrontadas as duas metodologias,
procurando deixar notaveis as vantagens da geometria diferencial, que tentativa-
mente colmatam algumas das limitacoes da teoria classica de raios actusticos, como
ja foi mencionado na motivac¢ao. Primeiramente, tendo como ponto de partida a me-
canica dos fluidos e as suas equagdes classicas, sera derivada uma equagao de onda
diferencial e respetiva solugao, com base em certas assungoes e sempre com o intuito
de simplificar e linearizar o problema. Posteriormente, fazer-se-4 a passagem para
a teoria dos raios e para o ponto de vista geométrico classico. O capitulo terminara
com a enunciacao do método alternativo, que parte de uma analogia entre os ele-
mentos da teoria dos raios e os elementos da geometria diferencial, para caraterizar
0 espaco aquatico e a sua interagdo com os raios sonoros como um espaco semelhante

aos espacgos de Riemann, sempre com alusoes evidentes a perspetiva tensorial.

Em suma, a acustica submarina, na realidade, é uma area complexa e estéa
repleta de casos e fendémenos que necessitam de um modelo generalizado e o mais
completo possivel, capaz de os descrever de forma satisfatéria, com vista a um cres-
cente sucesso na investigacao submarina. Dada essa necessidade, este trabalho pro-
cura aprofundar duas metodologias existentes e explicar as vantagens e desvantagens

correspondentes, atribuindo especial destaque a aplicacao da geometria diferencial,



por ser uma abordagem com mais relevo recentemente, com resultados aparente-
mente interessantes, e também por constituir uma oportunidade consideravel de
aumentar o leque de conhecimento na area da matematica e da fisica, devido a exi-
géncia de compreender a analise tensorial e as referéncias a teoria da relatividade
conexas, para um melhor entendimento desse método. Adicionalmente, o trabalho
aqui desenvolvido pode abrir portas a futuros projetos em que se pretenda expe-
rimentar e confirmar a metodologia sugerida computacionalmente, ou até mesmo
considerar a insercdo desta teoria alternativa nas matérias de aprendizagem nos
cursos da Escola Naval, proposta como opg¢ao a teoria cldssica de ondas ou raios

acusticos.






Capitulo 1

Teoria de Ondas Classica

1.1 Propagacao das ondas no geral

Em todo o processo de transmissao de uma informacao, ha trés fases extre-
mamente importantes, que funcionam como pilares da comunicac¢ao, designadamente
a emissao do sinal, a sua propagacao e posterior rece¢ao. Por conseguinte, no estudo
da propagacao de ondas sonoras em qualquer que seja o meio, pressupoe-se sempre
a existéncia de um emissor, de um meio onde se dé a propagacao e de um recetor
que funciona como sensor e capta os eventuais sinais. Numa primeira abordagem,
a descricao de onda e respetiva dedugao da equacao de onda serd no seu modo
mais simplificado matematicamente, considerando o meio de propagacao continuo,
com viscosidade zero e restringindo o estudo da propagacao para o caso de uma sé

dimensao, como se ird ver mais a frente.

No caso da onda sonora, por exemplo, tratando-se de uma onda longitudi-
nal, a transmissao s6 acontece devido a perturbacao mecanica de um meio material
elastico provocada pelas sucessivas oscilagoes, na direcao do movimento, no tempo
e no espaco, de um objeto emissor, por exemplo um instrumento ou a voz humana.
Essa perturbacao vai sendo transmitida de camada em camada de particulas adja-
centes, de tal forma que em cada ponto do fluido a onda sonora causa alternadamente
compressdo e rarefacio, isto é, alteracoes na densidade e pressio do meio. E im-
portante referir que é a elasticidade do meio que permite este fenémeno, na medida
em que, um fluido por exemplo, ao sofrer uma alteracdo a sua disposicdo normal
das particulas, tende a recuperar o estado inicial devido as forgas restauradoras.
Pode entao concluir-se que é a conjugacao dessa forga de restauracao eldstica com
a inércia do sistema que faz com que a matéria participe em vibracoes oscilatorias

dando origem a ondas actsticas.
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Em suma, nao s6 nas onda sonoras em particular, mas em qualquer tipo de
ondas, o importante é perceber que inerente a propagacao esta sempre a perturbagao

do meio, isto é, a criacao de instabilidade e oscilacao nas particulas do meio.

1.1.1 Equacao de uma onda 1D

Como foi referido anteriormente, numa fase inicial a descricdo da onda e
respetiva equacao sera no seu modo mais simples, na medida em que o primeiro
caso a ser enunciado serd o exemplo trivial da vibracao numa corda, situacao em
que estamos perante uma onda transversal, dado que as particulas vibram numa
diregao perpendicular a diregao da propagacao, como podemos ver na Figura[l.1} Os
desenvolvimentos que se seguem tém como referéncias o livroEl de Kinsler (Lawrence
et al.,[1982) e o cursdf| de Crawford (Crawford, 2011)).

VIBRATION

&——TRAVEL—

Figura 1.1: Comportamento de uma onda transversal. Figura re-
tirada do website Wikimedia Commonsﬂa 14 de Fevereiro de 2020

No caso de uma corda em tensao como, por exemplo, sabe-se que, para se
manter tensa e esticada, a corda tem de estar constantemente sujeita a uma forca
de tensao. Para esse efeito pode considerar-se a corda numa das pontas presa a
uma estrutura e na outra segurada por uma pessoa ou segurada por duas pessoas,
uma em cada extremidade e nesse caso estamos perante um sistema fechado, visto
que estamos a estabelecer fronteiras ou limites a propagacao das ondas, detalhe de
carater hipotético, uma vez que para esta primeira analise e dedugdo da equagdo
de onda é irrelevante o tipo de sistema e apenas importante o facto de se tratar
de uma aproximacao linear, sem qualquer dissipacao. Ora, tal como ja foi referido,
para haver propagacao de uma onda é necessario que haja uma perturbacao desse

estado de equilibrio em que a corda se encontra.

Considere-se, por exemplo, puxar a corda pelo seu seio numa dire¢do perpen-

dicular a corda e posteriormente largar. A partir do momento em que um ponto da

Kinsler et al., Fundamentals of Acoustics (1982).

2Crawford, Waves (Berkeley Physics Course, Vol.3) (2011).

3Website Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File: Transversal__
Wave_ (PSF).png
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1.1. Propagacao das ondas no geral

corda é perturbado, essa perturbacao vai ser transmitida aos seus pontos vizinhos
e assim sucessivamente. Dessa forma, serao originadas duas novas perturbagoes,
uma em cada dire¢do da corda. S@o entao essas perturbacoes que, ao percorrerem
e excitarem cada ponto da corda, vao fazer com que, devido a tnica forca presente
no caso linear com dire¢ao inversa ao movimento transversal dos pontos, a forca
recuperadora, esses pontos tendam a recuperar a sua posi¢ao inicial, acabando por
ultrapassa-la. Descreve-se assim, uma onda, como ja tinha sido visto na Figura|1.1]
em que cada ponto se constitui como um oscilador harmonico, caso seja excitada

uma onda sinusoidal (que é, naturalmente, o caso mais simples).

Um exemplo também muito facil de entender e bem presente no nosso dia
a dia é o caso das ondas do mar em que, apesar de terem uma forca recuperadora
diferente do caso da corda, o fenémeno de propagacao é exatamente o mesmo e ajuda
a perceber o que aqui se quer demonstrar. De facto, se se imaginar uma particula
ou objeto numa por¢do de agua sujeita ao efeito ondulatério do mar, repara-se
que as ondas propagam-se horizontalmente e por isso propagam-se em distancia,
mas o objeto permanecera sempre no mesmo sitio apenas descrevendo movimentos
verticais, ao acompanhar as cristas das ondas, e por conseguinte originando um
movimento oscilatério harmonico, como se pode ver no exemplo dado em (Deus et

al., 2014)), pagina 37, ou por sintese de Fourier, somas destas.

O oscilador harmonico simples é bastante intuitivo de perceber e é impor-
tante para definirmos algumas carateristicas gerais das ondas, como o periodo de
uma vibracao completa, representado por T', expresso em segundos e a frequéncia,
numero de ciclos completos por segundo, representada por f e expressa em Hz.

Essas duas unidades de medida relacionam-se entre si da seguinte forma:

== (1)

Também é importante definir a frequéncia angular w, expressa em rads!,

dada por:

w=2mf (1.2)

Voltando ao primeiro exemplo, da corda em tensao, cada elemento de com-
primento da corda sera infinitesimal e esta sujeito a tal forca recuperadora elastica
que se supbe proporcional a distdncia ao equilibrio (Lei de Hooke). E importante

referir que essa forca recuperadora surge em direcao oposta a inércia do sistema,
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FIGURA 1.2: Elemento infinitesimal da corda em tensdo. Figura
retirada do website Physclipsﬁb 20 de Fevereiro de 2020

propriedade da matéria que impede esta de alterar o seu estado de repouso ou mo-

vimento por si so.

Efetivamente, se se imaginar, por exemplo um elemento de massa com um
ponto de luz, num desses pontos infinitesimais, confirma-se o efeito do oscilador
harmonico, dado que s6 se iria ver o movimento vertical da luz. Isso significa que se
estd perante uma perturbacao no tempo e nao no espago. Logo nao se estd a definir
uma onda propriamente dita, apenas o caso mais simples de uma oscilacao, num
ponto fisico. Na verdade, se espalhasse-mos luzes por todo o comprimento da corda,

jé iria ser possivel observar a propagacao da perturbacao no tempo e no espaco.

Seja entao, no caso da corda, a forca de tensao aplicada a corda T a forca
recuperadora. Para efeitos de compreensao e para assumir que a corda é totalmente
deformavel, nao se vai incluir no problema a rigidez da corda. Para além disso, tam-
bém se dispensam todas as eventuais forcas de dissipagao, como ja foi referido. Se se

considerar um pequeno segmento de corda, representado na Figura[l.2] de densidade

dm
dx ?

corda, em que dr é o deslocamento infinitesimal em zzx.

linear p; = uma vez que representa a massa por unidade de comprimento da

Tal como se pode ver na Figura|l.2, assume-se um deslocamento com com-
ponente no eixo dos xx e componente no dos yy. Ao puxar-se a corda, na realidade, a
tensao deixa de ser a mesma que no estado inicial de equilibrio, contudo, considere-se
o deslocamento transversal pequeno e por conseguinte uma tensao sempre constante
ao longo da corda. Na extremidade esquerda a tensao exerce forca para baixo e
na extremidade direita exerce forca para cima, como se pode ver na figura. Logo a

forca resultante serd a componente y da tensao, definida da seguinte forma:

4Website Physclips: https://www.animations.physics.unsw.edu.au/jw/wave equation_speed.
htm
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1.1. Propagacao das ondas no geral

T, = T'sinfy — T'sinb; (1.3)

Sabe-se que x5 = 1 + dx e aplicando a expansao da série de Taylor, que é
dada pela Equagao (1.4)),

B of 1,0%f
flx+dx) = f(x)+ (%)zdx + 5(@)”1‘ + .. (1.4)
a Equacao , obtém-se:
d(T'sinb,) d(T'sinb,)

T, = [(T'sinb;) + dr + ... — (T'sinb;) = dx (1.5)

ox ox

Como se estd perante deslocamentos transversais pequenos, isto é, nao se
estd a deformar muito a corda, #; pode ser considerado de tal maneira pequeno, que

0

o termo sinf; é substituido por tanf; = 5%. Desse modo, a forca resultante no eixo

transversal vem:

0
de = T@dx (1.6)

Iy = ox 0x?

Anteriormente ja tinha sido definido que a massa do elemento que estamos
a considerar é representado por dm = ppdx e sabe-se que a aceleragao de um corpo
resulta de derivar em fun¢ao do tempo a velocidade desse corpo, que por sua vez é
também a derivada em funcao do tempo do seu deslocamento, logo, pela 2° Lei de

Newton, a forca resultante 7} transversal fica:

oy

T, = prdx 52

(1.7)

Sabe-se também, da teoria das ondas em meio linear, que a velocidade de
propagacao da onda numa corda com as carateristicas que estao a ser consideradas, é
dada por ¢ = ,/ pﬂL &= plL. Com efeito, se aplicarmos a equagao a que chegamos

para T}, a 2° Lei de Newton, resulta:

2 2 2 2
7Y 4y — ppand ¥ o OY _ L0y

oxz oz ox: T o (1.8)

Por fim, obtém-se a Equacao de Onda Classica 1D:

11
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Py 10%

92 2 oe (1.9)

A forma da equagdo de onda anterior pode ainda ser escrita num formato
que sera discutido mais a frente como tema central desta tese e que servira de
ponto de partida para a metodologia que serd sugerida. Sendo v a velocidade de

propagacao, nao dependente do tempo, mas podendo depender do espaco, tem-se:

1 oy
(G2 %)) e
tox) \0 1)\ (1.10)
) 0) (&%
- (22) () -oe

1 0% 0%y B

v2Ot2 Ox?
Como queriamos demonstrar, chegamos a equacao de onda semelhante a Equagao
(1.9) em que aqui a velocidade de propagagao é v, em vez de ¢. Na primeira linha
do desenvolvimento anterior podemos identificar um vector linha, uma matriz (seré

um "tensor métrico") e um vector coluna, que dao origem a um formato generalizado

da equagao de onda, como se ird ver com detalhe no Capitulo 4.

Mais a frente, na parte inicial do ultimo capitulo, serd deduzida novamente
uma expressao para a equacao de onda, mas no contexto dos fluidos, em 3D, através
de um desenvolvimento tradicional na mecéanica dos fluidos. Sera possivel perceber
que a equacgao em si nao sera muito diferente da anterior. O que muda realmente é
0 processo matematico por tras e o contexto tedrico, que nesse caso sera o contexto
de interesse para este trabalho, o comportamento do som em fluidos, nomeadamente

no meio aquatico.
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Capitulo 2
Sistemas de Coordenadas

No primeiro capitulo abordou-se um dos casos mais simples no estudo da
propagacao de ondas, na medida em que, primeiro, se restringiu o estudo a uma sé
dimensao e se consideraram despreziveis alguns fatores, chegando por fim a equagao
de onda clissica. E extremamente importante nesta primeira fase enunciar estes
exemplos mais simplificados e faceis de analisar, para que o leitor visualize rapida-

mente o que esta a acontecer fisicamente.

Na verdade, os sistemas complexos que envolvem vibragoes de corpos e
transmissao de ondas requerem uma analise muito mais profunda, principalmente
no que toca as dimensoes. E nesse sentido que se torna essencial introduzir os
sistemas de coordenadas neste trabalho, uma vez que permitem alargar de forma
consideravel o estudo de fenémenos fisicos mais avangados. Aliado ao sistema de
coordenadas vem o conceito de vetor que funciona como o grande ponto de partida

para o tema que se ird abordar mais em diante.

Os conceitos de sistema de coordenadas e vetores sao, de facto, muito im-
portantes e aparecem sempre interligados. Com efeito, se se olhar aos varios tipos
de quantidades presentes no mundo da fisica, é facil perceber que umas sao descritas
apenas pela sua magnitude, as quais chamamos de escalares, e outras sao descritas
por magnitude e direcdo, os tais vetores anteriormente referidos. Ora, se tém uma
direcao associada ¢é preciso perceber essa direcao e saber estuda-la, dai qualquer ve-
tor ter sempre um referencial associado. E precisamente isso que sera o tema central
deste capitulo que se segue, alguns dos sistemas de coordenadas conhecidos que se
constituem como referenciais para um vetor, ou como se ira ver mais a frente, para

um tensor, numa dimensao maior.

Vamos portanto, neste capitulo, rever parte da matéria das cadeiras de
Analise e introduzir novos conceitos e aplica¢oes, nomeadamente o conceito funda-

mental de tensor métrico e ainda algumas consideragoes sobre a equagao de ondas
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e a obtencao, por separacao de variavel temporal, as diversas formas de equacao de
Helmholtz, consoante o sistema de coordenadas usado, cumprindo a vertente peda-
gogica que também se pretende para esta tese, avancando para além da formagao
adquirida nas cadeiras do curso. Os seguintes desenvolvimentos tém como grande
referéncia o livroEI de Arfken, (Arfken, (1985), e os apontamentos e exercicios do

orientador desta tese.

2.1 Coordenadas Curvilineas e Tensor Métrico

2.1.1 Conceito de Coordenada Curvilinea

A funcionar como suporte aos varios fenémenos fisicos que ocorrem todos
os dias, podem ter-se em conta varios tipos de sistemas de coordenas. O caso mais
simples sao as coordenadas curvilineas ortogonais, dado que os versores que definem
esse tipo de sistemas sdo perpendiculares entre si, o que facilita consideravelmente

o célculo.

No caso das coordenadas cartesianas, caso bem conhecido e estudado, a ca-
raterizagdo de um ponto no espaco é feita de forma simples, através de trés planos
perpendiculares entre si definidos pelos eixos dos zx, yy e zz. A intersecdo destes
trés planos ird originar um ponto qualquer (z,y, z), neste caso com trés coordena-
das diferentes por ser em trés dimensoes, mas podem ser consideradas mais, como
se verda mais a frente. Ora, se este sistema é tao simples, qual a razao de nao ser
adotado em todo o tipo de estudos que se fazem? A verdade é que, efetivamente,
se se considerar, por exemplo, atirar uma bola ao ar, o seu movimento vertical é
facilmente descrito por este sistema de coordenadas puramente retangular e por-
tanto os eixos do referencial estao alinhados com esse movimento. Contudo, se se
estiver perante a 6rbita de um corpo em torno de um planeta, a sua trajetoria é
circular e por conseguinte, mal definida por coordenadas cartesianas. O movimento
do corpo descreve um angulo que tera que ser contabilizado. Cada ponto passa a
ser caraterizado por uma distancia e um angulo. Esse tipo de situagoes serao vistos

mais a frente neste capitulo.

Da mesma forma que se descreveu o ponto anterior pela intersecao dos trés
planos em coordenadas cartesianas, pode-se passar a descrever um qualquer ponto
por uma outra intersecdo de trés novas familias de superficies, em coordenadas

curvilineas. Tal como no sistema cartesiano, as novas superficies serdo constantes

L Arfken, Mathematical Methods for Physicists (1985).
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e, apesar de nao serem necessariamente ortogonais entre si, neste capitulo vai-se
assumir que sao a fim de simplificar. Sao as chamadas coordenadas curvilineas
ortogonais. Sejam entao as novas superficies definidas por ¢;, com 7 = 1,2,3...,
dependendo do nimero de dimensoes. Passa-se a usar (qi, ¢2, q3) em vez de (x,y, 2)

para descrever um ponto, de tal modo que:

Tr = x(Q17q27q3)
y =y(q1, ¢, q3) (2.1)
Z = Z(Q1>C]2,Q3)

Da mesma forma tem-se:

q1 = C]l(l}y’ Z)
g2 = q2(x7y7 Z) (22)
3 = g3(2,y,2)

Neste novo conceito de coordenadas curvilineas e nova familia de superfi-
cies é possivel observar que o que aconteceu foi simplesmente uma transformagao
através de uma relacao criada entre as coordenadas dos dois sistemas. Serd mais
facil de entender essa transformacao quando forem abordados exemplos de sistemas
de coordenadas curvilineas, com as devidas demonstragoes para chegar aos novos

valores.

Tal como em coordenadas cartesianas, um qualquer vetor definido em coor-
denadas curvilineas (ainda ortogonais) serd decomposto em vérias componentes, de
acordo com as dimensoes em que é estudado. Vai-se continuar a restringir o estudo
a trés dimensoes, como se tem visto. Com efeito, um vetor v que em coordenadas
cartesianas é definido por V=V, 2+ V,9 + V.2, em coordenadas curvilineas passa,

a ser, também num ponto do espaco, definido por:

V = Vié1 + Vaés + Vaés (2.3)

Em que e;, com i = 1,2,3, s@o os novos versores do espago que se esta a
estudar, de tal modo que sdo, a semelhanca dos anteriores, unitarios ortogonais e
apontam na direcao do respetivo ¢; crescente. Todavia, é de notar uma diferenca
essencial em relacdo as coordenadas cartesianas. E que nas curvilineas, os versores
variam com o ponto do espago, isto é, as superficies que se formarao pelas coorde-

nadas curvilineas vao ter vetores perpendiculares ou normais a si, que variam em
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cada ponto. Por se estar a assumir a ortogonalidade para todos os casos, pode-se,
desde j4, tornar evidente a relacao que o delta de Kronecker, ¢;;, nos resume:
€; 6]' = 52’]’

(2.4)

A

éixéj:ek

Esta notagdo permite que seja mais intuitivo determinar se o sistema de
coordenadas é um sistema ortogonal ou nao, dado que o delta de Kronecker da 0
sei # jelsei = 7. Na verdade, a operacao que estd a ser aplicada aos dois
versores é o produto interno e ja é sabido que o produto interno entre dois vetores
perpendiculares é nulo. Quanto a segunda expressao, esta diz que a produto externo
entre dois versores diferentes da o terceiro versor, quando estes sdo ortogonais entre
si, como se vai ver mais a frente quando o conceito de produto externo for explicado

mais detalhadamente.

2.1.2 Conceito de Tensor Métrico

Dadas as nocgoes gerais do que sdo as coordenadas curvilineas e de como é
que se definem, importa agora introduzir o conceito de tensor métrico. Entenda-se,
em jeito de introducao, o tensor métrico como uma fun¢ao matematica que define a
distancia entre dois pontos num dado espaco. De certa forma, sabendo a métrica,
tem-se tudo o que é preciso saber acerca da geometria desse mesmo espago (Collier,

2012).

Através do tensor métrico passa-se a poder calcular a distancia entre dois
pontos vizinhos em qualquer espaco, constituindo assim a forma geral para esse
calculo. As tais componentes que constituem a métrica, sdo na verdade fatores de
escala para que seja possivel medir essa distancia em qualquer que seja o sistema de
coordenadas usado. As propriedades dos tensores, e a explicacao de varios tipos de
métricas, serao explicitadas com maior detalhe no seguinte capitulo, que sera focado
realmente na analise tensorial, pois na realidade, o tensor métrico é apenas um tipo,

dos varios que existem, de tensor, embora este seja de importancia fundamental.

Um caso concreto que pode ser estudado para exemplificar a possivel relagao
entre dois sistemas de coordenadas devido a uma qualquer transformacao, serda o
exemplo do vetor posicao de um ponto P num sistema de quaisquer coordenadas

curvilineas (q1, g2, ¢3), expresso em coordenadas cartesianas:

7 =x(q1,q2,q3)T + y(q1, G2, q3)7 + 2(q1, @2, q3) 2 (2.5)
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Ao assumir, como em cima, o principio da invaridncia das leis da fisica
sobre transformagoes de sistemas de coordenadas, torna-se implicito que que as
coordenadas passiveis de sofrerem transformacao, sao diferenciaveis. Logo, uma

variacao infinitesimal de 7 ¢é traduzida por:

dr = dx + dyy + dz2 (2.6)

Reiterando o que foi dito anteriormente, as diferentes coordenadas estao a

ser diferenciadas, sendo que:

ox ox ox
dx—aldq1+82dqQ+83d3
Jdy dy dy
dy = —=d d d 2.
Y o0 q1‘|-826]2‘|—a qs (2.7)
0z 0z 0z
dz:—d + —dg, + —dq
941 q1 s q2 s q3

Para o calculo dessa distancia infinitesimal entre dois pontos extremamente
proximos, recorre-se ao Teorema de Pitagoras generalizado para coordenadas carte-

sianas, dado pela Equagao (2.8)).

Na verdade, o que se ird constatar ao longo deste desenvolvimento, é que os
fatores de escala que sao as raizes quadradas dos componentes do tensor, vao mul-
tiplicar cada um dos diferenciais de deslocamento do Teorema de Pitagoras. Como
em coordenadas cartesianas se estd perante o caso particular em que os versores
sao independentes do espago e os fatores de escala sdo sempre constantes iguais a

unidade, nesse sistema a distancia é sempre calculada pela Equacao (2.8)).

Ao termo "ds"é habitual, em grande parte dos problemas de fisica, chamar
de elemento de linha e por isso é que, de agora em diante, serd a notagdo usada.
Verdadeiramente, ds® = |dF]”.

ds® = da® + dy* + d2* (2.8)

No entanto, como sera demonstrado, para outros sistemas de coordenadas
mais complexos, a aplicacao desta férmula nao é direta, pelo que vao aparecer fatores
de escala variados, consoante o tipo de coordenadas em que se esta a trabalhar. Com

efeito, continuando com o exemplo das coordenadas cartesianas e seus respetivos
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diferenciais, vistos na Equacao (2.7)), tem-se que:

) o ) > (0 ) 0 2
ds® = xdq1+ ——dg, + xd + ydq1+ ydq2+ ydq3
oq 0qo Jqs3 oq 0qo 0qs3 (2.9)
<8zd 1 9%y )2 |
8(11 q1 an q2 8q;>, q3

De modo que no final vem:

ds? = gndqdq, + gradqidgs + g13dqidgs
+ gndqadqs + ga2dgadgs + gasdgadys (2.10)
+ g31dqzdqy + gs2dgsdgs + g3zdqsdgs

Na forma geral e mais condensada, fica:

i,J

Assume-se entdao que, num espaco de coordenadas curvilineas, a distancia
entre dois pontos, pode ser generalizada na Equagao (2.11)). Se esta condic¢ao for
valida, diz-se que se estda perante um espago de Riemann ou um espaco métrico

(Arfken, 1985). Cada componente (i,j) do tensor métrico é dada por:

g = 8x8x+8y@+82%
Y 9¢;0q;  0q;0q;  9q; Dg;

(2.12)

Para efeitos de simplificagdo, continua-se a limitar o estudo as superficies

ortogonais e nesse caso, com i # j:
O que leva a que, assumindo essa condicao, fica-se com:

ds® = g1 (dq1)* + go2(dgo)? + g33(dgs)® = (hidq1)* + (hodgqe)® + (hsdgs)?  (2.14)

Tal como se tinha escrito anteriormente, sao os fatores de escala h; que vao
determinar qual o sistema de coordenadas em que se esta a trabalhar, dado que eles

aparecem a multiplicar os diferenciais de cada uma das coordenadas g;.
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2.1. Coordenadas Curvilineas e Tensor Métrico

Logo, em coordenadas ortogonais, tem-se, no geral, o elemento de linha ou

variacao infinitesimal de 7

dr = hldqlél + hgd(]gég + hgd(]gég = Z hldqléz = Z dSléfL (215)

Desta expressao tira-se a importante relagao ds; = h;dg; que leva a ter alguns
aspetos em consideracao, no que toca a dimensoes. E realmente essencial, para uma
melhor compreensao de todos estes conceitos e de como é que se relacionam, saber

que:
e ds e consequentemente h;dg; tém dimensao de comprimento, em m;
e h; e dg; por si s6 nao tém dimensao de comprimento;
Se se olhar novamente para a Equacao (2.14]) nota-se que:

2 2

+

2

or\*  (oy
dq; dq;

0z

gii = (h;) 4, (2.16)

Ora, como ja se viu, os varios sistemas de coordenadas caraterizam-se pelas
diferentes coordenadas ¢; e, no caso especifico das cartesianas, ¢; = x;, pelo que
efetuando essa substituicdo na Equacao (2.16)) conclui-se que os fatores de escala

serao obviamente h; = 1, como se queria demonstrar.

Da Equacao (2.15) podem também tirar-se algumas relagoes consideraveis
e que auxiliam, mais uma vez recorrendo ao exemplo das coordenadas cartesianas,
a provar a condicao de ortogonalidade de versores em coordenadas curvilineas. Por

conseguinte, da expressao que define o elemento de linha dr, tira-se o seguinte:

or
= hés 2.17
o0 é (2.17)

E assim se chega a expressao que da os versores é; em cada ponto:

1 or
b= ——— 2.18
‘ h; 0g; ( )

Recorrendo a capacidade de expressar versores de diferentes sistemas de

coordenadas uns em fun¢ao dos outros, vai-se expressar €; em funcao de z. No caso
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

de €1, tem-se:

. 1o° 1 0

é = moa I 6q1[ (g1, q2,43)T + y(q1, 92, 3)7 + 2(q1, 42, ¢3) Z]

(B By 22
hy \ Oq1 oq oq

(2.19)

Cada versor funciona como uma funcao das coordenadas ¢; e sucessivamente

para os versores €; e €3 o desenvolvimento serd idéntico.

Nesse sentido, se se quer provar a ortogonalidade, recorre-se ao, ja enunci-
ado, delta de Kronecker que da o valor zero para o produto de versores de indices
diferentes. Isto porque, se ¢ # 7, o produto interno entre esses versores é nulo. Por

isso, considerando €; e €5, por exemplo:

" hihs \ Oy 8q1 aQI 3@ (9612y gy

(2.20)
_1(&@&7&+8y8y+8z82> 1 0
hihy \O0q1 0qz ~ 0q1 Oqz ~ Oq1 Do hinhy 12
Por outro lado:
o 1 1
€1-€6=——=g11=—¢g1 =1 (2.21)

(h1)2g11 g11

Note-se que para comprovar o resultado do delta de Kronecker recorreu-se a
relacao dada na Equagao ([2.13]), através de g e agora, sabidas também as relagoes
dadas pelas Equacoes e , é possivel, a titulo de exemplo, demonstrar o
porqué de g;; = 0. Na verdade, se se atentar ao exercicio 2.1.1 em (Arfken, 1985,

pagina 88), é essa demonstracao que é pedida.

Imagine-se entao o tal tridngulo de lados dsy, dss e ds, de tal forma que ao
transpor ds; para a mesma origem que ds, se fique com o angulo correspondente

012. Pela Lei dos Cossenos:

(ds)? = (ds1)* + (dsy)? — 2dsdsacos(m — 612)

Aplicando a Equacao (2.15)) vem:

(ds)? = gu1(dq1)? + ga2(dg2)? + gr2dqidgs + gndgadag
= (dé’l)Q + (d32)2 + g12dq1dqa + g21dqadqy
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2.1. Coordenadas Curvilineas e Tensor Métrico

[gualando o desenvolvimento anterior a Lei dos Cossenos, resulta:

g12dq1dqs + go1dgadqy = —2ds1dsycos(m — 019)

Sabe-se também que g12 = go1 € que, pela Equacao |D ds1 = \/g11dq, €
dsy = \/Gaadqs. E como cos(m — 612) = —cos(12), entdo:

2g12dqidgy = —2\/911\/ G22dq1dgy — 003(912) < g12 = v/ 911 922005(912) =
gi12

v/ 911922

& cos(b2) =

Da defini¢ao de ortogonalidade ou perpendicularidade entre vetores, sabe-se
que o cosseno do angulo entre eles é nulo, por ser cosseno de 90°. Logo, cos(012 =

0 = g12 = g21 = 0, como se queria demonstrar.

Mais a frente na Sec¢ao 2.1.4 , mantendo sempre a condicao de ortgonali-
dade, irdo ser mostrados os casos particulares de sistemas de coordenadas que mais
interessam e que servem precisamente para ilustrar o funcionamento do tensor mé-
trico em casos praticos, isto é, a capacidade que da de obter distancias num qualquer

espago, a partir de variagoes de coordenadas.

2.1.3 Calculo de Integrais em Coordenadas Curvilineas Or-

togonais

Antes de se prosseguir para a enunciagao de alguns dos exemplos de sis-
temas de coordenadas curvilineas, ¢ essencial rever o calculo de alguns integrais

importantes.

1. Ao elemento de linha d7¥ = >, h;dg;¢é; esta associado um integral de contorno
(2
que, nao ¢ nada mais nada menos que integrar a fungao, vetorial ou escalar,

ao longo de uma curva. Esse integral é definido, para um campo vetorial

Vi = Vi(q1, g2, g3) por:
/ V.di= / (Vidsy + Vadsy + Vidss) = 3 / Vihida, (2.22)
2. Da mesma forma que se define um elemento de linha, também se define um
elemento de area e consequentemente, na definicdo a seguir, um elemento de

volume. O elemento de area pode ser definido por da;; = ds;ds; = h;h;dg;dg;.

Logo, num campo vetorial V; = V;(q1, ¢2, g3), o integral de superficie ou fluxo

21



Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

é definido por:

/V-da‘:/mda23+/v2da31+/v;,da12 _

(2.23)
— / Vihahsdagsdas + / Vahshydgsdq, + / Vahy hadaydgs

Se se adicionar mais um elemento de linha ds;, em vez se ter um elemento
de 4rea, passa-se a ter certamente um elemento de volume d7 = dv =

dsidsydss = (hihohg)dgidgedgs. O integral de volume sera portanto:

/ F(F)dr = / (a1, 2, g3) P hahsdaqdgadas (2.24)

Uma boa forma de exemplificar num caso pratico este conceito de elemento de
volume e que ajuda a imaginar no espaco o que realmente esta a acontecer é

perceber o exemplo em ((Arfken, 1985), pagina 91, Figura 2.1.)

2.1.4 Casos Particulares De Sistemas de Coordenadas

Feita a introducao as coordenadas curvilineas e ao conceito, ainda muito

vago, de tensor métrico, dado que nos capitulos seguintes serd bem mais aprofun-

dado, importa agora estudar os casos conhecidos mais importantes para este estudo

de coordenadas curvilineas ortogonais.

Coordenadas Cilindricas

O primeiro caso a ser abordado é o das coordenadas cilindricas. Neste

sistema de coordenadas, as superficies constantes (g1, o, ¢3) que se vao intersetar

para definir um ponto no espago passam a ter a forma (p, ¢,6), como se pode ver

na Figura [2.1]

Sejam entao as novas superficies constantes limitadas da seguinte forma,

sendo que a coordenada 6 da Figura [2.1] passa a representar-se neste caso por ¢:

p € [0, +o0|
¢ € 0,27

z €] — 00, 400[

Tal como se pode ver na Figura 2.1 cada coordenada vai definir uma superficie da

seguinte forma:
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2.1. Coordenadas Curvilineas e Tensor Métrico

X

Ficura 2.1: Coordenadas Cilindricas. Figura retirada do website
Wikimedia Commonsh 11 de margo de 2020.

e p gera um plano vertical cilindrico p = (#24y?)'/2, por representar a distancia

do eixo dos zz ao ponto que interessa no espaco;
e ¢ gera um semiplano vertical ¢ = tan~'(%) consoante o dngulo que define;

e 2 gera um plano horizontal z = z de acordo com o valor atribuido a coordenada

5

Como era expectavel, ocorre aqui uma clara transformagao de coordenadas,
onde aparecem novos planos constantes e ortogonais, que quando intersetados, lo-
calizam um ponto no espago. A relagdo existente é entre as habituais coordenadas
cartesianas e o novo tipo de coordenadas, as cilindricas. E sempre para facilitar que

se exprime o novo sistema em fung¢ao do sistema cartesiano. Desse modo:

T = pcoso
2=z

Sabe-se que o tensor métrico é composto pelos fatores de escala que vao
multiplicar os elementos de linha ds; em coordenadas curvilineas. Logo, comecando
pelo ponto de partida que é a base cartesiana, um vetor posicao 7, é entao definido,

em coordenadas cartesianas, por:

T = pcospr + psingy + 22 (2.26)

2Website Wikimedia Commons:  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Cylindrical _
coordinates with__basis.png
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Recorrendo & Equacao (2.16) e sabendo que agora (q1,¢2,q3) = (p, ¢, 2),

Verll:
() = (2) + (2 + (%) = cos’p + sin®6 + 0 = 1
(h2)* = (§0)* + (35)° + (§5)* = (=psing)* + (pcosd)® + 0 = p? (2.27)
(ha)? = (3P + (3P + (32 =0+ 0+1=1

A partir daqui obtém-se os esperados fatores de escala h;. O elemento de

linha, dr = dri + drj 4 dr3, para as coordenadas cilindricas seréa:

dr'= hidq €1 + hodq2€> + hsdgsés = 1dpé, + pdopéy, + 1dzé€, (2.28)

Os novos versores sao e,, ege €, € os respetivos fatores de escala sao:

h,=1
he =p (2.29)
h.=1

A semelhanca das coordenadas cartesianas, estes versores sio normais as
superficies que definem e apontam no sentido crescente da respetiva coordenada.
Para além disso, também se podem escrever os novos versores em funcao dos antigos,
nao so6 as coordenadas. Com efeito, através da Equacao fica, partindo sempre

da base cartesiana (pcos¢i + psingy + z2):

€)= 8 = 12 (peosgi + psindf + 22) = cos¢d + sing]
€y = }Tld,% = %%(pcosqﬁi‘ + psingy + z22) = —singd + cos¢y (2.30)
€. = 9 = 12 (pcospi + psingj) + 22) = 2

Quanto a confirmacao da ortogonalidade, tem-se:

€, - €y = (cospT + singy) - (—singd + cosey)
= —cospsing + singcosp = 0

. (2.31)
€, €, = (cospt + singy - (2) =0

€y - €, = (—singt + cospy) - (2) =0
Da mesma maneira que a ortogonalidade se comprova pelos resultados do
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2.1. Coordenadas Curvilineas e Tensor Métrico

produto inerno, vai também comprovar-se pelo produto externo entre versores. Ao
contrario do produto interno, o resultado do produto externo entre dois vetores nao
é um escalar, mas sim outro vetor. Quando se esta perante sistemas de coordenadas
ortogonais, isto é, em que os versores sao perpendiculares entre si, o produto externo
entre dois desses versores vai ser sempre o versor que falta. Logo, fazendo os calculos

conclui-se que:

€y X €, =€,
€. X €, =€y (2.32)

Também é possivel obter a relacao inversa, isto é, escrever os versores da

base cartesiana em funcao da base cilindrica, de tal modo que:

=>

= COSPE, — SINPE,

J = Sing€, + cospéy (2.33)

(O3

:ez

Até agora estudou-se o caso particular de um vetor posicao. No entanto,
existem outros tipos de vetores como, por exemplo, um vento que esteja a passar
nessa posicdo com uma determinada velocidade. Por conseguinte, ¢ importante
perceber as transformacgoes de coordenadas para um vetor geral V num determinado

ponto. Primeiramente em coordenadas cartesianas:

—

V= V,d+ V) + Vas (2.34)

Passando a transformagao para coordenadas cilindricas, vem:

V =V,6, + Vyéy + Vié. (2.35)

A semelhanca do que se fez com o vetor posicao, vai-se agora exprimir
primeiro o vetor geral, em coordenadas cilindricas, em funcao das coordenadas car-

tesianas:

V= Vi(cospé, — sinpéy + V,,(singéy + cospéy, + V. (€,)

; (2.36)
= (Vacosg + Vysing)é, + (=Vysing + Vycosg)e, + (V. )€,
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Da Equagao (2.36) tira-se as componentes novas do vetor em fungio das

componentes cartesianas:

V, = Vycosp + Vysing
Vy = —Vysing + Vycose (2.37)
V.=V,

Repare-se que na Equagao ([2.26)) escreveu-se o vetor posigao 7 em coorde-
nadas cartesianas com x,y e z expressos em funcao das novas coordenadas p, ¢ e
z, mas nao se deu o resultado final do vetor posicdo em coordenadas cilindricas.
Desta forma, com as componentes cilindricas bem definidas para o caso geral, im-
porta agora enunciar novamente o caso particular do vetor posicdo, mas na base

cilindrica.

Partindo entao, mais uma vez, da base cartesiana em que 7 = % + yy + 22

e de acordo com a Equagao (2.37)), as novas componentes de posi¢ao sao:

R, = xcosg + ysing = (pcosg)cosp + (psing)sing = p
Ry = —xsing + ycosp = —(pcosg)sing + (psing)cosp = 0 (2.38)
R,==%

Finalmente, um vetor posicao 7, em coordenadas cilindricas, define-se entao
por:
7= pé, + z€, (2.39)

E de notar que uma qualquer posicio definida por um vetor nesta base
nao tem componente Ry. Na realidade, se se olhar para a Figura percebe-se
que o vetor 7 esta aplicado localmente num ponto, ponto esse que define um plano
juntamente com os versores €, e €,. E esse plano, no ponto referido, ¢ perpendicular

ao versor €4, pelo que o vetor local " nao tem componente segundo o eixo local dos

0.

Relativamente as transformagoes que tém sido feitas, obviamente também

é possivel fazer o inverso do que se fez na Equacao (2.36]) e escrever as componentes
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cartesianas em func¢ao das novas, pelo que, feitos os cédlculos, fica:

Ve = V,ycos¢ — Vysing
Vy, = V,sing + Vycosg (2.40)
V.=V,

Coordenadas Esféricas

As coordenadas esféricas constituem outro dos exemplos de sistemas de co-
ordenadas curvilineas mais importantes para o estudo aqui presente. Assim sendo, o
desenvolvimento matematico que se vai demonstrar neste caso, ¢ em tudo idéntico ao
anterior que foi feito para as coordenadas cilindricas. Inicialmente vai ser abordado
o caso particular do vetor posi¢ao juntamente com os fenémenos de transformagao

nos versores, a confirmacao de ortogonalidade e por fim, o vetor no modo geral.

As coordenadas (g1, g2, q3) passam a ser (1,6, ¢), como se pode observar na

Figura

z o F
— r
X
r |
|
|
i
~ y
X ¢ o |
~_  — \J

Ficgura 2.2: Coordenadas Esféricas. Figura retirada do website
Wikimedia Commonﬂa 13 de marcgo de 2020.

As novas coordenadas tém os seguintes limites:

r € [0, +o0]
0 € [0, +m]
¢ €10, 27]

Olhando entao para a Figura [2.2| consegue-se perceber que cada coordenada

vai descrever uma superficie constante da seguinte forma:

3Website Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spherical _polar__
coordinates.png
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

e 1 gera uma superficie esférica r = (2% 4+ 3> + 2%)Y/2 que varia o seu raio
consoante o valor da coordenada;

e 0 gera uma superficie cénica 0 = cos™! [m] com vértice na origem

do referencial;
e ¢ gera um semiplano vertical ¢ = tcm_lg consoante o angulo que define;

Exprimindo entao as coordenadas cartesianas em funcao das novas coorde-
nadas esféricas, tem-se:

x = rsinfcoso
y = rsinfsing (2.41)

z = rcost

O vetor posicdo 7, na base cartesiana, com as coordenadas escritas em
fungao das coordenadas esféricas, é definido pela Equagao (2.42)).Na parte final desta
subseccao ird ser demonstrado o resultado final deste vetor posi¢ao, mas na base
esférica.

7" = rsinfcos¢d + rsinfsingy + rcosdz (2.42)

Calculando os fatores de escala h;, vem:

e (8 (2] 3]

sm&cosgb + sm@smqﬁ + (cosh)? =1

- (5 (8- (5)

(rcochosgb 2+ rcos@smgb) (—rsind)* =r

wr- () @) ()

= (—rsinfsing)® + (rsinfcosp)® + (0)* = r’sin’

Estes novos fatores de escala, como ja se sabe, vao ser posicionados como
fatores de multiplicagdo na expressao do elemento de linha geral dr = hidg,é7 +

hodqo€s + hsdqsés e vao ser agora, retirando o quadrado as expressoes anteriores:

h, =1
hy =1 (2.44)
hg = rsind
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Com efeito, o elemento de linha dr, em coordenadas esféricas, fica:

dr'= 1dré, + rdféy + rsinfdoey (2.45)

E possivel vizualizar, para uma melhor percecao no espaco, o elemento de

linha, a cima de definido, num elemento de volume, como exemplificado abaixo, na
Figura 2.3

Os novos versores ja representados na Equacao caraterizam-se, iden-
ticamente aos versores das coordenadas cilindricas, por serem normais as superficies
que as coordenadas correspondentes geram e por apontarem no sentido crescente
do valor dessas mesmas coordenadas. Para além disso, também também podem
ser escritos em funcgao dos antigos recorrendo a Equacao e partindo da base

cartesiana (rsinfcospi + rsinfsingy + rcosfz), obtém-se:

1Lor 10
é = hra: = Ig(rsinﬁcosgﬁ + rsinfsingy + rcoshz)
= sinfcospT + sinbsingi + coshz
107 1
6y = hg@g = ;%(Tsingcosgb@ + rsinfsingy + rcosb?) (2.46)
= coslcospT + cosbsingy — sinbz
1 or 1

3}
) = (rsinfcospi + rsinfsingy + rcosdz)

=706 = reind 06
= —s5InQT + cosoy

Analogamente ao caso das coordenadas cilindricas, nas esféricas comprova-
se também a ortogonalidade entre versores. Procedendo ao calculo do produto

interno entre os diferentes versores verifica-se que:

A

é, - €g = (sinbBcosp)(coshsing) + (sinbsing)(cosbsing) — sinfcost = 0
€, - €y = sinbcosp(—sing) + (sinbsing)(cosp) =0 (2.47)
€y - €y = (cosbcosp)(—sing) + (cosbsing)(cosp) =0
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Por outro lado, o produto externo entre dois versores também resulta no

versor restante:

€, X Ae = é¢ (248)

O processo contrario, ou seja, a escrita dos versores do sistema cartesiano

em funcao dos do sistema esférico, fica:

T = sinbcosPé, + cosbcospéy — singéy

= sinfsingé, + cosfsingéy + cospéy (2.49)

<>

2 = cosbé, — sinbéy

A demonstracao destes resultados que se tém vindo a mostrar pode ser feita
minuciosamente, contudo, o principal objetivo é mostrar as relagoes que podem vir
a ser usadas mais a frente, logo, deixa-se de parte alguma parte do desenvolvimento

matematico mais complexo.

Passando novamente ao caso do vetor geral V' e ao calculo das suas compo-

nentes, sabe-se que este é definido por:

V = V6 + Viby + Vb (2.50)

\

FiguraA 2.3: Elemento de Volume em Coordenadas Esféricas. Figura
retirada do website Wikimedia Commonsﬂa 15 de marco de 2020.

4Website Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Volume__element__
spherical _coordinates.JPG
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2.2. Operadores Diferenciais em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Partindo dos versores do sistema cartesiano enunciados na Equagao ([2.49)),
no final do desenvolvimento fica-se com as componentes esféricas, em funcao das

cartesianas, de um qualquer vetor V:

V, = Vysinfcosp + Vysinbsing + V. cost
Vo = Vycoslcosp + V,coslsing — V. sinf (2.51)
Vg = —Vysing + Vycoso

O contrério sera:

Vy = Visinbfcosg + Vycostcosp — Vysing
V, = Vesinfsing + VycosOsing + Vycosep (2.52)
V, = V,cost — Vysind

Através do vetor geral, voltando ao caso particular do vetor posi¢ao, consegue-
se determinar a expressao do vetor posicao 7 em coordenadas esféricas, dado que ja
se consegue saber as componentes de posicao nas duas bases. Se se prestar atengao
as componentes esféricas, na Equacao , do vetor geral em funcdo das car-
tesianas e se substituir (z,y,z) por (rsinfcoso,rsinfsing, rcosf), ficam as novas

componentes:

R, = r(sinfcosg)? + r(sinfsing)* + r(cosf)* = r
Ry = r(sinfcosp)(cosbcosp) + rsinfsingpcosfsing — rcoshsind = 0 (2.53)
R, = —(rsinfcos¢)sing + (rsinfsing)cosp = 0

Com os resultados da Equagao (2.53)) conclui-se que o vetor posi¢do em
relacao a origem, em coordenadas esféricas, depende exclusivamente da componente

do versor é,., ficando:
T =ré, (2.54)

2.2 Operadores Diferenciais em Coordenadas Cur-

vilineas Ortogonais

Os operadores diferenciais tém, na verdade, muita utilidade no mundo da

fisica e nos calculos inerentes. Podem ser aplicados em varias areas da matematica
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e, por isso, irdo ser igualmente aplicados na tematica que se tem vindo a estudar,

as coordenadas curvilineas ortogonais.

Em cada subsecgao explicar-se-4 pormenorizadamente o que é que cada um
dos operadores representa na pratica. De notar que as demonstracoes, de modo
idéntico a todos os calculos até aqui efetuados, vao partir sempre das ja conhecidas

expressoes em coordenadas cartesianas.

Gradiente

Antes de mais, é essencial perceber o conceito de gradiente, o que é que faz
e em que calculos é que vai ser usado. O gradiente, isto é, o simbolo "nabla"V, é um
operador que transforma um campo escalar num campo vetorial. Na verdade, do
processo de transformacao resulta um vetor com a magnitude e direcao da taxa ma-
xima de variagao no espago (Arfken, 1985). Aplicar isso as coordenadas curvilineas

é perceber a taxa de variacao das superficies geradas pelas diferentes coordenadas.

Relembrando as Equagoes (2.1]) e (2.2), define-se entdo o gradiente de um

campo escalar ¢ da seguinte forma:

Vi = s + =0+ 2 (2.55)

Por se estar a trabalhar com escalares que dependem de outros escalares,
como se vé pelas relagoes nas Equagoes (2.1) e (2.2)), é necessario usar a regra da

derivacao em cadeia. Consequentemente, vem:

_ (9o 0¥ O0gp Oy Ogs,
VY= (aql ox * 0qo Ox + dqs Ox .
oY Oq, oY Oqo 8¢ g3 .. .
s 2.56
B0 oy T og oy T 9gs 0y (2:56)
oY Oqy oY Oqo %%A

50 T 00 0s o5 020

Apés algum trabalho matematico e agrupando as expressoes por familia de

superficies ¢;, vem no final:

o oY oY
VYy=—"-V¢g +—-—Vgp+—V 2.57
(0 o ¢ 90 0 o0 q3 (2.57)

Em que V¢; = %qx":?c + %‘Z@+ %qz"é’, para i =1,2,3.
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2.2. Operadores Diferenciais em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Usando a Equagao (2.18) podem escrever-se as componentes de Vg; em
relacdo aos varios versores, isto é, ao seu proprio versor e aos restantes. Dado que,
por exemplo, ¢; nao cresce na direcao de é€; ou €3, é de esperar que para estes versores
o gradiente nao tenha componente. Seja entao:

oy 1 0r Oq1 1 0y  Oqu 1 0z

V= o T oy o 0z o

1 0q 0r  0q Oy  Oq 0z 1 0q 1

(2.58)

T hy 0z dq | Oy dq | 020 hoq  hy

Naturalmente é o resultado da Equagao (2.58|) que se quer mostrar, porque,

fazendo os calculos, V¢, - €5 = 0 e Vg, - €3 = 0 também.

Ora, estes resultados permitem deduzir o seguinte:

Vg = ,71161
Vo = 5.6 (2.59)
Vs = %53

O que, generalizando, da:

Pelo que, no final, sabendo que ds; = h;dg;, fica-se com:

%+ L P, (2.61)

Quanto aos casos especificos de sistemas de coordenadas que se tém vindo

a estudar, tem-se:

1. Coordenadas Cilindricas:
¢, (2.62)

2. Coordenadas Esféricas:

_ o, 10Y 1 oy

r 98¢ 0 rsinf 37;5% (2:63)
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

Divergéncia

Se o resultado do operador gradiente num campo escalar é um campo ve-
torial, no caso da divergéncia passa-se o contrario. Na realidade, a divergéncia

funciona como uma medida escalar.

Imagine-se um campo vetorial que represente o escoamento de um fluido
qualquer. A divergéncia vai medir a variagao de densidade de fluxo desse escoamento,
isto é, a quantidade de fluido que estd a entrar ou a sair, "num determinado ponto".
Consequentemente, se se observar que entra mais fluido do que sai, estéd-se perante
um caso de divergéncia positiva, caso contrario, ¢ um caso de divergéncia negativa.
Se, na verdade, a quantidade de fluido que entra e sai for a mesma, a divergéncia é
nula. Na Figura[2.4|pode ver-se um bom exemplo do que é a divergéncia fisicamente.
Uma forma facil de imaginar este conceito no espago é chamar a divergéncia positiva
e negativa, fonte e "esgoto”, na medida em que numa fonte tem-se fluido a vir para

fora e num "esgoto', tem-se fluido a escoar e a "desaparecer.

NN
¥z lR' 7@\“&

FIGURA 2.4: Tipos de divergéncia de um campo vetorial. Figura
retirada do website Wikimedia Common&ﬂa 16 de marco de 2020.

Relativamente ao exemplo dado a cima, tem-sem divergéncia positiva, ne-

gativa e nula, respetivamente.

Comecando de novo pelo exemplo das coordenadas cartesianas, a divergén-

cia sobre um qualquer vetor a@ vem:

da, Oa, Oa,

Voas= ox + Jy * 0z

(2.64)

Contudo, @ = a,Z + a,y + a2 = a1€; + az€y + azés, e por conseguinte, no
geral:
V-a=V- (alél + 0/26A2 + Clgég) (265)

SWebsite Wikimedia Commons:  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Divergence
(captions).svg
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2.2. Operadores Diferenciais em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

No entanto, os versores €; sao unitarios, mas de direcao variavel, como tal

recorrem & propriedade (V- (fV) = Vf -V + fV - V). No presente caso, vem:

V-d=a1(V-é)+as(V-&)+az(V-é)+(é1-Vay)+ (- Vay) + (é3- Vaz) (2.66)

Fica a faltar saber o resultado das divergéncias V- ¢é;. Para esse efeito, como

se vai ver mais a frente, serd preciso primeiro calcular os rotacionais.

Recorrendo entao a propriedade conhecida que diz que o rotacional de um

campo gradiente é nulo, vem:

0=V x(Vg) =V x (;e> (2.67)

Desenvolvendo o segundo termo da expressao e igualando-o a zero, acaba-se
por descobrir que:
1

)

. 1 0hi » 1 0hy » 1 oh; g,
Por outro lado, como se provou em cima, (Vh A R e Il e Y B

entao:

1 ohy 1 o
h = ———€9 — — —¢€: 2.69
Vi x & hs Ogs e ha 0o © ( )

Para os restantes versores sera idéntico. Desse modo, chega-se finalmente

aos rotacionais de cada versor, que vao ajudar a calcular as divergéncias.

Os rotacionais dos versores sao:

p 1 Ohig 1 Oh g
VX € = 103502 ™ T o0
6 1 Ohap 1 Ohg s 2.70
vxe?_hthBql hah3 Oq3 ( )
5, — 1 0Oha s 1 0Ohg g
v X €3 = hah3 dq2 h1hz 0q1

Ora, ja com os rotacionais deduzidos, é possivel agora, através da relacao

V- (ax I;) =v-Vxa—a-Vx 5, obter as divergéncias, que é o principal objetivo desta

subsecc¢ao. Trabalhando no desenvolvimento matematico, no final, as divergéncias

dos versores vém:

L8 — 1 0Ohy 1 Ohs
V-é hiha Oq1 + hihs Oq1
vy = L Ohy 4 1 O 2.71
\ €2 hahs Oq2 + hahi dgo ( )
LA — 1 o 1 0Ohg
V-é h1hs Oqs hahs 0q3
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

Juntando todas as componentes na Equacao (2.65]) dada inicialmente, conclui-
se que a divergéncia de um qualquer vetor @ em coordenadas curvilineas ortogonais,

fica:

1 0 0 0
— (a1 hah —(agh1h —(ashih 2.72
hihahs aQ1 (a1 ? 3)+ 5’%(&2 ! 3)+ aCI3<a3 ! 2) ( )

V.d=

O que aplicado aos casos particulares de interesse, resulta em:

1. Coordenadas Cilindricas:

10 10a,  Oa,
a=—= e 2.
V-a pap(” p) pdd | 0z (2.73)
2. Coordenadas Esféricas:
L 10, 1o 19
V= r? 87’< )+ rsinf 00 (sinfag) + rsind 8¢<%) (2.74)

Rotacional

A fim de entender o conceito de rotacional, pensa-se novamente num fluido
representado por um vetor ou campo vetorial. O rotacional funciona como medida
da rotagao do escoamento desse fluido num determinado ponto. Da aplicacdao do

rotacional a um campo vetorial, resulta outro campo vetorial, ponto a ponto.

Uma boa forma de interpretar este fenémeno fisicamente é a regra da mao
direita. De facto, se se fechar a mao com o polegar virado para cima, a direcao dos
restantes dedos indica a rotacao de um fluido representado por um campo vetorial,
enquanto que o polegar a apontar para cima representa o rotacional. Esta regra, na
verdade, pode ajudar muito em calculo vetorial, nomeadamente em exemplos com
produtos externos ou rotacionais, visto ser pratica e simples de aplicar sempre que

se queira imaginar no espaco o fenémeno. Veja-se na Figura[2.5a aplicagdo da regra.

O rotacional de um vetor a é dado por:

Vxa=V x (alél + agég -+ agég) = a1V X él + a2V X éZ (2 75)
-+ a3V X €A3 + V&l X €A1 + V@Q X ég + Vag X ég '

O que se observa na Equacgao (2.75)) sao termos ja conhecidos e calculados
anteriormente, nomeadamente o gradiente das componentes e o rotacional dos ver-

sores. Procedendo a substituicao na expressao e ao desenvolvimento matematico,
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2.2. Operadores Diferenciais em Coordenadas Curvilineas Ortogonais

Jo

Fi1GURA 2.5: Regra da mao direita. Figura retirada do website Wi-
kimedia Commonsﬂa 17 de marco de 2020.

vem no final:

1[0 9 .
V X h2h3 |f9q2 (hgag) 8(]3 (hg@g)] €1
1 0 0
= S 2 2.
h1h3 [aqs (hlal) aql (h3a3)] €9 ( 76)
1 0 0 -
hihy [aql(hﬂh) - aq2<h1a1)] €3

No caso particular dos sistemas de coordenadas estudados, vem:

1. Coordenadas Cilindricas:

1
P
+ (aa” = aaz> & (2.77)
1
P

2. Coordenadas Esféricas:

Vxd= ! la(sine%) — 8(19] ér

rsinf | 00 e

11 1 Oa, 0 .

r lsin@ op E%‘(T%)] ©0 (2.78)
+ 1 g( ) _ % 2

r |Or rao 00 €

SWebsite Wikimedia Commons:  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Right-hand__
screw__rule.svg
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

Laplaciano de um Escalar

O Laplaciano é um operador diferencial de segunda ordem. Primeiramente,

para o caso de um escalar, o Laplaciano V21 vem:

V2 =V - (V)
1 [ B <h2h3 8¢> L9 (hlhg azp) L0 <h1h2 a¢>] (2.79)
hihohs ac11 hy aQ1 8(12 ha 8% 5613 hs 8(]3

Para os casos particulares de sistemas de coordenadas fica:

1. Coordenadas Cilindricas:

ov\  10% 0%
V%_a( ap) +?3752+@ (2.80)

2. Coordenadas Esféricas:

Vi = 7“2 o < &D) + #2 (szn@a¢> + 1, i (2.81)

or r2sin?6 00 ol r2sinf 0¢?

Laplaciano de um Vetor

Na analise vetorial, que na verdade é a que mais vai ser importante neste
trabalho, o Laplaciano escreve-se de forma diferente obviamente. Se o vetor em
questao estiver escrito na base cartesiana, o Laplaciano seria simplesmente V2@ =

IQ a4 9 ayg @49 (9z2 No entanto, como tem sido usual, interessa saber o caso geral para

coordenadas curvilineas ortogonais.

Nesse sentido, apds se conhecerem os resultados dos varios operadores di-
ferenciais, consegue-se tirar partido da relagaio V?d = V(V - @) — V x (V x a).
E desenvolvendo a relacao, obtém-se para os dois casos particulares estudados o

seguinte:

1. Coordenadas Cilindricas:

1 2 Oay 1 (s 1 28@)
Vi = |V, — —a + = | Viay — —ag + ——2 | €5+ VZa.2
( p 2 P za¢> ( ¢ 02 o 02 ¢ o
(2.82)

38
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2. Coordenadas Esféricas:

A~

2 1 0 1 Oa
25 2 & - Y - Ut
Vi = lv ar = (ar + Smeae(smﬁag) + sind a, )1 é,
2 (0Oa ag cost Oa
2 T (o) N
= - - 9.
+ [V %+ r2 ( 00  2sin?60  sin?0 0¢ )] 0 (2:83)

A

aag Qg

2 da
2 r “29
+ [V G + r2sinf <8¢ +cot? 0¢p 282%9)] ©

2.3 Separacao de Variaveis em Equacoes Diferen-

ciais Parciais
A Equacdo de Helmholtz, equacdo diferencial parcial, com k? constante,

tem diversas aplicagoes em Fisica e é definida da seguinte forma:

V3 + k% =0 (2.84)

Devido aos resultados que foram sindo obtidos até agora, consegue-se con-

cluir que, em coordenadas cartesianas, a expressao vira:

Py 0 O,
pu— 2-
922 T oy + 9.2 + k%) =0 (2.85)

O método de separacao de variaveis é uma das hipoteses tentativa de resolver

X (z)Y (y)Z(z), a Equagao (2.85]) vem:

este tipo de equagoes. Assumindo ¢(z,y, 2)
YZdQ—X—l—XZdQ—Y—l—XYCF—Z—i—kzXYZ*O (2.86)
dx? dy? dz? N '

A partir daqui separa-se as variaveis uma a uma. Para exemplificar, come-
cando por X (x), vem:

1 d’X a2y 1d*Z
el -2 __-2Z (2.87)
X dz? dy? 7 dz?

Repara-se que, na Equagao (2.87), do lado esquerdo s6 existe dependéncia
de z e do lado direito das restantes variaveis, y e z. Dado que, (z,y, z) sdo varidveis

independentes, ambos os termos da equacao terao de ser iguais a uma constante,
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Capitulo 2. Sistemas de Coordenadas

"constante de separacao". No presente caso vai-se chamar —[?, de tal forma que:

- Y dy? 7 dz?

1 d®X 1d?Y 1d*Z

- 12 B - ——= 2.88

X dx? ( )
Progressivamente vao-se introduzindo novas constantes de separacao até

que, no final, fica-se com a seguinte equacao:

4+ m?+n® = k? (2.89)

Em que:

IS
[
b
|
|
—
no

<9
3
N

2 (2.90)

=¥
[
I

|
3

N[= <= =
QU Q.
N""Nw S

I

|

3

[N

Consequentemente, a Equacao (2.91]) sera uma possivel solugao da Equacao

de Helmholtz.
wl,m,n(xa Y, Z) = Xl(m)YTTL(y)Zn(Z) (291)

Isto significa que, para cada termo (I, m,n), haverd uma possivel solugao
¢l,m,n(x> Y, Z)'

Para além disso, a Equacao de Helmholtz é linear e homogénea. Por conse-
guinte, a soma algébrica de varias solugoes ¢ .. (z,y, z), com diferentes valores de

(I,m,n) continua a ser uma solucao, de tal modo que:
\I/(:E,y,z) = Z al,m,n¢(m7yvz) (292)

lym,n

De notar que os coeficientes a; ,, , sao constantes e como existe liberdade na

sua escolha, esses coeficientes vao sempre ser escolhidos de modo a que a Equacgao

(2.92) satisfaca as condigbes fronteira de um problema em especifico.

Por forma a comprovar e exemplificar a linearidade da Equacao vai resolver-

se o Exercicio 2.6.1, em baixo, de (Arfken, [1985).
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(VQ + kQ)[a’lwl(x7 Y, Z) + a2¢2(% Y, Z)] =
T R o -
=\ 92 + a2 + 022 [a1t)1 + agthe] + k7 aryy + agiba] =

Paryy | Paryy | Paghy | Pagthy | Pagthy  Paxthy 2 _
 Oa? + Oy? + 022 + 0x? + 0y? + 0722 TRyt Rragy; =

P 0y 0y 1y 1y Pty
~ Mg o 0y? o 0722 0x? a2 0y? a2 022
o 8277/11 821,01 82'¢1 2 62¢2 82¢2 82¢2 2 _
_a1<3x2+8y2+3z2 + k%1 | + az ax2+8y2+822 + ks | =

= a1 (VQ + k2>w1 + &Q(Vz + k2>¢2

+ alkal “+ ag

Operadores Lineares

A Equacao de Helmholtz pode ser escrita, considerando V24,2 um operador

diferencial, da seguinte forma:

(V2+ k=0 (2.93)

Recordando as propriedades de linearidade, este operador é linear como se

viu atras, uma vez que:

(2.94)

(V2 + B2) (1 +1bo) = (V2 4+ E2) 4 (V2 + k),
(V2 + k) (ay)) = a(V? + k?) = a(V? + k)Y

Generalizando, um operador diferencial . sera linear quando:

{ﬂm) =02 () 295

L(hr+92) = L) + L (1)

Juntando as duas propriedades vem:

Z(ar + bipz) = aL2pr + b Ly (2.96)

Em suma, como se queria provar, a partir do momento em que V2 + k? é

linear, o somatoério em V(z,y, z) pode ser decomposto em | X m X n termos, em
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que, nao s6 cada um desses termos, mas também a sua soma, satisfaz a Equacao de
Helmholtz.

Equacao de Helmholtz em Coordenadas Cilindricas e Esféricas

Nesta primeira fase estudou-se a Equacao de Helmholtz e a nocao de ope-
rador linear para o caso das coordenadas cartesianas. Passando agora aos restantes
sistemas de coordenadas que se tém vindo a estudar, cilindricas e esféricas, o pro-

cedimento de separacao de variaveis vai ser bastante semelhante.

Comecando pelo caso das coordenadas cilindricas, a Equacao de Helmholtz

nesta base, vem:

10 10% 0
V2Y(p, ¢, 2) + K (p, ¢, 2) = lpap (p) + andjf + a%] + k=0 (2.97)

Com efeito, o desenvolvimento terd, ao inicio, a seguinte forma:

—— | p— —— 4+ P~ + E*P®Z =0 2.98
p dp \" dp (2.98)

@zi dP %thb d*Z
02 d¢? dz2

A semelhanca das coordenadas cartesianas vai proceder-se a separagao pro-

gressiva de varidveis, em que ¥(p, ¢, 2) = P(p)®(¢)Z(z). A primeira serd —I? =

2 .
—%%, na medida em que:

ez dd(dP) | 1
Z dz2  pPdp

2
pdfp + %W +k (299)

Do lado esquerdo s6 existe dependéncia de z e do lado direito de p e ¢.

. 2 .
Continuando este processo, assume-se —é% = m? e, por fim, redefenindo n? como

n? = k2 + [2, fica no final, a famosa equacao diferencial de Bessel:
d ([ dP 5 o 9

— | p—— — P=0 2.100
pdp<pdp>+(np m”) (2.100)

Logo, com base nos resultados anteriores, uma solugao possivel para a Equa-

cao de Helmholtz é, com n? = k? + [, em coordenadas cilindricas:

Cbm,n(p? ¢, z) = Pm,n(p)(bm(qb)zn(z) (2.101)
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Ou, generalizando e obedecendo sempre as condigoes fronteira do problema

em questao:

= tmn = Prn(p) @ Zn(2) (2.102)

Quanto as coordenadas esféricas é tudo muito semelhante. A Equacao de

Helmholtz tomaré a seguinte forma:

Vi(r,0,¢) + kzi/}(r 0,0) =

2 2.103
- r2slz'n<9 [ neai < Z¢> "o (8 68w> i 18] TRy =0 | |

90 0 n0 5¢?

Tentando a habitual solucao, a separagao de varidveis, com (r,0,¢) =
R(r)O(0)®(¢), vem:

1 d ([ ,dR 1 d de 1 d*®
— ey DT a— 2.104
Rr2dr <r ) * Or2sing Or2sind df <sm d@) * Dr2sin20 do? ( )

Procedendo como nos casos anteriores, aqui comega-se por definir a primeira

constante de separacio —m? = é%' Apébs desenvolvimento, fica:
1d{ ,dR 9 -1 d do m?
—— k* = — 0— — 2.1
Rdr < dr) T Gsing do ( sin d&) sin% (2.105)

Vao-se igualar ambos os termos da expressao a constante de separagao @),
obtendo:

57,17,96% (82719%) - 57'”29@ + Q@ =0 (2 106)
Fir (1) + PR G =0

Sao agora 3 equacoes diferenciais ordindrias, tal como nos casos anteriores,

cuja resolucao da origem a possivel solugao mais geral:

W (r,0,¢) = QZ aQmBQ(r)Ogm(0) V() (2.107)

A titulo de exemplo, podemos mostrar como chegar a equacao de Helmholtz

a partir da equacgao de onda. Consideremos a equacao de onda na seguinte forma:

Y

¥ Vi) =0 (2.108)
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Esta é uma das formas mais vulgares da equacao de onda e que, na verdade,
ainda vamos voltar a ver no Capitulo 4. Podemos entao escrever a equacao de onda

de tal forma que a fungao ¥(7,t) fique em evidéncia:

vz—ia—2 Y(Ft) =0 (2.109)
2 Ot2 v '
Se assumirmos entao que a nossa funcao v é separavel, dizemos que:
Y(7t) = X (F)Y (1) (2.110)
Aplicando esta nova igualdade a equacao de onda, vem:

VX 1 d%Y
X~ — 2y 42 (2.111)

Assim ja temos o que é pretendido numa separagao de variaveis, que é o facto de

cada lado depender apenas de uma variavel. Neste caso, temos o lado esquerdo a
depender unicamente de 7 e o lado direito a depender de t. Agora igualam-se ambos

os lados a uma constante qualquer, ficando:

VX

—b? 2.112
== (2.112)
1 a2y )

Se mudarmos agora a forma da primeira das equagOes anteriores e ficamos com a

equacao de Helmholtz, como queriamos demontrar:

VX + 02X =0 (2.114)
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Capitulo 3
Analise Tensorial e Curvatura

Os sistemas de coordenadas e todo o calculo vetorial inerente, estudados
no Capitulo [2| funcionam como pilar de suporte ao tema mais abrangente que sera
abordado agora, a andlise tensorial. Na verdade, é fundamental entender os dife-
rentes tipos de coordenadas, a forma como caraterizam um vetor, que apesar de
invariante, é descrito de modo diferente por coordenadas diferentes, entender que
as superficies geradas por coordenadas curvilineas gerais podem nao ser ortogonais
entre si e acima de tudo, perceber o conceito de tensor métrico e da sua capacidade

de calcular deslocamentos em qualquer espaco, definido por quaisquer coordenadas.

O tensor métrico é s6 um exemplo entre a pandplia de tensores que existem
e que podem ser estudados. Cada tensor tem carateristicas diferentes e funcionali-
dades distintas no mundo da fisica, sendo que neste trabalho se irdao estudar os casos
de particular interesse para o estudo em questao. A realidade é que, o contacto com
tensores é frequente em toda a andlise vetorial sem que se tenha nocao disso, na
medida em que os proprios vetores sao casos de tensores simples, ou até mesmo um

escalar, um simples niimero, representa o caso mais simples de um tensor.

Nesse sentido, inicialmente, entenda-se o tensor como um "objeto'de ca-
rater mais geral e completo, munido de varias componentes passiveis de sofrerem
transformacoes, de acordo com os diferentes tipos de coordenadas e espacos. Esses
espagos deixam agora de ser planos como sempre idealizamos e passam a poder ser
curvos representando outros tipos de realidades. Em suma, é precisamente esse o in-
tuito deste estudo, possuir os meios necessarios para'imaginar'e descrever qualquer
tipo de espago ou variedade, ampliando assim de forma consideravel, o espectro de
campos da fisica que se podem estudar e conhecer melhor, porque a realidade da
fisica muitas vezes nao é aquilo a que se esta habituado e pode tornar-se realmente

complexo e abstrato. Um exemplo disso é o conceito de espago-tempo, na Teoria
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da Relatividade, que revoluciona drasticamente as habituais intuigoes sobre como

funciona o tempo e os eventos no quotidiano e no universo.

E importante referir que este desenvolvimento tem como suporte, tanto a
nivel teérico como pratico, as demonstragoes de Collier (Collier, [2012)) e por con-
seguinte, é normal encontrar algumas algumas "pontes'de ligacdo a Relatividade
Especial e Geral, dado esta constituir um dos mais importantes exemplos de apli-
cacao da andlise tensorial e da geometria diferencial. Nesse sentido, também serviu
de base a abordagem a relatividade, feita por Taylor e Wheelerﬂ no seu livroﬂ de
introdugao a relatividade especial (Taylor & Wheeler, 1992).

3.1 Conceito Matematico de Espaco

A melhor forma de se pensar num espaco é, de facto, pensar no que o préprio
nome indica, nada mais complicado que isso. E um dominio onde ocorrem todo o
tipo de fenémenos e eventos que se possam imaginar. A grande novidade é que estes

espacos podem também ser curvos e consequentemente, mais dificeis de analisar.

O espaco que interessa caraterizar, habitualmente denominado na lingua
inglesa por "manifold", é entdo um espaco suavemente curvado, que localmente,
a nivel infinitesimal, se considera plano e portanto pode ser reduzido ao espaco
plano euclidiano, ou de 1\/[ink0wski|f_"r]7 em relatividade especial (Collier, 2012). Sem
ter que chegar imediatamente aos casos de maiores dimensoes, é simples de pensar
nesta ideia de curvatura localmente plana em casos do quotidiano bem triviais.
Imagine-se um circulo (1D) ou uma superficie esférica de raio constante (2D). Faca-
se esse circulo ou toda a superficie grande o suficiente e um "pedaco'infinitesimal
sera considerado plano. Aumentando as dimensoes consecutivamente, chega-se, por
exemplo, ao espago-tempo (4D) da relatividade especial e verifica-se o mesmo. Com
efeito, um qualquer espago é n-dimensional, dado que cada ponto desse espago pode

ser descrito por n coordenadas.

O exemplo do espaco-tempo, ainda que requeira um maior esfor¢co para
perceber por ser mais abstrato, nao deixa de ser intuitivo. Na perspetiva relativista,

espaco e tempo deixam de ser duas entidades e passam a formar uma tnica entidade,

! John Archibald Wheeler (1911-2008), fisico teérico norte-americano e um dos tltimos colabo-
radores de Albert Einstein e o primeiro americano envolvido no desenvolvimento teérico da bomba
atomica.

2Taylor e Wheeler, Spacetime Physics: Introduction to Special Relativity (1992).

3Hermann Minkowski (1864-1909), matematico alemdo que foi professor de Albert Einstein e
introduziu o conceito de espago-tempo. Foi também o responsavel pela interpretagao geométrica
da relatividade especial, dando génese ao conceito de espago de Minkowski.
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o espaco-tempo (Taylor & Wheeler, [1992). O espago-tempo define totalmente o
universo em que vivemos e descarta todo o consenso vulgar de que o tempo é uma
propriedade absoluta da vida. Ao invés disso, a percecao dos eventos universais
tem um limite natural inerente, a velocidade da luz. E apesar de a velocidade da
luz ser invariante, o percurso percorrido pela luz pode nao ser uma linha direita,
porque o espaco-tempo é afetado pela gravidade da matéria e pela energia, ou seja,
¢ curvado e moldado. No entanto, se se restringir o estudo a um espaco de tal
maneira profundo, longe da interacao de matéria ou energia, ou entao se se analisar
elementos infinitesimais do espaco, localmente pode reduzir-se o problema ao espaco

de Minkowski, plano e a 4 dimensoes.

O essencial é perceber que, tanto nos casos mais simples como nos mais
complexos, num espago munido de curvatura uma qualquer particula deixara de se
mover numa linha "direita'e passard a mover-se naquilo a que se chama, uma geo-
désica. Mais a frente sera aprimorado este conceito, mas para ja é importante ficar
com a ideia de que representa o caminho mais curto entre dois pontos num espaco
curvo n dimensional. Por exemplo, uma superficie esférica tem como geodésicas
os seus circulos maximos e no espago-tempo a luz para "contornar'as deformagoes
causadas no espago-tempo descrevera igualmente uma geodésica. Através da Figura
B.1] é possivel imaginar como se comporta o espago-tempo quando moldado pela

gravidade da matéria.

FicurA 3.1: Interagdo da matéria no Espaco-Tempo. Figura reti-
rada do website Wikimedia Common% 8 de abril de 2020.

3.2 Espacos de Riemann e Conceito de Métrica

Os espagos curvos que se vao estudar sao mais vulgarmente chamados de
espacos de Riemannﬂe para um espago ser deste tipo deve corresponder a requisitos

COIMo:

4Website Wikimedia Commons:  https://commons.wikimedia.org/wiki/File:One-sided__
spacetime curvatures.png
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e Ser diferenciavel;

e Possuir um tensor métrico capaz de medir a distancia entre dois pontos vi-
zinhos, tensor este que é simétrico e varia consoante a curvatura do espaco

numa determinada regiao;

Ja tinha sido visto no capitulo anterior que é através da métrica que se
definem distancias ou separagoes infinitesimais entre pontos no espacgo, portanto
nao ¢ de admirar que também os espacos curvos necessitem da métrica para serem
entendidos. A métrica define completamente a curvatura de um espacgo. Deste
modo, se se pretende informacao de um espago em particular, recorre-se ao tensor

métrico desse espago.

O termo distancia remete rapidamente a um outro termo muito importante,
jé falado nos capitulos anteriores, o elemento de linha. Num espaco de Riemann n-
dimensional esse elemento de linha, onde g;; representa o tensor métrico e dz* e da?

representam os diferenciais das coordenadas, vem:

ds* = gijda’dx’ (3.1)

v

E de notar que a representacio das coordenadas por ' tem exatamente o
mesmo significado que a representagio ¢; do Capitulo [2, ou seja, sdo coordenadas
gerais. Simplesmente, neste campo da fisica, é mais habitual usar a notacao nova.
O ntmero de dimensoes define o nimero de valores que os indices ¢, 7 podem tomar.
A funcao do tensor métrico g;;, como se pode ver, é determinar os coeficientes de um
elemento de linha num determinado espaco, pelo que cada espaco tera coeficientes
diferentes, isto é, uma métrica diferente, derivado da sua natureza. O exemplo
mais simples é, como se sabe, o elemento de linha 3D do espaco euclidiano, em
coordenadas cartesianas, na Equagao .

ds* = da® + dy* + dz? (3.2)

Ora, neste caso, para descobrir a métrica nao ha nada mais simples que

olhar para os coeficientes atras de cada elemento infinitesimal em z,y, z. Logo, o

®Bernhard Riemann (1826-1866), matemético alemdo com um contributo notével em vérias
areas da matemaética, nomeadamente a geometria diferencial, um dos principais pilares da teoria
da relatividade.
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tensor métrico sera:

(3.3)

o O =
o = O
_ o O

Outros exemplos de métricas ja foram sido mostrados ao longo do capitulo
anterior devido a abordagem de diferentes sistemas de coordenadas, como as es-
féricas e as cilindricas. Um outro exemplo para reiterar o facto de que a métrica
integra realmente outros casos mais complexos, ¢ o elemento de linha no espaco de

Minkowski, em relatividade especial:

ds® = *dt* — da® — dy* — d2* (3.4)

Facilmente se percebe que o processo é exatamente idéntico e o tensor mé-

trico sera:

0
~1
» (3.5)

0
0 0 -1

o O O =

E crucial entender que se percebe automaticamente que se estd num espago
plano, nos exemplos acima, visto que os coeficientes (componentes do tensor) sao +1.
Contudo, podem existir tensores de componentes muito complicadas que definem na
mesma um espaco plano. O que vai descodificar absolutamente se o espago é curvo ou
plano é o tensor da curvatura de Riemann, que serd visto mais a frente. Com efeito,
o tensor métrico e o da curvatura sao, de facto, diferentes, pelo que é importante nao
confundir. O critério rigoroso para se determinar se um espaco ¢ plano é o tensor

da curvatura de Riemann ser igual a zero. De um modo mais geral:

e Se o tensor de Riemann for zero para todos os pontos, o espaco é definitiva-

mente plano;

e Basta o tensor de Riemann nao ser nulo num dos pontos e o espago é curvo

na vizinhancga desse ponto, que o inclui;

Para se definir curvatura é preciso antes ter nocao do que é realmente a
curvatura e que tipos de curvatura se podem imaginar. O estudo da curvatura
em geral conduziu ao avanco representado pela passagem do conceito de curvatura

extrinseca, tipicamente superficies curvas bidimensionais no espaco 3D, ao conceito
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de curvatura intrinseca, para dominios de dimensoes superiores a 3. De certa forma

pode dizer-se que a curvatura é:

e Extrinseca: E quando se observa a curvatura de algo em relagao a um espago
externo de maior dimensao, como uma esfera em cima de uma mesa, visto no

nosso espaco 3D;

e Intrinseca: E quando se pretende analisar um espago por si proprio sem ne-

nhum outro espaco de referéncia, de maior dimensao;

De certa forma, o objetivo é aferir se o espaco em si é realmente curvo, ou
se apenas € curvo visto de fora, em relacdo a outro espaco. No primeiro caso, o
estudo da curvatura é direto através da métrica e da matematica. Entender estes
conceitos é simples, na medida em que recorrendo a exemplos familiares e bésicos,

nao é necessario um pensamento de todo abstrato.

Se se pensar num cilindro de papel colocado numa mesa, é certo que possui
curvatura extrinseca. No entanto, intrinsecamente ¢ plano, pois a soma dos angulos
internos de um tridngulo desenhado na sua superficie é 180°. Parece dificil pensar
se de facto isto é verdadeiro, mas desenrolando o cilindro, ¢ um facto que se reduz
a uma simples folha de papel e assim ja fica trivial entender o valor da soma dos

angulos internos.

Por outro lado, uma esfera por mais que a primeira vista pareca ter propri-
edades semelhantes, nao tem. A esfera pousada na mesa, tal como o cilindro, tem
curvatura extrinseca, vista de fora, mas também tem curvatura intrinseca. Numa
esfera nunca sera possivel desenrolar o objeto e ficar com uma folha de papel, nem
sequer se consegue construir uma esfera com uma folha de papel, ou seja, a soma dos
angulos internos de um tridngulo numa esfera nunca vai dar 180°, vai ser superior.
De facto, a esfera é um exemplo de um objeto no qual deixa de ser verdadeira a

geometria euclidiana e passam a ser verdadeiras as seguintes afirmacoes:
e Duas geodésicas distintas intersetam-se exatamente duas vezes;
e Nao existem paralelas;

e Angulos internos de um tridngulo numa superficie esférica (Ver Figura |3.2)

somam sempre mais que 180°;

E verdade que, numa primeira fase, seja mais dificil assimilar estes conceitos,
mas com o auxilio da exemplificagdo com situagoes do quotidiano vai deixando de
ser abstrato. Outro exemplo, para além dos enunciados em cima, sao as linhas de

longitude. Estas linhas parecem paralelas entre si, mas nao sao, intersetam-se nos
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polos do nosso planeta. E também devido a este fendémeno de curvatura que as

viagens planeadas na terra a grandes distancias sao, na verdade, geodésicas.

Figura 3.2: Triangulo na superficie esférica. Figura retirada do
website Wikimedia Common&ﬂa 9 de abril de 2020.

Com todos os instrumentos necessarios, pode-se agora dar um exemplo com-
pleto da caraterizacao de um espago curvo bastante simples e conhecido de tras, a
superficie esférica. No espaco euclidiano 3D, um elemento de linha, em coordenadas

esféricas, vem:

ds® = dr® + r2d6? + r’sin*0d¢? (3.6)

Aplicando um raio R constante, o termo dr, como seu diferencial, passa
obviamente a ser nulo e por conseguinte, fica uma superficie esférica 2D de elemento

de linha na Equacao (3.7) e raio R.

ds* = R*d6? + R*sin*0d¢* (3.7)
Evidentemente o tensor métrico sera:

(g ges\ (R 0
[9i] = (gw o6 d)) = ( 0 Rlein? 9) (3.8)

Naturalmente a métrica inversa sera a matriz inversa, com o seguinte aspeto:

-0 ) 59

R25sin? 0

SWebsite Wikimedia Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Spherical
triangle _on_ sphere with_angles a_b_c.png
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3.3 Geometria Diferencial - Escalares, Vetores e

Tensores

A geometria diferencial é o ramo da matematica que funciona como pilar ao
estudo dos espacos e por sua vez, dos objetos que interagem com esses espacos. Nesse
sentido, é essencial dominar o calculo tensorial e isso implica perceber o que sao, na
verdade tensores, desde os mais simples aos mais complexos. Ao longo de toda a
matematica basica que se vai aprendendo, ja hé contacto com tensores sem que se dé
por isso, neste caso os tensores mais simples que se conhecem. Verdadeiramente, para

o proposito deste trabalho, devem conhecer-se bem os seguintes objetos matematicos:
e [Escalares;
e Vetores contra-variantes ou simplesmente vetores;
e Vetores co-variantes ou co-vetores;
e Tensores mais gerais;

Como é possivel constatar, vetores e escalares ja sdo vulgares na matematica
elementar e, de facto, nao passam de tensores mais simples. Quanto aos vetores,
também é possivel perceber que agora é importante distinguir dois tipos diferentes,
os vetores contra-variantes e os co-variantes. No decorrer desta seccao ficarda bem
mais evidente o que significa cada um deles. Para ja, é importante saber a diferenca
a nivel da representacao e da ligagdo que isso tem com o conceito mais abrangente
de tensor, que também ficard mais claro a frente. Assim sendo, um vetor contra-
variante representa-se com um indice superior V¢ e um co-variante com um indice
inferior V,,. Estes vetores possuem sempre apenas um indice, ao contrario do tensor

que podera tomar iniimeros indices.

Ja é habito relacionar os vetores com sistemas de coordenadas, porque estes
apesar de invariantes, podem ser descritos de forma diferente com coordenadas di-
ferentes. A esses vetores estao sempre associados versores, que correspondem a base
em que se esta a trabalhar, sendo que cada versor representa a direcao de uma de-
terminada componente. Nas coordenadas cartesianas é sempre mais facil trabalhar
pelo simples facto de que esses versores sao sempre constantes na sua direcao, isto é,
independentemente do ponto em que se estd no espago, os versores sao sempre cos-
tantes. Em sistemas mais elaborados, isso nao se verifica, os versores, na realidade,
vao alterar a sua direcdo consoante o ponto no espaco, ou seja, a sua base altera

com os valores que as coordenadas tomam, como na relatividade geral por exemplo
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(ou mesmo em espagos euclidianos, se usarmos coordenadas curvilineas), em que os
vetores nao sao linhas "direitas'entre dois pontos. Cada vetor esta localizado num
unico ponto no espago-tempo, ou melhor, cada ponto no espaco-tempo é por si s6

um espaco vetorial, munido de varios vetores.

Ora, anteriormente ja se tinha dado a entender que os vetores contra-
variantes e co-variantes nao sao a mesma coisa. Efetivamente sao representagoes
diferentes do mesmo objeto geométrico num dado ponto do espaco, na medida em
que o espaco vetorial se divide em espacgo tangencial, constituido por vetores contra-
variantes, e espaco co-tangencial, constituido por vetores co-variantes. Imaginando
uma curva parametrizada, pensar no vetor contra-variante é pensar no vetor tan-
gente a essa curva, ao passo que o vetor co-variante é o gradiente de um campo
escalar. Sucintamente, vetores contra-variantes e co-variantes definem um espaco
vetorial e mais a frente serda possivel perceber que um tensor tem componentes

contra-variantes e co-variantes, dando origem ao tensores mais complexos.

O foco principal do Capitulo |2 foi de certa forma perceber que no cal-
culo tensorial, em que existem sistemas de coordenadas mais complexos e iniimeras
transformacoes e mudancgas de base, passa-se a usar o termo coordenadas curvilineas
(ortogonais ou nao). De agora em diante essas coordenadas representar-se-ao por
x' com o indice i a variar de acordo com as dimensdes em que se estd a resolver
o problema, tal como ja tinha sido referido. Por exemplo, se se quiser represen-
tar as antigas coordenadas cartesianas ter-se-a (z', 2% 23) = (x,v, 2), ou seja, trés

dimensoes, trés coordenadas.

Um dos requisitos para classificar um espago como espac¢o de Riemann é o
facto de ser diferenciavel. Esse requisito é realmente abrangente e imperativo, dado
que as sucessivas transformagoes que se podem fazer entre tensores e coordenadas
acontecem devido a diferenciacao. Em bases coordenadas, bases que alteram com
as coordenadas, os versores contra-variantes e co-variantes vao por isso, sofrer di-
ferenciacao. O calculo diferencial é como se fosse a base estrutural do estudo de

curvatura.

Nao é novidade que um vetor geral se representa pela soma dos produtos das
suas componentes pelos versores associados a cada dire¢ao. Logo, os vetores contra-
variantes e co-variantes nao fogem a regra. Vetores contra-variantes, habitualmente

representados por uma seta em cima, ficam:

V=V, (3.10)
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Os co-variantes, representados por um til em cima, ficam:

V=V,e” (3.11)

Desde ja note-se que um um vetor de componente contra-variante tem versor
co-variante e vice-versa e para além disso, assume-se sempre uma soma implicita
sobre o numero de dimensotes do espaco, o chamado somatério de Einstein. A
linearidade que existe entre vetores contra-variantes e co-variantes permite que a
atuacao de um no outro produza um escalar, dado que a relagdo entre versores

contra-variantes e co-variantes é dada por:

e“(ep) = 03 (3.12)

O delta de Kronecker ja é bem conhecido e diz, neste caso, que se os indices
a e [ forem iguais dd um e se forem diferentes da zero. Devido a essa proprie-
dade, comprova-se que se um vetor contra-variante atuar num co-variante resulta

um escalar:

PV = P,VPe%es = P,V?35 = P,V = RV  + PIV1+ PV2+ PV?  (3.13)

Obviamente, a expressao acima é um somatério que resultara num escalar.
Esta operagao é uma das varias propriedades que vao ser estudadas, mais a frente,
dos tensores e generaliza para qualquer n° de dimensoes o habitual produto interno
entre vetores. O exemplo anterior também é til para perceber a nova notagao ja
mencionada atras que torna implicito o somatoério. Com efeito, indices superiores e

indices inferiores iguais uns aos outros subentende-se que devam ser somados.

3.3.1 Definicao de Tensores e Propriedades de transforma-
cao

Os escalares sao simplesmente nimeros, como ja era habitual, e sabe-se

agora que nao passam de tensores, na forma mais simples possivel. A seguir, serd

definido o conceito de alguns tipos de tensores, assim como definidas as respetivas

propriedades de transformagao de todos estes objetos e perceber logo a partida que

escalares nao se transformam com a transformacao de coordenadas. Essas coorde-

nadas entram na funcao escalar e podem ser de varios tipos, mas o resultado final,

o escalar, nao se altera.
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Escalares

Uma qualquer funcao F' escalar pode ser representada em termos de coorde-
nadas de qualquer tipo, basta que se saiba recorrer devidamente as transformagoes
entre sistemas de coordenadas. De facto, a partir do momento que se tem os valores
das coordenadas, substituindo-os na fun¢ao, obtém-se o esperado, um niimero. Esses
numeros ou escalares podem ser varios tipos de quantidades no nosso quotidiano, a

temperatura ou a pressao de um quarto, por exemplo.

Seja entao a pressao numa area confinada arbitaria expressa em funcao de
coordenadas cartesianas x, ¥y, z. Se se quiser transformar em coordenadas esféricas, a
relagdo ja é conhecida e é dada por (z = rsinfcosg,y = rsinfsing, z = rcosf). O in-
verso é possivel também, escrever as coordenadas esféricas em funcao das cartesianas.
Por conseguinte as funcoes escalares, independentemente do tipo de coordenadas,
sao iguais:

P(z,y,z) = P(r,0,¢) (3.14)

Concluindo, as coordenadas transformam-se, porque em diversas situagoes
é melhor usar um sistema de coordenadas em detrimento de outro para simplificar,

mas os escalares sao invariantes, nunca transformam.

Vetores contra-variantes

As componentes contra-variantes de um vetor identificam-se, tal como ja
foi visto, por indices superiores e o que se pretende fazer é transformar um sistema
de coordenadas antigo num novo. Considerando entdo as antigas coordenadas z°
e as novas x’o‘, notagoes estas que serao bastante frequentes daqui para a frente.
As novas componentes V'@ transformam em relacdo as velhas componentes V? da

seguinte forma:

/

/ ox “

Ve = Wvﬁ (3.15)

Um exemplo de vetor contra-variante é o vetor tangente a uma curva pa-
rametrizada, logo, escolhendo por exemplo o tempo ¢ como parametro, pensar na
variacao da posicao de uma particula em movimento em fungao desse tempo é pensar
num vetor tangente, a velocidade, objeto de estudo vulgar na fisica. Essa tangente
resulta da derivagao das varias coordenadas em funcao de ¢, tendo assim como com-

ponentes:
dv dy dz\ dr

p_ [ &r ay daz) _ ar
v dt’ dt’ dt dt

(3.16)
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Se agora se quiser expressar esse vetor velocidade em coordenadas esféricas,

basta recorrer a Equacgao {D Por exemplo, para a primeira componente % vira:

dr 87‘% 87“@ 87“%

&t or ot oyt Tozor (3.17)

As proximas componentes seriam calculadas com o mesmo método. Os

termos ‘?3“”7; dao origem a matriz de transformacao na Equacao (3.18), 3D, que

aplicada ao vetor contra-variante original, resulta no vetor contra-variante novo.

amlo 8m’0 3:1:/0

"o 0z0 Ozl Ox2
O S o A o (3 18)
OB ozY ox! Oz2 :

8I’2 81/2 8x/2
Oz0 Oxl Ox2

. . . . !
Chame-se M a esta matriz acima para simplificar. As componentes novas de V' ¢,

que sera uma matriz coluna, serao:

$/0 370
Ve=|a"|=M|2! (3.19)
1},2 x2

Um vetor contra-variante pode portanto (nao quer dizer que seja sempre)
ser o vetor tangente a uma curva parametrizada, como no exemplo demonstrado. O
parametro pode ser diferente em muitos casos. Por exemplo, no espago-tempo da
relatividade, uma particula a mover-se descreve uma curva e a sua velocidade ¢ um
vetor tangente, isto é, é a derivada da sua quadri-posi¢ao nesse caso, em fun¢ao do

seu tempo préprio, tempo de um relégio imaginario que se move com a particula.

Vetores co-variantes

Os co-variantes com indice inferior transformam igualmente através de de-
rivadas parciais, s6 que neste caso a fracao tem a posicao das derivadas trocada na
fracdo. A representacao de componentes antigas e novas, assim como as coordena-
das, é exatamente a mesma, a exce¢ao do indice que nas componentes co-variantes

é inferior. Logo, as novas componentes transformam em relacao as velhas assim:

V/ axﬁ

=——V 3.20
= Vs (320)
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Passando a exemplificar. Anteriormente foi dito que os vetores co-variantes
podem ser gradientes de campos escalares e, na verdade, o gradiente é o caso mais
simples. No geral, qualquer vetor em componentes contra-variantes pode ser re-
expresso em componentes co-variantes ou vice versa, através do tensor métrico.
Considerando o campo escalar 1, o seu gradiente vem:

oY oY oY

— (&8 9 oY 21
vy Ox’ Oy’ 0z (3.21)

O gradiente anterior naturalmente também tem componentes esféricas, que
podem ser expressas em funcao das cartesianas. Trata-se do processo de transforma-
¢ao de vetores co-variantes que resulta nas componentes 9v 9¢ 9v) - Recorrendo

ar’ 90 9

N ~ 0 »
entao a Equacao l} a nova componente 6—% por exemplo, sera:

QY wox  dy oz

_ o oy i 22
or  Oxdr Oy or * 0z Or (3.22)

As restantes componentes sao calculadas da mesma forma e como se vera

zP
By/a

matriz de transformacao na equacao que multiplicada pelo vetor co-variante original

mais tarde, os termos que contém as derivadas das coordenadas representam a

resulta no vetor co-variante nas novas coordenadas. Repare-se que, devido ao facto
dos termos que geram a matriz transformagdo nos vetores contra-variantes e co-

variantes serem a mesma fragdo, mas invertida, também as matrizes vao ser inversas.

9z% 9z 920

900 82T a7
8-1'6 8:]611 1 1
— = Bml 8:):/ Bx/ (3 2 3)
6?./ «a oz’ oz’ 02’2

Ox? Ox? Ox2
Ox'0 Ox'1 ox'2

Voltando a repetir o processo de chamar a matriz acima M para simplifica-

~ / ’ . . ~
¢ao, as novas componentes de V' % que serd uma matriz linha, serao:

Ve = (yo y? yQ) =M (xo xt x2> (3.24)

Tensores

Finalmente, depois de conhecer casos de tensores mais simples, chega-se ao
conceito de tensor propriamente dito, ampliando o conhecimento com tensores mais
complexos. Antes de mais, é necessario relembrar que em todo o estudo de tensores

reside o principio da co-variancia geral, que diz que no processo de transformagao
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de coordenadas diferenciaveis, assume-se uma invariancia na forma das equagoes
tensoriais em si, em qualquer um dos sistemas de coordenadas, ou seja, no que toca
aos tensores, se a equacao de um tensor é verdadeira num sistema de coordenadas,
¢ verdadeira em todos os sistemas de coordenadas (Collier, 2012). As propriedades

de transformacao de componentes de tensores sao independentes da base.

No final de contas, o que serda entao um tensor? O conceito de tensor é,
de certa forma, abstrato e pode ser descrito de diversas formas. Um tensor é um
objeto matemético poderoso que contém um conjunto de componentes, que no caso
nao trivial mais simples serd um vetor, representavel por matrizes multidimensio-
nais, consoante a ordem do tensor e o nimero de dimensoes do espaco onde operam,
que se transformam entre diferentes possiveis sistemas de coordenadas desse espaco
segundo as transformagoes sofridas pelas proprias coordenadas. Esse conjunto de
componentes compreende todos os vetores e versores que contribuem para a diregao
e magnitude de um objeto nesse espaco, por exemplo, uma for¢a. A grande vanta-
gem do uso de tensores na expressao de relagoes fisicas é a garantia da manutencao
da forma dessas relagoes, ainda que entre sistemas de coordenadas gerais curvilineas
nao-ortogonais e com qualquer movimento relativo, mesmo acelerado. Esta proprie-
dade é aproveitavel no contexto da Acustica Submarina para lidar com situagoes em
que a propagacao do som ocorre quer em agua em repouso, quer em agua em mo-
vimento mais ou menos complicado, como sera mais realista considerar. O processo
de transformacao de tensores, a semelhanca dos simples vetores, faz-se através de
derivadas parciais. Contudo como os tensores sao construidos com escalares, vetores
ou até outros tensores diferentes, o nimero de componentes sera muito maior e a

andlise muito mais dificil e complicada de imaginar no espaco.
A classificacdo de um tensor é feita da seguinte forma:
e Ordem consoante o nimero de indices;
e Tipo (n,m) de acordo com o niimero de indices superiores n e inferiores m;

A fim de se perceber melhor, serao agora mostrados alguns exemplos de
tensores, onde em (m,n), m é o n° de indices superiores (contra-variantes) e n
¢ o n° de indices inferiores (co-variantes), nomeadamente aqueles que ja é habito

aparecerem na matematica corrente "disfarcados".
e Escalar: Tensor de ordem 0 e tipo (0,0) que representa um simples niimero;
e Vetor contra-variante V7: Tensor de ordem 1 e tipo (1,0);

e Vetor co-variante V,,: Tensor de ordem 1 e tipo (0,1);
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e Tensor T: Tensor de ordem 2 e tipo (1, 1);
e Tensor TP Tensor de ordem 2 e tipo (2,0);
e Tensor T27:Tensor de ordem 3 e tipo (2, 1)

Os escalares representam ntimeros simples. O tensor tipo (1,0) representa

uma matriz coluna, de n dimensoes, neste caso trés:

b (3.25)

O tensor tipo (0, 1) representa uma matriz linha, de n dimensoes, neste caso
trés:

(d e f) (3.26)

Os tensores anteriores podem ser multiplicados dando origem a um tensor
de ordem 2 que pode ser representado por uma matriz 3 X 3 neste caso que se estd

em 3D:

ad ae af
bd be bf (3.27)
cd ce cf

Consecutivamente, a medida que se aumenta a ordem do tensor e as dimen-
soes, comeca a ficar dificil de visualizar o tensor devido a quantidade de componen-
tes. Pensa-se simplesmente numa matriz multidimensional que contempla produtos
entre todo o tipo de objetos que se estudaram, escalares, vetores e mesmo outros

tensores.

Antes de se avancar para a transformacao de tensores, é importante menci-
onar um pormenor interessante relativamente ao produto interno entre vetores. Na
verdade, as componentes g;; do tensor métrico sao definidas pelo produto interno

entre versores de um dado sistema de coordenadas:

gij = €5 €; (3.28)

Desta forma, quando se fala do produto interno entre dois vetores, na rea-

lidade esse produto interno é dado por:
A-B=g,;A'B =1A'B' + 1A4°B* + 14°B? (3.29)
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Dai, o elemento de linha de um espago n-dimensional ser a Equagao ({3.1).
Aproveitando este exemplo, deve recordar-se que, no caso mais geral, g;; tem com-

ponentes, nao da matriz identidade, mas gerais:

g1 gi12 913
921 Gg22 g23
g31 932 933

3.4 Transformacao de Tensores

Recordando os conhecimentos que se tém consolidado nas sec¢oes anteriores,
é certo que um tensor pode resultar da multiplicacao de varios objetos, como vetores
contra-variantes e co-variantes, escalares ou até mesmo outros tensores, ou seja, um
tensor mais complicado, é fruto da contribuicdo conjunta de tensores mais simples.

Por exemplo, veja-se como é que "nasce'o seguinte tensor:

T = FPW A, (3.30)

No lugar do tensor Tf)‘ podia estar outro qualquer tensor, com indices
diferentes, resultante do produto entre vetores diferentes. Ora, considerando entao
o exemplo dado na Equacao , ja é sabido como é que se transformam os
vetores contra-variantes e co-variantes da expressao através das Equacoes e
(13.20) respetivamente. Assumindo, por exemplo, que os objetos transformados sao
F'e, W'ee A; e sabendo que o tensor Tf’\ é resultado do produto das componentes
originais desses vetores, a transformacao do tensor serd, intuitivamente, dada pela
multiplicacdo das componentes dos vetores contra-variantes e co-variantes originais
pelas equagoes de transformacao:

e oxr' @ ox'c "

BN ae
T =T

8 A
= s g E WA, (3.31)

Desta forma, no caso geral, um tensor de ordem contra-variante m e ordem
co-variante n, tem componentes que se transformam da seguinte maneira:
or'M o't Hp'hm OBt P2 OrPr

T2 e ViV2..Um
Talag...an - 8331’1 6,%’1’2 agj’/m X ax/o‘l 833'/0‘2“'833/0‘” X T/3152/3n (332)

60



3.5. Propriedades Algébricas de Tensores

3.5 Propriedades Algébricas de Tensores

Percebido o contexto em que se usam os tensores e a sua grande utilidade,
importa agora entender como se procede a sua manipulagao. A semelhanca de muitos
outros "objetos"da matematica, os tensores obedecem a regras algébricas tais como
a multiplicacao, por um escalar, a adi¢gao ou subtragao, a multiplicagao. Para além
desses, os tensores podem também sofrer contracio, propriedade importantissima
no estudo de tensores. Deste modo, passando a descrever tais regras, os tensores

podem estar sujeitos a:
e Multiplicacao por um escalar originando um tensor diferente: T3 = aX,3

e Adicdo e subtragao de dois tensores que forma um tensor diferente: T§ =
5+ B3
e Multiplicacao tensorial que resulta num novo tensor de maior rank ou ordem:
TP = A3 BPCn

e Contracao de um tensor que faz o contrario que a multiplicacdo, faz descer o
rank ou ordem do tensor, por estar a multiplicar este por um tensor com um

indice igual mas na posigao contraria, em cima ou em baixo: T, = A,,B*

Efetivamente, a contracao é uma propriedade fundamental que estara pre-
sente na grande maioria dos problemas e que acaba sempre por reduzir a comple-
xidade do tensor, dado que indices iguais em posi¢Oes opostas pressupoe sempre
um somatorio, ou seja, vao ser somados e reduzidos a ntmeros, pelo que simpli-
ficam o tensor. O caso maximo de contracao serd obviamente contrair um vetor

contra-variante com um co-variante e ficar com um escalar.

S = A,B" (3.33)

E ainda possivel a dupla contracao para zero quando se contrai um vetor si-
métrico com um anti-simétrico. Seja o tensor simétrico A, e o tensor anti-simétrico
SH vem:

A, 5" =0 (3.34)
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Também se podem obter vetores contra-variantes através de co-variantes e

vice-versa recorrendo ao tensor métrico e ao seu inverso.

T; = g;;T"

o (3.35)
TV = giT,

Mais uma vez, pode usar-se o Delta de Kronecker como tensor para resumir

a relacao que permite obter os resultados anteriores.

97 gk = 0}, (3.36)

Segue-se um exemplo prético, em (Collier, 2012), demonstrativo de algumas
das propriedades anteriores, em que se tem, em coordenadas esféricas, um vetor
contra-variante A = (1,7,0) e um co-variante B, = (0, —r?, cos*d). O objetivo
é passar da componente contra-variante do primeiro para a sua co-variante e o
contréario para o segundo vetor. Isso vai ser possivel através da métrica e da métrica

imversa.

Para converter o vetor co-variante no vetor contra-variante usar-se-4 a mé-
trica inversa:
a ab
B = qg Bb

Seguidamente para fazer o contrario, converter o vetor contra-variante num

co-variante usar-se-4 a métrica:

Aa - gabAb

Em coordenadas esféricas a métrica é:

1 0 0
0 0 7r%sin30
E a métrica inversa:
1 0 0
g =10 L o0
0 0 r2sin26
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Entao, componente a componente, para obter o co-variante A, vem A, =
g Ar = (1)(1) = 1, Ag = gpe A0 = (r2(r) =13, Ay = gssA® = (r?sin?6(0) = 0, pelo
que:
A, = (1,7°,0)

Para obter o contra-variante B® o processo é exatamente o mesmo e vem,

no final:
cot? 6

72

B = (0,-1,

3.6 Curvatura e Tensor da Curvatura de Riemann

Finalmente, ap6s introduzida a analise tensorial e as capacidades matema-
ticas que os tensores fornecem, chega o conceito e definicdo propriamente dita de
curvatura, assim como os instrumentos que dao a garantia de que se esta perante
uma situagao de espaco curvo ou nao. De facto, a métrica permite definir a curva-
tura do espaco, caraterizar deslocamentos infinitesimais no espago, mas antes disso
é preciso assegurar que o espaco ¢ realmente curvo. E aqui que entra o tensor da

curvatura de Riemann, como se vai ver.

Para isso, é fundamental que tenha ficado bem assente o que é um espago
de Riemann e que os conceitos aprendidos ao longo do capitulo tenham ficado de
tal forma consolidados, que sejam possiveis de imaginar. Um espago de Riemann,
como o espago-tempo (na verdade é pseudo-Riemanniano porque admite ds? < 0, o
que nao acontece num espaco de Riemann rigoroso), nao é de todo facil de imaginar,
talvez seja até impossivel para o ser humano tal imaginacao, pelo que existem sim-
plesmente ideias resultantes da conceptualizacao e da tentativa de criar algo proximo
a realidade. Contudo, podem inventar-se formas mais simples de descrever um es-
paco de Riemann. Pensando numa superficie suave, capaz de ser diferenciavel, mas
que seja mais ou menos curva, para que seja possivel "sentir'a curvatura e envolvendo
essa superficie com duas linhas de coordenadas de cores diferentes é tudo o que se
precisa para imaginar um espaco de Riemann. Se uma dessas linhas representar um
sistema de coordenadas, a outra representa um sistema de coordenadas diferente.
Por ser um espaco de Riemann, associa-se um tensor métrico a qualquer ponto na
superficie do espago, isto é, cria-se um campo tensorial que gera um tensor para cada
ponto do espaco, sendo que a métrica define a separacao infinitesimal entre pontos
vizinhos. E fundamental perceber que pelo espaco nao ser plano, os coeficientes do
tensor métrico e a representacao das suas componentes vao variar de ponto para

ponto, ou seja, nao sdo constantes. Contudo, o interessante é que em cada ponto
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deste espago vai ser possivel ter um vetor contra-variante e outro co-variante numa
das linhas de coordenadas, com determinadas coordenadas, e através das transfor-
macoes vistas passar para as coordenadas da outra linha de coordenadas. Esta &
a vantagem principal de definir a geometria de um espa¢o em coordenadas gerais,
nas quais se podem definir equagoes tensoriais verdadeiras em qualquer sistema de
coordenadas (principio da co-varidncia geral), embora as componentes dos tenso-
res variem, e que podem primeiro garantir que o espago ¢ curvo, como se vai ver
com o tensor de Riemann, e posteriormente medir quantidades fisicas com o tensor

métrico, por exemplo.

O tensor métrico ja foi estudado, resta agora nesta secgao explorar o tensor
da curvatura de Riemann, outro tensor importantissimo em diversos campos da
fisica e que abriu caminho para varias ferramentas como as Equacoes de Campo
de Einstein, ou o Tensor de Ricci que resulta do de Riemann, por contragao. Na
relatividade geral, por exemplo, onde ja se analisa o espaco-tempo curvo devido a
influéncia de matéria e energia, é fundamental ter um tensor que seja capaz de dizer

se o espago ¢ efetivamente curvo ou nao.

3.6.1 Curvatura

A fim de perceber os espacos curvos que tém vindo a ser introduzidos e

saber definir qualquer curvatura, é fulcral assentar dois conceitos:

e Geodésica: Utilizada para calcular o movimento de particulas num espago de

Riemann, corresponde nesse espago ao caminho mais curto entre dois pontos;

e Tensor da Curvatura de Riemann: Mede rigorosamente a curvatura de

um dado espaco;

Regressando a métrica, a métrica é também importante para adquirir outro
instrumento decisivo no estudo de curvatura, os coeficientes de conexao I' entre
pontos no espago, que permitem comparar vetores nesses dois pontos. Em suma,
com a métrica chega-se aos coeficientes de conexao e com estes em posse, torna-se

possivel relacionar tudo no espaco.

3.6.2 Coeficientes de Conexao

Nesta fase, a diferenciagao é, do mesmo modo, importantissima. Este pro-
cesso nao parece complicado a partida, no entanto, é preciso ter em conta que os
versores no espago curvo nao sao constantes, logo, diferenciar um vetor ou tensor no

espaco curvo deixa de ser trivial.
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No espaco plano, em coordenadas cartesianas, sofrem diferenciacao apenas
as componentes do tensor (incluindo vetores). J& no espago curvo geral, os versores
contra-variantes e co-variantes variam no espaco, como se sabe, sao versores coorde-
nados, isto é, definem-se em termos das derivadas das coordenadas. Por conseguinte,
diferenciar um tensor implica diferenciar nao s6 as componentes, mas também os
versores. De facto, diferenciar versores é uma novidade e s6 é possivel através dos

coeficientes de conexao.

Imagine-se o vetor contra-variante V = V%, de coordenadas z”, A regra

da derivada do produto diz que:
97— 95 +Vi— (3.37)

Uma vez que os vetores de base também variardo e portanto, é de notar
que, realmente, todos os termos sofrem diferenciacdo na Equacao (3.37)), tanto as
componentes como os versores do V.0 que se tem em cima sao derivadas parciais
que representam a taxa de variagao dessa componente e desse versor em funcao das
coordenadas 2. No caso particular dos versores passa-se a representar da seguinte

forma (por exemplo, para um espago 4D):

(;Z‘; =T)sey =Togeo+ T ger +hzes + T2 ges (3.38)

O que é que diz entdo cada coeficiente de conexao? E uma notacio nova e
muito 1til. Em cada termo I') 5 subentende-se a taxa de variacdo das componentes
de e, em funcdo das coordenadas z?, na direcdo do versor ey. Obviamente estes
indices para cada caso vao tomar os valores das coordenadas respetivas ao sistema
em que se estiver a trabalhar. A esséncia é perceber como funciona o mecanismo
do coeficiente, que é identificar a variagdo de uma dada componente, em funcao de
uma dada coordenada, na direcdo de um dado versor. Veja-se um exemplo pratico

a seguir para consolidar melhor este novo conceito.

O objetivo deste exemplo ¢é calcular os coeficientes de conexao, Fék no modo
geral, para um espago euclidiano 2D, em coordenadas polares. Ora, pelo enunciado
do problema, sabe-se desde logo que as coordenadas que vao ocupar o lugar dos
indices serao r e 0, por se estar a trabalhar em coordenadas polares. Entao, em

primeiro lugar, expressa-se as coordenadas cartesianas em funcao das polares:

x = rcosb;y = rsinf
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Neste caso considera-se o versor co-variante, logo a transformagao dos ver-

sores sera dada pela Equacao (3.20), sendo que a transformagdo de um versor vira:

’ 8:65

Co = gpa?

J4a se sabe que indices repetidos em cima e em baixo somam-se, logo:

e, =%e, + gi{ e, = costle; + sinfle,
ey = %ew + ggey = —rsinfe, + TCOS@Gy

Estao definidos os versores nas coordenadas polares em funcao da base car-
tesiana. Importa agora aplicar o conceito que se aprendeu nesta secgao, a derivagao
dos proprios tensores em funcao das duas coordenadas do sistema, obtendo-se o
seguinte:

e,
=0

oer __ _ o 1
57 = —sinfe, + cosfe, = ~eq

deg _ oz - . _1
52 = —sinfle, —rsinfle, = ~eg

Oeg __ . . _
%9 = —rcosbfe, —rsin be, = —re,

Agora estao explicitas todas as derivadas parciais necessarias e com um
formato simples de perceber. Basta agora passar esse formato para o formato dos

coeficientes de conexao intuitivamente, ficando:

F?"O:Fzr:%
bo = —T
o =L =0
Fg’f’: g?":O
r%, =0

No exemplo acima o raciocinio foi baseado no conhecimento a priori da
relacdo entre as coordenadas cartesianas e polares. Ha, contudo, um método mais
expedito para o calculo dos coeficientes de conexao, que parte da métrica de um

certo espago. Sendo assim, tendo a métrica disponivel, os coeficientes de conexao
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podem ser calculados da seguinte forma:

i _ 1 (09 N Aga  Ogjk

ri, == .
ik 29 oxi  Oxk  Ox!

(3.39)

Segue-se um exemplo pratico, em (Collier, [2012), desta alternativa mais util
para calcular coeficientes de conexao. Desta vez, pretende-se calcular os coeficientes

de conexao Fj-k para um espaco 2D euclidiano, mas em coordenadas cartesianas.

Partindo do principio fundamental desta equagao para calcular coeficientes
de conexao, atenta-se primeiro a métrica em questao, que por ser o espacgo euclidiano

em coordenadas cartesianas, tem como elemento de linha 2D:

ds® = dz? + dy2

Este exemplo é o mais simples possivel, dado que a métrica e a métrica

inversa sao idénticas:

9] = [97] = Y
0 1
Por se tratar de uma métrica euclidiana em coordenadas cartesianas, em
que as componentes da métrica sao simplesmente constantes, as derivadas parciais
irdo dar zero obviamente pelo que todos os coeficientes de conexao serao nulos, uma
vez que na Equacgao existe sempre a multiplicagdo por termos que incluem
essas derivadas parciais das componentes da métrica. Contudo, se as coordenadas
fossem polares isto ja nao se verificava, porque em coordenadas polares, mesmo num
espaco euclidiano, os versores da base nao sao constantes como nas coordenadas car-
tesianas. Consequentemente se o espaco for nao-euclidiano, ndo ha nenhum sistema
de coordenadas que possa ter todos os coeficientes de conexao nulos, particularidade
dos espacos de Riemann com curvatura. No euclidiano ha pelo menos um sistema

de coordenadas que consegue que todos os coeficientes sejam nulos, o cartesiano.

3.7 Diferenciacao co-variante

Em primeiro lugar, é necesséario clarificar que o termo co-variante na di-
ferenciacdo nao provém dos conceitos co-variante e contra-variante que ja foram

estudados, ndo ha nenhuma relacao. A palavra co-variante tem diversos significados
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e neste caso a diferenciagao é co-variante no sentido em que a derivada de um tensor

da outro tensor, "co-varia'a equacao, isto ¢, mantém a validade da mesma.

Com efeito, com o conceito de diferenciacao de um versor ja adquirido,
regressa-se agora a diferenciagdo total de um vetor contra-variante V = V%, dada
pela Equagao (3.37)). Se nessa equagdo se substituir o novo termo correspondente a

derivada do versor com o coeficiente de conexao, fica:

ov oV«

W = Wea + VaF2567 (340)

Trocando os indices repetidos que subentendem um somatorio em « e em
7, neste caso vy, por «, fica-se com a expressao (com a soma implicita em «, pelo
facto do indice estar em cima e em baixo) em fungao dos versores e,, que fica em
evidéncia:
v [ove

- = T
528 — \ 9P + VT, | eq (3.41)

As componentes de 57‘/5 sao entao dadas por:

ove
5 VTS (3.42)

7

A expressao acima é conhecida como a derivada co-variante, nesse caso de

um vetor contra-variante, e ¢ denotada por VgV<*:

ove
ViV =5 + VTS (3.43)

No caso da derivada co-variante de um vetor co-variante vem:

oVa

Repare-se que os casos vistos anteriormente sao os casos simples dos vetores.
Logo, no caso dos tensores de maior ordem a expressao ird ter mais termos e o crescer

desses termos segue um padrao, de tal modo que:
e Fazer a derivada parcial do tensor;
e Por cada indice superior somar I'Jg;

e Por cada indice inferior, subtrair I') 4;
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Exemplificando, a derivada co-variantes do tensor X} é:

vxu = 0%

Xorh, — XHTe 3.45
v a!L‘ﬂ + v af ( )

a*vp

Para outros tipos de tensores, basta seguir as regras e fica intuitivo de

encontrar as derivadas co-variantes.

3.8 Transporte Paralelo de Vetores

O transporte paralelo de vetores constitui-se como vital no dominio da ideia
de curvatura. Num espaco intrinsecamente plano, ao se transpor um vetor ao longo
de um circuito fechado, observar-se-4 que este ird terminar o percurso paralelo ao
vetor inicial, ou seja, como o espaco é plano, ao percorrer um caminho, um vetor
mantém sempre as suas carateristicas, é sempre igual ao original, porque o espaco

assim o permite.

O mesmo fenémeno nao se pode observar em espacos curvos. Nesses espagos,
o vetor transportado vai mudar de dire¢ao ao longo do espago. Nunca se consegue
que durante o transporte os vetores, inicial e final, fiquem paralelos, por mais que se
tente, porque a natureza do espago acaba sempre por influenciar a diregao do vetor,

mesmo que em deslocamentos infinitesimais isso seja possivel.

A superficie esférica, como espago de Riemann, permite observar o trans-
porte paralelo de um vetor num espaco curvo através de um circuito fechado arbi-

trario tragado na sua superficie , como se pode ver na Figura 3.3

Como se pode constatar pela imagem, de facto, o vetor termina o seu circuito
com direcao bastante diferente da inicial. Assim, para entender nao s6 visualmente,
mas também matematicamente o transporte paralelo do vetor, deve recordar-se o

conceito de curva parametrizada e o respetivo vetor tangente.

Seja A o parametro dessa curva. O vetor tangente terd componentes gerais,

em 3D:
da? dz® dxt dx?

p_ G [far dr dxm
v dA d\" d\ d\

(3.46)

Nesta fase vao comparar-se dois vetores, para depois mais a frente dizer
que o objetivo é que estes sejam o mais idénticos possiveis. Logo inicialmente, este
vetor tangente passar-se-a a denominar U. Considera-se entao esse mesmo vetor o

—

vetor tangente a uma uma curva em pontos sucessivos e V' um vetor que se tenta
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FicurA 3.3: Transporte Paralelo de um Vetor num Espaco Curvo.
Figura retirada do website Wikimedia Commons[}a 14 de abril de
2020.

transportar paralelamente ao longo da curva em pontos também sucessivos. Na

Figura ¢ possivel ver o vetor U a azul e o vetor V' a vermelho.

FicuraA 3.4: Transporte Paralelo de um Vetor V numa Curva de
Vetor Tangente U

—

Agora imagine-se que se quer transportar entdo o vetor V' o mais parale-
lamente possivel ao longo da curva parametrizada, como é suposto. Nesse caso, ¢
certo que o vetor terd de manter sempre as suas carateristicas, ou seja, nao pode
variar nem em magnitude nem em direcao durante o percurso. A tunica forma de

se manter um vetor sempre constante é garantir que a sua derivada, ou seja, a sua

"Website ~Wikimedia ~Commons: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Parallel
transport.png
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3.8. Transporte Paralelo de Vetores

taxa de variacao ao longo do parametro, seja nula. Logo:

av 4
=0 (3.47)

Antes de igualar a zero, é necessario diferenciar o vetor e por se tratar de um
vetor em espago curvo, recorre-se a Equacao (3.37)), na qual se deriva a componente
do vetor e o versor. A coordenada geral z? é agora substituida por um parametro
A, visto ser em ordem a esse parametro que se vai derivar o vetor 1% (dado ser o que

nos transporta ao longo da curva). Portanto:

de®
d\

v dave

a—id)\ ea—l—V

(3.48)

E de notar que as derivadas passaram a ser ordinarias e nao parciais, natu-
ralmente pelo facto do vetor V' ser s6 funcao de A, ao longo do percurso desta curva.
Com efeito, é preciso ter em conta a funcao composta subentendida e derivar nesse

pressuposto. Comegando pela derivada do versor vira:

de, Oe, dzP

= A4
dA 0xB d\ (3.49)
O termo g% pode ser substituido pelo coeficiente de conexao e fica-se com:
dV _ dVa da?
—— = ——eq+ VI ,— 3.50
ax  dx et ey S (3:50)

Tal como se fez na Equagao (3.41]) troca-se os indices « por vy com o propé-

sito colocar o versor e, em evidéncia:

B} X ,
av <dV da )ea (3.51)

o Uan TV e

A expressao entre paréntesis é a componente da derivada do vetor V, a
qual se chama derivada absoluta e é precisamente essa componente que tem de

ser nula se queremos impor o "deslocamento paralelo’. Quando se trata de uma

derivada absoluta a notacao passa a ser %. A derivada composta afeta também

a componente de 17, logo, nao esquecer que:
dve B AV dxP
d\  dzf d)

(3.52)
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No final tem-se:

DVe  daf dve A’ dve dzf
- yore Y Y yvpa 4T
N L T W LI )

(3.53)

Igualando a Equacao 1’ a zero, define-se o transporte paralelo de V ao

longo de uma curva de vetor tangente U.

3.9 Geodésicas

A definig¢ao de geodésica, como caminho mais curto possivel entre dois pon-
tos num espago curvo, nao ¢ novidade. Numa superficie esférica, por exemplo, este
caminho nao serd uma qualquer linha, mas sim um arco de curva de uma linha

equatorial que passe pelos dois pontos.

Tendo em conta os conceitos vistos anteriormente de vetor tangente e trans-
porte paralelo de vetores ao longo de uma curva, conclui-se que ao imaginar uma
geodésica tenciona-se que o vetor tangente seja sempre o mais paralelo possivel ao
anterior e assim sucessivamente. Resumidamente, procura-se que os dois vetores di-
ferentes sejam agora apenas um, isto é, para que um arco de curva seja de facto uma
geodésica, o vetor tangente tem de ser igual ao vetor transportado paralelamente,
ou seja, definimos uma geodésica como sendo a curva, entre dois pontos dados, ao
longo da qual o vetor tangente no ponto inicial sofre um transporte paralelo ao longo
do seu percurso, até ao ponto final.

B dz®

= e 54
U= =V (3.54)

Substituindo U na Equacao 1) anterior, agora com coordenadas x®, e

igualando a zero, fica, com V7 = %:
DU*  dU* da”
= — ’YFO& - =
oy Trhegy e
DU _ d (da") | L defde?
dx  di\ d) AN A\

DU _ da  p, difdat
d\  d)\? AN d\
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A expressao final do desenvolvimento anterior é a equacao que define a

geodésica, que pode ser escrita de duas formas:

d*z® ra dzf dxv 0 355
e gy T (3.55)

Estando subentendido os somatoérios em v e em 3. Ja se sabe do inicio deste
capitulo que o nimero de dimensoes em que se trabalha determina os valore que
podem tomar os indices e para provar que a equacao de facto funciona, vai-se de
seguida dar o exemplo de uma geodésica numa superficie esférica. As geodésicas nas
superficies esféricas s6 podem ser os seus circulos maximos como a linha do equador
ou os meridianos, no caso do planeta Terra. Por conseguinte, parte desses circulos
maximos também sao geodésicas, porque representam na mesma o caminho mais

curto.

Seja entao, por exemplo, um troco de um meridiano, numa esfera hipotética
de raio unitdrio, compreendido entre a linha do equador (¢ = 7,6 = 0) e o polo
norte (§ = 0,¢ = 0). As coordenadas esféricas para duas dimensoes serao 6 e ¢,
valores que os indices podem tomar. Para se verificar as condi¢oes deste arco de
meridiano na Equagao primeiro é necessario obter os coeficientes de conexao

para esta superficie, que sao todos nulos a excepcao de:

1 899 E)g 0 E)g
0 06 ¢ ¢ o
I Z ( + —

a 2g or® ox® ox?

1 400 1
= ——geaﬂ =——x1x2sinfcosf) = —sinfcosb

2 ox? 2

1 096p . 090y 094 L 450940
F?¢=Fﬁe=¢¢< " _ _ L 669900 _

29 oz ox¢®  Ox¢ 29 ox?
1 1 0
:fXWXQSiHQCOSQZC?S = cotd
2  sin“f sin

Para (i = 60,5 = ¢,k = ¢), vem:

20, dopde A0 do\’
W + F¢¢aa = W — SanCOSQ d7>\ = 0
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Para (i = ¢,j = 0,k = ¢), usando agora letras latinas para os indices, vem:

d*¢ do de dpdfd  d*¢ cost df df
R ek A i ) i
D2 TN T I D CsinfdhdA
No inicio do desenvolvimento o coeficiente de conexao gerou dois termos
devido ao somatério subentendido dos indices, ja referido varias vezes ao longo do
capitulo. Agora o arco de meridiano tem de ser parametrizado e usamos o angulo

¢ como esse parametro, § = A, ficando 0 < A < 7 e ¢ = 0. Deste modo, @ —

X
2 . . ~
% = % = % = 0 pelo que tanto o lado esquerdo como o direito das equagoes

e
anteriores sao iguais a zero, ou seja, as condi¢oes impostas por um arco de meridiano
tornam a equacao da geodésica verdadeira. Logo, qualquer por¢ao de um meridiano

ou da linha do equador ou de um circulo maximo é, no geral, uma geodésica.

Uma boa experiéncia, para se confirmar o que acontece com circulos meno-
res, ¢ trocar as condi¢Oes impostas as coordenadas e fazer com as condigoes de um
circulo que nao seja maximo, um circulo que esteja a meio caminho entre o equador
e os poblos, por exemplo, neste caso substituindo as condigoes, para os valores de 6 e
¢ que definem esse circulo, na equagao, verificar-se-a que os dois lados nao vao ser

nulos, nao se tratando assim de uma geodésica.

E por esta razio que, no mundo real, se usam geodésicas para tragar o rumo
de uma grande navegacao ocednica ou aérea. De certa forma, ao se percorrer uma
distancia tao vasta do globo, é impossivel evitar a curvatura do espaco e por essa
razao, encontrar a melhor geodésica que se aproxime do percurso que se quer fazer

¢ sempre a solugao.

3.10 Tensor da Curvatura de Riemann

Ainda que se tente, num espaco curvo, ao transportar um vetor desloca-
mento infintesimal a deslocamento infinitesimal, num percurso fechado, nunca se
consegue que o vetor final seja igual ao inicial, é um facto. Portanto, vai-se antes
usar a variagao que o vetor teve ao longo do transporte, para a medir a curvatura do
espaco. Ou seja, o grau de variacao que o vetor sofre tem relagdo com a curvatura.
A grandeza que resulta por medir essa curvatura é o tensor de Riemann. Toda a
informagao sobre a curvatura de um espago esta neste tensor e basta que este ten-
sor nao seja nulo num ponto (e também nao serd nulo na sua vizinhanga, ja que o
espago é diferenciavel), o espago passa automaticamente a ser curvo. Se for zero na

vizinhanga de algum ponto, nessa vizinhanga em particular o espago ¢é plano.
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3.10. Tensor da Curvatura de Riemann

O tensor da curvatura de Riemann Rl é dado, com somatério subenten-

dido, por:
orl,. ori.
l ik 7, ml m1l

O tensor de Riemann é uma mistura de varias derivadas e coeficientes de
conexao, pelo que obviamente vai gerar inimeras componentes, o que torna a visu-
alizacao complicada. Contudo, goza de algumas propriedades que podem ajudar a

simplificar, como:
e Assim como os coeficientes de conexao, o tensor de Riemann deriva da métrica;

e Os indices 1, 7, k, [, m representa as coordenadas de um espago n-dimensional,
logo tomam os valores das coordenadas do espago em questao, x, y, 2 por exem-

plo;

e Com a aplicacao do tensor métrico, contrai-se o tensor e um dos indices desce:
_ I
Rpiji = gniRiji;

7.

e Devido as simetrias Rﬁjk = —Rl-kj e Ryijk = Rjkni = —Rhikj; = —Rinji, conse-

gue reduzir-se o nimero de componentes, que com o aumentar das dimensoes
fica enorme. Por exemplo, as componentes correspondem sempre a n* com n
dimensdes (porque para cada dimensao ha sempre 4 combinagoes que o tensor
pode tomar, uma vez que vamos variando cada indice e atribuindo as coor-
denadas possiveis, consoante a dimensao). Devido as simetrias, o nimero de
componentes independentes desce e ficam apenas, por exemplo,uma em 2D,

seis componentes em 3D e vinte em 4D;

e Os ultimos dois termos tém indices iguais em posi¢oes opostas que serao so-

mados em todos os seus valores possiveis;

A partir do tensor de Riemann, por contracao, pode obter-se o tensor de
Ricci e seguidamente o escalar de Ricci, que sao tuteis sobretudo na Relatividade

Geral, mas aqui nao sao necessarios.
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Capitulo 4

Propagacido do Som na Agua -
Perspetiva Classica e Perspetiva

Tensorial

4.1 Enquadramento Teodrico

O enquadramento teodrico, pode dizer-se, que ja foi sendo construido ao
longo dos capitulos anteriores. De certa forma, foram, gradualmente, estabelecidos
os meios e instrumentos necessarios que explicam e sustentam as teorias e metodo-
logias que irao ser expostas nesta fase. Inicialmente foi revista a teoria de ondas,
na sua forma mais basica e de seguida, foram introduzidos conceitos basilares na es-
truturacao da teoria alternativa que se pretende defender, a da aplicacao da analise

tensorial.

Portanto, apds dedugao da equacao de onda mais vulgar, a 1D, no Capitulo
[, pretende-se agora fazer a passagem para o meio de interesse neste trabalho, a
agua, que ¢ nada mais nada menos que um fluido. Recorrendo, primeiro, aos mé-
todos classicos de estudo da acustica e principalmente da aproximacao geométrica,
vai-se, com base em referéncias como os livro{] de Landau e Lifshitz, (Landau &
Lifshitz, |1987), e o ja referenciado de Kinsler, (Lawrence et al.,|1982), deduzir nova-
mente a equacao de onda, mas neste caso, da onda actistica num fluido, a 3D e mais
importante ainda, a equagao dos raios acusticos. Para um melhor entendimento de
algumas das demonstragoes matematicas que vao sendo feitas ao longo das diversas
secgoes, nomeadamente ao nivel da deducao e simplificacao das equagoes da me-
canica dos fluidos e da sua interligacdo com os métodos de geometria diferencial a

partir do operador diferencial de 2° ordem, deve consultar-se o Apéndice A, onde

Landau e Lifshitz, Fluid Mechanics : Volume 6 (Course of Theoretical Physics) (1987).
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se encontram os procedimentos de uma forma mais detalhada. Por forma a mostrar
o enquadramento de tais teorias, em casos praticos, preferenciais nos tltimos tem-
pos, ao nivel dos estudos e projetos cientificos, sera feita uma referéncia a algumas

metodologias existentes e adotadas, concebidas a partir de conceitos classicos.

Em contraste a essas metodologias, serd, a seguir, feita a ponte entre a
analise tensorial, inspirada na relatividade, e a acustica submarina, dando lugar
a uma teoria e metodologia pratica diferente, ja estudada outrora, mas que aqui
tera como principal referéncia o trabalho desenvolvido e diga-se, completo, no livrd?
muito recente do autor David Bergman (D. R. Bergman, 2018). Ja em 2005, o
mesmo autor tinha escrito um relatério (D. Bergman, 2005) sobre a aplicagao da
geometria diferencial a actstica submarina, a partir da nocao de desvio da geodésica
dos estudos relativistas. Contudo, no livro mais recente, pode encontrar-se uma

abordagem mais geral e completa.

4.1.1 Teoria Classica de Ondas em Fluidos

Comportamento de um fluido classico

Em primeiro lugar, é necessario descrever as condi¢oes em que se quer o
fluido, neste caso a adgua, para que seja possivel deduzir os resultados que se verao
mais a frente. Consideram-se portanto algumas carateristicas que simplificam o de-
senvolvimento matematico. O objetivo é procurar a linearizacao das varias equagoes,

até a equagao de onda, por forma a ser mais facil encontrar uma possivel solucao.

Antes de mais, todas as consideragbes assentam no pressuposto de que o
meio ¢ continuo, razao pela qual existe propagagao. Pensar num meio continuo é
pensar num elemento de volume com tamanho suficiente, que seja capaz de envolver
um numero enorme de moléculas. Ainda assim, essa amostra de agua nao pode
ser demasiado grande, de modo a que algumas variaveis acusticas deixem de ser
constantes, o que tornaria impossivel partir de algumas assuncoes. Generalizando,
a intencgao é tratar um elemento de volume pequeno como uma entidade que nao se
altera macroscopicamente , apesar de haver movimento de moléculas no seu interior
(Lawrence et al., [1982). Consequentemente, o foco serd analisar os deslocamentos e
velocidades das particulas, derivadas de oscilagoes pequenas, seguidas da propagacao

de ondas actsticas, no meio aquatico.

Considera-se entao o fluido inviscido (viscosidade zero) e todos os processos

adiabaticos, isto é, nao ocorrem trocas de calor entre os elementos do fluido e por

2Bergman, Computational Acoustics: Theory and Implementation (2018)
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conseguinte, a entropia também se mantém constante. Trata-se portanto de um
fluido ideal. Para além disso, o estudo restringe-se as oscila¢des pequenas, ou seja, de
pequena amplitude. A descricao do fluido abrange trés equagoes importantissimas,
que envolvidas, levam a equacao de onda. Sao elas, a equagao de estado, a equagao

da continuidade e a equacao de Euler.

Das Equagoes Classicas da Mecanica dos Fluidos a Equacao de Onda

Linear

A equagao de estado de um fluido esta relacionada com as forgas internas
de restauragao face as deformagoes causadas pela oscilacdo das particulas, dando a
relacao entre a pressao e a densidade. Primeiro é necessario descrever as variagoes
que ocorrem nessas variaveis, devido as perturbacoes associadas a propagacao das
ondas sonoras. A pressdo instantanea p num ponto é entdo dada pela soma da

eventual variacao de pressao p; a pressao constante de equilibrio pyg.

p=Dpo+p (4.1)

[gualmente, a densidade instantanea p é dada por uma soma semelhante.

p=po+p (4.2)

Como ja foi referido, o fluido considera-se ideal. Logo, a equagao de es-
tado relaciona uma pequena variacao de pressao p; com uma pequena variagao de
densidade p; da seguinte forma:

op

= | == 4.3
Y4 9o P1 ( )

S

O indice inferior s na Equacao indica que o fluido é adiabatico. No
que toca a equacao de continuidade, a relagdo que se define é entre o movimento do
fluido e as suas sucessivas compressoes e dilatagoes. Assim, pretende-se relacionar a
velocidade do fluido ¢ com a sua densidade instantanea p. Imagine-se um elemento
de volume dV fixo no espaco, um elemento da dgua, diga-se. Esse elemento serd
atravessado por um outro elemento do fluido se houver movimento e é certo que, a
taxa de massa que flui para dentro desse volume, tem de ser igual a taxa com que a

massa ,dentro do proprio elemento, aumenta. Assumindo que se estd em 3D, tendo
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em conta o influxo de massa em todas as diregoes, o influxo total sera:

— [V (pv)]dV (4.4)

Por sua vez, a taxa de aumento de massa dentro do volume é %dv. Logo,
igualando, tem-se a equacao da continuidade, ainda nao linear:
dp

o TV (p9) =0 (4.5)

Em ultimo lugar deduzir-se-a a equacao de Euler que descreve a forca apli-
cada num elemento segundo a 2° Lei de Newton, F = mda, ou noutra notacao,
d f = ddm. A forca resultante, em todas as diregoes, aplicada num elemento infini-
tesimal, é:

df = —VpdV (4.6)

Quanto a aceleragao, também com todas as componentes e dire¢oes, deri-

vando a velocidade em fun¢ao do tempo e do espago, tem-se:

v
ot

a= + (0-V)U (4.7)
Aplicando os resultados anteriores a 2° Lei de Newton, a equacao de Euler,

nao linear, fica:

—Vp=p l&v + (U~ V)U] (4.8)
ot

Obtidas as trés equagoes que definem a mecanica de um fluido, é necessario
proceder a algumas simplificagoes, dado que as formas apresentadas sdo nao lineares
e é intencao que se tornem lineares, para ser simples encontrar uma solugao possivel.
Como ja se sabe, uma onda sonora é a propaga¢ao de uma oscilagdo num fluido
compressivel, causando neste sucessivas zonas de compressao e rarefacdo. Assumindo
essas oscilagoes pequenas, como foi feito logo a partida, pode concluir-se também que
a velocidade das particulas do fluido v é pequena, bastante inferior a do som, o que
permite simplificar de imediato a equacao de Euler, esquecendo o termo nao linear
U(V - ¥). Também a assungao inicial de que as variagoes de pressdao e densidade sao
igualmente pequenas, face as constantes de equilibrio, permite simplificar a equagao
da continuidade. Com efeito, a equagdo de Euler simplificada vem:

o 1

—+—V:p =0 4.9
8t+p0 D1 (4.9)
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E a equacao da continuidade, simplificada, vem:

8,01 N
it} = 4.1
ot + povv 0 ( 0)

A equacdo de estado, de tras, permite simplificar ainda mais as anteriores,
dado que ainda estdo presentes trés fungoes desconhecidas, v, p; e p;. As duas
ultimas relacionam-se na equacao de estado e passa a escrever-se a equacao da

continuidade do seguinte modo:

Op1 dp .
—_ —_— U= 4.11
ot —|—po (ap[))SV v 0 ( )

No final, com apenas duas func¢oes desconhecidas, U e p;, tém-se todas as
condicoes reunidas para descrever o movimento das particulas de dgua, através da
equacao de onda linear. As duas funcoes anteriores podem ainda ser escritas numa
s0, introduzindo a noc¢ao de potencial de velocidade v = V1), de tal forma que, de
acordo com a equacao de Euler simplificada, a Equacao , se tem:

__
T (4.12)

E importante notar que, por aproximacao e para simplificar, a partir de
agora, como se pode ver ja na expressao anterior, escrever-se-a p, sem o indice

inferior. A equacao de onda linear vem entao:

&Y _

e AV =0 (4.13)

em que a velocidade do som, num fluido que se considere adiabatico, é dada
por:

o) i

Na nova expressao para a equagao de onda, Equacao (4.13]), é facil perceber
que através do gradiente e através da diferenciagao em funcao do tempo, consegue-se
que, tanto todas as componentes da velocidade v, como a pressao p; e a densidade

p1, satisfacam também a mesma equagao de ondas.
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FiGUurA 4.1: Onda plana.

Solucao da Equacao de Onda Plana

Na realidade, as ondas podem ser de varios tipos e bastante complicadas,
mas para analisar e estudar uma solugao para a equagao, imaginar-se-4 uma onda
plana monocromatica. Apesar de ser o caso mais simples de onda que existe,
constitui-se, ainda assim, como um exemplo fundamental para o estudo de feno-
menos ondulatérios, como se vera mais a frente. A onda plana monocromatica
carateriza-se pelo facto das suas frentes de onda, superficies de fase constante, se-
rem sempre paralelas entre si, e portanto, perpendiculares a dire¢do de propagacao
(isto para fluidos em repouso), ao longo de todo o espago e também de ter uma
so0 frequéncia. Na verdade, a fase de cada variavel actstica é constante no plano
perpendicular a direcao de propagacao, dada pelo vetor de onda I;, que é sempre
constante nas ondas planas. Verdadeiramente as ondas nao sao deste tipo e acabam
por ter varias frequéncias, o que complicaria a sua abordagem. Deste modo, apesar
de simples, o caso particular das ondas monocromaticas sera escolhido, mais a frente,
porque é de extrema importancia. Efetivamente, uma onda mais complicada, pode
ser decomposta em varias ondas monocromaticas com diferentes vetores de onda e
frequéncias, ou seja, somando varias ondas harmoénicas de uma sé frequéncia, que
nao passam de simples senos e cossenos, obtém-se a onda original. Este processo
advém da andlise de Fourier, em que normalmente se tem uma onda original e se
procede a sua expansao em varias componentes, monocromaticas ou de Fourier, por

forma a simplificar a analise do problema.

No geral, considera-se uma onda plana quando se pode escolher um tnico

eixo perpendicular as frentes de onda, que sao planas e infinitas, como se pode ver
na Figura [4.1]
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O mais usual, em demonstragoes, é atribuir a esse eixo perpendicular o eixo
dos xz, e todas as varidveis acusticas passam a ser fungoes de uma sé coordenada
espacial, a coordenada x. Deste modo, a corrente é homogénea no plano zy e a

equacao de onda simplifica bastante e fica com o seguinte aspeto.

Zr_ T (4.15)

De facto, na equacao anterior, o potencial de velocidade ¢ passa a ser funcao

espacial exclusivamente de x. Faca-se agora as seguintes mudancas de variavel:

E=x—ct

n=x+ct

Com a aplicagdo dessas variaveis a Equacao (4.15)), o formato da equagao

P _
oné
uma funcao de 7. Integrando de novo, descobre-se que o potencial de velocidade

) . < o
serd algo do tipo 0. Integrando, por exemplo, em funcao de &, fica a%} = F(n),

toma a forma:

Y= fi(x —ct) + fo(x + ct) (4.16)

As funcgoes f; e fy sao arbitarias e podem ser de varios tipos. A existéncia
das duas, uma em que se subtrai ¢t e outra em que se soma, é simples de entender,
é devido ao facto de ser uma descricao total do movimento, no sentido positivo e
negativo do x, neste caso particular em que é esse o eixo que determina a direcao
de propagacao. Qualquer uma das variaveis acusticas, seja a pressao, velocidade
ou densidade, vai-se comportar de acordo com uma funcao deste género e ter um
valor que se repete ao longo do tempo, numa distancia ct da origem espacial. H&,
por isso, um certo padrao de movimento que é "transportado'ao longo da agua, na
direcao de z, a velocidade do som c. E esse o fenémeno que é tradicional chamar de

propagacao de uma onda.

As ondas sonoras, em fluidos, sao longitudinais, ou seja, as particulas vi-
bram a uma velocidade com direcao igual a da propagacao. No caso especifico que
estd a ser analisado, a iinica componente do gradiente da velocidade que nao ¢ nula
¢ a componente v,, pelo que, generalizando, numa onda plana que se propague na
direcao do eixo dos xz, a velocidade do fluido v é dada por v, = g—’f. Demonstra-
¢oes de Landau e Lifshitz (Landau & Lifshitz, 1987) permitem concluir que essa

velocidade, em condigoes de equilibrio de pressao e temperatura, se relaciona com a
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densidade e a pressao da seguinte forma:

B (4.17)

Para além disso, mostram também que a velocidade do som nos liquidos é

YR
c= ’yMTpO (4.18)

Em que, a titulo de curiosidade, Ry é a constante de lei dos gases, 7 o

dada, por:

quociente de calores especificos e 1 0 peso molecular.

Voltando as fungbes que sao solugdo da equacao de onda linear, um dos
casos mais importantes, por ser mais simples e por ser usado, em sistemas lineares,
como base de sintese de Fourier de ondas mais complicadas, sdo as ondas harmonicas,
como ja foi referido. Neste caso, todas as quantidades faladas, as variaveis actsticas,
sao func¢odes harmoénicas ou periddicas do tempo, o que permite que a solucao de onda
seja do tipo sinusoidal, representavel por exponenciais complexas por conveniéncia
matematica. Uma vez que a equacao de onda foi escrita em termos do potencial de

velocidade v, vem a seguinte possibilidade de solucao:
o Re{ Ae[—w@—z)}} (119

Como sabemos, assume-se apenas a parte real da fung¢ao complexa, tal como
¢ mostrado na Equagao . O exemplo dado é ainda considerando uma onda
plana a propagar-se no sentido positivo do eixo dos xz, ou seja, uma funcao do
tipo f(x — ct). Na expressdo, o A é a amplitude complexa, dado que ainda se est4
a representar toda a funcao complexa, de onde se vai retirar apenas a parte real.

Negligencia-se entdao a parte imaginaria e a solu¢ao, vem no final:

1 = Acos (wi —wt + Oz) (4.20)

A é a amplitude da onda e tudo o que esta dentro do cosseno é a chamada
fase da onda, sendo « a fase inicial e w a frequéncia angular. No caso geral, em
que a onda nao se propaga apenas segundo uma coordenada, define-se um vetor
unitario A do vetor k que da a direcdo de propagacao, normal as frentes de onda.
Nos casos mais triviais, incluindo as ondas planas, o versor n genericamente da

sempre a direcdo da propagacao. Contudo, em situacoes extraordinarias, isso pode
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nao acontecer. Esses casos nao sao importantes agora (mas sao importantes quando

hé correntes, por exemplo). O vetor k assume-se:

2
A=""n (4.21)

k=
A

ol &

A magnitude do vetor k é o ntmero de onda, carateristica fundamental
das ondas para cada componente harménica. Como todos os vetores, o vetor onda
decompoe-se em varias componentes, de acordo com as dimensoes que forem consi-
deradas, e portanto:

k= k2 + kg + k.2 (4.22)

Com o vetor onda definido, ja é possivel definir a solugdo de onda final,
que contempla todas as dire¢oes de propagacao possiveis. A solucao de uma onda
harmoénica plana é entao:

¢ = Acos(k - 7 — wt) (4.23)

As frentes de onda, superficies de fase constante, sdo dadas por k - 7 cons-

k ~ . . . " ~ .
%, <, %} sao os cossenos direcionais de k, em relagao a cada um dos eixos

cartesianos.

tante e {

Habitualmente, este tipo de ondas que se tém vindo a estudar, ondas har-
moénicas planas, sdo também chamadas de monocrométicas (nao implica que todas
as ondas planas sejam monocrométicas), derivado do facto de a sua vibracao ser em
torno de uma sé frequéncia. Verdadeiramente as ondas nao sdo deste tipo e acabam
por ter varias frequéncias, o que complicaria a sua abordagem. Deste modo, apesar
de simples, o caso particular das ondas monocromaticas é escolhido porque é de ex-
trema importancia. Efetivamente, uma onda mais complicada, pode ser decomposta
em varias ondas monocromaticas com diferentes vetores de onda e frequéncias, ou
seja, somando varias ondas harmonicas de uma sé frequéncia, que nao passam de
simples senos e cossenos, obtém-se a onda original. Este processo advém da analise
de Fourier, em que normalmente se tem uma onda original e se procede a sua expan-
sdo em varias componentes, monocromaticas ou de Fourier, por forma a simplificar

a analise do problema.

Grupos de Ondas e Velocidade De Grupo

Considere-se agora um grupo de ondas, numa dada regiao do fluido. A
situacao aqui vai ser ligeiramente diferente. Assume-se que as varias ondas tém

frequéncias que nao fogem muito da média que serd wy. Da mesma maneira o
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numero de onda médio serd k. Na realidade, o que se tem é uma sobreposi¢ao
das varias ondas, em que cada onda ¢é puramente monocromatica sinusoidal, com a
forma:

W = eiET—wn) (4.24)

Ja que a expressao anterior é apenas uma das componentes do grupo todo,

resultante da decomposicao de Fourier, a solucao mais geral, para um k médio, sera:

W = RN (4.25)

A expansao da fungdo f(7) como um integral de Fourier contém todas as
componentes monocromaticas e como, tanto a frequéncia como o vetor onda variam
muito pouco em torno de um ntmero médio, pode dizer-se que cada componente

terd, no geral, num dado instante, com frequéncia w(l; + AE), o seguinte aspeto:

by = Aei(E+AE)~F—iw(E+AE)t (4.26)

Por se admitir que a variagao de kewé pequena entre as ondas, Ak é de

tal maneira pequeno que se recorre a aproximagao w(E + A/;) = w4+ (%) Ak e
fica-se com:

Yy, = e FTeDI (T 5E) (4.27)

A funcao f é exatamente a mesma, s que passa a ter em consideragao o

decorrer do tempo, sendo que a distribuicao de amplitude moveu-se a uma distancia

Ow
t ok’
temporal desse vetor, como se vera mais a frente. O conceito de velocidade de grupo

que esta a ser subtraida ao vetor posicao na Equagao 1) dado ser a variacao
¢ também muito referenciado na teoria das ondas, ao nivel da 6tica e da acustica e

é dado, finalmente, para um k médio, por:

U=— (4.28)

Generalizando, esta formula da a velocidade de propagacao de um grupo
de ondas, a partir da dependéncia de w do vetor k. Se a velocidade do som ¢ for
constante, naturalmente U = ¢ = ¢, que é sempre o caso mais simples, tal como
na abordagem por raios, em vez de ondas, no caso em que a propagacao se da por
meras linhas direitas. Contudo, os diversos casos que constituem o mundo fisico real

estao repletos de situacoes, derivadas de varios fenémenos, que nao sao assim tao
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-,

triviais, podendo mesmo ocorrer o caso de que, para uma funcao arbitraria w(k),
a direcdo de propagacao nao seja a mesma que a do vetor onda k. E, sem davida,
complicado pensar nestes casos, mais abstratos, mas deve deixar-se a ressalva, de
que pode acontecer. Um dos casos, relativamente simples, que serve de exemplo para
tais fenomenos é o que sera abordado na préxima seccao. Trata-se de um fluido em
movimento uniforme, em que a sua velocidade certamente ira ter uma contribuicao

na frequéncia, ou seja, € um exemplo de uma dependéncia mais complicada de w em

k.

Propagacao do Som no Meio Aquatico Com Movimento

Nas secgoes anteriores foi explicitada e detalhada a teoria de ondas mais
elementar. Porém, os resultados obtidos resultam de um desenvolvimento sempre
assente no pressuposto de que o fluido, a agua, se considera quase estatico, nao
tem corrente de fundo associada, o que facilita os calculos. Naturalmente que na
realidade, no mar, a propagacao de sons emitidos, naturalmente ou pelo homem, nao
vai ser uma propagacao em aguas praticamente imoveis. Ha sempre fenémenos como
as correntes maritimas, por exemplo, que podem ter grandes velocidades. Nesse
sentido, nesta seccao, pretende-se rever, também com base nos métodos classicos
apresentados na literatura, (Landau & Lifshitz, |1987) por exemplo, as ferramentas
usadas para ampliar um pouco os cenarios a considerar, introduzindo o movimento
no fluido, uma corrente, neste caso. Todavia, os principios tedricos que se seguem
apresentam ainda simplificagoes, na medida em que se restringem a correntes de
velocidade constante, ou seja, s6 podem ser aplicados para estudar a propagacao de
um som, num fluido em movimento uniforme (que raramente é o que acontece no

mar), embora possam ser generalizados para fluidos com velocidades variaveis.

A famosa relacao que tem vindo a ser utilizada, w = ck, apenas é valida
nas condigdes anteriores, isto é, na propagacao de uma onda monocromética num
meio em repouso. Daqui em diante, passa a considerar-se um fluido homogéneo,
mas que se move ao longo do tempo. Neste contexto, é a corrente da agua que
interessa considerar. Seja a velocidade constante dessa corrente a velocidade .
Assume-se entao um sistema de coordenadas fixo K de coordenadas x,y,z e um
outro sistema K’ de coordenadas 2’, 9/, 2’ que se encontra a movimentar a velocidade
u. A partir daqui é tida em conta a perspetiva das transformacoes de coordenadas
de Galileu. O intuito é comparar as medidas, neste caso da frequéncia w, que
diferentes observadores efetuam, quando em movimento relativo um com o outro.
O caso enunciado é simples, é de um eventual observador num sistema K’, em

movimento relativamente a um outro, que se encontra parado com o sistema K .Cada
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um destes representa aquilo a que se chama um referencial inercial. Diz-se que um
referencial é inercial quando, qualquer corpo que esteja em descanso permanecera em
descanso, assim como um corpo que esteja inicialmente em movimento continuara
em movimento uniforme, relativamente a esse referencial. O conceito a reter é que a
percecao do movimento é relativa, depende do referencial em que se estd a observar.
Por exemplo, no referencial, K’ que se encontra em movimento em relacao ao sistema
fixo K, a percecao é de que o fluido esta parado, porque na verdade se "move'com

o referencial.

Importa portanto, através das transformadas de Galileu, saber a relacao
entre os vetores posicdo de cada um dos referenciais. Estando o fluido em des-
canso, para o referencial K’, uma onda monocromatica terd a forma conhecida
Y = aei(E'TLkCt), em que, pela transformada de Galileu, = 7 — t. Visto do refe-
rencial fixo K, a onda tem a forma 1) = aei[’;”t(kﬁg'ﬁ)t]. Dado o coeficiente de t na
expressao anterior, a frequéncia w serda dada pela parte dentro de parénteses. Com
efeito, numa agua em movimento, com corrente de velocidade constante, a frequén-
cia w relaciona-se com o vetor de onda, nao da forma simples que se tem visto, mas
da seguinte forma:

w=ck+i-k (4.29)

A velocidade de propagacao também tera a contribui¢do da corrente, dado
que agora o som é transportado ao longo da corrente com velocidade w, pelo que

passa a ser dada por:

Oow k
— =c—+1U 4.30
ok (4.30)

4.1.2 Acustica Geométrica - Teoria dos Raios Acusticos Clas-
sica

Na realidade, isto é, em meios aquaticos como o mar, as ondas sonoras
nao sao, de todo, planas, ou seja, nao tém direcao constante em todo o meio, pelo
que as suas superficies de fase constante deixam de ser paralelas entre si. Porém,
em alguns casos, podem considerar-se algumas dessas ondas como sendo planas em
pequenas regioes do espaco, desde que, a amplitude e direcao, variem apenas ao fim

de distancias da ordem do comprimento de onda, e de forma muito ligeira.

Subsequentemente, assumindo que esses comprimentos de onda sao também
pequenos, pode introduzir-se a acustica geométrica, ou como é mais comum ler-se, a

teoria dos raios, acusticos neste caso. Por conseguinte, poe-se de lado o conceito de
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F1GURA 4.2: Raios sonoros na presenca de obstéaculo.

ondas, assim como o seu fenémeno ondulatorio, e passa-se a falar de raios sonoros.
Tendo em conta a primeira assuncao feita, os raios sonoros sio linhas em que a
tangente em cada ponto é da mesma direcdo da propagacao. Assim sendo, a teoria
dos raios s6 consegue ser eficaz em propagagoes de tao alta frequéncia (comprimento
de onda muito pequeno), que a amplitude e velocidade do som nao sofram variagoes
bruscas, ou seja, a refragdo dos raios nunca pode ser muito acentuada, se nao este
método falha. Novamente o conceito de refragao aparece, porque é realmente esse o
fator chave no estudo da trajetéria de qualquer propagacao. O objetivo é, através
de pequenas e sucessivas refragoes, descrever a trajetéria, que acaba por se tornar

curva, de um raio acustico.

No entanto, é de ressalvar que esta metodologia falha em descrever fenoé-
menos como a difracdo, por exemplo, dado que os raios, que acabam por ser linhas
em que a direcao nao varia muito, nao servem para descrever o contorno de certos
obstaculos ou aberturas. Veja-se por exemplo na Figura , 0 caso em que se tem
uma propagacao do som, hipoteticamente em raios, neste caso planos, e de facto,
ao se depararem com um cais, por exemplo, ndo o contornam e, se assim fosse, ndo
chegaria energia em forma de som, ao canto do cais, a sombreado amarelo. Na rea-
lidade sabemos que isso nao acontece, o som sofre difragao e chega a essa zona. Um
bom resumo sobre a comparagao entre a teoria das ondas e a teoria dos raios, evi-
denciando vantagens e desvantagens, pode ser encontrado em (Urick, |2013), pagina
122, Tabela 5.4

Em suma, esta estratégia pode ser ttil em muitos problemas, e é realmente
mais simples de estudar, mas nao consegue dar uma defini¢cdo total do comporta-

mento das ondas sonoras, tendo em consideragao todos os fenémenos a que as ondas
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podem estar sujeitas.

O ponto de partida, com vista encontrar a equagao que define a direcao dos

raios acusticos, ¢ a enlongacao v, com fase :

P = Ae (4.31)

Nos casos em que a onda nao é plana, mas se pode aplicar a actstica ge-
ométrica, a amplitude A é uma func¢ao que varia ligeiramente com as coordenadas
e com o tempo, ao contrario da fase ¢, que é praticamente linear. Em pequenas
regides do espaco e intervalos de tempo curtos, a fase pode ser expandida em série,
da seguinte forma:

p(rt) = @o + 7 Vi + taaf (4.32)

Na situacao descrita anteriormente, isto é, considerando regides pequenas
do espaco e intervalos de tempo curtos, a onda pode ser assumida como plana, de
tal forma que:

k=22 =Vp)

Q
3

(4.33)

O simbolo "="significa equivalente e serve precisamente para indicar que a
derivada parcial em ordem a um vetor, neste caso o vetor posi¢ao 7, é 0 mesmo que o
gradiente da funcao ¢ em fungao desse vetor. A quantidade ¢ é chamada de eikonal,
que é basicamente a funcao da fase. A palavra vem do grego e significa "imagem",
como se pode ver, por exemplo em (Etter, 2018). E mesmo esse o conceito a ter em
mente, imaginar o eikonal como uma representacao visual da fase em cada ponto,
ao longo do espago. Sabendo a relacao k& = % do nimero de onda, e por sua vez,

2 ~ 7z . 7 . /7 .
k? = by = k2 + k; + k2, a equacio bdsica da actstica geométrica vem:

Op 2 Op 2 Op S| Op 2
(0) +(5) + () - (%) = .

Num fluido que nao seja homogéneo, ou seja, que nao apresente carateris-
ticas semelhantes em todo o espaco, a velocidade do som vai variar ao longo desse
espaco, pelo que nesses casos, c% sera funcao das coordenadas. Este sera o fator
determinante na trajetéria de um raio, a sucessiva alteracao da velocidade do som,
resultante da nao homogeneidade de um dado meio, como se verd mais & frente. E

possivel descrever o movimento de particulas através da equacao de Hamilton-Jacobi
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(Landau & Lifshitz, [1976)), que é do género da equagao da actstica geométrica. Ha
uma analogia evidente entre varidaveis da mecanica e as que definimos na Equagao
(4.33]). Por conseguinte, a partir das seguintes equagoes, em que p, nesse caso, ¢ 0

momento ¢ H o Hamiltoniano:

= r = ~ViH) (4.35)
7= dar _ 0H __ —Vﬁ(H)

da — op

resultam, na acustica geométrica, as seguintes equagoes:

&= 2 = Viw) (4.36)
G =5 =Viw)

As equagoes anteriores sao fundamentais para a determinagao da forma dos
raios, em diferentes meios, na medida em que a primeira da a variagao de w com o
vetor posicao 7, resultante da heterogeneidade do meio e a segunda da a variagao
de w com /2, conhecida por relacio de dispersdao. E essencial perceber a frequéncia
w se mantém sempre constante, apesar da variacao da velocidade do som e do vetor
onda, nos casos em que o meio é heterogéneo, ou nao homogéneo, como se preferir
chamar. Com efeito, as equagoes referidas sao gerais e vao obviamente dar resultados

diferentes, consoante o tipo de meio que se considerar.

O mais simples é o meio imével e homogéneo. Por ser homogéneo a veloci-
dade do som ¢ nao varia com as propriedades do meio, logo é sempre constante em

magnitude e em direcao. Partindo sempre da relacao w = ck, tem-se entao neste

Caso:
dk
ak _
a (4.37)
ar— op,

Os resultados obtidos sdo 6ébvios. Num meio homogéneo, se ndo ha variagao
da velocidade do som, nao hé alteracao da direcao de propagacao, nao ha refragao,
logo a variagao temporal do vetor k tem de ser zero, é constante, os raios sao linhas

direitas com frequéncia constante.

De seguida, discute-se o caso em que o meio nao é homogéneo, mas ainda
assim imével. Por ser imoével, a frequéncia w continua a ser uma constante, fungao
do vetor onda k e da velocidade do som ¢. A grande diferenca é que, num meio

heterogéneo, estas varidveis variam com a posicao, porque o meio nao apresenta
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sempre as mesmas carateristicas, o que vai influenciar a velocidade do som e con-
secutivamente o vetor onda. Pode dizer-se que, num meio heterogéneo e imédvel, a
frequéncia, sempre constante, é funcao de duas varidveis que variam ao longo do

espago inversamente, para que a frequéncia se mantenha a mesma:
w = (M) k(T) (4.38)

A diferenciacao temporal do vetor posicao, das equagdes gerais na Equacao

(4.36)), é agora dada por:

dr  Ow _ N
i EC(T)VE(@ = c(M)7, (4.39)

em que N € o versor unitario na dire¢do de propagacao k, em cada ponto

7. Quanto a diferenciacdo temporal do vetor onda, as demonstragoes mostram que

Vell: .
% B —0w
dt  OF

= _Vi(w) = —Vc(F)k] (4.40)

Pelas equagoes anteriores, percebe-se desde logo que, em meios heterogé-
neos, os raios nao vao ser linhas direitas, vao ser antes trajetorias curvas, em que
a curvatura é ditada pelas variagoes da velocidade do som. Apesar disso, continua

a ser certo que w é sempre uma constante, embora ¢ e k variem com a posicao 7.

Logo, a sua derivada temporal ¢ nula, ”Cll—f = 0. Entao, a Equacao 1} fica:

dk y
o = ~kVile() (4.41)

Interessa agora saber como varia a direcao de propagacao, ou seja, como
varia o versor . Dado que esse versor é o unitario e da a direcao de k, partindo de

k= ki, tem-se, pelas demonstragoes:

di  wdi  w_[de dF

A R 4.42

it~ cdt c2”[df dt] (4.42)
Sabendo também que ‘fl—’f = —Vi(c), deduz-se:

dn Lo

i —Vi(e) + 7 [n- Vic)] (4.43)
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Dividindo a Equagao (4.43)) por ¢, tem-se a derivada de 7 em funcdo do
elemento de linha dl:

dn —VF(C) 7 5
O versor 71 é tangente & dire¢do do raio e por isso, a Equagao (4.44) des-
creve a forma de um raio sonoro, na medida em que define a variagdo da diregao
de propagacao ao longo da proépria trajetoria, isto é, como é que a trajetoria vai
dr

curvando. A férmula % = g—% da a velocidade de propagacdo das ondas, derivada

da dependéncia que existe, das componentes do vetor onda, da frequéncia w.

4.1.3 Metodologias Existentes

A teoria de ondas é essencial, nao s6 porque é pioneira e basilar em qual-
quer estudo de actstica, mas sobretudo porque ajuda a compreender certos conceitos
preliminares e a ambientar o leitor perante a tematica. Todavia, a teoria dos raios
acusticos é, como ja foi referido, o verdadeiro campo onde se foca a discussao deste
trabalho, dado que ¢é dai que surgem algumas das metodologias mais interessantes e,
acima de tudo, ¢ na teoria dos raios que se aplica a metodologia mais moderna que
se tenciona defender. Com efeito, nesta parte, pretende-se reunir algumas das meto-
dologias mais carateristicas e referenciadas no ambito da teoria dos raios actsticos,
desde equacgoes derivadas para casos especificos a algoritmos computacionais de ray
tracing capazes de dar uma visao mais pratica a teoria. A ambigao é encontrar a
resposta, o mais generalizada possivel, para a infinidade de problemas que a acustica

expoe, isto ¢, uma solugdo que abranja grande parte desses casos.

Para além dos trabalhos de Landau e Lifshitz, também outros autores se
dedicaram a procurar equacoes generalizadas que funcionassem para varios casos
diferentes de forma satisfatoria, sempre dentro de principios tedricos préximos e
com resultados semelhantes. No artigo de William Kornhauser (Kornhauser, [1953))
pode ver-se uma abordagem que procura generalizar uma equacao de eikonal em
que se possa considerar uma velocidade constante do meio subjacente. Na verdade,
mostrou que essa equacao se reduz a uma equagao de eikonal idéntica a deduzida,
atras nesta seccao, quando a velocidade do meio se considera nula, como seria de
esperar. Evidencia bem o impacto desse movimento do meio, por exemplo, na
dire¢ao de um raio sonoro, na aproximacao geométrica, que deixa de ter uma direcao
igual & da normal a frente de onda. A partir dessas assungdes propoe uma forma
generalizada também da Lei de Snell, para aplicar as equacoes ao estudo de meios
estratificados. Num artigo de Peter Ugincius (Ugincius, [1970) encontra-se mais

uma possivel derivagdo de uma equacao diferencial para os raios acusticos, seguida
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de uma generalizacdo do principio de Fermat, para um meio ndo homogéneo em
movimento. A realidade é que ha muitas aproximacoes e derivacoes das equagoes,
tanto de onda como de raios actusticos, muitas vezes com propésitos diferentes. Os
artigos referenciados sdo apenas alguns das mais importantes, no que concerne a

teoria de meios com movimento.

Fazendo a passagem para metodologias praticas propriamente ditas, desen-
volvidas ao nivel da computagao, em algoritimos de ray tracing, para o calculo de
perfis de raios acusticos a partir de certas variaveis actsticas introduzidas, procede-
se agora a apresentacao de uma das existentes e bastante utilizada, em estudos e
trabalhos no ambito da acustica. O BELLHOP é, atualmente, um dos programas
desenvolvidos mais bem estruturados, da autoria de Michael Porter. Numa versao
mais recente, pode encontrar-se um manual para utilizacao e aplicagao do algoritmo
(Porter, 2011)), escrito pelo préprio autor. Nesse texto é possivel encontrar uma
breve estrutura do programa, ilustrada, explicitando quais as variaveis de entrada
e consequentemente os resultados de saida que o programa proporciona. Para além
disso, de uma forma, provavelmente mais completa e introdutéria ao ambiente do
programa, no manual escrito em portugués pelo professor Orlando Rodriguez (Ro-
driguez, 2008), ¢ feita uma introdugao explicativa do contexto do problema, através
de uma revisao tedrica dos principios que estdao por tras do mesmo, seguida das

instrugoes de instalacao e subsequente utilizagao, com exemplos.

A principal funcao do programa BELLHOP ¢é, como em qualquer programa
de ray tracing, analisar perfis actsticos, neste caso no ambito da oceonagrofia e no es-
tudo adjacente da distribuicao dos raios sonoros em ambientes desse tipo, sobretudo
em zonas costeiras. Importa perceber a interacao dos oceanos, com determinadas
variaveis carateristicas, e das zonas de fronteira, como os fundos por exemplo, que
podem ser de diferentes tipos. Tal como foi visto, ja nos fundamentos tedricos e
respetivas equagoes para descrever as trajetérias dos raios, o factor determinante é
o perfil de variacao da velocidade do som ao longo do meio, na medida em que sao as
sucessivas alteracoes da velocidade do som na dgua, mesmo que infinitesimais, que
resultam em constantes refragoes, dai a importancia de generalizar a Lei de Snell,
causando a tal curvatura dos raios. Por essa razao, a grande parte destas metodo-
logias, centra-se no estudo de meios estratificados, em que cada estrato apresenta
parametros diferentes, nomeadamente a velocidade do som. Nesse sentido, a partir
de um perfil de velocidade do som, em funcao da profundidade e tendo em conta
as condigoes de fronteira, o programa faz uma previsao do campo de distribuicao
da pressao e calcula os raios acusticos, em 2D. Nos manuais estao especificados os

ficheiros de entrada necessarios para o calculo, como a frequéncia da fonte, a posicao
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da fonte e dos varios recetores, a pronfundidade do meio, entre outros, consoante a
situagao especifica que se pretenda simular. Da mesma forma, sao especificados os
ficheiros de saida, dependentes também do meio envolvente que se estiver a estudar
com os parametros de entrada, sendo que normalmente a intencao é observar os
varios raios que emanam da fonte, o seu tempo de "viagem', o campo de pressao

resultante e as perdas na trasmissao do sinal.

O fundamental é perceber que a teoria que sustenta este modelo é, como era
de esperar, a teoria classica dos raios e o respetivo método de resolver as equagoes
dos raios acusticos na sua forma mais "tradicional", como se pode ver no manual.
Em coordenadas cilindricas, estabelece-se a posicao de origem e todas as condigoes
iniciais, resolvem-se as equacoes dos raios para o caso em particular e calculam-se
o tempo que o raio leva a percorrer a sua trajetéria em funcao do comprimento
do arco, que ¢ o parametro escolhido para integrar. Para além disso, o programa
restringe-se a estudos em 2D, uma das grandes desvantagens que tem em relagao
a sugestao alternativa que se ird propor e defender mais a frente. Ha outros algo-
ritmos desenvolvidos, com abordagens tedricas um pouco diferentes do BELLHOP,
mas que acabam sempre por partir do mesmo "background'matemético, sem nunca
utlizarem ferramentas da andlise tensorial na estruturacao das equagoes que visam
resolver. Em suma, resolvem sempre, por métodos numéricos variados, as equagoes
diferenciais classicas dos raios acusticos. Por outro lado, a seguinte seccao sugere

uma perspetiva mais abrangente

4.2 Teoria dos Raios - Perspetiva da Analise Ten-

sorial e Geometria Diferencial

Os conceitos matematicos de geometria diferencial e andlise tensorial, que
foram apresentados nos Capitulos 2| e sobretudo no [3] permitem, de facto, cons-
truir um modelo completamente diferente dos anteriores, fisica e matematicamente,
para estudar e simular o comportamento dos raios actsticos num meio oceanico.
E realmente inovador porque "nasce'de uma anélise, do ponto de vista tensorial,
ao problema, com analogias a relatividade especial e geral (no nosso caso, é a re-
latividade de Galileu) e dai a necessidade de dominar alguns conceitos como, por
exemplo, tensor ou espago de Riemann. Estes sao apenas alguns dos varios termos
introduzidos nesses capitulos, que na sua totalidade, definem a andlise tensorial e a
sua aplicacao nos estudos de relatividade. Como se ird ver mais a frente, a esséncia

é perceber o que é realmente um tensor, que tipos de tensores existem, o que é um
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espaco de Riemann e como é que se pode classificar o meio aquatico como sendo um
desses, em que medida é que a métrica define um espago desses e, acima de tudo,
como é que uma geodésica define a trajetéria de um raio sonoro, por exemplo, nesses
espacos. Da teoria classica, descrita ao longo das secgoes anteriores, ja se sabe que a
trajetéria de um raio sonoro vai ser, na grande maioria dos casos, curva. Com esta

estratégia vai-se aprender a "olhar'para essa curvatura de uma nova forma.

4.2.1 Das Equacoes dos Fluidos ao Aparecimento da Mé-

trica

Nesta primeira fase, pretende-se entao, a partir da manipulacao e desenvol-
vimento de algumas das derivagoes da equagdo de onda mais importantes, especifi-
cas para casos de estudo diferentes, sugerir uma abordagem diferente da tradicional
com a introdugao de um operador diferencial especial de 2° ordem. (D. R. Bergman,
2018). De facto, hé diversas derivagoes da equagao de onda, que divergem consoante
as condigcoes que se assumem de aproximagao e portanto, um certo tipo de deriva-
¢ao pode ser extremamente util num dado caso de estudo, mas ineficaz num outro
distinto, isto é, as varias formas de obter equagdes de propagacao de ondas em flui-
dos assumem dominios de validade diferentes. Para além disso, o desenvolvimento
de diferentes equacoes diferenciais de onda, terd sempre como ponto de partida as
tradicionais equagoes nao lineares da mecénica dos fluidos, vistas no inicio deste ca-
pitulo. Desta forma, irdo ser destacadas inicialmente duas aproximagoes diferentes
a equagoes lineares e de seguida, um terceiro método de tratamento das equagoes

originais, que embora mantendo a nao-linearidade, tem as suas vantagens relativas.

Como se sabe, pelo inicio deste capitulo, as equagoes basicas da mecéanica
dos fluidos sao a equagao da continuidade, que exprime a conservacao da matéria do
fluido, a equagao de Euler (basicamente a 2° Lei de Newton aplicada a um elemento
moével de volume de fluido) e uma equagdo de estado da termodindmica, relacio-
nando diversas variaveis caracteristicas do fluido em questao, tais como a densidade
e a pressao, as mais importantes para nés. O formato inicial destas equacgoes ja
foi demonstrado e a partir daqui comecam as aproximacoes referidas anteriormente.
A primeira abordagem visa essencialmente a linearizacao e a simplificagdo do pro-
blema, através do desenvolvimento de uma expressao, mantendo-a o mais geral e
completa possivel, em que os Unicos termos negligenciados sao os nao lineares re-
lativos as perturbacoes. Essas perturbagoes representam-se tal como nas Equacoes
e , sO que agora com uma perturbacao acrescentada também a velocidade
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do fluido, ¥(7,t) = vo(7, t)+v1(r, t). Nao esquecer que também a pressao p e a densi-
dade p séo funcdes da posicao 7 e do tempo t. E importante também notar que serdo
anulados os termos nao perturbados que, naturalmente, faziam parte das equagoes
originais. Nesta estratégia, esses nao interessam e o que importa sao realmente as
equagoes lineares que incluem apenas os termos correspondentes as perturbagoes dos
valores das variaveis acusticas de background, na medida em que essas perturbagoes
sdo precisamente as ondas sonoras. Sendo assim, através do desenvolvimento ma-
tematico das equacoes dos fluidos, com base nas perturbacgoes definidas para cada

variavel acustica, tem-se, das demonstragoes no Apéndice A, as seguintes equagoes:

(Dop1 + p002§ ~01) + (071 - ﬁpo —|—p1§ ~v) =0

4.45
(Dovi + LVp1) + (v - Vi + 515 Dotig) = 0 (44

Nas equacgoes anteriores, Dy é o operador diferencial Dy = % + g - v que permite
reduzir o tamanho das expressoes e mais tarde a ajudar a identificar o que haverd
de comum nas expressoes das diferentes aproximacgoes . A grande vantagem das
versoes anteriores das equagoes dos fluidos, sobre as variaveis perturbadas p; e vy,
é que estas estao afetadas por operadores diferenciais de 1° ordem nos primeiros
paréntesis e surgem diretamente, em 1° ordem, nos segundos paréntesis. Os restantes
elementos dizem respeito as varidveis de fundo, py e vy, por hipétese conhecidas.
Temos portanto um conjunto de equagoes diferenciais, parciais, lineares, homogéneas
de 1° ordem. De modo mais compacto, com F| = (07 - ﬁpo + plﬁ - Up) e ﬁg =

(v_i . ﬁv_{) + pﬁ; Dwﬁ), tem-se (Ver Apéndice A):

(Dop1 + /00026 -01)+ F1 =0

B ) (4.46)
(Dot + LVp1) + Fy =0

As equagOes anteriores sao diferenciais parciais homogéneas lineares aplicadas a
campos pressao-velocidade pq, v7. O passo seguinte é diferenciar novamente as equa-
¢oOes, a partir de assuncgoes diferentes, a fim de se chegar a equagoes diferenciais
de 2°ordem, que apesar de serem distintas na sua composicao, terao um termo im-
portantissimo em comum. E esse termo que no fim ird permitir generalizar uma

expressao s6 abrangente dos diferentes casos de estudo.

Prosseguindo o desenvolvimento, através de alguma manipulacao matema-
tica (Ver Apéndice A) conjugam-se as duas equagoes, na Equacao (4.46), a fim de

ficar com uma das equagoes diferenciais de 2°ordem, a mais geral e completa, linear.
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As demonstracoes mostram, com Fz = V- (00 - ﬁvl) V- (1706 -01), que:

8 1 - ’U?) 1> 8 F1 = U_éFl
——|(—D -V |\—Dpr——VGp|==|—7]|+V:
ot (,0002 0p1> (,0002 o1 Po p1> ot ( 002> " (POCQ> (4.47)

-V-F—F

Por outro lado, é ainda possivel chegar a uma equacao diferencial de 2°
ordem linear mais simples, se for feita outra consideracao. A semelhanca do que
foi visto nas dedugoes da teoria mais classica se se assumir o fluido irrotacional,
V X ¥ = 0, o vetor velocidade ¥ pode ser substituido por um potencial escalar de
velocidade, ou seja, proceder a aproximagao (7, t) = ﬁw(ﬁ t). As demonstragoes
mostram que, no final, esta versao de equagao diferencial de 2°ordem, também para
as perturbacoes como a Equacgao (4.47), mas exclusiva para fluidos irrotacionais,

vem:
- gt (/C)SDowl) - V- (U_éggD(ﬂﬂl - ,0061%) =0 (4.48)
Para além destas derivacoes para as perturbagoes, ha também um caminho
no qual as perturbacoes nao sao separadas dos campos totais. Ja em 1973, Richard
White, escreveu um artigo sobre raios acusticos em meios em movimento (White,
1973), onde é sugerida essa abordagem, que se aplica ao campo na sua totalidade,
sem contabilizar apenas as perturbagoes nem proceder a assuncoes e simplificagoes.
Ou seja, as perturbagoes estao l4 na mesma, "amalgamadas'com as componentes
nao perturbadas, e por isso, tem-se, para este caso, uma equacao diferencial de 2°
ordem nao linear, em que ¢ é uma variavel ja definida no trabalho original (White,
1973), por ¢ = [P

Po cp”

—;ﬁ(iDq)—ﬁ-(l}Dq—cﬁq) =V (0V-7—7-VD) (4.49)

Como ja foi referido, todo este desenvolvimento visa identificar o que ha
de comum nas equacoes diferenciais de 2°ordem resultantes dos diferentes métodos
e abordagens, por forma a encapsular todas essas derivagoes numa expressao so,
generalizada, e que surge a partir da introducao de conceitos da geometria diferen-
cial, revista no Capitulo No artigo referido de Richard White é possivel ver o
aparecimento de alguns desses conceitos e a sua aplicacao na analise de trajetorias

de raios acusticos.

Nesse sentido, o operador diferencial de 2° ordem no lado esquerdo das

equagoes, pode ser apresentado de uma outra forma, em que f é um campo escalar
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e a é uma funcao arbitraria das coordenadas e do tempo, que é precisamente o que
nos interessa, no caminho de procurar uma solucao geral e completa que tome a
seguinte forma:

_ gt (;Dof) _v. (UB;DOf _ an> (4.50)
A equacao anterior é o factor que aparece nos varios modelos que foram sendo
falados. O factor arbitariedade da funcao a é, de facto, importante para o proposito
deste desenvolvimento e para além disso, também a velocidade do som local ¢, a
corrente da dgua vy e a sua densidade py podem ser fun¢des da posicao e do tempo.
Na verdade, a fungao a(7,t) pode ser a = pg, a = pio ou a = ¢, o que da origem
a casos diferentes, como se verd mais a frente. Genera, tal comlizando o operador
gradiente, com a inclusao do tempo t, a expressao anterior vem, com é; 0 versor

unitario na direcao da coordenada tempo:

0

0= o +V (4.51)

Passando esse gradiente generalizado a notacao matricial, tem-se a matriz coluna:

Oz (4.52)

A equacao geral, Equacao , pode agora ser escrita em formato ma-
tricial (Ver Apéndice A), o que ajuda a perceber a dindmica dos termos que a
constituem, nomeadamente objetos que comecam a fazer notar-se a analogia com a
geometria diferencial aplicada nos estudos relativistas. Com efeito, tal como ja foi
referido, retoma-se agora a ideia de coordenadas gerais, enunciadas nos capitulos
anteriores, numa notacao semelhante a da relatividade, ¥, em que o tempo passa
realmente a ser uma coordenada, z° , de tal modo que v = 0,1,2,3 e claro, o pri-
meiro indice corresponde a coordenada temporal e os restantes as trés coordenadas
espaciais. Por essa mesma razao, aparece também uma nova notagao, d,, em que a
cada valor do indice v corresponde, respetivamente, uma derivada parcial da matriz
coluna na Equacao . A Equacao passa entao a ser escrita da seguinte

forma:

99



Capitulo 4. Propagacao do Som na Agua - Perspetiva Cldssica e Perspetiva

Tensorial
of
-1 —Voz —Voy —o2 ot
_ 2 _ 2 _ of
2 2 & 2]2 Yor €= Yoy —Yoally  —Uozboz | | oy (4.53)
ot Ox Oy Oz 2 2 2 of )
& —’on _UOxUOy cT — ’on —’on’UOZ 873,/

—V0:  —Voglo: —Voyloz € — Vg, | |55
Esta generalizacao parte do caso mais simples, em forma matricial, da equagao de
onda com velocidade constante e num meio em repouso (ver Anexo A), e permitird
incorporar efeitos como a variacao das carateristicas do meio subjacente, tais como
densidade, campos de velocidade inerentes (de background) do fluido. E de realcar
o facto muito importante de estas propriedades, quer do meio quer da velocidade
de propagagao, ¢(r), da prépria onda sonora entrarem nas componentes de um novo
"tensor métrico". Sera este facto que permitira adoptar métodos de calculo tensorial,
nomeadamente através das equagoes geodésicas, no calculo, em situagoes mais gerais,
da trajetéria dos raios sonoros no meio submarino. As carateristicas fisicas do fluido

onde se propagam as ondas serao representadas por este mesmo tensor métrico.

De forma mais sucinta, vem:

- -1 " 9L
aer] ¢ 0 ot

Ea = A g (4.54)
c vy I — vyug Vf

A matriz I é a matriz identidade 3 x 3. O operador diferencial do lado esquerdo
{%ﬁt} vem do laplaciano em coordenadas curvilineas, que é precisamente o tipo de
coordenadas em que nos queremos focar. Mesmo no espago euclidiano, o operador
Laplaciano pode ter uma métrica diferente da mais simples que estamos habituados,
a cartesiana, uma vez que la esta, podemos usar coordenadas curvilineas. Por exem-
plo, uma esfera, ainda que no espago euclidiano, pode ser descrita por coordenadas
esféricas e terd certamente uma métrica que evidencia a existéncia de curvatura,
basta aplicar o tensor de curvatura de Riemann e comprova-se tal facto. Ora, o
conceito chave a partir daqui é justamente esse, a métrica, na medida em que ¢ a
métrica que define totalmente um espaco, seja de que tipo for, e o grande fundamento
desta metodologia é encarar as ondas sonoras como uma propagacao num espaco
curvo, isto é, num espago de Riemman, préximo do espaco pseudo-Riemmaniano
da relatividade. De certo modo, olhando para a Equacao é ja possivel notar
que a matriz central é algo semelhante, no seu formato, aos varios tensores métricos
que foram estudados nos capitulos anteriores, diferentes entre si por definirem es-

pacos diferentes. Portanto, tal como ja foi referido, as métricas que, na relatividade
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definem o espaco de Minkowski ou o campo gravitacional em relagdo a um corpo
esférico no espago-tempo (de Schwarzschild), na actstica submarina definem o es-
paco aquatico, cuja estrura geométrica que esta por tras, é construida a partir das
variaveis acusticas do meio, a agua, nomeadamente a sua densidade, velocidade do

som, e a existéncia de correntes.

Escreva-se entao o operador diferencial na seguinte notacao:
1 1
7’ ‘@\mg "Ouf (4.55)
VI9ig

Efetivamente, os fatores g** sao componentes do tensor métrico inverso. Desde ja é
de notar que, ao contrario do que se convencionou no Capitulo [3| nesta notagao o
tensor métrico é um tensor co-variante e nao contra-variante, pelo que, obviamente,
o tensor métrico inverso sera contra-variante e dai ter os indices em cima, como
foi visto anteriormente. Com efeito, o tensor métrico propriamente dito serd gos
e o inverso ¢g®?. Como é de esperar, analogamente & relatividade e sendo um dos

requisitos de um espago Riemmaniano, sao ambos tensores simétricos, gng = gga, €:
9% gop = 0 (4.56)

Na Equagao (4.55) a quantidade g é o determinante da matriz do tensor métrico

1
detgag’

que se obtém um "tensor métrico acustico"(que se pode escrever de vérias formas

gap © dedugdes mostram que detg® = Com esta igualdade demonstra-se

particulares, consoante as fungoes a(7,t)) e que serd o resultado central apresentado

nesta tese:

. —2 4l —ot
Jap = .
—Vo I
T
gaﬁ 1 —1 —g (457)
R ) e
detgap = —‘CZ—;

A notacdo v vy é usada em vez do produto interno. Dadas estas novas defini-
goes, o operador d’Alembertiano (Laplaciano a 4D), ou seja, uma equagao de ondas

generalizada, define-se entao da seguinte forma:

D2f = DH(9, f) = wl?‘aﬂﬂ 9190, (4.58)
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A funcao arbitraria definida no inicio do desenvolvimento, a, é o fator que
dita o tipo de problema em que se tenciona trabalhar. De facto, o operador Lapla-
ciano, juntamente com as métricas, permite encapsular os varios casos num formato
muito mais compacto e pratico, no qual a funcdo a nos diz a métrica a aplicar
num caso particular, de entre aqueles que foram sendo derivados ao longo desta
sub-seccao. Por conseguinte, irao distinguir-se trés situagoes, representadas por di-

ferentes equagoes, para diferentes valores de a, agrupadas da seguinte forma:

1. a = pg para o caso em que se considera o fluido irrotacional, isto é, V x v =
0. Este é o caso em que a velocidade do fluido é definida a partir de um
potencial escalar de velocidade e portanto o campo primério é esse potencial

de velocidade, ;. A métrica fica poc ' gas € a equagao final sera:

D%, =0 (4.59)

2. a = ¢ no ponto de vista em que se negligencia o tratamento das perturbacoes
a parte e a expressao se refere ao campo na sua totalidade. O campo escalar

primério é ¢. A métrica fica simplesmente g,5 € a equagao final:

—

D?=-V.(0V-7—7-V0) (4.60)

ol

3. a = py " para o caso mais geral e completo linear, sendo a flutuacao da pressio,
p1, isto é, a sua perturbagdo, o campo primdrio . A métrica serd (poc) gas €
a equagao final, com R; = pic (Q ( Fy ) +V- (M> v ﬁz — Fg), vem:

at \ poc? poc?

D%y, = R, (4.61)

A lista anterior é, de certa maneira, uma generalizacdo de alguns dos casos mais
conhecidos e estudados que contribuiram para o processo de criacdo deste método
mais abrangente. Todos os casos que o integram sao importantes para destacar o
facto de que, apenas com uma expressao se pode chegar a situagoes de propagacao

acustica variadas, sem ter de estudar cada uma das expressoes que a descreve.

Em suma, esta primeira sub-sec¢ao visa, nao s6 demonstrar o caminho para
se chegar a uma proposta de equagao de onda actstica de 2° ordem linear e geral,
que admite fluidos com velocidadades arbitarias (correntes maritimas, por exem-

plo), a partir das equagoes dos fluidos cldssicas e com determinadas assungoes e
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consideracoes simplificativas, mas acima de tudo apresentar uma metodologia di-
ferente estruturalmente e alternativa as convencionais, que através de principios
matematicos da geometria diferencial e uma abordagem inspirada na Relatividade
Geral, incorpora, tanto essa solucdo generalizada, como outras aplicadas em casos
concretos. Em certa medida, a moldagem do operador diferencial de 2°ordem a um
operador Laplaciano co-variante em coordenadas curvilineas gerais permite a identi-
ficacdo do tempo como sendo uma das coordenadas de um espaco 4D. Esse operador
compacta a informacao relativa a esse background acustico e identifica-o como um

espaco pseudo-Riemmaniano, semelhante ao espaco-tempo da relatividade geral.

4.2.2 Teoria dos Raios Numa Nova Perspetiva

A aproximacgao geométrica das ondas a raios acusticos é, como ja se pode
constatar anteriormente neste capitulo, uma forma vélida de simplificacao do pro-
blema, tanto matematicamente como visualmente, no limite das altas frequéncias,
pelo facto de que se torna mais intuitivo perceber a distribuicao do som através dos
tais raios, que sao meras linhas, rectas ou curvas. As suas limitagoes ja sdo conheci-
das e portanto, esta nova perspetiva de descrever os raios acusticos nao altera esse

facto, apenas sugere uma alternativa na forma como se conceptualizam os raios.

Ora, o que nos interessa € a teoria dos raios e, de facto, para a métrica acus-
tica, estudada na subseccao anterior, as respetivas geodésicas nulas dao as trajetérias

dos raios actsticos, por semelhanga com os raios de luz (Visser, 1993)).

No que concerne a equacao que descrevera os raios acusticos, sera a equa-
o da geodésica nula, Equagao (3.55), enunciada no Capitulo [3] na medida em
que, os raios descreverao geodésicas nulas no espaco-tempo do meio subaquatico

(assemelhando-se aos raios de luz da relatividade).

d?at u dx® dxP

a2 T es N T

(4.62)

Em suma, a aproximacao por raios no estudo da actstica submarina, a luz
desta metodologia, nao deixa de apresentar as mesmas limitacoes que a teoria dos
raios classica ja evidenciava, mas, aproveitando a sua utilidade ao nivel da estrutu-
racao geométrica dos raios, da lugar a um método alternativo de os descrever, com
todas as vantagens ja referidas, de encapsulamento de diferentes casos de variacao

e perturbacao a que os fluidos estao sujeitos.
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4.2.3 Notas sobre Trajetorias Geodésicas e Sugestao de Im-
plementacao Computacional pelos Métodos da Geo-

metria Diferencial

Deducao das Equacoes Geodésicas para Cada Coordenada, num Espacgo-

Tempo de Schwarzschild

A métrica de Schwarzschild®lé de facto um dos resultados mais interessantes
da histéria da fisica, em particular da teoria da relatividade geral. Ora, se a métrica
de Minkowski é a solugao trivial das equacoes de Einstein, a métrica de Schwarzs-
child aparece como a primeira solucao fundamental, nao trivial, dessas equagoes
(Lambourne, 2010). Portanto, numa regiao do espago-tempo definida por esta mé-
trica, tanto a luz como qualquer particula, ja nao se movem em linhas "direitas",
mas em geodésicas. Também nao é novidade que a "fonte'de curvatura no espago-
tempo é a interacao gravitica com massas e por isso, rigorosamente, a métrica de
Schwarzschild é a solugao que define a geometria do espago-tempo em torno de um
objecto esférico de massa M, como ja foi visto, nao rotativo e com simetria esférica.
Por outras palavras, através desta métrica descreve-se a zona vazia ,exterior a esse
objecto, do espago-tempo, uma estrela por exemplo. Sem entrar em mais porme-
norizacao, o essencial é entender que as geodésicas representam as trajetérias em
torno do objeto especificado e, como tem simetria esférica, sugere-nos a utilizacao
de coordenadas esféricas, centradas no objecto esférico. A semelhanca da métrica
de Minkowski, as coordenadas também incluem o tempo, de tal modo que, sendo
esféricas, sao t,r, 0, ¢. Para além disso, é de destacar que num espago longinquo, em
relacdo ao objecto de massa M, o espago-tempo é plano e que a métrica que define

o exterior do objeto sera a de Minkowski.

Dadas estas particularidades do espaco-tempo, caraterizado por este tipo
de métrica, importa perceber que, na verdade, a métrica de Schwarzschild pode
constituir uma boa aproximacao dos campos gravitacionais de corpos de rotagao
lenta, como o Sol por exemplo (Collier, 2012), e que portanto é uma boa ferramenta
para estimar 6rbitas de corpos. E nesta métrica e no seu efeito isotrépico (igual em
todas as dire¢oes) que se centra um dos exemplos que vao ser dados, para introduzir
a utilizacao de Python em matérias de geometria diferencial, mais a frente. Desde ja,
note-se que, em relatividade geral, pode ser incorreto, e levar a percegoes erroneas,

interpretar diretamente as coordenadas como o valor verdadeiro de quantidades

3Uma das métricas mais importantes conhecidas, considerada a primeira solucdo nio trivial das
equagoes de campo de Einstein. O nome deriva do fisico alemao que a descobriu, Karl Schwarzschild
(1873-1916).
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fisicas como o tempo ou a distancia, isto é, as coordenadas nao possuem significado
métrico imediato (Lambourne, 2010). Esta é uma das carateristicas da relatividade
geral e que contribui, entre outras, para a enorme complexidade e dificuldade que
a reveste. De qualquer das formas, reitera-se que o essencial, com estes exemplos,
é perceber simplesmente que existe forma de implementar geometria diferencial em
Python e que isso pode ser uma porta aberta a futuras adaptacgoes para a métrica

no contexto da acustica submarina.

A métrica de Schwarzschild é dada pela seguinte equagcao:

2GM dr)?
ds? — (1 _ G2> Adt? — 1<7;>GM — 7r2d0* — r*sin*0d¢? (4.63)
c°r - T

Passando as deducgoes, partimos da equacao geral das geodésicas em espagos
de Riemann, Equacao 7 onde A é o pardmetro, ja conhecido, e os indices podem
tomar os valores habituais, 0,1,2,3. O trabalho essencial consiste em calcular os
coeficientes de conexao, dados em funcao do tensor métrico, pela expressao, também
j4 conhecida, Equacao (3.39), na qual 20 = ct(\), 2! = r(A\), 2% = 0(\), 23 = (N).

De acordo com a métrica de Schwarzschild, vem:

I, =T = o (fK%M) (4.64)
Tgo = ol (:2; ) (4.65)
= (_1GMQ%M> (4.66)

i, =—r (1 - 252?4) (4.67)
I, =—r (1 - ng) sin*0 (4.68)
I, =T3 = 71, (4.69)
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2, = —sinfcosf (4.70)
3 3 1

I3, =13, =cotd (4.72)

Os restantes coeficientes sao nulos. Vamos entao determinar as 4 equacoes

geodésicas, uma para cada uma das coordenadas. A primeira vem:

d?z° o dx“ dxP

0
= F _— =
v=d=e g Thes
d% 20 da® dat dxt dz°
[ ———— 4+ == +0=0
ool Tty Ty T <
&2 (ct) . GM d(ct) dr | GM ( - 2GM> drdet) _, . (473)
d\2 202 (1_2%4) d\ d\  r2c2 2r ) d\ d\
d*t 2GM dt dr
& —— 0

r

FPCRy (1— 2GM) dxdX -

Como exemplo de célculo dos coeficientes, faremos a demonstragdo para I'y; = T'Y.

Vem entao:

1 8901 8900 agOl
Iy, ==g" - 4.74

0= 59 (89&0 * oxt  Ox° ( )
Mas, sendo g"” de Schwarzschild diagonal, também é ¢”7 # 0 s6 para ¢ = 0 e

-1
g = gﬁ = (1 — 221){) , pelo que sobra:

1 8g01 8900 1 ag()O
0 _ — 00 _ — .00
Fou = 27 <8x0 i Ozt * 0) — 27 ((%Ul (4.75)

-1
e goo = (1 — QGM) = g% = (1 — 2GM) , porque a matriz deste g,, ¢ diagonal.

c2r c2r

Logo:
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1 2GMN\ "' 9 2G M
01— 9 cr or cr
1 2GMN 1 2GM /—1
) <1_ c2r > {O_ 2 (7‘2)] B (4.76)
~_ GM ( QGM)-l B 2GM
T 2.2 2r 22 (1 _ 2gi4>
Voltando as coordenadas e as respetivas equagoes:
d?xt dzx® dxP
1 1 _
X :T()\):> 2 + QBKK—O@
At dz® dz° dzt dat dz? dz?
rt MR A |
e Ty Ty TR
dz? dz?
ri =
+ 33—+ N dn +0=0%

A2z ldeQ dzt\? 2 (da\?
e o () (w) sl ) <

i GM (125 ((ct)) .

=
d\? + r2c?

st () O EN(E) - .
AP () =0

D220 (1) - () -
><> (12w () =
o (%) (dA)Q‘TQCQ(fyy) () -
[ o)1

Agora para a terceira coordenada:

T'

(

( 2GM

7’
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A% 22 dx® dxP
2 _p(\ 2 T2 0
=0 = et gy 0O
d? 22 dxt dz? dax? daxt dx? dz?
2, 4T3+ 2= =0
Sttt oy Tt gy T oy 0
<:>—d2x2+21“2 d—xld—lﬁJr 2 (42 2—0@
d\2 NN AW Y (4.78)
42 1\ dr df do\’
2(=) == £ (—sinfcosh) [ —= ] =0
T e (7") dnay T (Tsimlcos )<d)\> =
o> 2drdo . do\”
@W rdAd/\_Slnecose<d)\> =0
Por 1ltimo, temos a quarta, que vem:
A%z dx® dxP
3 _ 3 o
x> =¢(A) = e +F°‘Bd)\ ) =0&
o P A A At e
dX2 " Pdx dh A dh P dN dh TP dN dX (4.79)
o P e Al
d)\2 BN d\ BN dx
¢ _1drdo do do
S8 ot T 9ot =0
e T vy T

Estas 4 equagdes diferenciais, sobre as 4 variaveis, uma vez resolvidas, em
ordem ao parametro afim escolhido A, dardo a trajetoria do corpo que se desloca em
redor do corpo central, esférico, sem rotagao nem carga. Como era de esperar, estas
demonstragoes sao complicadas e extensas, pelo que serda conveniente adoptar uma

abordagem computacional.

Notas sobre Trajetérias Geodésicas com a Métrica de Schwarzschild

Antes de passar para alguns exemplos praticos propriamente ditos com a
métrica de Schwarzschild, vai-se comparar equagoes de trajetérias geodésicas de cor-
pos com massa (por mais pequena que seja) em Relatividade Geral, supondo uma
métrica de Schwarzschild, com as equagoes correspondentes da Mecanica Newto-
niana. Os desenvolvimentos que se seguem tém como base os apontamentos do
orientador desta tese. Nesse sentido, pretende-se tomar o limite de massa nula do

corpo em Orbita e interpretar o resultado como sendo a trajetéria geodésica de um
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raio de luz, j4 que um fotdo tem massa ("em repouso') nula. Este célculo serd

aproximado e obteremos s6 o desvio angular de um raio de luz.

Comecamos entao por uma equacao geral de uma geodésica num espaco de
Riemann, idéntica & Equagao (3.55)) e a Equacao (4.62)), com os indices a poderem

tomar os valores que ja sabemos, 0,1, 2, 3,4, por ser um espaco 4D.

Pat | pa dolds
d)\2 A dh

Aos corpos de massa nao-nula correspondem geodésicas tipo-tempo, ou seja, ao

(4.80)

longo das quais ds? > 0 e a raios de luz (fotdes) correspondem geodésicas ao longo
das quais ds? = 0, as chamadas geodésicas nulas. No primeiro caso, o pardmetro
geodésico A escolhido para parametrizar a curva, pode ser o tempo proprio 7 do
corpo macico (d\ — d1) ou o préprio elemento de linha ds (ja que ds = cdt). No
caso da luz A nao pode ser, obviamente, o tempo préprio 7, uma vez que para a
luz o tempo préprio nao varia (dr = 0) e ds = 0. Em Relatividade diz-se que o
intervalo espaco-temporal entre dois eventos percorridos por um raio de luz é nulo
e portanto, claro que a geodésica é nula. Com efeito, para este caso, o parametro

diz-se afim, tal como ja foi visto no Capitulo 3 na dedugao da equagao geodésica.

Para cada um dos 4 possiveis valores de « na equacao das geodésicas, Equa-
¢ao [£.62, obtemos a correspondente equagao diferencial, calculando os coeficientes
de conexao necessarios. Estes sdo dados, como ja vimos, também no Capitulo 3, por
uma func¢ao do tensor métrico apropriado a situacao fisica em questao - no presente

caso, a métrica de Schwarzschild - pela expressao:

1 Gp | 09 Gy
o _ 0P P Hp M
P 27 (3:10“ * Oxv  OxP > (4.81)

As 4 equagoes que obtemos da equacao das geodésicas para a métrica de Schwarzs-
child sdo, em coordenadas esféricas e com M a representar a massa do objeto esférico
em torno do qual outro objeto orbita e G a constante de gravitagdo universal, as

seguintes, como ja foi demonstrado:

d?t 2GM dt dr
V== —— —— =0 4.82
T :>d)‘2+7’202 (1—2GTM> A\ d)\ ( )

cer
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oz Tn GM () 260 (b T GM (dr\
- e 2 2r ) \d\ 122 (1_2GTM) d\

, , e (4.83)

- (1 — 2GM> @ + sin*0 dé

c2r d\ d\

20 2dr do o\ >
2 = T e A ) = 4.84
r“ =0 e + TV sinfcost <d>\> 0 (4.84)
20 2dr do do do

3 = 2 Y oot ——C =0 4.85
TEO= T roay T2 (4.85)

A nossa estratégia consistira em tratar as equagoes da trajetoria de um corpo com
massa, utilizando o pardmetro tempo préprio, 7, no lugar do afim A, e obtidas
as equagoes finais, compara-las com as correspondentes da gravitacdo newtoniana
e seguidamente tomar o limite de massa nula do corpo orbital, o que nos dara o

comportamento de um raio de luz.

Vamos entao recorrer a equacao diferencial obtida para a coordenada azi-

mutal ¢ e escolhemos, sem perda de generalidade, um plano equatorial qualquer do

corpo esférico central (dada a sua simetria esférica). Considera-se entdo 0 = 7 e
vem:
d’¢  2drde m\ df d¢
=g oS 2t (3) S = 0w
TEOT et iy TN ) avan (456)
d\2 " rdhd\

Tomamos agora, como parametro, o tempo proprio 7 do corpo de massa
nao-nula em érbita a um qualquer objeto esférico de massa M. O tempo préprio,
em relatividade, ¢ o nome que se dd ao tempo do relégio do proprio corpo em

"viagem". Fica entao:

d? 2drd
o | 2drdo (4.87)
dr?  rdrdr

Pretende-se resolver esta equagao em ordem a % e por conseguinte, escrevemos:
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9 _ vy 24
dr dr TdTy n
1dy 2dr d d
A b ) Yl = ——[In(r? 4.
= ydA rdr dT( nr) dT[ n(r)] = (4.88)
d
= df[lny] = ——/[In(r?)] = Iny = —In(r*) + In(J)
T

Na equagao anterior, In(J) é uma constante de integragdo, com J constante de igual

forma. Vem:

lny-ln(j)@y—wzj (4.89)

dr 12

J

1 e portanto, também [T—Q} = seq”

1

Deve notar-se que {d—ﬂ = seq~ . Isso implica

dr
1

que [J] = m?s™!, o que representa o momento angular por unidade de massa.

‘ o _ J 4 ~ .
Para confirmar, a titulo de exemplo, que 7% = 5 ¢ solucao da equacao,

mostra-se:

dgb +2d7‘
dT dr rdr
d J J 73d7“ 2 dr
dr ) < ) 2 —0<:>J< d7’)+Jr3dT 0«
2 dr 2 dr

&= =0
r3dr  r3dr

Como queriamos demonstrar.

Passamos agora para a equacao das geodésicas para a coordenada 2° = t:

d*t 2GM dt dr
- = 4,
dA2'+’[r2c2(1 2GA4)] anan Y (4.90)

CT

Voltamos a substituir o parametro por 7 e abreviamos o termo fung¢ao de r

dt dr.

que multiplica % 7%

2GM dN (r)
IO T R (r) n(

c2r

(4.91)

Vem entao:
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d*t dN | dt dr
_ _ 4.92
o t:>d72+[d]d7d7 ! (4.92)
Mas 42X 4r — 94X "visto que N(r) = N[r(7)]. Por isso mesmo, ficamos com:
d*t  dN dt d (dt\ dN (dt
— =0& — | — 0 4.93
i Carar T T ar (dA) i (m) (4.93)

Resolvendo a equacgao anterior em ordem a %7 fica, tendo em conta a sim-
. soodt .
plificagao - = W (7), fica:

d dN aw dN  dW
il W = = — & — = —(dN =—N A (4.94
dTW+dTW 0= e WdT<:>W dN & InW +inA (4.94)
Em que A é uma constante. Aplicando o exponencial, com N(r) = In (1 - ng ) ,
vem:
dt dt 2GMN\ !
InW —-N
=W=—=A4 —=Al1- 4.
c W dr ¢ T < c2r ) (4.95)
Retomamos a condi¢do bésica do inicio ds* = ¢?dr? = g, da*dx”:
dz* dx”
=g, T (4.96)

=9 i ar

E a métrica de Schwarzschild para trajetérias tipo-tempo, ou seja, ds? > 0:

2GM> 22

c2r

ds? = 2dr? = (1 —

2GMN\ !
(1 oG ) dr? — r2d0% — r2sin20de> <

c2r
@02_(1_2GM>62 dt 2_(1_2GM)1 dr 2_r2 a\® (4.97)
a c2r dr c2r dr dr
do\’
2 20
resin <d7‘>

Impomos a condi¢ao 6§ = 7 do plano equatorial e substituimos a relagao que

¢ dt.
da ot
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-2
2 <1_ QGM) 242 (1_ QGM) B

c2r c2r

2GMN\ " (dr\? NP
<1 e ) dr ) 0—r <7"2> < (4.98)
-1 -1 2 2
& =cPA <1 - 2GM> - (1 - 2GM> ) r? (J>
c2r c2r dr r2

Multiplicando por (1 — 2GM>+1, fica:

c2r

2GM 2 2G M 2
02<1— ¢ >202A2— dr —<1— ¢ )TQJ(:)
c2r dr c2r r4

& (1 — 2GM) 242 (dr>2 B (1 - QGM) J? (4.99)

c2r dr c2r ) r?

A semelhanca do que se faz com a mecanica classica, no problema dos dois corpos

em interacao gravitacional, introduz-se a funcao auxiliar:

u(r) = — (4.100)

Sendo a 6rbita uma funcao [r(7), (1), t(7)Jou [u(7), ¢(7),t(r)] na forma
paramétrica. Na forma estatica seria, eliminando o tempo ¢, r(¢) a forma da érbita.
Entretanto, temos também, onde como ja foi visto fl—f = T%:

dr  drdo

—_— = —— 4.101
dr dodr ( )
Além disso, j—; = % (%) = (—1)u‘2%, pelo que:
dr 1du/J 1 du du
e (D) == = - 4.102
dr u? do (7"2> w2dg” " de ( )
Substituimos este resultado na Equacao 1) e vem, com r = %:
2G M du\? 2G M
2 242 2 2 2
c (1— 2 u) =cA —J (dqﬁ) - (1— 2 u) Ju (4.103)
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Derivamos a equacao anterior em ordem a phi, recordando que A é uma constante

de integracao (adimensional):

do do \ do

du du\ [ d*u du
& —2GM <d¢> =—J*2 (dgb> <d¢> — J*2u <d¢> +

du\ ,d (du\®  dw?)  2GM _,d(u?)
o2 (2] <o e ()" ) 20M )

2GM du
7232 (44— 4.104
4 20N g, ( ‘ ¢) (4104
2 M 2
_ oM — —g? (LY —2J2u+6G N PN
d¢? c
d*u 6GM J?
2 2 2 _
Dividindo tudo por 2J2%, vem:

2 M M

d _¢ 3G u? (4.105)

- tu=—+F
do? J? c?
Sendo r a "distancia'do corpo orbital ao centro do objeto esférico de massa M (na

realidade é-o aproximadamente, é o perimetro orbital se for circular a dividir por
27).

Ora, o resultado equivalente da mecanica newtoniana para este problema
fisico conduz a equagdo, com J constante e a representar o momento angular do

corpo orbital dividido pela sua massa:

d?u _GM

Concluimos portanto que as orbitas relativistas resultam de uma equacao

parecida com a newtoniana mas com um termo adicional pequeno, BCC';M u?. Este
termo conduz a célebre precessao orbital dos planetas a volta do Sol, mais visivel no

caso do planeta Mercurio.

No caso do raio de luz, a dada massa nula ("em repouso") do fotao, é quando

fazemos J = 0. Consequentemente, aquela equagao em u(r) = %, dara, com J = 0:
d*u 3GM , 3GM ,
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O que resulta num termo muito pequeno, pois ¢ é muito grande. A pe-
quenez deste termo, permite resolver a EDO nao-homogénea da forma aproximada.
Comecgamos por obter a solugao geral da EDO homogénea correspondente, em que

k é uma constante de iteracao e representa o parametro de impacto b:
(4.108)

d2
oy up =0 = up(@) = ksing

d¢?

Ora, quando ¢ = 7, vem uy (g) = r(lg) = k. A solucao geral da EDO homogénea é
entdo up(¢) = 2.

Desta forma, uma versao aproximada da EDO completa acima é obtida

sing

2
substituindo u? por ( ) no termo da direita:

b
d*u 3GM sin*¢  3GM 9
e U= T = (1 —cos®9) (4.109)
Procuramos agora uma solugao particular desta EDO nao-homogénea aproximada:
d*u 3GM
dgb; p = W(l — cos*¢) (4.110)
Cuja solugao é:
(4.111)

3GM 1
up(p) = S22 <1 + 3 cos 2(;5)

Consequentemente, e como é sabido,a solugao geral da EDO inicial completa (mas

na forma aproximada) sera:
1 ) 3GM 1
_ sng (1 + = cos 2¢) (4.112)

R e A T 3

Para grandes parametros de impacto b, o desvio ¢ sera pequeno pelo que

temos sin ¢ ~ ¢ e cos2¢ ~ 1. Logo, para r = oco(u = 0) temos:

5  3GM 1 b 2GM —2GM
+(1+3x1>_b+02b2<:>5¢_62b (4.113)

0~
b 2c%h?
Visto que a trajetoria do raio de luz é simétrica em relagdo ao centro do

corpo (central) de massa M, o desvio total serd o dobro deste e, em médulo, o desvio

total sera portanto:
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4GM
|A¢total | = CT

b

Para um raio de luz de uma estrela distante que passe rente ao sol, com M, =
2 x 103%g, b ~ raio do sol ~ 695, 7Tkm, teremos:

(4.114)

4% 6,67 x 1071 x 2 x 10%°

> = 8,52 x 10 %rad
(3 x 108)% x 695700 x 103

| A¢total | -

O resultado corresponde a 1,76 segundos de arco.

Sera interessante reforcar que a métrica de Schwarzschild pode, de facto, ser
importante na descricao de campos gravitacionais de massas esféricas com rotagao
lenta, mostrando também o exemplo de como chegar a Lei da Gravitacao Univer-
sal a partir dessa métrica. A lei da gravitagdo universal de Newtonﬁ ¢ uma das
leis fundamentais da fisica, matéria standard, tanto nos cursos de fisica como na
escolaridade mais bésica, e aqui pretende mostrar-se um caminho diferente para se
chegar a expressao conhecida dessa lei, a partir da relatividade geral e da métrica
de Schwarzschild, como demonstra Collier (Collier, 2012)).

Partindo da métrica de Schwarzschild na sua forma mais vulgar:

2GM ?
ds® = (1 — gr) dt* — 1(617;)GM —r2df* — r?sin*0de? (4.115)

A massa M ja é sabido que representa a massa do objeto esférico que origina
o campo gravitacional e G ¢é a constante de gravitagao universal. Se se considerar
que estamos a lidar ou com massas gravitacionais pequenas, e que portanto curvam
pouco o espago-tempo, ou com distancias radiais muito grandes, onde a curvatura
provocada pela massa se sente cada vez menos, isto é, olhando para a métrica
anterior, se diminuirmos ou aumentarmos consideravelmente, M e r respetivamente,
podemos dizer que estamos perante um espago quase plano, como o de Minkowski,

e a métrica aproxima-se a de Minkowski, em coordenadas esféricas:

ds® = dt* — dr® — r*df* — r’sin*0(d¢)? (4.116)

A assuncao feita anteriormente permite também, por assumirmos um espaco

4Enunciada pelo fisico Isaac Newton, a lei da gravitacdo universal procura explicar as érbitas
dos corpos através da forca de atragao gravitica, responsédvel pela interacdo entre corpos.
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praticamente plano, a aproximagao por coordenadas cartesianas. Prosseguindo, con-

2GM

:~ uma quantidade pequena, entende-se um campo gravitacional
cer

siderando entao

fraco e usa-se uma métrica da seguinte forma, em que o termo h,, é um pequeno

acrescento a métrica de Minkowski:

G = M + M (4.117)

De facto, o espaco considera-se quase plano e nao totalmente plano, dai o
acréscimo do termo h,,, ao tensor métrico de Minkowski. Tendo em conta a equacao

anterior, pode entao dizer-se que a componente goy do tensor métrico sera:

26M ) (4.118)

—(1-
Jo0 ( c2r

Em que a unidade representa a primeira componente do tensor métrico de

Minkowski normal e o termo somado toma o restante valor, ou seja, hgy = —Zgy .
Sabe-se também o potencial gravitacional de Newton ¢ num dado ponto de um
campo gravitacional é dado por ¢ = ﬂ, pelo que:

2

c2

Através de uma manipulacao matematica da equagao da geodésica, demons-

trada em (Collier, |2012)), sabe-se que:

d?x? 0o
() -

Na equacao anterior o termo A aceleracao e o termo ( 9 ) = (‘% 9¢ @)

dt? ox* oz’ By’ 9z
g—iﬂ, em que 7 é o vetor radial da particula de teste, a Terra por exemplo, em co-
ordenadas cartesianas. Substituindo r pelo vetor 7, ¢ = _GFM e a equacao anterior
vem:
d* 9 (=% ot GM
er_ () 00t oM (121)
dt? or or (7)?

A partir daqui é s6 aplicar a 2° lei de Newton, F= mda, com vista a obter
o pretendido, a expressao para a forca de atragdo gravitica. Logo, multiplicando

ambos os lados da Equacao (4.121]) pela massa m, que sera obviamente a massa de
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uma particula qualquer, fica-se com:

md?r GMm
= — r 4.122
dt? G (4.122)

De facto, do lado esquerdo temos a 2° lei de Newton explicita, pelo que, no

final tem-se:
Fo _Grmm, (4.123)

Gk

Na Equacao temos a expressao classica da lei da gravitagdo uni-
versal de Newton, em que m; e my representam as massas dos objetos que estao
em interacdo gravitica e 7 é o versor unitario na direcao de . Portanto, como se
queria demonstrar, a relatividade geral, através da métrica de Schwarzschild, pode
ser 1til no estudo e determinacao de algumas érbitas em torno de objetos esféricos
que se possam aproximar a corpos sem rotacao, ou no geral, no estudo da interagao

gravitica entre este tipo de corpos.

Como se pode constatar, o tratamento destas equagoes é complicado e ex-
tenso, pelo que é aconselhavel adoptar uma implementagao computacional como

sera sugerido a seguir.

Sugestao de Implementacao Pratica

Nesta parte final do trabalho pretende-se fazer um enquadramento de al-
guns métodos, ja existentes, que podem realmente servir de ponto de partida para
um futura implementacao desta metodologia, para o caso particular da actstica, em
programacao. A linguagem de programacao Python tem vindo a ser cada vez mais
predominante na esfera da programacao e adoptada numa panéplia de problemas
de areas bastante diversificadas. Além do mais, é livre e devido ao desenvolvimento
acentuado que tem tido nos ultimos tempos, ha uma crescente disponibilizagao de
documentacao, tanto ao nivel da aprendizagem da linguagem, como ao nivel da
exemplificagdo em exercicios praticos. Com efeito, as sugestoes que serao apre-
sentadas sao escritas em Python. A primeira abordagem é com destaque para a
biblioteca "SymPy'e o seu médulo de geometria diferencial, "diffgeom", que per-
mitem uma aplicacdo mais generalizada das ferramentas da geometria diferencial
em Python. Seguidamente, serd apresentada uma outra biblioteca, "EinsteinPy",
mais direcionada para a relatividade geral, na medida em que nao ¢é tao intuitiva
na liberdade de especificacao e alteracao dos varios objetos da geometria diferencial.

Trata-se de uma biblioteca mais especifica no que toca a representacao direta de
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orbitas planetarias ou de outros exemplos, ainda mais carateristicos da relatividade
geral. No entanto, d& igualmente para perceber a influéncia da métrica, ou do ten-
sor métrico, e da capacidade do Python em trabalhar com as varias ferramentas
da geometria diferencial, desde os tensores e suas componentes aos coeficientes de
conexao e tragado de geodésicas. De certo modo, enquanto o "SymPy"oferece uma
interacao de raiz com a geometria diferencial e portanto, ndo esta necessariamente
relacionado com a relatividade, o "EinsteinPy"é especialmente dedicado a proble-
mas de relatividade geral e, desse modo, permite a vizualizagao de casos tipicos da

relatividade de forma mais imediata.

A medida que este trabalho se foi desenvolvendo foi sendo cada vez mais
notério que esta nova metodologia sugerida para o estudo de aciistica submarina,
em detrimento da classica, tem uma enorme intimidade com a relatividade geral.
Acima de tudo, assenta nos mesmos principios geométricos e estabelece-se num
tipo de espaco semelhante, um espago-tempo moldado, por massas graviticas na
relatividade, e pelas varidveis actsticas na actistica submarina. Logo, o fundamental
¢ a implementacao dos varios objectos matematicos e ferramentas, que definem a
geometria diferencial, na programacao. Os exemplos que se seguem sao testes que
realizamos, a partir de uma rotina em Python, muito simples, retirada do websz’teﬂ
que tem o proposito de calcular geodésicas a partir da métrica de Schwarzschild.
Além disso, teve-se como referéncia uma documentagdo mais geral, em relagdo a
implementagdo préatica de geometria diferencial em Pythonﬁ. E importante notar
que nao ¢é necessario entrar em muito detalhe relativamente a este conceito, porque
nao é realmente o objetivo deste trabalho, acabando por funcionar como um mero
exemplo. Porém, para perceber a utilidade deste exemplo convém ter alguma nogao

do que é que representa.

Passando entao a rotina de Python propriamente dita e aos testes realiza-
dos, em primeiro lugar é conveniente apresentar outro dos formatos da métrica de
Schwarzschild. A forma mais vulgar ja foi vista (expressa em fungao da massa M
do objeto esférico originario do campo gravitacional), contudo o exemplo, no qual
foram realizados os testes, é escrito a partir de uma das formas alternativas, em que

existe a relacao ry = 2Cj2M , em que G ¢é a constante de gravitacdo universal e rg é a

variavel em que o problema se passa a focar, o chamado raio de Schwarzschild. A

Shttp://cardona.co/math/geodesics/
Shttps://docs.sympy.org/latest /modules/diffgeom.html
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métrica tem o seguinte aspecto:
s 1 ,
ds* = (1 — T) Adt* — 1% dr?* — r2d0* — r*sin*0d¢? (4.124)
r _Ts

Tal como ja foi mencionado, os testes foram realizados a partir de uma
rotina de Python, ja referenciada. O c6digo foi adaptado por nos, através da adigao
de algumas funcionalidades uteis da geometria diferencial, pormenores simples, e
reprogramado para a métrica de Minkowski, com o intuito de mostrar mais um
exemplo e comprovar que é possivel obter resultados a partir da alteragao da métrica.
Mais uma vez se reitera que o principal objetivo aqui nao é, efetivamente, perceber
a métrica de Schwarzschild, mas sim perceber a dindmica do médulo de geometria
diferencial do Sympy, o diffgeom, que permite construir um problema de raiz, com a
criagdo do espago de Riemann (manifold na rotina), com a especificacdo do sistema
de coordenadas, com a obtencao dos coeficientes de Christoffel ou de conexao, e
acima de tudo, o impacto que a mudanca de métrica tem nos graficos. Como é de
esperar, dado que uma métrica representa um espago curvo e outra representa um

espaco plano.

A primeira rotina corresponde entao ao tracado de geodésicas, a partir da
métrica de Schwarzschild, Equacao (4.124)), e encontra-se disponivel no Apéndice B.
Inicialmente importam-se algumas bibliotecas do Python extremamente tteis para
calculos no ambito da matematica, engenharia e fisica, como o "SciPy", o "NumPy'e o
"SymPy", entre outros. A mais importante, no ambito deste trabalho, é o "SymPy",
na medida em que é daqui que se vai importar o médulo chave para trabalhar
em geometria diferencial, o "sympy.diffgeom". As outras funcionam simplesmente
como auxiliares para cdlculo matematico e representacao grafica. Seguidamente,
comecgam-se a importar as classes essenciais, que sao, na realidade, os elementos da
geometria diferencial. Ao importar a classe "Manifold"define-se logo as dimensoes
que o nosso espago tera, neste caso 4D, assim como uma regiao dentro desse espaco
onde se vao realizar os calculos, através da classe "Patch". Com um espaco definido,
passa-se a importar a classe "CoordSystem"para definir o sistema de coordenadas,
que sera o sistema de coordenadas esféricas. A partir dai sdo definidas as fungoes
das coordenadas e os diferenciais das mesmas que integram o elemento de linha
e a métrica consecutivamente. Além disso, como se pode observar na métrica de
Schwarzschild, os coeficientes dos diferenciais das coordenadas nao sao triviais como
nas métricas simples, Euclidiana ou mesmo Minkowskiana, pelo que é necessario

especificar quantidades fisicas como a velocidade da luz ¢ e o raio de Schwarzschild
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>>> coef_conex_@

[[[@, ckk2kr_s/(2kr*k(rkchk*k2 — ck*k2%r_s)), 0, 0], [ckk2kr_s/(2kr*(rkck*2 — ckx*2%r_s)), 0, 0,
el, [e, @, @, @1, [0, @, @, 011, [[-ckk2xr_s*x(-1 + r_s/r)/(2xr*x*x2), @, @, @1, [@, r_sx(-1 +
r_s/r)/(2xr**2%x(1 - r_s/r)*x2), @, @1, [0, @, rx(-1 + r_s/r), 01, [@, 0, @, r*(-1 + r_s/r)*
sin(theta)**21], [[e, @, @, @], [@, @, 1/r, @1, [@, 1/r, @, @1, [@, @, @, -sin(theta)*cos(t
heta)ll, [[e, @, @, @1, [@, @, @, 1/r], [@, @, @, cos(theta)/sin(theta)l, [®, 1/r, cos(thet
a)/sin(theta), @11]

>5>

FiGurA 4.3: Disposicao dos coeficientes de conexdo da métrica de
Schwarzschild na consola do Python

rs, através do médulo "Symbols", importado no inicio do codigo. O elemento de
linha, como ja é sabido, é constituido pelos diferenciais das coordenadas, portanto
0 passo seguinte é a obtencao dessas quantidades, com o médulo "TensorProduct'.
Assim, todas as quantidades necessarias para escrever a métrica estao enunciadas e

pode definir-se a métrica de Schwarzschild, a qual chamamos "metric", no programa.

A métrica ou o tensor métrico é, de facto, o ponto fulcral do problema,
porque é a métrica que define o espago e, desse modo, a partir da métrica conse-
guimos obter o que resta para calcular a geodésica que descreve o movimento de
uma particula neste espago. Com a métrica escrita, pode-se calcular os coefici-
entes de conexao através de mais uma classe do modulo "diffgeom", a classe "me-
tric_to_ Christoffel 2nd'(Obtengao de coeficientes de conexao, como foi visto no
Capitulo 3). Esta classe vai buscar a métrica e devolve os coeficientes de conexao,
ou de Christoffel, que também entram na equagao diferencial da geodésica. Se se cor-
rer o nome atribuido para os coeficientes de conexao, neste caso foi "coef conex 0",
na consola do Python, pode comprovar-se a listagem dos coeficientes, como se pode

ver na Figura [4.3]

Existem outros moédulos que se podem importar, que apesar de nesta rotina
tao simples nao serem relevantes, servem para mostrar a panoéplia de ferramentas
que a biblioteca "SymPy"nos disponibiliza, através do seu médulo "diffgeom". Por
exemplo, é possivel obter as componentes do tensor da curvatura de Riemann, ou
até os do tensor de Ricci, sempre a partir da métrica que é o que se pretende. Na
Figura [£.4] podem ver-se as componentes do tensor de Riemann, para a métrica de

Schwarzschild, listadas.

Apébs a obtencao dos coeficientes de conexao, procede-se a atribuicao de
valores as quantidades fisicas c e r;. Na velocidade da luz vamos deixar sempre ¢ = 1
para generalizar as unidades todas em metros. E habitual em relatividade proceder a
esta reformulacao de unidades, porque a velocidade da luz é a referéncia e o limite de

velocidade para tudo, logo atribuindo a unidade a ¢, todas as coordenadas, inclusive
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>>> Rmn_components_0

[([[e, @, @, 0], [0, @, B, @], [0, O, @, 0], [0, @, B, @1], [[@, Cxkbxr_s/(2xrx(r*ck*2 — Cc*
*2KY_S)kk2) — CoHkbRY_Saok2/ (LkTAk2k (THCHkk2 — CHA2KY_S)H*k2) + Ckx2xr_s/(2kIrkk2%(Ikckk2 — ckk2
*Y_S)) + Ckk2kr_skk2% (-1 + r_s/r)/(Lkr*k3k (1 — r_S/T)kK2%(KCK*2 — CHK2%Tr_S)), O, 0], [-Ck*
Lkr_s/( 2%k (kCkk2 — Chk2kI_S)dkk2) + Cokokdkr_skk2/ (LkIkk2k (IkCkk2 — Chk2kI_S)*kk2) — Chk2*kI_S
J/ (2%rkk2% (rkckk2 — Ckk2%r_S)) — Ckkx2%r_sx*k2% (-1 + r_s/r)/(bxrkx3%(1 — r_s/r)**k2%(r*cx*2 — c
**k2xr_s)), @, @, o1, [e, o, @, @1, [@, @, @, 011, [[8, @, ckk2kr_s*x(-1 + r_s/r)/(2x(rkck*x2
— c¥x2%r_s)), 01, [0, @8, 0, B8], [-ckxx2xr_sx(-1 + r_s/r)/(2x(rkcxx2 — cx*2%r_s)), @, @, 0],
[0, @, @, @11, [[@, @, @, ckk2kr_skx(-1 + r_s/r)ksin(theta)**2/(2x(rkckk2 — ckxk2%r_s))], [0,
e, @, 0], [@, 8, @, 0], [-ckx2xr_sx(-1 + r_s/r)*ksin(theta)**x2/(2x(r*kck*2 — ckx*k2%r_s)), 0, @
, 0111, [[[0, —ckkbkr_s*x2%(-1 + 1_s/1)/(&kr*k*x3%(rkck*2 — ck*2%r_s)) — ckk2%r_skx(-1 + r_s/r
)/Tkk3 + Ckk2kr_skk2k (=1 + r_S/T)%kk2/ (hkrkkbk(l — r_S/T)%*%2) — Cokk2kr_skk2/(2%r*x4), @, 0],
[Cokdkr _skk2k (-1 + r_s/x)/(&krkk3k(rkchkk2 — Chk2%r_s)) + Ckk2kr_sk(—1 + r_s/r)/rk*3 — ckx2x
r_skx2% (=1 + 1_s/7)%%2/ (bkrkxbx (1l — r_s/r)**2) + cxk2%kr_s*x2/(2%r*x4), @, 0, @], [0, @, 0,
el, [e, o, @, @11, [[e, @, @, 01, [0, @, @, @1, [0, O, @, 01, [0, @, @, @11, [[0, @, B, @I,
[0, @, r_sx(-1 + r_s/r)*x2/(2%r*(1 — r_s/r)*x2) — r_s/r, 8], [0, —-r_sx(-1 + r_s/r)**x2/(2%r*
(1 - r_s/r)*x2) + r_s/r, o, @1, [0, @, 0, 011, [[0, @, @, 0], [@, 8, B, r_sk(-1 + r_s/r)**2
xsin(theta)*x2/(2%rx(1 — r_s/r)**2) — r_skxsin(theta)**x2/r], [0, @, @, 0], [@, -r_s*x(-1 + r_
s/r)**k2xsin(theta)**x2/(2%rx(1 - r_s/r)**2) + r_sksin(theta)**2/r, @, 0111, [[[@, @, ckkx2*xr_
sk(-1 + r_s/r)/(2%r%x3), 0], [8, @, 8, 0], [—-ckk2xr_sx(-1 + r_s/r)/(2%rxx3), @, @6, @1, [,
e, o, 011, [[e, @, @, @], [@, @, —-r_sk(-1 + r_s/r)/(2%rk*x3%(1 — r_s/r)**2), 01, [0, r_s*(-1
+ r_s/r)/(2xrx3%(1 - r_s/r)%*2), @, @], [e, @, @, @11, [[e, e, @, @1, [e, @, @, @], [0, o,
e, o1, [e, o, @, @11, [[e, @, @, @1, [@, @, @, @1, [@8, @, 8, (-1 + r_s/r)*sin(theta)**2 + s
in(theta)*x2], [@, @, —-(-1 + r_s/r)*sin(theta)**2 — sin(theta)**2, 0111, [[[@, @, @, cxk2%r
_sx(-1 + r_s/r)/(2xrxx3)1, [0, @, @0, 01, [@, @, 8, O], [-ckk2kr_sk(-1 + r_s/r)/(2*r*x3), 0,
e, o011, [[e, o, @8, 0], [@, @, @, —-r_s*x(-1 + r_s/r)/(2%r*x3%(1 - r_s/r)xx2)], [@8, @, @, 0],
[0, r_s*(-1 + r_s/r)/(2*r*x3%(1 - r_s/r)**2), @, ell, [[e, @, o, 01, [0, @, @, @1, [0, @, @
' —rr5/r]. e, o, r_s/r, @11, [[e, o, @, @], [e, @, @, 0], [0, @, 0, @], [8, @, @, @]]]]
55>

FIGURA 4.4: Disposicdo das componentes do tensor da curvatura de
Riemann para a métrica de Schwarzschild

o0 tempo, expressam-se em metrog| Ainda assim, neste caso ndo é muito relevante
pensar nisto, porque a rotina nao esta feita de forma pormenorizada, sendo que o
seu principal objetivo é simplesmente dar a capacidade de alterar valores as variaveis

e perceber o impacto que isso tem na métrica e na geodésica a ser calculada.

Nesta fase, os elementos caracteristicos da geometria diferencial estao de-
finidos e o procedimento final é a definicao da equacao diferencial da geodésica no
Python e a sua respetiva resolugdo. Na referéncia de onde foi retirado o codigo
original pode ver-se a forma como é que a equacao da geodésica é implementada no
Pyhton. Crucial é perceber que a partir desta implementacao, precisamos apenas de
especificar as coordenadas de um evento inicial (posi¢ao inicial no espago-tempo do
objeto em movimento) e posteriormente dar um valor as componentes do vetor tan-
gente inicial. Este vetor tangente é exatamente o mesmo que foi visto no Capitulo
que ¢ nada mais nada menos que o vetor tangente a curva geodésica, represen-
tando assim a velocidade de uma eventual particula, no inicio da sua trajetéria. A
atribuicao de valores para o evento inicial e para as componentes do vetor tangente
é feita dentro do moédulo "solve ivp". A titulo de exemplo, o evento (0,0,0,0) na
dire¢ao do vetor tangente (0, 0,0, 0) ficaria "sol=solve_ivp( F, [0,T], [0,0,0,0,0,0,0,0],

"A velocidade da luz é, de facto, a referéncia e acaba quase por funcionar como lei. Atribuindo
a unidade a velocidade da luz, porque a luz percorre 1 m de distdncia em 1 m de tempo, passa-se a
medir o tempo em metros. Por exemplo, se a coordenada temporal for ¢t = 3 isso significa que, na
realidade, o tempo t é t = ﬁ. Também a velocidade de uma particula qualquer que viaje, por
exemplo a metade da velocidade da luz, diz-se que percorre 0.5 m de distancia em 1 m de tempo.
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FicUura 4.5: Geodésica que comega no evento de coordenadas
(10,0,0,0) e prossegue na diregdo do vetor tangente (1,0,0,0).

t_eval.linspace(0, T, T*123 +1))".

Exemplo 1

Nestes primeiros exemplos nao serd mostrada a projecao polar, apenas um
grafico com um eixo a representar a coordenada tempo t e outro a representar a
coordenada da distancia radial r. O valor atribuido para o raio de Schwarzschild é
a unidade. Considerando entdo a geodésica que comeca no evento de coordenadas
(0,10,0,0) e prossegue na direcio do vetor tangente (1,0,0,0), tem-se o grafico
representado na Figura [4.5]

O resultado obtido é aceitavel, dado que se tem um evento inicial apenas
com coordenada radial, neste caso r = 10, na dire¢do de um vetor tangente, em
que a unica componente nao nula é a componente temporal, o que indica que esta
particula estard em queda livre, até atingir r se anular, ou seja, até cair na superficie

do corpo esférico.

Exemplo 2

Neste exemplo, numa primeira abordagem, o evento inicial tem coordenadas
(0,2,0,0) e a diregdo da geodésica é de acordo com a direcao do vetor tangente de
coordenadas (1,0.3,0,0). O resultado é o gréfico apresentado na Figura .

Neste caso o vetor tangente que da a direcao a geodésica ja tem compo-

nente, diferente de zero, na coordenada temporal ¢ e na coordenada radial r. Este
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FiGUrRA 4.6: Geodésica que comeca no evento de coordenadas
(0,2,0,0) e prossegue, inicialmente, na dire¢do do vetor tangente
(1,0.3,0,0).

resultado também é expectavel, na medida em que representa uma eventual parti-
cula situada no evento inicial, com r = 2 apenas, que tem velocidade radial e, desse
modo, inicialmente a sua trajetoria mostra um afastamento radial do corpo esférico.
Contudo, devido a interacao gravitica exercida pelo corpo esférico, o espago-tempo
curva e a consequéncia é que a a particula ndo se move numa linha direita e acaba
por descrever uma parabola e aterrar novamente na superficie do objeto esférico

considerado.

Por outro lado, se se atribuir uma velocidade maior, dando um valor maior
a componente radial do vetor tangente, é de esperar que o campo gravitacional do
objeto nao seja suficientemente grande para "atrair'a particula, ou seja, a curvatura
nao é suficiente para influenciar de forma significante a trajetéria. Veja-se o exemplo,
na Figura [£.7] em que se manteve o evento inicial inalterado, mas aumentou-se a

componente radial da velocidade.

Como era de esperar, obteve-se uma linha quase direita a crescer radialmente

e a afastar-se cada vez mais do obeto esférico.

Exemplo 3

Um caso também muito interessante para aferir se realmente esta rotina
produz resultados, de certa forma préximos da realidade, é anular o raio de Schwarzs-
child, isto é, r, = 0. O que esperar desta alteracao? Na verdade, se imaginarmos
que o nosso objeto esférico desapareceu, na métrica a massa M ou no nosso caso o

raio rs ficam zero e o que acontece é que o espaco fica reduzido ao espago plano de
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FiGura 4.7: Geodésica que comeca no evento de coordenadas
(0,2,0,0) e prossegue na diregao do vetor tangente (1,0.5,0,0).

Minkowski. Um pouco para relembrar aquilo que ja foi advertido, ao passo que em
relatividade geral nao podemos interpretar diretamente o valor métrico das coorde-
nadas, este caso em que deixamos de ter corpo esférico ou no espaco de Minkowski
em geral, trata-se da Unica situacdo em que as coordenadas t e r representam o
valor real do tempo de relégio e da distancia radial, respetivamente (Collier, 2012).
Logo, anulando o raio r, é expectavel que, por passarmos a estar num espago plano,
a trajetoria da particula seja uma linha totalmente direita. Mantenham-se entao os
mesmo valores do primeiro caso do Exemplo 2, ou seja, um evento inicial de coorde-
nadas (0,2,0,0) na direcao do vetor tangente (1,0.3,0,0), sendo a tnica diferenca

o valor de rs que passa a ser nulo. O resultado pode ser observado na Figura [4.§|

Com efeito, o exemplo ¢é exatamente o mesmo, apenas se considera o raio de
Schwarzschild e portanto a massa do objeto nulos, mas o resultado é diferente, nao
¢ uma parabola, mas sim uma linha reta com uma certa velocidade e a afastar-se
radialmente. Este exemplo é, na realidade, um dos mais importantes, devido a com-
provacao de que, na auséncia de massa e consequentemente de campo gravitacional,
o espacgo é plano, o que nos leva a crer que estes resultados que tém vindo a ser

obtidos sao razoavelmente fidedignos.

Exemplo 4

No exemplo que se segue, inclui-se na rotina um comando que faz uma pro-
jecao polar do grafico, o que permite visualizar uma orbita, por exemplo, se for o

caso. Deste modo, considere-se uma geodésica a comecgar no evento de coordenadas
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FiGura 4.8: Geodésica que comeca no evento de coordenadas
(0,2,0,0) e prossegue na diregao do vetor tangente (1,0.3,0,0) com
rs = 0.

(0,10,0,0), na direcdo do vetor tangente (2,0.1,0.04,0) e com r¢ ndo nulo nova-
mente, r, = 1. O resultado é parte de uma oOrbita qualquer, especificada por esses

valores, como se pode observar na Figura [£.9]

O que se pode observar neste caso é que, para uma certa gama de valores, a
curvatura que este objeto origina no espago-tempo, ¢é suficiente para fazer uma par-
ticula orbitar a sua volta. Isto nao quer dizer que estes valores, que se atribuiram,
sejam tunicos. Na realidade, ao variar certas quantidades, como o raio de Schwarzs-
child por exemplo, ou até o evento inicial, é natural que se encontrem outras orbitas,
a partir de valores diferentes. Nao esquecer que uma das principais carateristicas da
métrica de Schwarzschild é ser plana assintoticamente, o que significa, que no espaco
longinquo estamos reduzidos ao espaco plano de Minkowski, e dai ser natural que
geodésicas a comecgar em eventos, de distancias radiais diferentes em relacao a massa
gravitica, tenham comportamentos distintos. A ideia é, sobretudo, ter nocao de que
a métrica de Schwarzschild permite estudar a curvatura do espaco-tempo, vazio, a
volta de um objeto esférico, obrigando particulas que viajem na sua proximidade a

descrever geodésicas, possivelmente entrando em Orbita.

Exemplo 5

Para o préximo exemplo, o codigo serd a adaptagao que realizamos da rotina
original para a métrica de Minkowski, que se encontra no Apéndice C. Considero
que este seja um dos testes mais importantes, porque permite aferir, mais uma vez, a

credibilidade da rotina e da forma como resolve computacionalmente a geodésica, na
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Ficgura 4.9: Geodésica que comeca no evento de coordenadas
(0,10,0,0) e prossegue na dire¢ao do vetor tangente (2,0.1,0.04,0).

medida em que alterando totalmente a métrica, esperam-se resultados congruentes
com essa alteracao. Até porque, a sugestao de implementacao futura da biblioteca
"Sympy", e dos seus modulos adjacentes de geometria diferencial, na acistica sub-
marina, parte justamente do pressuposto de que é a insercdo da métrica, seja ela

qual for, que ira ditar o comportamento das geodésicas.

A adaptacao realizada alterou apenas a métrica, que na original era a de
Schwarzschild, e agora passa a ser a de Minkowski, Equacao . A métrica de
Minkowski é realmente simples em relacio a de Schwarzschild, com coeficientes
(1,—1,—1,—1) no elemento de linha. Pode dizer-se que esta métrica nao difere
muito da, ainda mais simples, métrica Euclidiana, simplesmente tem a inclusao da
coordenada temporal, por ser a métrica adoptada em relatividade especial. Portanto,
alteramos a métrica para a métrica Minkowskiana, estamos num espago plano. Os
primeiros testes de comprovacao dos resultados ¢, a semelhanca de no inicio do
caso anterior, correr os comandos que devolvem os coeficientes de conexao e as
componentes do tensor de Riemann. Como se sabe, a funcao dos coeficientes de
conexao é conectar diferentes pontos num espago curvo, porque nesse caso oS Versores
de base nao sao constantes, variam com as coordenadas, e por isso precisam de ser
diferenciados. Num espago plano isso nao acontece e os versores sao constantes
unitarios na dire¢ao dos eixos cartesianos em qualquer ponto do espaco. Por este

motivo, num espago plano como o de Minkowski, os coeficientes de conexao sao todos
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>>> coef_conex

[[[e, o, @, ©]1, [0, @, ©, 0], [@, O, @, 01, [0, @, O, @11, [[@, @, @, @1, [0, @, O, @], [0, @, @, @]
, [@, o, @, 011, [[e, o, @, 0], [@, @0, @, @], [0, ©, @, 0], [0, @, @, ©]], [[@, ©, @, @], [@, @, O,
el, [e, o, @, 0], [0, B, @, 0111

>>> Rmn_components

[[[[e, ©, @, @], [0, @, @, @], [0, ©, @, @1, [0, ©, @, @11, [[0, ©, @, @1, [0, @, @, @], [0, @, @, O
1, [e, @, o, @11, [[e, @, @, @], [0, @, 0, @], [0, O, @, @], [0, @, O, @11, [[0, @, @, @], [0, @, O,
el, [e, o, o, @], [e, @, @, @111, [[[e, @, @, @1, [0, @, @, @], [0, @, @, @], [0, @, @, @11, [[0, ©
, 0, @1, [0, @, 0, @], [0, ©, 0, @], [0, @, @, @11, [[0, @, @, @], [0, @, @, @], [0, @, @, @], [0, ©
, 0, @11, [[e, @, o, 01, [0, @, @, @], [0, @, @, @1, [0, @, @, @111, [[[e, @, @, @1, [0, ©, @, @1, [
e, o, o, @], [0, @, @, @11, [[0, ©, O, @], [0, ©, O, @], [0, ©, @, @], [0, @, @, @11, [[0, @, @, @],
, 9, 0, @1, [o, @, 0, 01, [0, ©, 0, @211, [[0, @, @, @], [0, ©, @, @1, [0, ©, @, @], [0, @, @, 0]]
[[[e, ©, 0, @], [0, ©, @, @], [0, @, @, @], [0, @, @, @11, [[0, @, ©, @], [0, @, @, @], [0, @, O,
1, [e, @, @, @11, [[e, @, @, @1, [0, @, @, @1, [0, @, @, @1, [0, @, @, @11, [[0, @, @, @], [0B, O,
el, [e, e, o, @], [0, @, @, @]1]]

Fi1GUurA 4.10: Coeficientes de conexao e componentes do tensor da
curvatura de Riemann no espago Minkowskiano.
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FIGURA 4.11: Geodésica com inicio no evento (0,0,0,0) na diregao
do vetor tangente (1,0.5,0,0) num espago Minkowskiano.

nulos, bem como as componentes do tensor da curvatura de Riemann, porque nao ha
curvatura e nesse caso, em todos os pontos do espaco, o tensor de Riemann é zero.
A métrica foi escrita em coordenadas cartesianas, (t,z,y, z) e na Figura podem
ver-se os resultados de correr os comandos, "coef conex'e "Rmn_ components'que

devolvem os coeficientes de conexao e as componentes do tensor de Riemann.

De acordo com o previsto, todos os coeficientes de conexao e componentes do
tensor de Riemann sdo nulos. O teste final é entao tracar uma geodésica neste espago,
a fim de garantir que serd uma linha direita. Considere-se um uma geodésica que
comece no evento de coordenadas (0, 0, 0, 0) na dire¢ao do vetor tangente (1, 0.5,0,0),

representada na Figura [4.11]

O teste anterior ¢ mais um indicativo da verosimilhanca das simulagoes
realizadas nesta rotina, uma vez que, para uma métrica de um espaco plano, temos

uma 'geodésica'totalmente plana. Rigorosamente ja nao é uma geodésica, por ser
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uma linha direita.

Em suma, o foco era mostrar em que medida é que o codigo responde a
mudanca de sistema de coordenadas e, mais importante, a mudanca de métrica,
percebendo, graficamente e também através da disposi¢do dos coeficientes de cone-
xao e das componentes do tensor de Riemann nos dois casos, de que forma é que
uma métrica de um espaco curvo interage com o percurso que as particulas irdo

seguir quando viajam numa regiao do espaco-tempo desse género.

Exemplo 6

Numa segunda abordagem, tal como foi referido no inicio da sub-secgao,
sera mostrado um exemplo, também derivado da métrica de Schwarzschild e da sua
aplicacao em alguns tipos de érbitas simples, numa outra biblioteca do Python, o
"EinsteinPy". O cédigo a partir do qual foi produzido o exemplo, assim como toda
a documentagao relativa a biblioteca e aos varios casos praticos da relatividade que
permite implementar, foi retirado do websitd’] Como se sabe, a métrica de Schwarzs-
child, apesar de se aplicar a massas esféricas sem rotagao, constitui-se como uma
boa aproximacao para os campos gravitacionais de corpos de baixa rotagao, como
o Sol ou a Terra (Collier, 2012). Com efeito, nos exemplos anteriores pretendeu-se
mostrar, de forma mais genérica e sem nenhuma especificagao de um caso particular,
de que modo é que diferentes métricas influenciavam o espago-tempo, curvando-o ou
nao, e no caso da métrica de Schwarzschild, que representa um espago-tempo curvo,
de que modo é que essa curvatura influencia a trajetéria das particulas ou da luz,

podendo, no caso das particulas, dar origem a uma orbita.

No caso que serd agora enunciado, escrito através da biblioteca "EinsteinPy",
pode ver-se o exemplo de uma o6rbita especifica, a Orbita da Terra em torno do
Sol, a partir da métrica de Schwarzschild (Equagao). Prosseguindo entao para o
exemplo, escrito em Python e agora na outra biblioteca, na biblioteca "EinsteinPy" (o
c6digo encontra-se no Apéndice D). Este codigo é um dos exemplos base, presente
na documentacgao existente no website ja referenciado, e as tinicas alteragoes foram
a adicdo de alguns comentérios e explicacoes em portugués. Como ja foi referido,
ao passo que os exemplos anteriores partem de uma biblioteca mais especifica de
geometria diferencial e mais abrangente ao nivel da especificacao dos seus elementos,

este aqui trata-se de um exemplo concreto da érbita terrestre em torno do Sol. E

8https://docs.einsteinpy.org/en/stable/
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importante referir que os dados que a rotina utiliza relativos a érbita em questao

encontram-se disponiveis no websitd’]

A biblioteca principal é, obviamente, o "EinsteinPy'mas sao usadas ou-
tras para importacao de unidades e para calculo numérico, como o "AstroPy'e o
"NumPy'respetivamente. Na parte inicial, a partir da biblioteca "EinsteinPy"importam-
se alguns dos médulos mais importantes e, através deles, objetos como a métrica e
o sistema de coordenadas que, neste caso, serdao a métrica de Schwarzschild e as co-
ordenadas esféricas, como é de esperar. De seguida, comecam a preencher-se alguns
dos requisitos para definir a érbita, ou seja, especifica-se a massa do objeto esférico
que gera o campo gravitacional, o Sol, assim como a posicao inicial da Terra, que
sera o periéliﬂ, e a sua velocidade nessa posicao. Todos estes valores sao retirados
da base de dados referenciada atras. O passo seguinte foi especificar o A\ e as res-
petivas unidades. Por se tratar da orbita terrestre, estamos perante uma geodésica
tipo-tempo e, desse modo, a parametrizagao é feita em funcdo do tempo préprio.
Neste caso pode aproximar-se o tempo proprio a coordenada temporal e para este
exemplo define-se um ano para o A\, que corresponde ao periodo que a Terra demora

a percorrer a sua Orbita em torno do sol.

Definidos os parametros caracteristicos da orbita em si, importam-se os
modulos "Bodies'e "Geodesic", para que se possa definir a geodésica que sera descrita
pelo corpo em érbita e pelo corpo que gera o campo gravitacional. No final, recorre-
se a representacao grafica da geodésica computacionada, isto é, da trajetoria que a

Terra percorre em torno do Sol, como se pode ver na Figura

Na Figura o ponto pequeno representa a Terra no seu periélio e o
ponto grande amarelo representa o objeto esférico que gera o campo gravitacional,
o Sol. O grafico é uma projecao vista de cima, em que nos eixos dos xz e dos yy
se pode ver a distancia a que a Terra se encontra do Sol. Na reproducao do codigo,
inspecionando os valores no gréafico resultante é possivel perceber que realmente a
Terra nao se encontra sempre a mesma distancia do Sol e, desse modo, conferir os
valores correspondentes ao periélio, onde ela se encontra no exemplo, e no afélio
que sera o ponto onde estara mais distante do Sol. Na documentacao referenciada é
possivel encontrar outros exemplos de coédigos particulares para certos casos vulgares

da relatividade geral, como por exemplo a precessao de uma orbita planetaria (Ver
Figura [4.13).

Yhttps://nssdc.gsfc.nasa.gov/planetary /factsheet /earthfact.html
100 periélio corresponde ao ponto da érbita em que o corpo que descreve a 6rbita, a Terra por
exemplo, estd mais préximo do Sol.
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FIGURA 4.12: Orbita da Terra em torno do Sol.
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FI1GURA 4.13: Precessdo de uma érbita planetaria.
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Por conseguinte, tal como ja tinha sido referido, o propésito desta biblioteca
¢ justamente simular de forma simples e direta problemas carateristicos da relati-
vidade geral, ao contrario da biblioteca usada nos exemplos anteriores, o "SymPy",
que permite trabalhar de forma mais generalizada com a geometria diferencial. Em
suma, é de considerar as duas bibliotecas e os exemplos mostrados, com destaque
para o "SymPy", como um ponto de partida para, em trabalhos futuros, se proceder
a implementacao computacional da metodologia defendida neste trabalho, isto é, da
aplicacao dos métodos de geometria diferencial no estudo de acustica submarina,
mais propriamente da propagacao dos raios acusticos. A esséncia é perceber de que
forma, a linguagem e as bibliotecas, permitem implementar os conceitos estudados
da geometria diferencial que sdo andlogos na relatividade e na actustica submarina,

como foi sendo demonstrado ao longo deste trabalho.
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Conclusao

A motivagao para este trabalho nasceu da conjugagdo de um enorme inte-
resse pessoal pela Fisica com uma das tematicas mais intimas a nossa condicao de
futuros Oficiais de Marinha, a Acustica Submarina. As dreas de interesse da acus-
tica sdo vastas e, geralmente, pode dizer-se que sao abordadas de uma forma mais
classica, assente nos principios tradicionais de formulagao e resolugao de equagoes
de onda ou de raios acusticos, para casos isolados, e sempre com algumas restrigoes
impostas face ao comportamento real do mundo fisico, no nosso caso, do mar. O
factor mais preponderante é a arbitrariedade, que queremos que seja possivel impor,
nas correntes maritimas, ou na velocidade de um fluido no geral, porque é o que se

passa, verdadeiramente, numa situacao real.

Ao contrario dos métodos classicos e mais vulgares, adoptados na investi-
gacao e no desenvolvimento de métodos numéricos para resolucdo de problemas e
simulagoes, a metodologia que foi sugerida e defendida neste trabalho é uma boa
proposta, nao s6 para colmatar essa limitacao, que restringe os estudos a veloci-
dades de background, do fluido, constantes (ou nulas no caso das anteriores teses),
mas também para encapsular diversos casos especificos, alvos de estudo na acustica,
numa s expressao geral e completa, encontrada através de um caminho diferente,
que da primazia a geometria diferencial e & analise tensorial. Esta alternativa resulta
de uma inspiracao na teoria da relatividade e na forma como a geometria diferencial
e a analise tensorial a sustentam. Consequentemente, o método de aplicacao da ge-
ometria diferencial na actstica submarina, mais concretamente na aproximagcao por
raios acusticos, vai buscar os conceitos basilares da geometria diferencial e dé-lhes
um novo sentido na caracterizacdo de um fluido, neste caso de um meio aquatico.
Se se encarar uma regiao de um oceano como o espago-tempo da relatividade, isto é,
um espaco pseudo-Riemanniano, a geometria de Riemann e os objetos matematicos

associados aparecem por si so.

Em suma, a aplicacao desta metodologia resulta numa evidente analogia
entre os elementos da geometria diferencial e os elementos da actstica submarina,

de tal forma que as vantagens, face aos métodos classicos, se tornam claras:
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e Génese de uma métrica acustica incorporando as variaveis actsticas de back-
ground, incluindo a velocidade do som, e suas variagoes. Sao portanto, fungoes
do espaco e do tempo. Deste modo, podem contabilizar-se correntes maritimas

de velocidades variaveis, e a métrica define completamente o espaco;

e Aparecimento de uma sé expressao generalizada que encapsula os diversos ca-
sos de referéncia da actustica submarina, o caso mais geral linearizado focado
nas perturbagoes das variaveis acusticas que representam as ondas sonoras,
um caso mais simples, semelhante ao anterior, mas considerando o fluido irro-
tacional e um caso, mais complicado, no qual nao se separam as perturbacoes
das componentes nao perturbadas do fluido e se mantem a nao-linearidade
das equacoes originais dos fluidos, sendo o caso mais geral, por se aplicar ao

campo inteiro e nao sofrer aproximacoes;

e Facilidade visual em perceber qual o caso de interesse, porque para cada caso
ha uma métrica diferente e substituindo essa métrica na equagao diferencial de
2° ordem geral, fica-se automaticamente com a equacao de interesse. Destaque
para a funcionalidade da métrica que com a simples mudanga de componentes,

nos permite ir diretamente para a expressao que define o problema em questao;

e Demonstracao de que, pelo método dos raios acusticos, é possivel ter equacao
da geodésica, semelhante a que se encontra na relatividade, que descreve a
propagacao do som num espago, que pode ou nao ser curvado, dependendo
da métrica adoptada. Da mesma forma que a matéria e a energia curvam o
espaco-tempo na relatividade, também as variaveis actsticas de fundo curvam
o espaco e codificam essa curvatura na métrica precisamente. Logo, os raios
sonoros percorrem uma trajetoria que é influenciada por essa curvatura e se

traduz numa geodésica;

Finalmente, considera-se que podera ser de grande interesse, em futuros
trabalhos e investigagoes, dar continuidade ao estudo desta metodologia e ponderar
uma possivel implementacao computacional. Nos dias de hoje a ciéncia encontra-se
cada vez mais indissociavel da tecnologia e das técnicas de programagao, com grande
relevo para a aplicagao da fisica e da matematica através de programas. Posto isto,
este trabalho termina com essa proposta, no ambito da metodologia que ¢é aqui
defendida e obviamente, da geometria diferencial. Nesse sentido, foram mostrados
alguns exemplos, na linguagem Pyhton, que ja existem, aplicados a relatividade, que
é a area da fisica mais ligada a geometria diferencial. As rotinas foram adaptadas
por nos para realizar testes em métricas diferentes, uma referente a um espaco-

tempo curvo e outra referente a um espaco-tempo plano, e perceber a dindmica
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do cédigo e se realmente a alteragdo de métrica tinha impacto nos resultados das
geodésicas tracadas. De facto, foi possivel notar que a curvatura da primeira métrica
influenciava a trajetéria das particulas, e que no caso da métrica plana, as trajetorias
eram linhas direitas, o que leva a crer que a biblioteca "Sympy", e o seu moédulo
"diffgeom"permitem realmente, de raiz, especificar um espaco, atribuir um sistema
de coordenadas, criar métricas, e portanto, poderao eventualmente ser aplicados ao

caso da acustica submarina.

Ao nivel de dificuldades sentidas durante a realizacao deste trabalho, pode
dizer-se que a adaptacao a complexidade da relatividade, especial e geral, necessaria
para perceber a razao de ser desta nova metodologia, foi um dos momentos mais
arduos. Ao mesmo tempo foi, indubitavelmente, a fase mais interessante e satisfato-
ria, nao s6 deste processo, mas de todo o curso em si, a nivel académico. Também a
matematica associada aos procedimentos e demonstracoes, que foram sendo acom-
panhados, constituiu-se como um dos maiores desafios, pelo grau de exigéncia que
revela. Desta forma, uma grande parte do tempo foi despendida na habituacao a
realidade, extremamente abstrata, da relatividade e na interpretagao e assimilagao
dos desenvolvimentos matematicos que permitem aplicar a geometria diferencial a
acustica submarina, o que impossibilitou um maior avanco na implementagao com-
putacional da metodologia, que fica assim como sugestao para alguém que demonstre
interesse em pegar neste trabalho. O propdsito foi, essencialmente, iniciar o estudo
da aplicacao da geometria diferencial a acustica, partindo da formagao recebida na
Escola Naval e com o intuito de poder servir de ponto de partida para trabalhos
posteriores de Acustica Submarina, com métodos mais exigentes, mas também mais
poderosos. Nao menos importante, consideramos que este trabalho pode ser 1til
para, nas cadeiras de actstica submarina, introduzir outra forma de estudar acis-
tica e métodos diferentes, que no meu entender, se tornam até mais ambiciosos que

os tradicionais.
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Apéndice A - Demonstracoes Auxiliares do Capi-
tulo 4

Linearizacao das Equagoes da Mecéanica dos Fluidos e Obtencao do Tensor

Métrico Actstico

No seu formato inicial, nao linear, as equacoes da continuidade e de Euler

tém o seguinte aspeto, respetivamente:

% 1V - (pv) =0

G+ (@-V)T=—-1Vp

As ondas actsticas sdo associadas as perturbacoes de densidade, pressao e
velocidade, py, p; e v1 em relacao aos valores de equilibrio sem a propagag¢ao do som,

Po, Po € vy. Escrevemos entao:

p(7,t) = po(7,t) + p1(F,t)
pO(Fa t) + P (Fa t)
U(Fa t) = U_E)(Fa t) + U1 (Fv t)

s
—~
S
~
~—
I

A partir daqui é possivel comecar a simplificacao e linearizacao das equagoes classicas
dos fluidos para situacoes especificas. A primeira aproximagao consiste em tornar o
termo de arrastamento, variagao espacial da velocidade do fluido, termo (- V)v), tao
pequeno que sera desprezavel e a equacao de Euler simplificard, nao considerando

forcas gravitacionais, e ficard na seguinte forma:

Além disso, considerando o fluido irrotacional, V x ¢ = 0, pode introduzir-se um
campo escalar de velocidades, isto é, um campo escalar (7, t), de tal modo que

passamos a ficar com a relagao:

o(r,t) = Vu(7,t)

Com esta consideragado podem simplificar-se as duas equagodes dos fluidos.

Comecando pela equacao da continuidade e tendo em conta as contribuigoes das
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variaveis perturbadas, tem-se, com pq fixo:

0
a(ﬂo%—pl)%-v'[(:%*'ﬂl)ﬁ] =0«

0
@0+£+V-(poﬁ)+v(plﬁ)zo

Como as variacoes resultantes da perturbacao sao muito pequenas. p; << pg, tem-
se V- (po0) >> V - (p10) = (Vp1) - U+ p1(V - ¥), em que (Vpy) =~ 0, e portanto
vem:

aail—l—v-(poﬁ):O@%ptlﬁLpoV-U:O
Além das duas equagdes ja mencionadas, hd ainda uma terceira equacao fundamental
da mecanica dos fluidos, a equacao de estado, que nos dé a dependéncia das variagoes

de pressao com as variagoes de densidade:

_(9p
P1 = (9p - P1
ap

Pegando na equacgao anterior e multiplicando por este termo ( ap) , tem-se:
PO

dp\ I;m dp L
<0p>m 2 (ap)m (V7 =0 &
0 op
=5 |(3),»

0 dp L
= a[pl] + <8p>p0 po(V . U) =0

0
+<p> po(V'ﬁ):O@
8p PO

Da termodinamica dos fluidos tem-se que (%) = c2, em que c é a velocidade das
PO

perturbagoes actsticas no fluido em estudo, isto é, a velocidade do som na agua.
Para finalizar a simplificacdo da equagao da continuidade, relembrando que agora

v = V1, a equagao da continuidade simplificada e linear vem:

op dp —

5t (ap>po po(V-7) >0«
<:>%]11—|—02,00(V-V1/1):0<:>
% +ApoVih =0

ot
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Quanto a equacao de Euler, exluindo o termo de gravitacdo como ja foi

referido, pode-se comecar por simplificar da seguinte forma:

ov 1
—+0=—-—-Vp&
ot + P P
ov —1 —1
= + ~ —(Vpy+V
ot o0+ p1 (]90 pl) 0( Do P1)

O campo de pressao, na sua versao nao perturbada, sofre pequenas variagoes
espaciais, Vpg =~ 0 e portanto:

Através das sucessivas simplificagoes que foram sendo feitas, chega-se fi-
nalmente as equacoes classicas da mecanica dos fluidos nas suas versoes lineares

relativamente as variaveis perturbadas:

P+ 2p Vi) =0

Se se isolar o termo %—f na segunda e se proceder a derivagdo temporal

o (o0 v o (1 \  lap 1, 5,
m(&z)‘am‘ 8t<p0p1>_ g0t~ pg VY

Pelo que, a conjugacao das duas resulta na habitual equagdo de onda linear, neste

tem-se:

caso em fungao do campo escalar de velocidade que foi definido no principio como

sendo uma das simplificagoes.

2
88;5 =V &
<~ V%D(T,t) = —ET

De qualquer das formas, podem continuar-se a realizar aproximacoes as
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equagoes da mecanica dos fluidos com vista a obter outro par de equacoes diferen-
ciais de 1°ordem que servirao de ponto de partida para a obtencao, posteriormente,
de equagoes diferenciais de 2° ordem, onde sera possivel identificar um operador

diferencial comum e comegar a abordagem pela geometria diferencial.

Voltando a equacgao original da continuidade e introduzindo a relagao dp =
g—gdp, podemos também dizer que dp = C%dp, visto que dp e dp serdao pequenas vari-
acoes em torno dos valores de equilibrio da densidade e da pressao respetivamente.
Deste modo, no que toca a equagao da continuidade original, obtém-se as seguintes

aproximacoes, com Vp = c%V]D:

9 _ Opdp _ 1 9p

ot — Opot ~ 2ot
V- (pv) = (Vp) - v+ p(V - )

A assuncao feita na ultima linha do paragrafo anterior pode ser demonstrada

: = : — 490 | 50p 4 20p .
com o exemplo da dimensédo espacial x. Sabendo que Vp =232 + 7§ by T 25, temos:

0 _ 8p0p _ 1 0p
Ox = Opdxr ~ 2?0z
9p _ 10p
Oy ~ 20y
9 _ 10p
0z~ 20z

0 00 00 10y 1op 10p
‘9 yay “9: " T2 0z 2y 20z
1 (. 0p . Op Op
02< 8x+y0y+ 0 )

De facto, pelos exemplos anteriores, podemos concluir que Vp = C%Vp, como era
suposto. Agora ja podemos usar estas propriedades e continuar a manipular a equa-
¢ao da continuidade até chegar a uma nova aproximacao. Procedendo a substituicao

na equacao da continuidade ficamos com:

<Z§>+V-(pﬁ)20©

& (Clzg]t?) + [Clz(Vp)] 4+ p(V-7)=0

No lado esquerdo temos apenas a variavel densidade p e no lado direito
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temos as variaveis densidade e pressao p. Multiplicando a tltima expressao por
() vem:

9
a—fﬂvp)-mc?p(v-a):o

Com efeito, temos mais uma versao da equacao da continuidade, também linear,
mas contendo a variavel pressao em cada ponto, além da densidade e da velocidade
de fluido, ao contrario da original que é escrita apenas em funcao da velocidade e
da densidade.

A equacao de Euler sofrerera um tratamento semelhante, com as forcas

externas, por exemplo graviticas, conservativas, pelo que:

A B
817 — —

Na proxima abordagem, com base na relacdo ja mencionada g—idp = c%dp,
substituimos os diferenciais dp e dp e passamos a usar as perturbagoes p; e p;
para escrever as equagoes. Ou seja, o ponto de partida agora é usar a igualdade
P = Cizpl. Aplicando estas condi¢oes a equagao da continuidade, na sua ultima

versao aproximada, tem-se:

0 o o
a(l?o +p1) + [V(po + p1)] - (U5 + 1) + F(po + p1)V - (g +07) =0 &

0 0 . . S
& (510 + ;;) + (Vpo) - 0o + (Vpo) - 01 + (Vp1) - vo + (Vp1) - 01+

CQ[POV-U_(}eroV'U_i +pV -0+ pV-0i] =0

Desprezando os termos de 2° ordem, isto é, os termos (Vp;) - 01 e p1V - 07, sobra:

0 0 - -
% + % + (Vp()) * Vo + (Vp()) - U1+

+ (Vp1) - 0 + E[poV - 00 + poV - 01 + p1V - 1] = 0
Interessa agora separar os termos perturbados dos nao perturbados, uma

vez que as ondas acusticas estao associadas aos perturbados como ja foi referido.

Fica entao:
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0
% + (Vpo) - 09 + chOV ~Up | +
8])1 N — 2 - 3
+E+(Vpo)'v1+(vp1)'vo+c (poV - 01 + 1V - 05) > 0

Do lado esquerdo, dentro dos paréntesis retos, temos termos nao perturba-
dos. Também para os termos nao perturbados exclusivamente, ja tinha sido encon-

trada a seguinte equacao:

3p0
ot T

Aplicando essa equacao ao desenvolvimento que tem vindo a ser feito, anulamos o

(Vpo) - 0o + ZpoV - 05 = 0

termo dos paréntesis retos e ficamos, tal como é pretendido, apenas com os termos
perturbados, que sao os que realmente estao associados a perturbagao causada pela

onda acustica:

8 . R = -
% +(Vpo) - 01 + (V1) - 06 + (poV - 01 + p1V - 1) == 0

A equacao de Euler serda abordada da mesma forma.

plg:Jr(ﬁ-V)ﬁl - _Vp+F &

d(vy + v L I
& (vt o) | 2 () ) G D) = Vo ) - VO
ouy  Ovy N . N N . . . .
< (po+ p1) v + wr + (09 - V)og + (05 - V)01 + (01 - V) + (v1 - V)og | =
=—Vpyo—Vp — VU &
vy . . vy . .
< |Po E""(UO'V)UO + Vpo + V¥ +py E‘F(UO'V)?)O +
ovy . . - -
+ o lat + (05 - V)1 + (01 - V)Uol +Vp1~0

O F sao as tais forgas conservativas, j4 mencionadas e que podem, portanto, ser
escritas como um gradiente de uma funcao potencial F = —VW. Voltando ao

desenvolvimento da equacao de Euler, em que também se negligenciaram os termos
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de ordem superior, a semelhanca dos casos anteriores, anulando o 1° termo que é a
equacao de base, nao perturbada e da zero, os paréntesis retos, ficamos tal como no

caso anterior, com a versao perturbada, agora da equacgao de Euler.

00 . o o0vy o . . .
pP1 [8(1)5 + (0o - V)UO] P [({%1 + (00 - V)1 + (v1 - V)og| + Vpr =0

-

Neste momento ja temos as duas equagoes dos fluidos nas suas novas versoes. E
aqui que é introduzido o operador diferencial através da abreviatura, para reduzir
as expressoes, % + 09V = Dy, ou seja, %{ + 00+ (Vf) = Dof, a titulo de exemplo,

sendo f um campo escalar. Pela mesma razao, temos também:

%—F(UO'V)’U_{]:{
%‘F(UB‘V)Z%:[

+ (05 - V)} vy = Do0p
+ (Vo - V)} p1 = Dopr

Yo o
S

Da mesma forma, importa notar que (vj - V)p; é o mesmo que escrever
0o -+ (Vp1). Passando a aplicar este novo operador diferencial nas equagoes que
temos vindo a tratar, assumindo também que c?p; = p;, pois de tras ja se sabe que
dp = c*dp, com dp ~ p; e dp ~ p;, reagrupamos a equacao da continuidade, na sua

ultima forma encontrada, e ficamos com:

0 . S . .
[aptl + 05 - (Vp1) + 2poV - 01] + [(Vpo) - 01 +p1(V-1))] =0 &

& [Dopl +FpV - ?71] + [(Vpo) - 01 + p1(V - 15)] = 0

A mesma substituicdo sera aplicada na equacao de Euler, na sua ultima

versao claro, ficando a seguinte expressao:

v . . ov; - - -
. l;toJr(UO'V)”O] T [;;+(U0~V)U1+(U1'V)UO tVp =0

= P [D()U_())] + po[D()U_i + (U_i : V)U?)] + Vpl =0

Dividindo tudo por pg e recorrendo novamente a relacao entre as variaveis

densidade e pressdo perturbadas, ¢®>p; = pi, vem:
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— 1 — — —
D()’U1 + prl + (Ul . V)UO + &D(ﬂ){) =0«
Po Po

1 R o N
& | Dot + —Vpi | + | (6 - V)i + 2= Dy | = 0
Po C*Po

Como ja foi mencionado, a grande vantagem de chegar a estas versoes bas-
tante trabalhadas matematicamente das duas equagoes fundamentais da mecénica
dos fluidos, a da continuidade e a de Euler, é que sdo escritas em termos daquilo
que mais nos interessa, as componentes perturbadas das variaveis do fluido, e mais
importante, ¢ que essas varidveis, p; e v; passam a estar afetadas por operadores
diferenciais de 1° ordem nos primeiros paréntesis retos, e surgem diretamente, em
1° ordem, nos segundos paréntesis retos. Ou seja, ainda antes de chegar, através de
nova diferenciacao, as equacoes de 2° ordem, ja se comeca a identificar o operador
diferencial que serd comum nas varias equagoes carateristicas de casos particula-
res de estudo. Os restantes elementos nas equacoes anteriores sdo os valores de
fundo, carateristicos do fluido e precedentes das perturbacoes, py e vy. Deste modo,
nesta fase, temos um par de equacgoes diferenciais parciais, lineares e homogéneas,

de 1°ordem.

Para além das simplificagbes que tém vindo a ser feitas, serdo agora intro-
duzidas mais duas igualdades que permitem reduzir as expressoes, nas quais v; e p;

nao sao diferenciados.

(Vpo) -1 +p1(V - 00) = Fy

(U_i . V)U_[S + %Dov_é = F2
Nas expressoes anteriores Fj é escalar e F; vetorial e, como é de esperar, a aplicagao
destas nas ultimas formas encontradas das equagoes dos fluidos permite condensa-las
ainda mais. Nao esquecer que nesta tltima abordagem nada foi imposto em termos
da irrotacionalidade do fluido, como tinha sido feito inicialmente para encontrar a
primeira equacao de onda. Aqui apenas se considerou que as perturbacoes sao muito

mais pequenas que os valores de equilibrio pg, py e vp.

[Dop1 + 2poV - 01 + F1 =0
[ Dot + LVpy| + Fy =0
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Nesta fase, temos as equagbdes prontas para ir ao encontro de novas equagoes, mas
de 2° ordem, tal como é pretendido. A semelhanca do que se pode ver no corpo
principal deste trabalho, a partir das equagoes diferenciais anteriores podem tomar-
se dois caminhos, um em que nao se exige que o fluido seja irrotacional, e outro em
que se assume que seja irrotacional, podendo, nesse caso, recorrer-se a aproximagao

por um potencial escalar de velocidades.

Nesse sentido, a primeira demonstracao corresponde ao caso em que 0 campo
de velocidades nao tem necessariamente de ser irrotacional. Comecando pela equa-

¢ao da continuidade, tem-se:

[Dopl + 62,00V . U_i} +h=0&

1 1
= 72D0p1+V'U_i+72F1 =0«
Poc PoC

0 (1 0 - o\
ﬁ—a (pOCQDMh) _(‘%(v'm)_at(poc?) =0

Agora procede-se & multiplicacdo, também da equagio no formato [Dgyp; + ¢*poV -

01] + F1 = 0 por 95 e seguidamente aplica-se a divergéncia ao resultado.

1 . F
— (Dop1 + poc®V - 07) + 712 =0&
Poc PoC

. D . L. UF
@UOL]);—FU()(V'QH)—{— 071

=0«<
PoC Poc?

oLy

poc?

— D — —
& Ve UO%+UO(V‘U1)+ =0
Poc
Tanto o resultado anterior como o atras deste da zero, pelo que podemos igualar
as duas expressoes. E ser apos igualarmos uma a outra, juntarmos tudo do lado

esquerdo ficamos com uma nova expresséo:

0 o 0 Fy _ Dopy - -
_ (= p I v AR SN (Nt S I v A PN . _
BT <poc2 opl) Ot(v 1) 5 (poc2> \% [vo e + (V- 01) + e 0

Agora vai-se fazer desaparecer o termo % (V-07) a partir de uma das relagoes

obtidas atras, a [DOUE + pionl} + ﬁb = 0, de onde podemos retirar o seguinte:

147



Apéndice A. Demonstracoes Auxiliares do Capitulo 4

0 1 -
l(%—%-V) 271+Vp1] +F=0
ot Po

Da anterior extrai-se o termo que pretendemos eliminar, na forma %171 =

(v - V)1 — piOVpl — Fy = 0. Aplicando a divergéncia, vem:

d 0 . . . 1 -
V- <8t’01> :a(V'Ul):—V'(Uo'V)’Ul—V‘ (pOVp1> _VF2

Passamos a substituir o termo %(V - 17), na sua nova forma, na equagao

diferencial que temos vindo a tratar acima.

0 (1 1 .
— a <2D0p1> + [V . (170 : V)Uﬂl + V- (Vp1> + V- FQ] =
PoC Po
o ([ K (o B B U
_Z _\. D . DRl =
= o <p062> v [pocQ( p1) + (V- 9i) + poc? 1] ’

Agora proceder-se-4 a combinac¢ao de dois termos presentes na expressao

anterior, os termos V - (05 — V)v1 e V- 0(V - 07). Sendo assim, tem-se:
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0 0 d\ . L (Ovie  Ovyy Qv \|
<U0I8x+voyay+voz Z)m]—v [Uo(ax + Dy + py )] =

=V- Vox P Voy P UOzai
avlz 8v1y 81}12 5 - 8’01;B 8v1y @Ulz .
[V<8x+ay+az>vo+(v UO)<8x+ay+8z =
. R 61;13; R avly N (91)12 R 6?]13; N 6v1y N avlz
=V [vgz<xax +yax —i—zax)—l—voy(x By +y3y +Z@y + (...)

ox dy 0z ox dy 0z

. OV14 V14 V14 R v ov )
=V [x (on 511: + oy 3; + v021> +9 <on0;y + voy 8;/ + o, af) + ()] _

0z
— [resto] =
_ 9y O OV OV
o\ ox % oy %" 0z

3 avly 31}1y avlz
* dy (UO‘T ox oy y o 0z >+

_i_g %—F %_’_ % _[ t]i
02 Vox o Voy 8y Vo2 02 resto| =

O termo intitulado de "resto", precedido do sinal (-) e inserido dentro de paréntesis

retos, que tem sido omitido por questoes de condensar a demonstracao corresponde

ao seguinte:

g 81)11» 4 0v1y 1 81)1;; 4 2 61}13; 4 81)1y I 81;12 i
Y252\ or dy 0z Yoy Oy \ Ox Jy 0z

0 ((%m N O0vyy N avlz> N (@le N Ovyy n 8UOZ> <(’9le N Ovyy n 87)1Z>

+ 252 \ ox oy 0z ox dy 0z ox oy 0z

Voltando ao desenvolvimento antes do esclarecimento anterior, tem-se:
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_ 2 ale + ale + ale +g onavly + v aUly +UOzaUlz +
oy ox Yy

9z \ % oy "W, TG, P 82
0 Ov1, Ovy, 0vy,
p <UO$8:1: + onTy + UOZ(,)Z) — [resto] =
oz OV14 vy, Ovgy Oviy v, Ovg, Oviy 0%v1,
" Or Oz + Yoo 0x? + (‘3; dy + oy 0x0y + ox 0z + Uozm+
g, Ovyy, vy, Ougy Ovyy Dy, vz Oy Dy,
dy Ox Yo oyox Oy Oy Yoy 0y? dy 0z + o 8y82+
Vo OV, D*vy,  Ovgy Ovy, O%vy,  Ovg, Oy, 0%y,
0z Ox + Vo 0z0r 0z Oy + oy 020y * 82 02 | %Tgz
B 0%v1, B vy, B 0%y, B 0%v1, B % B %_
Vo gz T 0 0x0y R Jyox Yoy Oy? Yoy Oyoz
0%vy, Dy, 0%vy,

— Vo2 — v — V02— 5
% 920 0y 0z0y 077922
01)030 ale (?vgx 8v1y 81}093 @vlz 8U0y 8?)11 8U0y 0vly 0voy avlz

Or Ox or Oy or 0z oy O dy 0Oy oy 0z

avoz a’le avoz 6v1y 8”0,2 ﬁvlz

0z Ox 0z Oy 0z 0z
. 8voy 81)11 aUOz 8U1m 8vom c%ly 81}01 81}12 8U0y c%lz
~ Ox Oy or 0z dy Oz 0z Oz 0z Ox
(%OZ 8U1Z (%Ox 8v1y 81}033 82}12 Gvoy c%lz

0z 0z or 0Oy or 0z oy Ox
B a’Ugy 8Ulz (%OZ 8le (%OZ 6vly

oy 0z 0z Ox 0z 0Oy

De forma ordenada, em termos de sinal, fica-se com duas partes. A primeira parte

precedida de sinal positivo:

811093 8v1y 811093 81}12 8voy ale 8voy 81}12 I
Oy O 0z Ox oxr Oy 0z Ox

aUOz avlm aUOz 8Ulz
+<8x 0z - 0z 82)

E a segunda parte, precedida de sinal negativo, que afeta todos os termos

claro, vem:
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<8v0x Ovyy — Ovgy 8"012> <8voy Ovi, — Ougy 8v1z> n
or Oy or 0z Jdy O dy 0z
Ovy, Oviy  Ovg, Ovyy
( Jz Ox 0z Oy )

Tanto a componente precedida de sinal positivo como a precedida de sinal negativo
podem ser escritas numa nova forma bastante mais condensada, onde, obviamente,
x; representa as coordenadas que neste caso, por serem cartesianas, serd r; = =,

To =1y e x3 = z. A positiva pode vir:

5 Ovoy, Ovy;

k=1 ik

Da mesma forma, a componente precedida de sinal negativo vem:

3
>0y Sl
k=1 i%k 8xk 81’1
Posto isto, podemos agora escrever os termos que estivemos a combinar da

seguinte forma:

Regressando a equagao da continuidade, temos agora mais uma forma de a escrever.

o (1 1 R
-5 (poczDop1> -V (VP1> -V [;;(Dopl)l +

3 8v0k 81)” - 0 F1 U_é
e R (R

2
k=1 i#k Poc Poc

Continuando o calculo anterior, temos:
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0 1 -1 0
& - <2Dopl> ~V- <Vp1 - 02D0p1> =
C PoC

ot \ po Po
8 F1 U?)Fl — 3 c%ok avli
N . — By — —
ot <P002> v <P002> v kz—:lgl:c ( Oz axk)

Bka _ 8’011'
ox; oxy,

mais a expressao para a equacao da continuidade e ficamos com:

Se chamarmos F3 ao termo Zzzl itk ( ), podemos reduzir ainda

0 )

T ot (,O()CQDUPI> -V (poCQDopl - ,00va> =
0 F1 U_éFl

== |— - Fy — F
9 <p002> +V <poc2> V.5 3

Estes novos termos que se foram introduzindo, Fi, F e F3, para reduzir a expres-
sao, encontram-se todos do lado direito da ultima equagao, como se pode ver. E
importante reparar que nesse lado direito nao existem operadores diferenciais de 2°
ordem a atuar sobre as varidveis de interesse, as tais componentes perturbadas p; e
v1. Mas esses operadores estdo presentes do lado esquerdo, o que sera importante
para perceber, no fim, o tal operador diferencial de 2° ordem que se pode considerar

comum nas diferentes equacoes.

Depois de encontrar uma equacao diferencial de 2° ordem sem exigir que
se opte pelo potencial escalar de velocidade, agora vamos encontrar uma equagao
diferencial para esse caso, que na verdade é mais uma simplificacdo como ja foi
referido, em que se troca o vetor velocidade U(7, t) por um potencial escalar Vi) (7, t).
Jé& é sabido que esta assuncao é valida apenas para fluidos irrotacionais, ou seja, com
vorticidade zero (outra forma de chamar), V x vy = 0. Para além disso, também as

forcas externas, consideradas na equagao de Euler, serdao desprezadas.

Portanto, retomando a equacao da continuidade numa das formas ja vistas,

temos:
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L dp .
5+V ( )—O@at—i—(Vp) T+pV-1=0&
10p 1, B
;E+;v.(vp)+v 7=0
E, para a de Euler,
ov e _ o . .. 1
pa%-p(v-V)v—ier—O@atvL(v V)i4+-=0

P
Assumindo o fluido irrotacional, V x ¢(7,t) = 0,V(7, t)e sabendo que:

temos:

e substituindo na equacao de Euler, vem:

oF o 1_ o7 1, . 1_
a+(v-V)v+;Vp—0(:>at+2V(v v)+pr—0

Agora, na equagao da continuidade, introduz-se a fungao auxiliar o = In(p),
ficando:

dp L p S B
aﬁLV (,ov)—O@Ean(V-v)—Hw(Vp)—O(:)
10p . _
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Voltando a equagao de Euler e definindo uma fungao potencial (7, t) de tal

forma que dy = %dp & %Vp = Ve, temos:

que na sua ultima forma vem:

ov 1 1

— +=V@W-9)+-Vp=0

Mas, pelas consideragoes que estao a ser feitas, sabemos que v = V), em que

U é agora hipoteticamente irrotacional, e que %Vp = V¢, em que ¢ ¢ a entalpia por

unidade de volume de fluido em processos isentropicos. Também podemos escrever
¢ como fungio de o, (), pois ¢ = ¢(p) = p(In(o)) = ().

Substituindo na ultima versao da equagao de Euler

ov  1_,. . 1 B
§+§V(v-v)+;Vp—0<:)
@Q(Vw)Jr}V(* ) + Ve =0

ot 2 v 7=

Com o operador gradiente em evidéncia, fica:

oy 1, B N _
\V/ E+§<U.U>+SO(U) —O@E‘f‘i(v ) + (o) =0

Ficamos assim com as equacgoes diferenciais parciais de 1° ordem, onde

Vi e Vo = %Vp:

7
$4+V - T4+7-(Vo)=0
_|_

ot
% 4T )+ 9l) =0

t
Vai agora recorrer-se a um procedimento semelhante ao inicio das demons-

tragoes, no qual distinguimos as variaveis nao perturbadas e as variaveis perturbadas,
admitindo entdo que o valor instantaneo da variavel correspondia a soma do valor
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perturbado ao valor de equilibrio. Para estas novas grandezas que foram definidas,
faz-se agora o mesmo:

Y =1+ U
Uv=uvy+ v =0+ Vi
0 =00+ 01 :lnpo—kpiopl
Pois ¢ = In(p), do = %dp e oy = ipl e também, tal como ja se viu de trds,
podemos fazer a aproximacao do =~ o1, dp ~ p;, por exemplo. Para além disso,
(o) ~ p(og) + g—idae como dp = %dp tem-se:

s (3r) o= (52) )

—|\=]dp==|[-dp

p (8/) 7= \ap) \»
Pelo que, no final, temos:

dp = *d/Inp) = *do < (o) ~ p(0y) + oy

Fazendo novamente uso do operador diferencial especial Dy, ficamos com:

?;4—V~27+17-V0:O<:>
00
@—thv-(UB+UE)+(UB+UE)-(00+01):O@
ot ot
80'0 80’1
=

W‘FV'U}B%‘U_&'VUO +E+V‘Uq+v_6'v01+vj'v00+ﬂ_i'VO'l20

Anulando os primeiros paréntesis retos, correspondentes as equagoes das variaveis
nao perturbadas, vem:

5,
%"‘UB-VQ—F(V-ﬁﬂLﬂ-VUO)=0<:>D001+(V'U_i+771'v‘70):0

Mas,
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V- (pov1) = poV - 01 + 07 - Vpy &
1 . Y L
@*V'(povl):V'Ul—FUl'ﬂZV'Ul—FUl'VJO
Po Po

Logo V-v1+v1-Voy = piOV- (pov1). Substituindo na equacao da continuidade, vem:

1 N 1
D00'1 + ;V . (povl) =0« D00'1 + p—V : (,00V1D1) =0
0 0

Passando a outra equacao, a de Euler, fica:

0 1. 2 o
(Yo + 1) + (05 +07) - (Vo + v1) + [@(00 +620'1] =0«
ot 2

0 0 . L L L L o
¢>J@+~£E+—@-vw+m'm+2%-m)+¢®@+c%1:0@>
ot ot 2

0 1 0
5?+2%%%+ﬂ%)+£?+%“ﬁ+3m:0

Mais uma vez se anula a parte nao perturbada e vem, com v; = Vi)y:

Oy

S T Ui+ =0&
) 0
(i)$+UB-V¢1+0201=0®(61&+UB'V>¢1+C201:0@

<~ Dowl + 620'1 =0

Tem-se, neste momento, as duas equagoes dos fluidos, nas seguintes formas:

D00'1 + p%v : (ponDl) =0
Dow + 020'1 =0

Agora, multiplica-se a da continuidade por py e a de Euler por 4, ficand-se com:
poDoo1 +V - (poVihr) =0
£ Dothr + poor = 0

Aplica-se o operador definido a meio do desenvolvimento, Dy = % +vy-V

a segunda equagao, a de Euler:
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0

Po
Dy <02D0¢1 + P001) =0= <0t

+ U[) V) <€3D0¢1 + ,000'1) 54

0 o
< 5 < Doy + PoUl) -0V (igDo% + ;0001) =0

Mas como 2 Dyt1+-pooy = 0 podemos somar o factor (V1) <§—8D0¢1 + p001> =
0, pelo que:

vy -V (ggDol/)l + P001> + (V- 1p) (ggDo% + ,0001) =0+0=0

Aplicando estes tltimos desenvolvimentos a expressao anterior, fica:

0 - -
~ (pgDo% + p001> — vV (igDoi/Jl + Poﬁ) — (V) (gthﬂ/ﬂ + P001> =0
8 —
@—a ( Do@/)1+p00'1> —-V- {UO (?Dowl—i-poUl)} =0

Sabe-se também que V - [0 f(7)] = v - (Vf(7) + (V - 0) f(7) e como (pgDooy + V -

poV11) = 0, podemos, com Dyoy = % + vp - Voy, juntar tudo a igualdade acima:

0 o
~ 5 ( Doy + 0001> -V [Uo (ggDo@/fl + poalﬂ +

+ [poDoor + V- (poVipr] = 0

Partindo a equacao anterior e desenvolvendo os varios termos, vem:

0 ( 0@/)1) 0 —(poo1) =V - [U?) <€(§D0¢1)] — V- (06po01)+

875 ot
+p0DOO'1+V‘( ovwl):0<:>
0 .
g ot <p0D0¢1> — V- (UoggDo% - P0V1/11> +

a —
+ poDoo1 — = (poo1) — V - (V09poo1) = 0
ot

Extraimos os trés tultimos termos para lhes dar outra formas:

157



Apéndice A. Demonstracoes Auxiliares do Capitulo 4

0 S
poDooy — = (poo1) — V - (Vopooy) =

ot
do 0 . .
= poDooy — Poaitl - 01£ — a1V - (povo) — (povo) - Vo =
0 . do .
= poDyo1 — 01£ -0V~ (POUO) - Poaitl - (POUO) Vo, =
[0 N do .
= poDyo1 — 01 _éoto +V- (POUO)_ — Po latl + v - fol] =
_ 9o ~ _
= poDoo1 — 0y ot + V- (pov0) | — po[Dooi] =
_ 9o ~ _
= poDoo1 — 04 E‘FV'(POUO) — poDoo1 =0

Dado que os trés ultimos termos se anulam, sobram os dois primeiros e fica-se com:

0 -
5% (gg Do@/)l) -V (UoggDo% - POV%) =0

Onde Po = pO(Fa t)a ¢ = C(Fa t)? U_é = U_(;(Fa t)? 1#1 = 2ﬂl(f‘a t) e U_i (tal como U_é) é

irrotacional e, por isso, V - 01 = 0 < 07 = V).

Nos diversos casos anteriores, que se tém vindo a desenvolver, é conseguida
a tal linearizagao, referida inicialmente como um dos objetivos, que é obtida através
de uma separacao perturbativa (7 = vy + 01, p = po + p1, P = Po + p1), quer para
fluidos possivelmente rotacionais, quer para fluidos irrotacionais. No final, é possivel
confirmar que existe algo em comum nas formas finais dos diversos casos e que se

obtiveram operadores diferenciais da formas:

g (5D0f) = - (65 Dof = a¥)

Onde se tem:

a=a(r,t)
c=c(r,t)

0o = vo(T, 1)
f= (1)
Do=2 +1,-V
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E esta forma matematica geral, do operador diferencial especial visto atras,

que servira de ponto de partida para uma formulagao tnica, mas de aplicagao geral.

Para conseguirmos chegar a essa formulacao, que permitira encapsular todos
os casos e tornar o problema muito mais simples, comecamos pelos casos mais simples
de propagacdo de uma onda sobre um meio homogéneo e sem variagoes espago-
temporais da velocidade da propagacao, neste caso da onda sonora. No entanto,
o factor oscilante vai ser aqui uma fungao qualquer f(7,t), ndo necessariamente a

perturbagao da pressao no fluido em questao.

A equacgao de onda para este caso simples que estamos a falar, ou seja,

— , . 7 2
para um campo escalar f(7,t), é, como ja se sabe, da forma VZf — c%% =0, com

V = .7?:% + zja% + 2% em coordenadas cartesianas e em 3D.

Um dos aspetos interessantes deste processo é que nada nos impede de jun-
tarmos ao operador linear espacial V também a componente temporal. Na realidade,
o que vamos fazer é, partindo do operador diferencial vetorial tridimensional (apenas

componentes espaciais), V em coordenadas cartesianas:

<
Il

passar para um operador vetorial quadrimensional que inclui a coordenada

temporal:
o
ot
0
Az | _ [ a 8 o 0
Sl =
oy
9
z
Depois ¢ introduzida a abreviatura d,, em que o indice grego v percorre os

valores 0,1, 2,3, correspondentes, obviamente, as variaveis t,z,y, z. Tem-se dessa

forma:
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Chamamos entao ao operador 0, "gradiente 4-dimensional". O proximo passo con-

siste em fatorizar a equacao diferencial parcial das ondas, acima escrita, na forma:

0
—C% 0 0 0f |5
1 9%f 0 10 0|2
———+V2f_[@ o 0 @} o | ¢
2 2 ot dx O 0z 0
c? ot v 0 01 0|2
0
0 00 1| |4
De facto,
9 of
ot ot
9 of
oz _ | oz
9 f= of
oy Jy
2 of
Oz 0z
E também,
—1 af 10f 10f
= 0.0 0015 —za 0 0 —Zo
of of of
10 0| (3 _ 0 o 0 |
of of of
0 1 0] |3 0 0 3 5y
of of of
0 0 1] |5 0 0 0 % a
Multiplicando pelo vetor linha [%a%a%%] vem:
10?2 o? 0? 0? 1
IR 0 0 B Y
c2ot2 0z 0y*  0Ox? c?

Com ¢ constante em (7, 1).

Naturalmente que nao sera esta mera substituicao de notagdo que nos inte-

ressa. O nosso objetivo é descrever o factor diferencial geral

— [—gt (;D()) -V <vr)azD0 avﬂ f=0
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por uma matriz que generalize o produto de operadores vetoriais e matriciais cuja

composi¢ao €, como vimos atras,

o = O O
_ o O O

9
ot
0
ox
9
Oy
90

z

o O = O

O operador diferencial geral anterior, que se tem vindo a trabalhar, faz-nos

perceber que e V atuam a esquerda e temos, de facto:

(20) v (s

Onde f(7,t) é um campo escalar e Dy = % +vh-V, como ja sabemos. Notamos que o
conjunto dos operadores a esquerda, mencionados atras, podem ser associados num
0

so operador diferencial quadri-dimensional [&ﬁ?y&] Com a definicao do operador

Dg temos portanto:

2w o 0§

O ltimo paréntesis reto, que estd sujeito a divergéncia, pode-se expandir da seguinte

forma:

of af of of of | .of f
v <> 8t+< “Ox v Oya - 0Z82> a( 87+y8y+ 82)
z (;) [ 8f + vofcgf + VozVoy gf + VozVoy gf af] +

X

“9
. [a of of = 5 0f of  ,0f
+y(02) l%yat o oytos 5y oyt 3y]+
raN[ of of of L, of Lof
”(c?) lUOZ pr T oste g  t0stoy -+ v 32]

E ao tomarmos a divergéncia indicada, vem:
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) e

— 88{ < ) [ — + Vog gf + UOxUOygf + Uomvoyaf }+
P 0 0
a{( ) [ +UOyUOxaf+ Oyaf+ Yoy V0> 'Z }
88{ (C;) [UOz af + Vo2 Voz gi + V020 8£ +v Yoz gﬁ }

Vamos agora juntar o primeiro termo, da forma % [((j%) (% +vy-V f)]

Temos, para ja:

0 of O [raN (0f of of of
at K ><at+“0 Vf)] ai l(&) (aﬁ Vorge Ty T azﬂ

Juntando entao os primeiro e segundo termos, vem:

i) 2ot 9 [5 (5) os = ov1] -

= 8815{ <Ca2> (2{ +vong +v0yg£ + UOzZﬁ) }+

+ ;{ (2) [0 =20 Z a2 o] }
i ai/{ (=) :UOy ot +“0x”°yaf ("~ 3y)af “OyUOZgJ;] }+
+ 52{ <Caz) :vozg{ +v0xvozg£ +UOyUOzg:§ (¢? gz)?i] }

o0 9 9 Q]
ot? oz’ dy’ 0z

que podem ser dispostos segundo um vector-linha, como ja vimos. Em contrapartida,

Notemos que do lado esquerdo esté o conjunto de operadores |
os quatro termos entre chavetas podem ser vistos como as quatro componentes de

um vector coluna, podendo entao todo o somatério de quatro termos ser posto na

forma do produto de um vector linha por um vector coluna na forma:
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0
(%) [ +U0xax+voy8£+002 f}
9 2 0
;12) [U(]m a{ (C - UO;):) ox + UOIUOy By + Vo2 V02 ajzc]
a of of _ (.2 _ .2 of
2 UOy 8t + VozVoy a (C ’on) By + Voy Vo2 5z
a
2

2 0
) |:U()z ot + UOCEUOZ B + VoyVoz 3f - (C ,U()z) aﬁ}

Podemos agora por o fator (;%) fora do vetor coluna, ja que é comum a

todas as suas entradas e obtemos:

"— on 9z + ’on ai + ’UOZ 8f

d
0 o o a} (a) Vo g (c — vOz)% + vogcvgya—y + UOmvom—ﬁ
ot dx Oy 0Oz \ 2 af 2 af

¢ on at L+ UOxUOya —(c 'UOy) ay T VoyVoz 5,

of 2 of
Vo, 2L 5 L 4 0000, 2L o Lt 20,002 5y —(® —v3.) %t

3f

Notamos de seguida que todos os 4 elementos deste vetor coluna contém

of of 9f of
ot’ oz’ Oy’ 0z’

produto de uma matriz 4 x 4 por um vector coluna com aqueles 4 elementos, pelo

as derivadas o que nos pode conduzir a escrever este vector como o

que vem:
of
1 Vo Voy Vo2 Bt
2 _ .2 of
[a o 9 a} (a) vor  —(c? — vgy) VozVoy U0z V02 B
 dxr dy 0z|\ 2 2 2 of
c Voy Voz Voy _(C - U0y> Voy Vo2 dy
2 2 0
Vo2 VozVoz UOyUOZ _(C - U[)z) 37];

Chegamos portanto a re-expressao da expressao geral atras obtida,

51 [(&) 2] =5 [ (&) £ -a9]

Incorporando o campo escalar de interesse f(7,t), representando quer a perturbagao
de pressao pi(7,t), quer o campo de velocidade (7, t), ou mesmo outras grandezas
associdveis a ondas sonoras (v7, por exemplo), e aparecendo no lado esquerdo de

equagodes diferenciais de 2° ordem que, recordando, sao as seguintes:
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0 1 U_E) 1 0 Fl
_Z D V.| _ Y
ot <P002 0p1> v lpoc2 Povpll ot (POCQ> v

_9
ot

- .
(55 v AR
PoC

- 15) .
<€3D0¢1> -V- [voggDol/h — poV%} = —poDyoy + (Pgtfﬁ) + V- (Wpoo)

Concluimos que os operadores diferenciais do lado esquerdo das igualdades acima

actuando sobre um campo escalar f(7,¢) podem ser postos na forma:

of
-1 — U0z —Ugy —p, B¢
2 _ .2 of
{Q ) Q} (a) —Voz € —Vy, —Vozloy —VozVoz| |35
ot dx Oy 0z 2 2 2 of
Y ¢/ | =voy —Uoaloy € — Uy, —Voylo:| |y
22| |2
—Voz —UpzVoz _UOyUOz C _UOz 87];
Onde(;%) [...] constituird um tensor métrico actstico, no qual ¢(7, t) serd a velocidade

local do som, vy a velocidade do fluido subjacente e a(7,t) uma funcdo que pode ser

a densidade, por exemplo.
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#Teste de exemplo de tracado de geodésica, a partir da métrica de Schwarzchild

# Importacdo de modulos necessarios

import matplotlib #Para permitir representar graficamente as geodésicas

import numpy as np #Mddulo de calculo numérico

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math

from sympy import latex, symbols, sin, cos, pi, simplify #Alguns modulos de importacdo de simbolos matematicos e para simplificacdo de expressdes
from scipy.integrate import solve_ivp #Modulo de resolucdo de equacdes diferenciais

# Criacdo de um manifold onde se vai trabalhar, 4D

from sympy.diffgeom import Manifold, Patch

m = Manifold('M', 4)

p = Patch('P', m)

#Estabelecimento do sistema de coordenadas para o manifold definido
from sympy.diffgeom import CoordSystem

schwarzschild_coord = CoordSystem('Schwarzschild', p, ['t', 'r', 'theta', 'phi'l]

#Funcdes das coordenadas
t, r, theta, phi = schwarzschild_coord.coord_functions()

#0btencdo dos diferenciais das coordenadas que integram o elemento de linha
dt, dr, dtheta, dphi = schwarzschild_coord.base_oneforms()

#Especificacdes de quantidades fisicas da métrica de Schwarzschild
c, r_s = symbols('c r_s') #Velocidade da luz e raio de Schawrzschild
#Preparacdo do elemento de linha

from sympy.diffgeom import TensorProduct as TP

dt_2 = TP(dt, dt)

dr_2 = TP(dr, dr)

dtheta_2 = TP(dtheta, dtheta)

dphi_2 = TP(dphi, dphi)

factor = (1 - r_s / r) #Um dos fatores que aparece na métrica de Schwarzschild

#Criacdo de versores de base

schwarzschild_coord.base_vector(®)
schwarzschild_coord.base_vector(1)
a = schwarzschild_coord.base_vector(2)

et
i schwarzschild_coord.base_vector(3)

e_t
e_r
e_th
e_ph
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# Construgcdo da métrica
metric = factor * c %k 2 * dt_2 - 1 / factor * dr_2 — r %% 2 x (dtheta_2 + sin(theta)**2 x dphi_2)

# Importar o modulo que cria os coeficientes de conexdo a partir da métrica
from sympy.diffgeom import metric_to_Christoffel_2nd

coef_conex_0 = metric_to_Christoffel_2nd(metric)

for i in range(4):
for j in range(4):
for k in range(4):
if coef_conex_0[i, j, k] != @:
display(Math('\Gamma”{}_{{{},{}}} = '.format(i, j, k) + latex(coef_conex_0[i, j, k1)))
#0btengdo das componentes do tensor da curvatura de Riemann
from sympy.diffgeom import metric_to_Riemann_components
Rmn_components_@=metric_to_Riemann_components(metric)

#Atribuicdo de valores a velocidade da luz e ao raio de Scharzschild
christoffel_ = coef_conex_@.subs({c: 1, r_s: 1})

#Definicdo da equacdo da geodésica

def F(t, y):
u = yle:4]
v = y[4:8]
du = v
dv = [0, @, 0, 0]
for i in range(4):

for j in range(4):
for k in range(4):
dv[i] -= christoffel_.subs({r: ul11})[i,3,k] * v[il * v[k]

return np.concatenate((du, dv))

#Resolucgdo da equacdo da geodésica

T = 50
sol = solve_ivp(F, [e, T1, [e, 10, @, @, 1, @, @, @], t_eval=np.linspace(@, T, T % 123 + 1))

a

plt.figure(figsize=(14, 6),)
plt.plot(sol.y[@], sol.y[1])

ax = plt.gca()

ax.axhline(1, color="red", 1ls='—-', lw=1)
plt.grid()

plt.ylim((e, 20))

plt.xlabel('ct"')

plt.ylabel('r')

#Projecdo polar

T = 200

sol = solve_ivp(F, [@, T1, [e, 10, @, @, 2, @, 0.04, @], t_eval=np.linspace(@, T, T % 123 + 1))

plt.figure(figsize=(14, 14),)

ax = plt.subplot(111, projection='polar')
ax.plot(sol.y[2], sol.y[1])

ax.grid(True)
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Apéndice C - Rotina para a Métrica de Minkowski

#Primeiro draft de rotina para calculo de geodésicas num dado manifold

#Importagdes dos médulos necessarios

import matplotlib  #Para permitir representar graficamente as geodésicas

import numpy as np #Modulo de calculo numérico

import matplotlib.pyplot as plt

from IPython.display import display, Math

from sympy import latex, symbols, sin, cos, pi, simplify #Alguns moédulos para declarar simbolos matematicos e para simplificacdo de expressdes
from scipy.integrate import solve_ivp #Resolucdo de equacdes diferenciais

#Criacdo de um manifold onde se vai trabalhar, 4D
from sympy.diffgeom import Manifold, Patch

m=Manifold('M',4) #Manifold 4D
p=Patch('P',m)

#Estabelecimento dos sistemas de coordenadas no manifold definido

from sympy.diffgeom import CoordSystem
c, t, x, y, z = symbols('c,t,x,y,z')
minkowski_coord = CoordSystem('Minkowski', p, ['t', 'x', 'y', 'z'])

#FungBes das coordenadas
t, X, y, z = minkowski_coord.coord_functions()

#Diferenciais das coordenadas
dt, dx, dy, dz = minkowski_coord.base_oneforms()

#versores de cada coordenada no vetor definido

minkowski_coord.base_vector (@)
minkowski_coord.base_vector(1)
minkowski_coord.base_vector(2)
minkowski_coord.base_vector(3)

e_
e_
e_
e_

#Preparacdo do elemento de linha

from sympy.diffgeom import TensorProduct as TP

dt_2 = TP(dt, dt)
dx_2 = TP(dx, dx)
dy_2 = TP(dy, dy)
dz_2 = TP(dz, dz)
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Apéndice C. Rotina para a Métrica de Minkowski

#Construgcdo da métrica de Minkowski
metric=cxx2xdt_2-1xdx_2-1xdy_2-1xdz_2

#Importar o modulo que cria os coeficientes de conexdo a partir da métrica

from sympy.diffgeom import metric_to_Christoffel_2nd
coef_conex = metric_to_Christoffel_2nd(metric)
for i in range(4):
for j in range(4):
for k in range(4):
if coef_conex[i, j, k]l != @:
display(Math('\Gamma~{}_{{{},{}}} = '.format(i, j, k) + latex(coef_conex[i, j, k1)))
#Confirmacdo de que ndo existe curvatura pelas componentes do Tensor de Riemann
from sympy.diffgeom import metric_to_Riemann_components
Rmn_components=metric_to_Riemann_components(metric)
#Especificacdo da velocidade da luz. Como todas as coordenadas devem ser expressas em unidades

#de tempo a velocidade da luz fica c=1, dado que percorre 1 metro de distdncia em 1 metro de
#tempo

christoffel_ = coef_conex.subs({c: 1})
def F(t, y):

u = y[0:4]

v = y[4:8]

du = v

dv = [0, 0, 0, 0]

for i in range(4):
for j in range(4):
for k in range(4):
dv[i] -= christoffel_.subs({x: ul11})[i,j,k] * v[3] * v[k]

return np.concatenate((du, dv))

#Resolugdo da equagdo da geodésica
T = 50
sol = solve_ivp(F, [@, T1, [e, @, ©, @, 3, 0.5, @, @], t_eval=np.linspace(®, T, T % 123 + 1)

plt.figure(figsize=(14, 6),)
plt.plot(sol.y[@], sol.y[1])

ax = plt.gca()

ax.axhline(1, color="red", 1ls='—-', lw=1)
plt.grid()

plt.ylim((0, 30))

plt.xlabel('t")

plt.ylabel('x")

plt.show()
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Apéndice D - Rotina para Orbita Terrestre

#Importagdo de modulos essenciais que permitem usar

#a métrica de Schwarzschild com coordenadas esféricas
from astropy import units as u #importacio de unidades
import numpy as np

from einsteinpy.metric import Schwarzschild

from einsteinpy.coordinates import SphericalDifferential

# Definicdo do vetor posicdo e velocidade em coordenadas esféricas

# A terra encontra-se no seu perielio

M = 1.989e30 *x u.kg # massa do sol

distance = 147.09e6 * u.km #Distdncia ao sol no ponto onde se encontra

speed_at_perihelion = 30.29 % u.km / u.s #Velocidade no periélio

omega = (u.rad * speed_at_perihelion) / distance

sph_obj = SphericalDifferential(distance, np.pi / 2 * u.rad, np.pi * u.rad, @ * u.km / u.s, @ % u.rad / u.s, omega)

# Lambda é o tempo proprio e vem em segundos
#Especificacdo do mesmo para completar um ano
#Um ano € a duracdo da orbitra da terra em torno do sol

end_lambda = ((1 * u.year).to(u.s)).value
stepsize = ((5 % u.min).to(u.s)).value

#Importagdo de mais modulos para definir os corpos Terra e Sol
#0 sol é o campo gravitacional

from einsteinpy.bodies import Body

from einsteinpy.geodesic import Geodesic

Sun = Body(name="Sun", mass=M, parent=None)

Object = Body(name="Earth", differential=sph_obj, parent=Sun)
geodesic = Geodesic(body=0Object, time=@ * u.s, end_lambda=end_lambda, step_size=stepsize)
from einsteinpy.plotting import GeodesicPlotter

sgp = GeodesicPlotter()

sgp.plot(geodesic)

sgp.show()
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