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REsSuUMO

Resumo

Nesta dissertacdo € proposto comparar os resultados, para uma laje de pavimento,
obtidos por uma andlise de um modelo de elementos de laje e pela analise de um modelo de
elementos de grelha. Em cada modelo é testada a influéncia do momento torsor e da rigidez de

torcdo, respectivamente.

Embora os dois modelos ndo estejam ao mesmo nivel de utilizagcdo por parte dos
engenheiros civis, importa saber quais as vantagens e quais os pontos fracos a ter em conta

em cada modelo.

Ambos os modelos foram testados com o auxilio do programa de calculo automatico
SAP2000, usando elementos béasicos do programa para modelar os elementos de laje e os

elementos de grelha.

A comparacdo dos resultados é organizada em 3 partes. Esta inicia-se na andlise da
rigidez lateral da estrutura, onde se pretende averiguar a influéncia global de cada modelo na
estrutura. Posteriormente comparam-se os deslocamentos a fim de perceber qual o modelo
que permite maiores flechas. Na terceira parte séo analisados os esfor¢os, com as variantes da
torcdo. Nesta pretende-se estudar as variacdes dos esforcos de modelo para modelo,

averiguando o efeito da considera¢éo ou ndo da parcela da tor¢ao.

Palavras-chave:
Elementos Finitos
Elementos de Laje
Analogia de Grelha
Elementos de Grelha

Laje de pavimento
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ABSTRACT

Abstract

This dissertation proposes the comparison of results obtained for a pavement slab,
through the analysis of a slab element model and grid element model. The influence of the

torsional moment and torsional stiffness are tested in each model, respectively.

Although the use by civil engineers is different for both models, it is important to know

what advantages and disadvantages should be considered in each model.

Both models were tested with the aid of the SAP2000 automatic calculation computer
program, using basic elements of the program to model both the slab elements and the grid

elements.

The result comparison is organized into three parts. The first part begins by the analysis
of the structure’s lateral stiffness with the intention of determining the overall influence of each
model on the structure. Next, we compare the displacements in order to understand which
model leads to larger deflections. The third part analyzes the stress, with the torsion
variants. This is aimed at examining variations in stress for both models by analyzing the effect

of considering, or not, the torsion segment.

Keywords:
Finite Element
Slab Element
Grid Analogy
Grid Element

Pavement Slab
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NOTAGAO E ABREVIATURAS

Notacao

Apresenta-se uma lista de simbolos utilizados ao longo da dissertagdo. Qualquer

simbolo néo identificado nesta lista encontra-se definido na zona do texto onde é referido.
f— Vector das forgas externas aplicadas ao longo dominio

"V - Volume (de um corpo genérico ou de um elemento finito)

I' - Fronteira (de um corpo genérico ou de um elemento finito)

I's - Fronteira estéatica (de um corpo genérico ou de um elemento finito)

I'y - Fronteira cinemética (de um corpo genérico ou de um elemento finito)

t, — Forgas externas aplicadas ao longo fronteira estatica

u — Vector dos deslocamentos
Ww — Vector dos deslocamentos transversais

68— Vector das rotacdes

e — Vector das deformactes
s — Vector do campo de esforcos

A — Operador diferencial de compatibilidade

N — Vector que lista as componentes do vector unitario normal a fronteira

A” — Operador diferencial de equilibrio

K — Matriz de rigidez/Operador elastico

€ — Tensor das deformacdes ou vector que lista as componentes independentes do tensor
o0 — Tensor das tensdes ou vector que lista as componentes independentes do tensor

E— Modulo de elasticidade do material elastico linear

v — Coeficiente de Poisson do material elastico linear

x — Componente de deformacéo por flexdo

Y — Componente de deformacéo por esforco transverso

G — Mddulo de distorcao do material elastico linear
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@ — Factor de corte

Dr— Rigidez de flex&8o da laje

Y - Matriz das fun¢Bes de aproximagdo

d— Vector de deslocamentos nodais do elemento
g — grau de liberdade em elementos lineares

d - grau de liberdade em elementos laminares

h- Espessura da peca laminar

J— Constante de Tor¢&o do elemento de grelha

@’ — Rotacdo do elemento de grelha

r— carga aplicada no elemento de barra no modelo de grelha

a — coeficiente de reparticdo de cargas

Abreviaturas

MEF — Método dos Elementos Finitos
ELS - Estado Limite de Servico

ELU — Estado Limite Ultimo
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1 INTRODUGAO

1 Introducéo

1.1 Enquadramento Geral

Na analise do comportamento de estruturas, com base na teoria da elasticidade linear, a
solucao para um problema de hiperestatia consiste na resolucdo de um sistema de equacdes,
envolvendo relacdes de equilibrio, compatibilidade e relagSes constitutivas, resolvido
simultaneamente num sistema de equacdes de derivadas parciais cujas incognitas sao 0s
esfor¢os, as deformacdes e os deslocamentos. [1] [2] Para facilitar a aplicacdo desta técnica
em problemas ndo elementares, era comum recorrer a séries de Fourier. No entanto, devido a
sua complexidade, estes procedimentos s6 eram aplicdveis a meios continuos homogéneos e
de geometria simples [3], onde para a maioria dos quais a solucdo esta tabelada. Nos casos
mais actuais, onde se pretende analisar dois ou mais painéis simultaneamente ou elementos
cujas caracteristicas geométricas e as cargas aplicadas ndo permitem a obtencdo de uma
solugédo analitica, é necessario recorrer a técnicas numéricas. [4]

Na sequéncia desta limitagdo, na década de 50, foi criado o Método dos Elementos
Finitos (MEF), baseado no Principio da Sobreposi¢cdo, mas utilizando a anélise numérica. [5]
Pelo facto de ser uma técnica que implica a resolucdo de grandes sistemas de equacdes
(consequéncia do grau de hiperestatia das estruturas), no inicio dos anos 70, o MEF era
limitado a computadores caros e de grande porte, tendo sido a NASA a pioneira nho
desenvolvimento dos primeiros programas de Elementos Finitos. [6]

O enorme progresso tecnoldgico do século XX (que tornou os computadores acessiveis
a qualquer técnico) impulsionou a criacdo e o desenvolvimento de softwares de elementos
finitos e de varios tipos de elementos para modelar as estruturas.

A poténcia e o volume de informacao gerados nestes softwares, pode ser indispenséavel
quando se pretende analisar uma estrutura complexa ou de forma irregular, mas por outro lado
dificulta a tarefa ao engenheiro quando este pretende analisar uma estrutura mais simples

(como é o caso de moradias ou edificios de dimensdes correntes). [5]

1.2 Objectivos

Esta dissertagdo visa comparar os resultados obtidos da analise da laje de pavimento de
um edificio comum para habitagdo, caracterizada por uma geometria regular, quando usadas
dois métodos de analise de estruturas. O MEF, teoria usada actualmente pela maioria dos
projectistas, e 0 método da analogia de grelha, teoria usada com muita regularidade antes da

generalizagcéo da utilizagdo do MEF.
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1 INTRODUGAO

Pretende-se tirar conclusGes relativamente as especificidades de cada modelo,
contabilizando algumas vantagens e desvantagens da utilizacdo de cada modelo numa
estrutura regular comum e até que ponto se pode usar um modelo em substituicdo do outro

sem deteriorar a qualidade da solucao final.

Inicialmente, vai analisar-se a rigidez lateral da estrutura, nos dois modelos. Aqui,
pretende observar-se de forma imediata o efeito do recurso a cada um dos modelos, de analise

de estruturas, na estrutura.

De seguida, vdo estudar-se os deslocamentos e esforcos em trés alinhamentos de
pontos, em ambos os modelos, tendo em vista os resultados mais condicionantes, necessarios
ao dimensionamento da estrutura. Pretende saber-se até que ponto estes modelos fornecem
diferentes resultados. Nesta andlise serdo feitas variagbes percentuais, a fim de facilitar a

interpretacdo as eventuais diferencas.

1.3 Organizacdo do documento
Esta dissertacdo encontra-se dividida em 5 capitulos, sendo o capitulo da Introducédo o

primeiro.

No segundo capitulo, inicialmente abordam-se os conceitos basicos da andlise de
estruturas, como as variaveis e as respectivas equacdes fundamentais que permitem o
relacionamento das primeiras. De seguida sdo abordados dois métodos de andlise de
estruturas: o Método dos Elementos Finitos, onde se foca essencialmente os elementos finitos
e ndo o método em si, devido & sua ja vasta divulgacdo. Comeca-se por apresentar alguns
exemplos de elementos finitos lineares e laminares primarios, terminando nos elementos finitos
mais complexos, usados frequentemente nos programas de célculo actuais; e a Analogia de
Grelha, onde se espelham algumas orientac6es na definicdo dos elementos que envolvem todo
0 processo, a malha, as caracteristicas dos elementos, o carregamento e a propria analise da

solucao obtida neste método.

O terceiro capitulo é todo dedicado ao caso de estudo. Iniciando-se por apresentar a
estrutura que vai ser modelada. De seguida é detalhada a forma como foi modelada, dando
especial atencdo a forma como cada teoria foi associada a um elemento e a forma como
ambos os elementos, que simulam a laje de pavimento, foram modelados. Por fim especifica-

se o carregamento aplicado na laje de pavimento modelada.

No capitulo quatro efectua-se a andlise e interpretacdo de resultados provenientes dos
dois modelos usados na modelagédo da laje de pavimento. Comecga-se por analisar a rigidez
lateral da estrutura, de seguida os deslocamentos e os esfor¢os ao longo de trés alinhamentos

de pontos da laje.

O capitulo quinto é dedicado as conclusdes que se retiraram desta.
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2 Fundamentacao Teorica

2.1 Consideragdes Iniciais
Primeiramente abordar-se-a ligeiramente a teoria da elasticidade, onde se pretende,
apenas, auxiliar os leitores a relembrar alguns conceitos que serdo utilizados posteriormente

com alguma frequéncia.

A Teoria das Lajes, desenvolvida com base na teoria matematica da elasticidade, onde o
material é eléstico linear (Lei de Hooke), homogéneo e isétropo, proporciona a equacao geral

das placas, obtida por Lagrange em 1811 (2.1),

o*w o o'w  d*w  p(x,y)
dx* x20y? = dy* Dy

2.1)

em que,
Dr— Rigidez de flexdo da laje, cuja expresséo é,

Eh3

Df=———
T 7121 —v?)

gue relaciona a deformada eléstica da placa com a carga unitaria, na area da placa. A solugao
da equacao geral das placas é uma tarefa muito complicada, o que motivou o aparecimento de
diversas tabelas, de diferentes origens e autores, com coeficientes que proporcionam o calculo
aproximado dos momentos flectores e das flechas para casos especificos de apoios e

carregamentos

Diversos métodos para a analise e dimensionamento de lajes de betdo armado tém sido
propostos e usados ao longo dos anos. S&o usados para determinar deslocamentos, esforgos,
elementos de apoio e a capacidade de carga das lajes. A forma como é discretizada a estrutura
pode variar consoante 0s elementos que se pretende usar. Nesta dissertacdo, a estrutura vai
ser estudada usando o MEF, com base nos elementos de laje; e a analogia de grelha, usando

elementos de barra.

A segunda parte desta introducao teodrica vai basear-se no MEF, mais propriamente nos

elementos finitos usados no mesmo. Por fim, serd apresentada a analogia de grelha.
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2.2 Teoria da Elasticidade
A teoria da elasticidade, ha dezenas de anos leccionada no curso de Engenharia Civil,
dispensa qualquer tipo de apresentacdo. Assim apenas sdo abordadas as relagBes
fundamentais entre variaveis, para que o leitor obtenha uma visdo global do processo de
determinacdo dos deslocamentos, esforcos e deformacdes em qualquer ponto do corpo

genérico.

No que toca a teoria da elasticidade, a informacé&o apresentada nao é suficiente para que
se possa fazer um raciocinio légico e enquadrado de area em questdo. O facto atras
mencionado faz com que se remeta o leitor para as obras como, Timoshenko [7], cujo contetdo
embora pouco sistemético, € muito completo. Salienta-se ainda a obra de Novozhilov [8], que

prima pela clareza e sistematizacao.

2.2.1 Generalidades
A Teoria da Elasticidade na sua forma mais classica € uma teoria de pecas lineares. Na
teoria das pecas lineares, apenas o seu eixo é representado. Nesta admite-se ainda que, quer
as cargas quer as condicdes de apoio, estdo sempre localizadas em pontos sobre esse mesmo

eixo.

Transpondo esta teoria, e suas consideracdes, para pecas laminares, como € o caso das
lajes, apenas o0 seu plano médio é representado, e admitindo-se que as condi¢cdes de apoio
tém existéncia apenas em pontos desse plano e que as cargas sdo tais que conduzem
principalmente a esfor¢os ndo existentes nesse plano. [4]

A linearidade referida resulta de hipéteses simplificativas, tanto de ordem fisica como de
ordem geomeétrica.

A hip6tese da linearidade fisica consiste em assumir para o material um comportamento
elastico linear. Este pressuposto simplifica as relacdes constitutivas, permitindo uma relacdo
linear entre tensdes e deformacdes.

Na hip6tese da linearidade geométrica, insere-se a hipotese dos pequenos
deslocamentos. Admitindo isto, as relacdes deformacdes-deslocamentos passam a ser
lineares, isto €, as componentes de deformacdo passam a ser combinagbes lineares de
derivadas das componentes de deslocamento. E com base nessa configuracdo que S&o

estabelecidas as condi¢des de equilibrio. [9] [10]

2.2.2 Variaveis e Relag8es Fundamentais [4] [10]
Para fazer a analise do comportamento estrutural de um elemento de laje é necessario

definir trés conjuntos de grandezas:
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Campo de deslocamentos — U — que define o movimento da cada um dos seus
pontos durante a deformagdo, através de W e de 6xe 6,.

Campo de deformacdes — ¢ — que mede a mudanca da forma do elemento,
através de Yxx, Xyy, Xxy, € de ¥xz, Vyz.

Campo de esforgos — § — que permite determinar o campo de tensGes o. Cada
componente do tensor das tensdes esta associada ao momento flector my, my,
e My . A integragdo da componente do tensor das tensdes, na secgdo

transversal, da origem ao esforgo transverso Vx e V,.

As varidveis e respectivas grandezas que descrevem o0 comportamento da peca

relacionam-se através de 3 equacdes fundamentais (Figura 2.1):

| 1
ESFORCOS PR I~ DEFORMAGOES
o — — ~
s SN sl=Klel TSeT .
lesss=s=s=== -
¢ »
7 N 7 N\
A-l r\ S 1r b N
11 11
praaadl s e ressllasog
Equilibrio 1 I COMPATIBILIDADE |
| | 1
I [A*][s]+[f1=0 : : le] =[Al[u] 1
|
————Ir———-l I-———1|————
11 |
xd 1l wlo,
N/ Ny
v v
SOLICITACOES DESLOCAMENTO
f u

Figura 2.1 — Relagdes entre variaveis

Relacbes Fundamentais:

Condi¢cdes de Compatibilidade - estabelecem a relacdo entre as grandezas
cinematicas, campos de deslocamentos U e de deformagdes e. Escrito no
formato matricial, vem:
[e] = [A][u] (2.2)

Condicdes de Equilibrio — estabelecem a relagdo entre as grandezas estaticas,
campo de esforcos S e solicitagdes. Escrito na sua forma matricial, vem:

[A"][s]+ [f]=0 emV (2.3)

[N][s] =t, em [, 2.4)
Os operadores diferenciais A e A" s3o adjuntos, ou seja,

Ay = —1"1A; (2.5)
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onde nrepresenta a ordem do operador diferencial.

e Relagbes de Elasticidade — permitem estabelecer relacdes entre esforcos § e
deformacdes e. A sua forma matricial é dada pela expressao:
[s] = [K][e] (2.6)

O operador K é designado por matriz de rigidez.

2.3 Meétodo dos Elementos Finitos

23.1 Consideragdes Iniciais
Geralmente processado por computadores, o MEF, exige que o projectista que o aplique
tenha perfeito conhecimento dos seus fundamentos, configuracdes e condi¢cdes que sao
diferentes em todos os casos, caso contrario, pde-se em causa a seguran¢a dos resultados

fornecidos.

Apbés uma breve resenha do seu aparecimento no Capitulo 1 desta dissertagéo,
pretende-se agora abordar quais as caracteristicas mais particulares deste método. No
entanto, devido a sua ja vasta divulgacdo, ser4 dada uma pequena introdu¢do ao método,

sendo referenciadas quais as particularidades que mais marcam o mesmo.

De seguida é dado maior énfase aos elementos finitos. Comeca-se por abordar o
fenébmeno do travamento que servira de introducdo aos elementos finitos lineares,
nomeadamente o elemento de viga de Euller-Bernoulli e o elemento de viga de Timoshenko.
Posteriormente aborda-se com maior atencao os elementos finitos de lajes. Com o objectivo de
enquadrar o elemento DKT, comecou-se pelos elementos de lajes finas, focando a atencéo em
questdes de compatibilidade, definindo primeiro os elementos ndo-conformes, exemplificado
com elemento ACM, e de seguida os elementos conformes, exemplificado com o elemento
BFS. De seguida apresentar-se-a4 de forma sucinta os elementos de lajes espessas, para a
culminar com a apresentacéo o elemento DKT, usado actualmente pela maioria dos softwares

de integrac@o numérica, e que reine ambas as teorias na sua formulacéo.

2.3.2 Breveintroducdo do MEF
O conceito do MEF baseia-se na divisdo do dominio em anlise num ndmero finito de
subdominios de forma simples e dimensfes variadas, denominados elementos finitos,
assumindo-se no seu interior leis simples de comportamento, dependentes das variaveis em
estudo. Nos elementos finitos classicos as variaveis do problema sdo o valor das funcdes a
aproximar num determinado ndmero de nos, dependendo do tipo de elemento utilizado. Cada
ndé e cada componente da solucdo diferencial tém associado uma funcdo de forma ou

interpolacdo, com valor unitario no referido n6, sendo nulo nos restantes. A combinacao linear
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destas funcgfes define a solucéo do problema. A ligagdo entre os elementos € feita obrigando

0s nés coincidentes entre elementos a terem parametros iguais. [3]

O MEF, na sua vertente dos modelos de compatibilidade, aproxima o campo de
deslocamentos independentes, obtendo posteriormente, o campo de tensfes, através da
aplicacdo das condic6es de compatibilidade e das condicbes de elasticidade. Da utilizagédo
deste procedimento ocorre um erro associado a constante derivagdo. Assim, a qualidade de
uma solugdo vai-se degradando a medida que se calculam derivadas para passar do
conhecimento de uma grandeza para outra que se pretenda determinar. Pode-se ent&o afirmar
gue a aproximacdo conseguida para o campo de deslocamentos transversais é superior a

obtida para o campo de momentos flectores.

Outra caracteristica geral das solucdes obtidas com recurso ao MEF é a de néo
satisfazer as condi¢cdes de admissibilidade estética, pelo que o campo de esfor¢cos ndo satisfaz
localmente as condi¢cbes de equilibrio. De acordo com o0s teoremas da analise plastica limite,
resulta uma solug¢éo contra a seguranca do ponto de vista do dimensionamento de estruturas.
[10] O erro pode ser diminuido através do refinamento da malha com o aumento do nimero de
graus de liberdade e/ou com uma distribuicdo mais adequada dos graus de liberdade pelo
dominio. O aumento do numero de graus de liberdade pode ser obtido utilizando mais

elementos e /ou utilizando elementos de grau mais elevado. [11]

Devido a expansdo e conhecimento geral do MEF, ndo serd abordada a formulacdo
inerente. Pelo que se remete o leitor mais interessado para as obras de Reddy [12], Hughes
[13] e Cook [14], que de uma forma muito directa e concisa apresentam toda a formulagéo

relativa ao MEF.

Para complemento de informacdo, de uma forma mais formal e enquadrada, sobre o
método em si, a forma como se processa, as fases que o caracterizam e a metodologia de
cada fase, remete-se o leitor para Freitas [15]. Esta informacdo pode também ser encontrada,

de um modo mais informal e académico, em Reis [6].

2.3.3 Introducgéo aos Elementos Finitos e fendmeno de travamento
Com base na consideracdo, ou ndo, da deformacdo por esforco transverso®, foram
compostas diversas teorias sobre o comportamento elastico dos materiais. As teorias mais
divulgadas foram a Teoria de Euller-Bernoulli e a Teoria de Timoshenko para as vigas e a
Teoria de Kirchhoff e Teoria de Reissner-Mindlin para as lajes. Devido ao generalizado
conhecimento destas teorias dispensa-se a sua apresentacdo e remete-se os leitores para
Reddy [12], Castro [10] e Leitdo [4]. Assim apenas serdo apresentados, de forma muito sucinta,

alguns dos elementos finitos associados as referidas teorias. Contudo o efeito do travamento

! Também conhecida como de formacdao por corte, terminologia que passara a ser adoptada.
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(shear locking na nomenclatura inglesa), que pode ocorrer na andlise de vigas de Timoshenko
e de lajes de Reissner-Mindlin, ja ndo é tdo trivial e, devido a sua importancia, importa ser

abordado com mais detalhe.

Como se sabe, as teorias atras referidas, diferenciam-se pela inclusdo, ou ndo, da

deformacéo por esforco transverso (Tabela 2.1).

Tabela 2.1 — Teorias de vigas e de lajes

Fino Espesso
Elemento
(s/ deformacgéo por corte) (c/ deformacgéo por corte)
Viga Euller-Bernoulli Timoshenko
Laje Kirchhoff Reissner-Mindlin

As pecas em que a influéncia do esforco transverso é relevante consideram-se como
espessas (por norma a relacdo de vao/altura da sec¢éo da transversal das pecas comuns na
Engenharia Civil é demasiado elevada para que se possam considerar de espessas). Importa
realcar o aspecto que leva muitos projectistas a optar preferencialmente pelas teorias de
elementos espessos: Se, ao analisar um elemento espesso com recurso a teoria de vigas de
Timoshenko e de lajes de Reissner-Mindlin, se reduzir consecutivamente a espessura h, a
influéncia da deformacéo por corte vai diminuindo e a solucdo obtida tende a recuperar a

solucao obtida pela teoria de vigas de Euller-Bernoulli e de lajes de Kirchhoff respectivamente.

E nestas condicdes que se pode originar e observar o fenémeno do travamento, pois ao
diminuir a espessura do elemento, a contribuicdo da deformacdo por corte vai diminuindo
progressivamente, até que no limite se anula. O fenémeno do travamento € visivel neste
momento, quando era esperada a recuperacgdo da solucao de elementos finos e ao invés disso
a solucdo obtida assume um comportamento completamente irregular. Castro [10] ilustra o

porqué de tal solucao.

Este fendmeno, tomando como exemplo o caso das vigas de Timoshenko?, esta ligado a

imposicao da equacgédo de compatibilidade (2.7),

W (x) oW (x)
e Yo - 0 =-—~1

9(x) = 9 2.7)

em gque facilmente se observa que a equacdo que permite obter o campo de rotacdes para a
teoria de Timoshenko, com o desaparecimento da parcela de corte y(x), tende a igualar o

campo de rotagBes a derivada do campo de deslocamentos transversais. Ora, como as

20 processo é analogo para os elementos de laje de Reissner-Mindlin.
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aproximacfes para cada um dos campos de deslocamentos foram elaboradas com base na
teoria de Timoshenko (aproximacdes lineares e independentes para 0os campos de rotacdes e
deslocamentos transversais), o modelo de elementos finitos tende a originar uma solugéo
completamente desajustada quando tenta igualar o campo de rota¢ces (campo com variagdo
linear) a derivada do campo de deslocamentos transversais (campo com valor constante),
equacao (2.7). [10]

Uma vez que o programa de calculo utilizado, SAP2000, j& possui as ferramentas
necessarias para evitar este problema, nao serao aqui apresentados procedimentos para evitar

o fendmeno do travamento, pelo que se remete os leitores mais interessados para Reddy [12].

2.3.4 Elementos finitos lineares [10]
Quando a rigidez de flexado é constante ao longo do elemento, a solucdo de elementos
finitos para os deslocamentos nos nés é exacta para qualquer carregamento transverso. [12]
Assim, ao contrario do que acontece com o0s elementos de laje, as solu¢des exactas para os

elementos de barra sdo conhecidas, dai ndo existir uma grande variedade de elementos.

O programa de célculo automético SAP2000 utiliza um elemento de barra que tanto
satisfaz todas as condicdes para elementos espessos como para elementos finos. Assim,
serdo apresentadas as caracteristicas que definem dois elementos, um formulado segundo a
teoria de Euller-Bernoulli, outro pela teoria de Timoshenko e por fim o referido elemento usado

pelo programa de célculo SAP2000.

2.3.4.1 Elemento de viga segundo a teoria de Euller-Bernoulli
Os elementos de viga fina caracterizam-se por possuir dois graus de liberdade por n6,
associados aos deslocamentos admissiveis, deslocamento transversal e rota¢éo do né (Figura
2.2).

Figura 2.2 — Graus de liberdade num elemento de viga (Adaptado de [10])
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Sabe-se que os campos de deslocamentos do elemento de viga de Euller-Bernoulli

dependem apenas do deslocamento transversal, uma vez que o campo de rotagbes depende

do campo de deslocamentos transversos. Assim, a aproximacdo para o campo de

deslocamentos é a seguinte:
w(x) = ¥1(0)q; + ¥ (x)q, + P3(x)q3 + ¥4 (x)qs
em que g representa o deslocamento unitario associado ao grau de liberdade .

As funcdes de aproximacao sao:

v, 3 _I_Zx2 x3
1x'y)_ X L Lz

x%  x3

. =———

2(x) L 12
3x%2  2x3
11’3(X)=—1+L—2—?
3x  2x3
W4(X)=—L—2+L—3

(2.8)

2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

O elevado grau das func¢des de aproximacgdo deve-se a presenca de segundas derivadas

no operador diferencial de compatibilidade que obriga a que se garanta a continuidade dos

campos de deslocamentos e das suas primeiras derivadas.

O significado fisico de cada fungdo de aproximacéo é o seguinte:

_ O

C/:I'FI\ 1= \
~i ]

— L —

— L —

—— L —

o~y f
NEY 0

Figura 2.3 — Significado fisico da aproximagao para o elemento de viga fina
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2.3.4.2 Elemento de viga segundo a teoria de Timoshenko
Como nas vigas de Timoshenko os campos de deslocamentos transversais e 0s campos

de rotacdes sdo independentes, o campo de deslocamentos é dado por:

[l = %] (2.13)

em que:
6(x) = ¥, (x)q; + ¥, (X)q, (2.14)
W) = —¥,(00; — ¥, (), 3 (2.15)

As funcdes de aproximacgéo para o campo de deslocamentos foram escritas em fungéo

dos deslocamentos nodais da Figura 2.3.

Como € possivel constatar, com apenas duas funcdes de aproximagdo dos
deslocamentos (¥; e %), aproximam-se 0s campos de deslocamentos transversais e de
rotagBes. Ou seja, as duas funcdes de aproximacdo tanto aproximam os deslocamentos
transversais como as rotacdes da extremidade do elemento. Tal facto acontece devido a
necessidade de apenas garantir a primeira derivada, ou seja, garantir a continuidade dos

campos aproximados. Assim as fun¢fes de aproximagédo séo lineares, tendo a seguinte forma:

W (x) = 1 -% (2.16)

X
¥o(x) =1 (2.17)

O significado fisico das fun¢Bes de aproximacdo para o campo de rotacdes e para o

campo de deslocamentos encontram-se representados na Figura 2.4 (a) e (b) respectivamente.

3 ~ . . . . . . . .

As fungdes de aproximacédo vém afectadas do sinal negativo para inverter o sinal considerado positivo
para esta grandeza, uma vez que estes deslocamentos transversais correspondem a deslocamentos com
o sinal negativo. [10]
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9= q.=

b)

Figura 2.4 — Significado fisico da aproximacgao dos campos aproximados (Adaptado de [10])

O programa de calculo SAP2000 usa apenas um elemento viga (segundo a teoria de
Timoshenko) para todos os casos de barra, mas com uma formulacéo diferente da formulagéo
atrds apresentada. Este elemento tem a especificidade de quando a barra é espessa, entra em
consideragdo com a deformacéo por corte, obtendo-se a solucdo exacta. No entanto, quando a
barra é fina, este elemento, pela anulacdo das suas parcelas de corte (parcelas com a
constante £), recupera a solucédo da teoria de Euller-Bernoulli, obtendo assim a solucéo exacta

para qualquer tipo de elemento de barra.
Neste caso para a Figura 2.2, os campo de aproximac¢éo sdo dados por:
w(x) = w1 (x)q; + wy(X)qz +ws(x)q3 + wy(x)qs (2.18)
0(x) = 61(x)q1 + 6, (x)q; + 03(x)q3 + 04(x)q4 (2.19)

Aqui as funcdes de aproximac¢do sdo um pouco mais complexas e tém a seguinte forma:

) =14 6f 2(1 + 3f) x? 1 %8
Wi = 1+12f° " 1+12f L 1+ 12f L2
41+3f)x 3 x?

6, () =1— a =
1+12f L 1+12f1L
6f 6f —1 x? 1 B
w, (x) =

1+12f° 1+12f L 1+12f 7

2(6f - Dx 3 x?

0, (x) = Al
2 =Tt Tz 2
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Y= 1+ 12f N 3 x? 2 x8
ws () = 1+12fL " 1+12f L 1+12f 3
6, (x) = —6 x+ 6 x?
SV T 12f 2 T 1+ 12f I

) = —12f «x 3 x2+ 1 8
VA ST 12fL T T+ 12f 12 1+ 12f P

6 x 6 x?

0, (x) =

1+12f12 1+12f I3
em que £, a parcela de corte tem o seguinte significado:

El

f=car

Assim quando, a deformacgdo por corte y=0 — £ =0, e as fun¢des de aproximacao

assumem a forma das fungfes de Hermite, apresentadas em 2.3.4.1.

2.3.5 Elementos finitos para lajes finas [11] [16]
Tal como referido no inicio deste capitulo, a solugdo exacta para elementos de laje é

muito mais complexa de obter, sendo muitas vezes mesmo impossivel.

E relativamente simples obter as funcdes de aproximacdo C°, nas quais se preserva a
continuidade de w. O mesmo ndo se aplica para elementos com continuidade ct. E
indispensavel alguma destreza para desenvolver fun¢gdes de interpolagédo, que verifiquem por
completo as equacdes de compatibilidade, para elementos bidimensionais baseados na teoria
de Kirchhoff. A alternativa mais usual é recorrer a fun¢gdes polinomiais, onde os deslocamentos
nodais sdo as incognitas da fungéo, conduzindo a obtenc¢do de elementos em que pelo menos
uma das condi¢cbes de compatibilidade € violada. Apesar desta violagdo, a solugcao obtida

quase nao se diferencia da solu¢éo cujas condi¢cdes de compatibilidade sao todas verificadas.

. . ~ . ~ . . . d
Assim, afirma-se que as fun¢des de aproximacdo podem violar a continuidade de d—‘:

entre elementos, embora normalmente ndo seja nos nds onde a continuidade é imposta. [16]

Elementos que violam qualquer condicdo de continuidade sao conhecidos por elementos

ndo conformes. [12]
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2.3.5.1 Elemento ndo-conforme

Os elementos ndo-conformes s&o caracterizados por ndo terem continuidade nos
deslocamentos ou nas respectivas derivadas entre elementos. A dificuldade em encontrar
funcdes de deslocamentos compativeis leva a que, muitas vezes, se ignora a continuidade
completa entre elementos enquanto se continua a respeitar os outros critérios. Contudo, no
limite de refinamento, por reducdo das dimensdes do elemento ndo conforme e com a
imposicéo de continuidade apenas nos nds dos elementos, restaura-se a referida continuidade
completa entre elementos e obtém-se a representacdo dos estados de tensdo constante.
Nestes casos pode-se afirmar que se obtém convergéncia. [17] Contudo importa referir que
quando se recorre a elementos ndo-conformes ndo esta garantido que os resultados sejam

sempre inferiores a solucédo exacta.

A dificuldade de impor C' nas funcées de aproximac&o resultou em muitas aproximacdes
alternativas onde o problema é torneado. Segundo [18] uma das alternativas mais importantes
€ a interpolacdo independente das rotagcBes e deslocamentos transversos, impondo

continuidade como uma restricdo especial, frequentemente aplicada apenas a pontos discretos.

A grande vantagem dos elementos ndo conformes bem formulados é poderem fornecer
melhores resultados do que os elementos conformes, considerando o mesmo numero de
elementos finitos e respectivos deslocamentos nodais. Isto surge como consequéncia da
reducdo da rigidez do modelo discreto de elementos conformes (em relacdo ao modelo

matematico) ao transforma-lo em nédo conformes. [17]

De uma perspectiva menos formal, mas mais intuitiva, pode afirmar-se que a
compatibilidade e o equilibrio séo duas realidades antagonicas e enquanto os elementos N&o-
conformes se encontram numa posi¢do equidistante, os elementos conformes primam pela

compatibilidade em detrimento do equilibrio (Figura 2.5).

Conformes

= |1 i

Compatibilidade Equilibrio

Figura 2.5 — Elementos conformes e ndo-conformes
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Exemplo de um elemento rectanqular ndo-conforme

Um dos elementos finitos ndo-conformes mais utilizados é o elemento ACM (Adini-
Clough-Melosh). Caracteriza-se pela sua forma rectangular de quatro nés, em que cada né
admite trés deslocamentos independentes (o deslocamento transversal w e as rotagéo & e &)

como se encontra ilustrado na Figura 2.6.

& ds
& ds

@ (x1,v1) & @ (x2y2) 4
T 7 .
b
i ds

7N . .

dio - (X4,Y4) e e (X3,Y3)
di ds
= a -

Figura 2.6 — Elemento ACM (Adaptado de [11])

Na formulacdo de elementos finitos, com base na Teoria de Kirchhoff, a aproximacédo
para o campo de deslocamentos transversais engloba 12 funcbes de aproximacéo,

correspondentes ao nimero de graus de liberdade do elemento. Assim vem,

12
w(ry) = Y Wiy d (2.20)

cada funcdo de aproximacao tem a seguinte forma:
w(x,y) =¢; + cx + 3y + cux? + csxy + cgy? + ¢ x3
+cgx?y + coxy? + c19Y3 + c11x3y + cppxy3 (2.21)

A identificacdo do significado fisico de cada funcéo de aproximacdo ¥ pode ser
facilmente reconhecida na Figura A.1 do Anexo A.1l. Cada figura corresponde a aproximacao
do campo de deslocamentos transversais obtido aguando da imposicdo do deslocamento
elementar com valor unitario no né /e se garante que os deslocamentos nos outros nés, j# J,
sdo nulos. Note-se que apesar de existirem funcbes de aproximacdo de 4° grau, a sua
aproximacéo é cubica.
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2.3.5.2 Elemento conforme [16]

Nos elementos conformes rectangulares, a compatibilidade é conseguida com o
A " a%w . . ~
parametro nodal adicional® xay gque é sempre permissivel e ndo envolve excesso de

continuidade, ou seja, ndo confere demasiada rigidez.

Para estes elementos rectangulares, as fun¢des de forma polinomiais séo facilmente
determinadas. Das varias alternativas existentes apenas uma sera apresentada — a derivacao
alternativa recorrendo a polinomios de Hermite, que permite anotar as fungBes adequadas

directamente.

Sabe-se, da teoria das vigas de Timoshenko, que da solucdo analitica e respectiva
derivada, quando se elimina a deformacédo por corte, recupera-se um conjunto de polinémios
de Hermite que fornece fun¢Bes de forma para um elemento de viga. A Figura 2.7 mostra um

conjunto de fungbes cubicas, onde é facil verificar que as fung¢des de forma séo dadas por:

x? x3
Hl(x):1_3ﬁ+2L_3 (2.22)
2 x3
HZ(X) =x—2T+L—2 (223)

2 3

X

x
H3(X) = 3L_2 - 2L_3 (224)
x? x3
Hy(x) = T + 1z (2.25)

H(x) A

1.0 §
0.8

0.6

0.4

Declive =1

0.2
0
1.0
-02L H, =
Declive = 1

Figura 2.7 — Func¢des de Hermite de 12 ordem (Adaptado de [16])

4 . . ~ .
Aos graus de liberdade usuais, o deslocamento transversal e as duas rotagdes, junta-se agora este grau
de liberdade nodal adicional, que por sua vez esta associado ao valor de curvatura no né.
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Uma vez que estas funcbes de Hermite permitem verificar a condicdo de continuidade
em dominios unidimensionais, o produto de duas fungfes de Hermite, uma definida em x outra

definida em y, conduzem a funcédo de interpolacdo deste elemento conforme num dominio

bidimensional.

E facil verificar que as seguintes funcdes de forma,

¥ () = Hi(x) x Hy(y)
¥, (x,y) = Hy(x) X Hy (y)
¥3(x,y) = Hy(x) X Hy(y)
¥y(x,y) = Hy(x) X H,(y)

¥s(x,y) = H3(x) x Hy(y)
Ye(x,y) = Hy(x) X Hy(y)
¥7(x,y) = H3(x) X Hy(y)
g (x,¥) = Hy(x) X Hy(y)

(2.26)
Wo(x,y) = H3(x) X H3(y) Y13(x,y) = Hy(x) X H3(y)
Pio(x,y) = Hy(x) x Hy(y) ¥i4(x,y) = Hy(x) X H3(y)
P11(x,y) = Hz(x) X Hy(y) Wis(x,y) = Hi(x) X Hy(y)
Vi2(x,y) = Hy(x) X Hy(y) Yi6(x,y) = Hy(x) X Hy(y)
correspondem aos valores de
ow ow 2w
(2.27)

W ax’ ay’ 0xdy

nos nés dos cantos do elemento®. A identificacdo do significado fisico de cada funcéo de

aproximacao ¥ pode ser faciimente reconhecida na Figura A.2 do Anexo A.

O elemento criado por Bogner, Fox e Schmit — elemento BFS — baseia-se nesta
formulacdo. Apesar de ser o elemento rectangular existente mais preciso, como indicam os

resultados obtidos por Zienkiewicz [16], a sua aplicabilidade é bastante limitada. [16]

Zienkiewicz [16] faz uma comparacdo grafica de alguns elementos conformes e néo
conformes. Apesar de garantirem todas as condi¢cbes de compatibilidade, os elementos

conformes sdo mais rigidos e verificam uma maior falta de preciséo.

2.3.6 Elementos finitos para lajes espessas [11]
Na formulacdo de elementos para lajes de Reissner-Mindlin, os campos de

deslocamentos tém de ser aproximados de forma independente.

A definicdo das aproximacdes pode ser expressa na forma:

. . . .. a2
® Apesar de muitos autores se referirem as este grau de liberdade adicional, %, como a
curvatura de torgéo, na verdade este ndo tém um significado fisico real.
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n noés

w(x,y) = Yi(x,y) X w; (2.28)
2

0.(,3) = ) Wi(xy) % (6, (2:29)
i=1

0,5, ) = D Wi(x,) X (O (230)

onde nrepresenta o numero de nés do elemento finito em causa.

Como se pode constatar, o desenvolvimento de elementos finitos € muito mais simples
do que no caso dos elementos para lajes finas. Tal facto prende-se com a continuidade exigida.
Note-se que para assegurar a continuidade dos deslocamentos transversais e das rotagdes,

basta neste caso garantir a continuidade das fungbes de interpolagéo utilizadas.

Para elementos rectangulares, com lados paralelos ao sistema de eixos em causa, as

funcBes de interpolagéo tém a seguinte forma:

x y Xy
Prloy) =1-——3+% (2.31)
X Xy
y. =——— 2.32
p() =~ —— (2.32)
xy
’¥’3(x) = E (233)
_Y_ X
qj“(x)_b . (2.34)

O significado fisico das fun¢des de forma acima representadas encontra-se na Figura
A.3 no Anexo A.

2.3.7 Elemento DKT (Discrete Kirchhoff Theory) [19] [20]
O elemento DKT, elemento de laje usado pelo programa de céalculo SAP2000, é obtido

com recurso as teorias de Kirchhoff e Reissner-Mindlin.

O elemento DKT foi criado com o objectivo de conseguir um elemento baseado na teoria
de Kirchhoff, que garantisse as condicGes de conformidade. Faz parte do grupo dos elementos
finitos de placa de geometria triangular, sendo constituido por 9 graus de liberdade

(deslocamento transversal w e as rotagdes 6, e 6, nos vértices). A sua formulacdo tem como

ponto de partida o elemento triangular com nds nos vértices e no meio dos lados Figura 2.8 (a).
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Para a obtencao deste elemento é adoptada inicialmente a teoria de Reissner-Mindlin,
dai a necessidade de se obterem funcdes interpoladoras independentes para as rotacdes 6 e
&,. Ap6s as deducdes das expressdes de energia de deformacéo e antes de se chegar & matriz
de rigidez do elemento DKT, admite-se que a hipo6tese da teoria de Kirchhoff é aplicada
discretamente ao longo dos lados do elemento. Assim, a energia resultante da deformacado por
esforco transverso € desprezaveis quando comparada com a energia de flexao.
Consequentemente os graus de liberdade extras, localizados no meio dos lados, séo

eliminados degenerando no elemento da Figura 2.8 (b), com nove graus de liberdade.

Hy 1 -W,xi
gh t
b Ii_II Wi (e — ¥ Wi @ —
{Wgﬂgﬂﬂyﬂ} p 3 'Eyi {wﬁet;larﬂ.} , q W, yi
\ (BxyBy4)
'.'. 4 I‘._
1 e . -.I 1 T — '
{WIHHHH} G -.I1 {W|H;|E§y1} I.
(BxgBya) 2 2
(wo By By2) ( Wy BxzBy2)
® ® -
z X z X
(a) (b)

Figura 2.8 - Desenvolvimento do elemento DKT. (a) Fase inicial; (b) Fase Final [20]
Na formulacéo do elemento DKT, [19] adoptam-se as seguintes hipoéteses:

1. Os campos de rotagbes &(xy) e &,(x,y) variam quadraticamente sobre o elemento

6
6, = z .0, (2.35)

6
Qy = Z lpigyi (236)

2. Imposicéo da hipétese de Kirchhoff nos:
a. nos dos vértices

ow
[Gx + a—]

y = lg a;ch =0 nosndsl,2e3 (2.37)
y ay

b. nés a meio dos lados
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Og + 2% =0 comk =4,5,6 (2.38)

(s representa a direccao tangente ao lado considerado, tal como é indicado na
Figura 2.8 (a) )

3. Avariacdo do campo de deslocamentos transversais w ao longo dos lados é cubica.

4. E imposta a variacéo linear do campo de rotac¢éo 6, ao longo dos lados
1
Onie = 5(9'”' +6,;) comk = 4,5,6 (2.39)

(sendo /e jos vértices do lado correspondente)

Reexaminado por mais de uma década, actualmente encontra-se entre os melhores
elementos para andlise de flexdo em placas de sua classe. As fun¢des de deslocamento do
elemento sdo conformes, dessa forma, a continuidade de todas as varidveis essenciais ao
longo dos lados do elemento e a convergéncia na solugédo de placas delgadas s&o garantidas.
[21]

2.4 Analogia de Grelha

24.1 Consideracgdes Iniciais
A substituicdo do pavimento por uma grelha foi inicialmente idealizada por Marcus em
1932, que ndo dispunha, nesta época, de computadores, sendo necessario valer-se de

processos aproximados para resolver as lajes.

Com o grande desenvolvimento da informatica, surgiram programas computacionais que
calculam rapidamente os esforcos em cada barra da grelha, simulando melhor o
comportamento da estrutura. O método, pioneiro nos computadores através de Lightfoot e

Sawko, representa a laje numa grelha de vigas equivalente. [22]

A analogia de grelha consiste em representar a laje através de uma série ortogonal de
elementos de barra que simulam bandas de laje que se cruzam formando uma grelha sobre
apoios (que representam os pilares), criando desse modo um modelo virtual equivalente a

estrutura real do pavimento do edificio (Figura 2.9).
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A
. @fg@%
2

Laje Grelha Equivalente

Figura 2.9 - Laje e grelha equivalente

As caracteristicas fisicas da laje, nomeadamente a rigidez de flexdo e torcdo, dispersas
ao longo do dominio da laje, sdo concentradas nos elementos de grelha mais préoximos. Assim,
a rigidez longitudinal da laje é concentrada nas vigas longitudinais, ao passo que a rigidez
transversal é concentrada nas vigas transversais. O ideal seria a rigidez das vigas ser tal que,
quando a laje e a respectiva grelha estivessem sujeitas a carregamentos idénticos, as duas
estruturas flectissem de igual forma e os esforcos em cada elemento de grelha igualassem os
esforcos na secc¢éo de laje que o elemento de grelha pretende simular. No entanto, devido as
diferentes caracteristicas da laje e da grelha equivalente, este ideal pode apenas ser

aproximado.
As principais caracteristicas que diferenciam a laje da respectiva grelha equivalente sé&o:

1. o equilibrio em qualguer elemento de laje necessita que o0 momento de tor¢ao
seja idéntico nas direcgdes ortogonais (mx, = myx) € a curvatura d?w/dxdy a
mesma em ambas as direc¢des. Na grelha equivalente néo h4 principio
matemaético ou fisico que faga com que o momento de tor¢éo ou a curvatura
idénticos nas direc¢fes ortogonais num ponto. Contudo, se a malha da grelha
é suficientemente fina (Figura 2.10 (a)), a grelha flecte numa suave superficie
com curvatura na direcgdo ortogonal aproximadamente igual (como sera o
momento torsor se a rigidez de torcdo for a mesma nas duas direc¢des). Por
outro lado se a malha é muito rara, a grelha néo ira flectir numa superficie
suave, portanto a flexdo e a curvatura ndo serao idénticos nas direc¢cdes

ortogonais (Figura 2.10 (b)).
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{al ' (bl
Figura 2.10 — Malhas com diferentes espagamentos (Adaptado de [23])

2. na grelha equivalente, 0 momento em cada elemento de grelha é unicamente
proporcional a curvatura do proprio elemento, enquanto na laje 0 momento em
cada direc¢do depende da curvatura nessa direccdo e na direccdo ortogonal.
Felizmente foi descoberto, através de inmeras comparac¢des de grelhas com
outros métodos rigorosos, que os esforcos de flex@o calculados a partir de
resultados de grelha para momentos distribuidos séo suficientemente precisos

para objectivos de projecto. [23]

2.4.2 Malha a adoptar para a grelha equivalente
Consequéncia da enorme variedade de formas de lajes e condi¢cdes de apoio, torna-se
dificil conceber regras para a escolha de uma malha para a grelha. No entanto vale a pena

seguir algumas das recomendac8es propostas por Hambly [23]:

3. Os elementos de grelha devem localizar-se em posi¢des pré-determinadas
pelo projecto, tais como linhas de apoio, ao longo das vigas de extremidade,
bem como de outras se existirem, que contenham accao especifica.

4. Numa laje isétropa cada barra deve ter no maximo largura igual a ¥4 do vao

transversal ao seu eixo,

o~
o~

X

be< 75 by < 2 (2.40)

4
onde b, e b, representam as larguras relativas as barras paralelas &as

direccdes x e y respectivamente (Figura 2.13).

5. Quanto mais densa a malha, melhores seréo os resultados obtidos. No
entanto essa melhoria deixa de acontecer se a largura das barras for menor
do que 2 ou 3 vezes a espessura da laje.

6. Deve-se colocar uma linha de barras no contorno livre da laje, cuja largura

para o célculo do momento de inércia a tor¢do deve ser diminuida de 0.3h, por
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se tratar do ponto por onde passa a resultante das tensdes de corte devidas a

torcdo (Figura 2.11)

Figura 2.11 - Barra de extremidade (Adaptado de [23])

7. Nas regibes de grande concentracédo de esforgos, tais como apoios ou cargas
concentradas, recomenda-se dispor uma malha cuja largura das barras néo

seja superior a 3 ou 4 vezes a espessura da laje.

2.4.3 Caracteristicas dos elementos de grelha
Cada elemento de grelha possui trés graus de liberdade por nd: uma translacéo
(direccéo do eixo z) e duas rotagBes (em torno dos eixos x e y); que por sua vez, na aplicacédo
de accOes verticais, originam respectivamente 0s seguintes esfor¢cos internos: esforco

transverso, momento flector e momento torsor (Figura 2.12).

Né inicial

No final

Figura 2.12 — Graus de liberdade de um elemento de grelha (Adaptado de [24])

Quando se definem os elementos de grelha que pretendem simular o comportamento da
laje, € fundamental conferir-lhes rigidez de flexdo e rigidez de torcdo. A escolha destas
propriedades deve ser cuidada para que se represente, de forma o mais aproximada possivel,

0 comportamento dos elementos estruturais que se visa moldar.
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Segundo Castro [5], as propriedades destes elementos de grelha a considerar devem ser

extraidas das relacdes de elasticidade das lajes de Kirchhoff. Assim, vem:

M (%,7) S A | PN CRY

my(y) | =t |V 1 0 Gy (2.41)
UL T 1200 —v?) a-w||2>r '

mxy(xﬂy) 0 ZXxy(x:y)

2.4.3.1 Rigidez de flexdo — EI [5]
O momento de inércia longitudinal e transversal dos elementos de grelha é determinado
considerando que cada elemento representa uma largura b de laje (Figura 2.13), de valor igual

a distancia entre os centros dos vaos adjacentes a barra.

[l LSS

n]

i U

Tk K # o
0.3h b1 bz bs

Figura 2.13 - Largura b do elemento de grelha (Adaptado de [23])

Com base em (2.41), para se estimar o valor de rigidez de flexdo do elemento, orientado
segundo x, considera-se que a laje esta sujeita a um estado de flexdo cilindrica dado por
(2.42),

Xx#F0 e Yyy=x,=0 (2.42)
a relacdo momento/curvatura pode ser escrita da seguinte forma:

h3

m, =E

Verifica-se que ao introduzir a relacdo de elasticidade (2.44), relativa as vigas, na relacéo
anterior,

M = Ely (2.44)

obtém-se a inércia equivalente, I, por unidade de largura. Para obter a /., relativa a um

elemento de largura diferente, bastara multiplicar por 5. Assim vem:

h3

qu = m X b (245)
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Importa agora realcar que a rigidez de flexdo a considerar para elemento de grelha,
correspondente a uma faixa de laje de largura b (vulgarmente designada por banda de laje) é
diferente, embora semelhante, a rigidez de uma peca linear, uma viga, com as mesmas

dimensbes (2.46).

Lyiga === X b (2.46)

Nos elementos baseados em teorias em que se despreza a deformagé&o por corte, teoria
de Euller-Bernoulli e teoria de Kirchhoff, € comum a ideia de que as seccdes se mantém planas
e ortogonais ao eixo da peca linear. Assim, para uma dada seccdo e para um momento flector
positivo, a deformacédo das fibras longitudinais na face superior é -4/ e nas fibras da face
inferiores A/ (Figura 2.14 (a)). Por efeito de Poisson, consequentemente, derivam deformacdes

na secc¢dao transversal da viga (Figura 2.14 (b)). [25]

A
P Corte AA’
!II — — :11'. \Il_:ll
D
A?
Deformada longitudinal Deformada transversal

Figura 2.14 - Deformada da secc¢édo da uma viga

Caso ndo haja impedimento da pec¢a se deformar, ndo se desenvolvem trac¢des, como
por exemplo o caso da viga isolada, onde resulta uma rigidez de inércia dada por (2.46). No
entanto, no caso de vigas encostadas, existe restricdo da deformacdo, gerando-se esfor¢os,

tensdes de traccéo, resultando numa rigidez de inércia de valor acrescido, 1/(1-v?2) vezes. [4]

No entanto, segundo Hambly, este factor de incremento de rigidez na banda de laje é
geralmente ignorado na analise de grelha, porque tanto a rigidez longitudinal como a

transversal séo afectadas pela quantidade, néo alterando a distribuicdo de rigidez.

2.4.3.2 Rigidez de Torgcéo — GJ [23]
Para uma peca linear submetida a torcdo constante, o momento torsor, segundo a

direccao x, € dado pela seguinte expressao:

a0’
T = G]a (2.47)

em que,
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J— constante de tor¢céo
@’ —rotagdo da peca
G — modulo de corte, dado por:

E

C=3a+v

(2.48)

Ao contrario da inércia da viga na rigidez de flexdo, que é perfeitamente definida através
da expressao (2.46), a constante de torcdo /, vulgarmente conhecida por constante de tor¢éo
de Saint Venant, ndo partilha da mesma simplicidade. Sem nenhum algoritmo que permita
determinar o seu valor, existem apenas algumas regras que servem de orientacdo para as

pecas mais regulares e comuns:

e Para uma barra de grelha que representa uma largura b de uma laje isétropa, tem-se:
J=— (2.49)

Existem muitas outras orientagBes que varrem grande parte das seccdes de vigas
utilizadas na Engenharia Civil, contudo ndo serdo abordadas nesta dissertacdo. Estas podem

ser encontradas em Hambly [23].

Contudo, a semelhanca do que acontece em 2.4.3.1, Leitdo [4] sugere outra abordagem

para a obtencao da constante de torcao.
Considerando uma laje sujeita ao estado de deformacéo caracterizado por,
Xy 0 € Xx=xy,=0 (2.50)

se nas relagfes de elasticidade (4.2), se deduzir a definicdo de modulo de corte G, observa-se
que o campo de momentos torsores é dado pela expressao:

h3 h3
My = Em Xy = G Xxy (2.51)

Comparando as expressdes (2.47) e (2.51), relativas ao momento torsor em elementos
de viga e elementos de laje respectivamente, obtém-se faciimente a constante de tor¢do para
uma banda de laje unitéria. Se a esta multiplicarmos por b, obtemos a constante de torgdo para

uma banda de laje de comprimento 5 (2.52).

Jeq =—XDb (2.52)

“Sublinhe-se desde ja que uma vez que a consideracdo directa do efeito do momento

torsor dificulta a tarefa de dimensionamento das lajes, é frequente que nas grelhas se despreze
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o valor da rigidez de torcdo assumindo entdo que GJ=0. Esta opcdo faz com que o

carregamento seja equilibrado apenas com recurso a distribuicbes de momentos flectores.” [5]

Consequentemente, o modelo é mais flexivel, o que leva a obtencdo de maiores

deslocamentos verticais do que os que realmente se verificam. [26]

O ultimo reparo é para as equacdes (2.46) e (2.52). Note-se que, para um elemento de

grelha, a constante de torcdo é o dobro da inércia de flexao,
]eq = 2qu (2.53)

Contudo, importa salientar que esta afirmacdo ndo significa que o valor da rigidez de
torcdo seja o dobro do valor da rigidez de flexdo, uma vez que a primeira depende de Ge a

segunda de E, que sdo sempre valores diferentes (2.48).

Esta verificacdo (2.53), acaba por ser frequentemente assumida aquando da utilizacdo

da analogia grelha na analise elastica de lajes.

2.4.4 Carregamento da grelha [5]

Como j& foi referido, uma das principais caracteristicas do elemento laje é estar sujeito
apenas a carregamentos verticais, ou seja, perpendiculares ao plano médio da laje. Assim as
cargas actuantes podem ser representadas de varias formas. Poder-se-ia aplicar em cada
elemento de grelha um carregamento linear triangular / trapezoidal ( Figura 2.15 (a)),
correspondente ao encaminhamento de cargas das lajes para as vigas, ou um carregamento
pontual em cada né da grelha associado a area de influéncia do mesmo ( Figura 2.15 (b)),
contudo o volume de célculo seria bastante elevado pelo que se desprezaram estas

alternativas.

Figura 2.15 - Tipos de carregamento nos elementos de grelha (Adaptado de [24])
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Tendo em conta as simplificacdes até aqui ja consideradas, consente-se alguma
ligeireza na determinacdo da distribuicAdo de cargas pelos elementos de grelha. [5] Assim,
considera-se uma metodologia mais simples, mas em que o equilibrio esta garantido. Utilizam-
se carregamentos lineares continuos nos elementos, afectados de um coeficiente de reparticdo
a que, por norma, varia consoante a geometria da laje. No entanto, devido a regularidade em
planta da laje, considerou-se aceitavel usar um coeficiente de reparticdo a=0,5 ao longo de

toda a laje.

2.4.5 Analise da solucao [5]
N&o esquecendo que o objectivo desta metodologia se centra na analise de lajes
importa agora fazer corresponder os valores da solugéo obtida, referente a elementos lineares
(grelha de elementos), a laje que se pretende analisar, ou seja, converter os resultados obtidos

a elementos de area.

Neste &mbito importa comparar os esforcos gerados em elementos de laje (&rea) e os
mesmos gerados em elementos lineares, elementos de viga. Como € possivel constatar da
observacgéo da Figura 2.16, os momentos my, m,, € 0 esforgo transverso v, do elemento de laje
estdo directamente associados aos momentos 7, M e o esforco transverso vy, do elemento de
grelha. Adverte-se apenas para o sentido do momento torsor, de acordo com a convencgéo

ilustrada na Figura 2.16, que é a mais comum entre 0s autores, my, e Ttém sentidos oposto.
Ay, .
My
m;/ /
4o

Esforgos nos elementos de laje segundo x

r

— Tx

¢ o~

Vi M, T Vs

Esforgos nos elementos de grelha segundo x

Figura 2.16 - Campos de esforcos nas lajes e grelhas (Adaptado de [5])
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Apesar de se ter verificado que os esforgos estdo directamente associados, € importante
ter presente que elementos de laje tratam grandezas bidimensionais e elementos lineares
grandezas lineares, unidimensionais portanto. Assim, para se poder comparar os esforcos em
ambos os modelos €& necessario transformar os esfor¢os obtidos num elemento de grelha. Para

tal basta dividir estes pela largura do elemento de grelha (2.54).

M,
msz

T, v
; Myy = ?x ; Uy = Ex (2.54)
A informacdo anterior € toda relativa a direccdo x. Para evitar redundancia de
informacao, deixa-se apenas a nota de que para a direcgéo y o procedimento € analogo, com a

excepcao dos momentos torsores, myx e Ty, que tém o mesmo sentido.

Por fim, é importante reforcar trés ideias relativas a este método. Primeiro, se a solugéo
de esforgos resultante equilibra o carregamento aplicado a laje. Entdo pode-se afirmar que a
solugdo obtida estd do lado da seguranca. Em segundo lugar importa deixar claro que por
muito que se refine a malha, para aumentar a qualidade da solucdo, os dois métodos de
analise de pavimentos sdo bastante distintos, assim “nunca se conseguira com recurso a
modelacdo com elementos unidimensionais reproduzir de forma exacta o comportamento de
uma estrutura bidimensional” [5]. Por fim, admite-se que, embora a modelac&o de uma laje com
elementos de grelha permita apenas a obtengcdo de uma solugcdo aproximada, esta é valida,

uma vez que os resultados obtidos estdo do lado da seguranca.

Em suma, pretende-se com o método da Analogia em Grelha obter uma solucéo
aproximada, caracterizada pela sua simplicidade e seguranca, que permita uma andlise

eficiente da estrutura.
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3 Caso de estudo

3.1 Consideracgfes Iniciais
A modelacao do edificio analisado no &mbito deste trabalho foi concebida de raiz, isto &,
fundacéo, pilares, paredes, vigas (exteriores e interiores) e o pavimento. No contexto desta
dissertacdo, serd dada maior relevo a forma como foi tratado o pavimento, abordando as

restantes pecas da estrutura de forma ligeira.

Comeca-se por descrever a estrutura, primeiro a sua forma acompanhada dos
respectivos desenhos de arquitectura e posteriormente 0s materiais e as pecas estruturais e

ndo estruturais.

De seguida é dada atencdo a modelacdo de toda a estrutura no programa de calculo
automético SAP2000.

3.2 Descricdo da Estrutura

3.2.1 Aspectos Gerais
Pretende-se modelar um edificio em betdo armado que apresenta a seguinte

configuracéo (Figura 3.1 e Figura 3.2):6

e O edificio em quest&o destina-se a habitag&o. E composto por 4 pisos elevados
e uma cave, possuindo um telhado com duas aguas.

¢ No seu conjunto, o edificio tem uma &rea de implantagdo regular, formando um
rectangulo com uma area de implantacéo de 240,50m? (18,50m x 13,00m). A
altura total do edificio (contada entre a cota do piso O e a cota da face superior
da laje de cobertura) é de 11,2m.

e Para os pisos elevados a planta de arquitectura prevé um pé direito de 2,8
metros em toda a sua extensdo. Quanto a cave, o pé-direito previsto é de 2,5

metros.

® As plantas do projecto encontram-se no Anexo B.
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Figura 3.1 — Vista noroeste da estrutura do edificio

Figura 3.2 — Vista sudoeste da estrutura do edificio

32

DISSERTAGAO DE MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA MILITAR



3 CASO DE ESTUDO

3.2.2 Elementos estruturais

A estrutura apresenta o seguinte conjunto de elementos em betédo armado (Figura 3.3):

Tabela 3.1 — Dimens®8es das paredes no nucleo de elevador

Paredes resistentes Nucleo X Nucleo Y

Dimensdes [m] 0,23x1,70 1,76x0,23

Tabela 3.2 — Dimensd@es dos pilares

Pilares P, P, P, P,

Dimensdes [m] 0,30x0,40 0,40x0,30 0,35x0,65 0,20x0,25

Tabela 3.3 — Dimensdes das vigas estruturais (ou vigas de bordadura)

Vigas V]_ Vz V3 V4

Dimensdes [m] 0,50x0,30 0,60x0,30 0,40x0,30 0,40x0,27

Tabela 3.4 — Espessura das lajes de pavimento

Laje de pavimento Piso 1 Piso 2 Piso 3 Piso 4

Espessura [m] 0,27 0,27 0,27 0,27
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Vs V3 Vs Vs Vs
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———=== I
Ps P4 |
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' |
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I
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1 P2 P2 P4

Figura 3.3 — Planta da laje

3.3 Accdes consideradas
As accdes distinguem-se em funcdo da variagdo temporal e espacial. Dentro destas
divisbes podem ainda ser subdivididas em acc¢des permanentes e acc¢des variaveis. As accdes
permanentes sdo acg¢des que ndo variam no tempo, durante o periodo de vida Gtil da estrutura,
nem da sua localizacdo espacial. Por sua vez, as acc¢des variaveis assumem valores com
variagdes significativas ao longo do periodo de vida Util da estrutura e caracterizam-se por uma

localizacgéo livre.

Como accdes permanentes sobre o piso, considerou-se 0 peso préprio, o revestimento

do piso e as paredes (Tabela 3.5).
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Tabela 3.5 - Acgcdes permanentes sobre o piso

Accbes permanentes Carga
Paredes interiores 1,84 kN/m?
Revestimento do piso 1,5 kN/m?

Sobre as vigas de bordadura considerou-se a resultante da forca exercida pelas paredes

exteriores (Tabela 3.6).

Tabela 3.6 — Acgdes permanentes sobre as vigas de bordadura

Accbes permanentes \A V>, V3 V4

Paredes exteriores’

8
[KN/m] 5,28 5,04 5,28 5,28

Para a determinagéo do peso proprio de cada elemento, o programa de célculo, ja tem
todos os dados que necessita, uma vez que os materiais constituintes dos elementos ja foram

definidos, passando-se o0 mesmo com as secgdes transversais.

No contexto desta dissertacdo apenas consta a analise da laje de pavimento. Como tal,
a Unica acc¢édo variavel considerada foi a sobrecarga (desprezando-se deste modo a influéncia

de acgles varidveis como a acc¢ao do vento e neve).

Como ja foi referido anteriormente, o edificio em questdo destina-se a habitacdo. Assim,
segundo o artigo 35° do RSA [27] a sobrecarga a utilizar é de 2,0 KN/m?. Os coeficientes a

utilizar para a obtengéo dos valores reduzidos a considerar para este tipo de sobrecarga séo:

'{]0 = 0,4; "I’l = 0,3; '{]2 = 0,2 (53)

A verificacdo da seguranca da estrutura deve ser realizada em relacdo aos estados
limites, comparando com esses estados limites os estados a que a estrutura fica sujeita a
actuacdo das accdes, convenientemente combinadas, sendo estes estados limites, os estados
para além dos quais a estrutura ndo satisfaz os requerimentos funcionais para os quais foi

concebida.

Na verificacdo da seguranca foram adoptadas as combinacdes de ac¢Bes que estdo
estipuladas no RSA [27], no Art. 9°, Art.10° e Art. 12°.

" Considerou-se gue as paredes descarregam directamente sobre as vigas de bordadura como carga de
faca.

& A viga de bordadura V, tem menor sobrecarga devido a sua maior dimensdo em altura,
consequentemente a parede exterior serd menor que em outros algados da estrutura.
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3.4 Modelacéo
Apés a fase de pré-dimensionamento e antes de passar a fase do dimensionamento das
pecas estruturais do edificio em questdo, € necessario fazer-se uma analise estrutural do
edificio. Actualmente, é possivel recorrer a programas de calculo automatico, neste caso o
SAP2000.

Apresentada a estrutura, segue-se a modelacdo da mesma, que vai assegurar a
passagem da informacdo estrutural até aqui considerada para o programa de calculo
automatico. A primeira etapa da modelacéo é a criacdo de conjunto de linhas de referéncia que
vao auxiliar a insercdo dos elementos de estrutura. Apos a definicdo da grelha tridimensional
da estrutura, segue-se a definicdo das caracteristicas do material e a definicdo das seccdes

dos elementos estruturais, pilares e vigas, bem como das cargas aplicadas.

Os subcapitulos seguintes séo dedicados a gera¢do do modelo de elementos finitos e do

modelo de grelha da estrutura.

Um aspecto importante ha modelacdo, e que é comum a todos os elementos finitos, € a
orientacdo relativa dos mesmos. Estes devem ser todos lancados no mesmo plano como

devem também ter a mesma orientacdo dos eixos locais.

3.4.1 Criacéo dagrelha tridimensional
Tendo como base as plantas e cortes provenientes da arquitectura (Anexo B) sobre os
quais foram definidos os diferentes alinhamentos de elementos estruturais (ver alinhamentos A,
B, C, D, E, 1, 2 e 3 na Figura B.4), foi criada uma grelha tridimensional que serviu de auxiliar

para a insercao no SAP2000 dos elementos constituintes da estrutura do edificio.

De forma a facilitar a conexao de elementos verticais com elementos horizontais, é usual
tracar a malha’® consoante a disposicéo destes. Contudo, neste caso pratico, procedeu-se de
forma oposta. Foi sugerida uma malha regular, usando elementos quadrados (0,8mx0,8m), o
que obrigou a uma adaptacdo da posicdo das pecas verticais, no entanto, tendo em conta que
o pretendido é a comparacado de 2 modelos idénticos e ndo a obtencdo de esfor¢cos exactos da

verdadeira estrutura, este procedimento considera-se irrelevante. (Figura 3.4)

° Note-se gue grelha e malha séo relativas ao mesmo conjunto de linhas imaginarias mas nao
tém o mesmo significado. A malha é a base da grelha tridimensional mas sem altura, de outro
ponto de vista, é o plano que da origem & grelha tridimensional ap6s serem inseridas as cotas.
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—r———-

If1
i

Figura 3.4 — Ajuste da posicédo das pecas verticais a grelha de 0,8mx0,8m

Assim, de forma global, a malha até aqui definida caracteriza-se por ser constituida por
quadrados de 0,8m de lado, que se estende ao longo de 18,4m segundo a direc¢do X e 13,6m
na direc¢do Y. Para dar origem a grelha tridimensional, confere-se a altura correspondente aos

respectivos pisos, até perfazer a altura total de 11,2m.

3.4.2 Definicdo do material
O edificio analisado é composto exclusivamente por elementos de betdo armado, pelo
que foi necessario definir apenas um material — betdo da classe C25/30 — o qual foi usado para

todos os elementos estruturais.

O programa de calculo utilizado, SAP2000, é um programa bastante dedicado a area da
engenharia civil, pelo que para materiais como betdo e ago ja vém com algumas das suas
propriedades predefinidas, como € o caso do coeficiente de distorcdo G. Assim na insercao do

material definido, bastou introduzir os seguintes valores:

a) Peso volumico: de acordo com o Art°® 14 do RSA [27] o peso volumico do betédo
armado é de 25KN/m3;

b) Mddulo de Elasticidade £: para um betdo da classe C25/30, £ ¢é igual a 31,0 GPa
aos 28 dias, conforme se pode constatar por observa¢éo da Tabela 3.1, do ponto
3.1.3 do EC2 [28], parte 1.1.
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c) Coeficiente de Poisson: ainda de acordo com o ponto 3.1.3 (4) do EC2 [28]

admitiu-se um coeficiente de Poisson com o valor de 0,2.

3.4.3 Modelacao de vigas, pilares e nucleo
Apés a criacdo de elementos de barra com caracteristicas que simulam as pecas

estruturais em causa, passou-se a insercao dos mesmos na grelha tridimensional.

A insergéo dos pilares e vigas foi de relativa simplicidade. Para tal bastou seleccionar
peca a peca, e indicar qual a localizagdo exacta dos seus pontos iniciais e finais na grelha

tridimensional.

ApOs a representacdo das vigas de bordadura estas foram sujeitas a carga de faca,

uniformemente distribuida sob o eixo da respectiva viga (Tabela 3.6).

J4 a modelacdo do nucleo central foi um pouco mais complexa. Foram criados
elementos de barra cujas caracteristicas foram obtidas de cada parede do nicleo, o NUCLEO
X com uma relagdo de profundidade/comprimento de 1,76m/0,23m respectivamente, e o
NUCLEO Y <com uma relacdo de profundidade/comprimento de 0,23m/1,76m
respectivamente.m A compatibilizagédo de deslocamentos, de forma a simular o comportamento
tridimensional da peca original, foi feita com a utilizacdo de vigas de rigidez (elementos BR)
que garantem a compatibilizacdo dos deslocamentos (de flex&o, tor¢cdo e translacdo) com os
elementos adjacentes (Figura 3.5). Para assegurar estas caracteristicas, definiu-se este
elemento com um material novo, designado por BR, semelhante ao ja descrito, material

C25/30, mas com um médulo de elasticidade mil vezes superior.

1% Note-se que estas dimensdes sdo medidas a linha média das secgdes originais.
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BR

NUCLEOY

NUCLEOX

Figura 3.5 — Representacdo da modelacdo do nucleo de elevador no SAP2000

3.4.4 Modelacdo das fundacgdes
Para modelar as fundagdes utilizou-se uma expresséo que simula a rigidez de rotagdo

conferida pelo solo a uma sapata rectangular.

As rigidezes de rotacdo das sapatas sdo entdo simuladas através de apoios elasticos
gue procuram, no modelo, traduzir esta mesma deformabilidade. Em cada elemento, cria-se
entdo uma mola, no né inferior do elemento, o qual corresponde ao centro geométrico da

sapata.

Para as translacdes, considera-se que 0 solo tem capacidade de absorver, sem se

deformar, todos os esfor¢cos oriundos dos elementos.

Finalmente liberta-se a rotagéo em torno do eixo vertical para que ndo se gerem esforgos

de tor¢do na fundacéo.

Para o nucleo central, uma vez que este € composto por 3 elementos de parede, foi
necessério criar condicées para que estes se comportem como se s6 de um corpo rigido se
tratassem. Para este efeito, cria-se um nd no centro geométrico da sapata, o qual € ligado aos

centros de massa de cada parede do nucleo através do elemento de barra, BR (Figura 3.6).
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Figura 3.6 — Ligacédo do n6 da fundagao ao nucleo central sapata

3.45 Modelagao da laje de pavimento com elementos de grelha
A primeira tarefa na modelacdo da laje de pavimento com elementos de grelhas foi a

grelha a adoptar. Adoptou-se uma malha quadrada regular, 0,8mx0,8m.

A préxima tarefa centrou-se na criagdo dos elementos de grelha que constituiriam a
malha. Assim, foi criado um elemento de barra com sec¢éo de 0,27mx0,8m e com as mesmas
caracteristicas definidas para os elementos estruturais ja referidos, de forma a simular a banda

de laje correspondente.

Para gerar a malha reticulada em causa, foi necessario varrer a area de toda laje com
este elemento de grelha nas duas direc¢des. Como tal, em qualquer area da laje do pavimento
tinha-se um elemento de barra segundo x e outro segundo y sobrepostos (Figura 3.7). No
entanto, neste programe de calculo, a ac¢do do peso préprio € assumida automaticamente,
pelo que foi necessério reduzir a massa a metade de cada elemento de grelha, para, no fim, ter

a mesma massa em ambos os modelos.

o

Figura 3.7 — Passagem de uma area da laje aos respectivos elementos de grelha
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Uma das vantagens de usar a grelha tridimensional é que os elementos ao se cruzarem
numa linha da grelha tridimensional, ficam de imediato compatibilizados. Assim, se a grelha
tridimensional estiver correctamente concebida e os elementos estruturais colocados com

precisdo, a estrutura fica logo a partida compatibilizada, evitando trabalhos adicionais.

Apbs a criacdo da grelha de elementos, para que o0 modelo simulasse o comportamento
da laje, foi necessario introduzir os carregamentos correspondentes. Cada accao foi modelada
como uma carga linear continua ao longo do elemento, afectados do coeficiente de repartigdo
(a=0,5).

3.4.6 Modelacéo laje de pavimento com elementos de laje
As lajes dos pisos para o edificio em questdo foram modeladas através de elementos de
laje com a espessura determinada na fase de pré-dimensionamento. Um elemento finito de laje
apresenta comportamento de elementos de placa que se traduz pela existéncia de esforcos no
seu préprio plano, e um comportamento de laje, o qual se evidencia pela presenca de esforcos
perpendiculares ao plano. No elemento de laje usado pelo SAP2000 ambos os efeitos estéo

desacoplados. [29]

Por outro lado os elementos de laje podem ainda, como opg¢éo, considerar ou ndo a
deformacé@o por corte. Convém referir que as deformag¢des por corte comegam a ser
importantes para espessuras na ordem de 1/10, 1/5 do vao ou para zonas préoximas de
concentracdes de tensé@o de flexdo, como sejam apoios pontuais, aberturas ou reentrancias.

[30] Assim o programa de calculo SAP2000 da a escolher dois elementos de laje:

e Laje fina — baseado na teoria das Lajes de Kirchhoff, ndo considera os efeitos da
deformacéo por corte. Anulando desde logo as parcelas relacionadas a
deformacéo de corte do elemento DKT.

e Laje espessa — baseado na teoria das Lajes de Reissner-Mindlin, considera os

efeitos da deformacéo por corte.™

Assim, para a modelacéo da laje de pavimento com elementos de laje, comecou-se por
criar um elemento de area. Apesar da relagdo vao/espessura, neste caso, ser na ordem de
1/20, optou-se por usar um elemento laje espessa pelas razfes atrds referidas. Por fim,
introduziu-se a altura proveniente do pré-dimensionamento — 0,27m — e as caracteristicas do
material (3.4.2).

De seguida, espalharam-se os elementos definidos pela area de laje a simular, tendo em

atencdo a obtencdo de uma malha de elementos regular (idéntica a obtida na modelacdo da

11 . . . N ~

No entanto se o utilizador reduzir a espessura da peca ao ponto de a parcela relativa a deformagao por
corte se tornar desprezavel, o programa de calculo ja possui as ferramentas para evitar o fendmeno do
travamento, recuperando a solugéo obtida pelo elemento de laje fina.
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laje com elementos de grelha), a orientacdo dos eixos locais e 0s encontros dos elementos de

laje com os elementos de barra, para a compatibilizacdo de deslocamentos.

Por fim introduziu-se o carregamento. Apds se definrem as accbes, a sua
implementacéo foi relativamente simples. Cada accédo foi modelada como carga uniformemente

distribuida ao longo da area de cada elemento.
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4 Analise e interpretacéo de resultados

4.1 Consideracges Iniciais
Até ao momento foram apresentados alguns conceitos importantes a saber para se estar
em condigbes de fazer uma andlise rigorosa dos resultados obtidos. Inicia-se agora o capitulo
gue deu origem ao tema desta dissertagdo. Assim, vdo comparar-se, nas varias analises, 0s

resultados obtidos no modelo de elementos de grelha e no modelo de elementos de laje.

Apresentado o caso de estudo que ir4 fornecer os dados relativos ao estudo que se

pretende fazer, procede-se a andlise de resultados.

Neste capitulo comecga-se por fazer uma breve analise da rigidez lateral da estrutura de

forma a perceber como os dois modelos influenciam o comportamento da estrutura.

De seguida passa-se & analise da estrutura em planta. Definem-se trés alinhamentos de
pontos que serdo visados e procede-se a andlise dos deslocamentos. Apds este, segue-se a

andlise de esfor¢cos nos mesmos alinhamentos.

4.2 Andlise darigidez lateral da estrutura

De forma a transmitir, desde j4, uma ideia do comportamento dos dois™ modelos, vao
analisar-se as frequéncias e os periodos para cada modo de vibracdo. Com isto pretende-se
averiguar se o facto de se analisar a mesma estrutura com modelos diferentes altera rigidez
lateral da estrutura.

Assim organizaram-se os valores das frequéncias e periodos de cada modo de vibragao
na seguinte tabela (Tabela 4.1):

A andlise estendeu-se apenas até 10° modo de vibrag&o por este ser o primeiro modo a

envolver uma reduzida percentagem modal.

Para facilitar a compreensdo de cada modo de vibracdo encontra-se no anexo C

imagens relativas ao seu comportamento de vibracéo.

12 ~ . A .. .
Na verdade sdo analisados trés modelos uma vez que o modelo de grelha se divide em dois modelos,
um que considera a rigidez de tor¢&o e outro que a despreza (J=0).
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Tabela 4.1 — Tabelas dos periodos e frequéncias dos modelos usados

E. Laje E. Grelha E. Grelha (J=0)

Periodo | Frequéncia | Periodo | Frequéncia | Periodo | Frequéncia

[seg.] | [ciclo/seg.] | [seg.] |[ciclo/seg.] | [seg.] | [ciclo/seg.]
1° Modo | 0,600 1,666 0,604 1,656 0,635 1,574
2° Modo | 0,518 1,929 0,514 1,947 0,548 1,825
3° Modo | 0,507 1,971 0,507 1,973 0,540 1,853
4° Modo | 0,199 5,030 0,198 5,054 0,206 4,860
5° Modo | 0,145 6,910 0,142 7,021 0,146 6,869
6° Modo | 0,132 7,557 0,131 7,616 0,136 7,378
7° Modo | 0,120 8,300 0,118 8,463 0,121 8,278
8° Modo | 0,093 10,800 0,090 11,145 0,094 10,605
9° Modo | 0,083 12,023 0,082 12,204 0,090 11,074
10° Modo | 0,082 12,265 0,081 12,299 0,089 11,220

Da observacdo da tabela verifica-se que as maiores frequéncias correspondem ao
modelo de elementos de grelha (células preenchidas a cinzento), ou seja, € o modelo que
confere maior rigidez lateral & estrutura, embora a rigidez lateral obtida pelo modelo com
elementos de laje ndo seja tdo dispar. O modelo de elementos de grelha com tor¢édo nula é

claramente o modelo mais flexivel, atribuindo por isso menores frequéncias a estrutura, como

se pode constatar no Grafico 4.1.

Rigidez lateral da estrutura
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Gréfico 4.1 — Rigidez lateral da estrutura através dos trés modelos
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4.3 Andlise de deformacdes na laje

Para garantir um bom comportamento das estruturas em situagbes correntes de

utilizacdo, deve ser verificada a seguranca ao Estado Limite de Servico (ELS). Uma das

condi¢cdes de seguranga consiste na determinacdo das deformagfes e sua comparagdo com o

valor admissivel. Assim, para a analise das deformacgdes, considerou-se o ELS. [31]

Apbs este passo, todos os dados necessarios estdo introduzidos e testou-se o modelo

com o auxilio do programa de calculo.

Para a seleccdo dos alinhamentos procuraram-se os alinhamentos com as maiores

deformacdes/esfor¢os, para que as diferencas nos resultados dos modelos fossem mais

evidentes.

Desta forma foram seleccionados os seguintes alinhamentos (Figura 4.1):

Figura 4.1 — Alinhamentos de pontos seleccionados

.

S

ApOs a definicdo dos alinhamentos passou-se a analise concreta das deformacdes ao

longo dos mesmos.
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a) Alinhamento AA’

Os valores dos deslocamentos extraidos do modelo de elementos de laje organizaram-
se na tabela seguinte (Tabela 4.2). De seguida, procedeu-se do mesmo modo para o modelo
de elementos de grelha mas em duas iteracées. Na primeira iteracdo considerou-se a rigidez

de tor¢cdo J, na segunda desprezou-se a rigidez de tor¢éo, ou seja, J=0.

Depois de obtidos os valores dos deslocamentos relativos aos 3 modelos (
contabilizando as duas iteracdes no modelo de grelha, como dois modelos), fez-se a diferenca
percentual dos modelos de elementos de grelha em relacdo aos valores obtidos pelo modelo
de elementos de laje (Tabela 4.2). As linhas preenchidas a azul balizam a zona A;, que por sua
vez representa a zona de maiores deslocamentos no alinhamento, e as linhas preenchidas a
cinzento, a zona A,, que representa a zona de menores deslocamentos (uma vez que se

encontra perto de dois pilares) além das extremidades do alinhamento.

Tabela 4.2 — Deslocamentos ao longo do alinhamento AA’

- Elemento Laje Elemento Grelha Elemento Grelha (J=0)
2N
g Desloc;mento Desloc;mento Variago Desloc;mento Variago
Q

[mm] [mm] % [mm] %

0 -0,6 -0,7 13,5 -0,7 10,8

0,8 -1,3 -1,8 24,6 -1,8 27,4
1,6 -2,0 -2,7 25,3 -2,8 28,2
2,4 -2,4 -3,3 24,8 -3,4 27,5
3,2 -2,6 -3,4 24,0 -3,6 26,8
4 -2,5 -3,2 23,8 -3,4 27,4

4,8 2,1 -2,8 24,0 -3,0 29,9
5,6 -1,7 -2,3 24,5 -2,6 34,2
6,4 -1,5 -2,0 25,7 -2,5 37,9
7,2 -1,7 -2,2 25,1 -2,6 35,4
8 -2,1 -2,7 24,9 -3,0 31,3

8,8 -2,5 -3,3 24,8 -3,5 28,8
9,6 -2,7 -3,6 25,2 -3,8 28,2
10,4 -2,6 -3,6 26,4 -3,7 29,5
11,2 -2,3 -3,1 27,9 -3,3 32,0
12 -1,7 -2,4 30,1 -2,6 36,2
12,8 -1,1 -1,6 32,5 -1,8 42,3

Para uma melhor visualizacdo dos valores dos deslocamentos obtidos para os 3
modelos, transformaram-se esses dados em informacéo gréfica (Grafico 4.2) e tiraram-se as

seguintes ilages:
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Deformacgodes - Alinhamento AA'
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Gréfico 4.2 — Deslocamentos ao longo do alinhamento AA’

Da observacéo das linhas correspondentes aos deslocamentos dos elementos de grelha
(as 2 iteragBes) como previsto, pode constatar-se que quando se considera a tor¢éo nula (J=0),
os deslocamentos vao ser maiores (tal como foi referido em 2.4.3.2). Ao medir-se a diferenga
dos deslocamentos nas duas zonas sombreadas A; (correspondentes as maiores flechas),
chega-se a uma diferenca na ordem dos 3%. Ou seja, o facto de se considerar a rigidez de

torcdo permite obter deslocamentos, em média, 3% menores.

Da observagdo da tabela pode constatar-se que nas zonas de maiores deslocamentos
A;, os deslocamentos do modelo de elementos de laje em relagdo aos deslocamentos do
modelo de grelha com rigidez de torcdo J sdo na ordem dos 25% menores e em relacdo ao

modelo de elementos de grelha sem rigidez de tor¢éo (J=0), sdo cerca de 28% menores.

E importante ter em consideracéo a zona A, do Gréfico 4.2 que traduz a influéncia dos
pilares a meio vao deste alinhamento. Isto porque, se modelo for mais flexivel, esta zona
permitird maiores deslocamentos, o que, consequentemente, originara maiores deslocamentos

nas zonas das flechas maximas (A;).

Do ponto de vista global, é possivel observar que os graficos tém comportamentos
distintos no inicio e final dos seus andamentos. Supde-se que essa diferenca nos

deslocamentos seja influéncia da rigidez das vigas de bordadura (derivada das suas
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dimensdes) e da flexibilidade dos elementos de modelacdo da laje. Assim, como a viga final V3
€ mais flexivel que a viga inicial V, e os elementos de grelha sdo mais flexiveis que os
elementos de laje, os deslocamentos finais vao ser diferentes. O mesmo ndo acontece nos
deslocamentos iniciais, onde a rigidez da viga aparentemente consegue uniformizar os

deslocamentos independentemente do modelo utilizado.

b) Alinhamento BB’

No alinhamento BB’ ndo sido esperadas deslocamentos muito elevados uma vez que

este se encontra sobre um alinhamento de pilares.

Retiraram-se os valores dos deslocamentos neste alinhamento para as mesmas
situagBes referidas na andlise do alinhamento AA’. Os valores encontram-se organizados na
Tabela 4.3. A semelhancga da analise do alinhamento AA’, as células a azul delimitam a zona B,
e as células a cinzento a zona B,, que correspondem as zonas de maiores e menores

deslocamentos respectivamente.
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Tabela 4.3 — Deslocamentos ao longo do alinhamento BB’

- Elemento Laje Elemento Grelha Elemento Grelha (J=0)
(2]

g Deslocamento Z Deslocamento Variago Deslocamento | Deslocamento
o Z z z

[mm] [mm] % [mm] %

0 -0,2 -0,2 0,6 -0,2 19
0,8 -0,7 -1,0 26,3 -1,1 32,9
1,6 -1,6 2,1 24,4 -2,4 33,9
2,4 -2,1 -2,8 24,5 -3,2 35,3
3,2 -2,2 -2,9 23,8 -34 35,8
4 -1,9 -2,5 23,5 -3,0 36,2
4,8 -1,4 -1,8 22,6 2,1 35,6
5,6 -0,7 -0,9 21,9 -1,0 32,8
6,4 -0,2 -0,2 13,7 -0,2 14,7
7,2 -0,5 -0,6 23,7 -0,7 31,6
8 -1,1 -1,4 25,2 -1,7 35,0
8,8 -1,6 2,1 26,5 -2,5 35,7
9,6 -1,9 -2,5 27,1 -2,9 35,3
10,4 -1,8 -2,5 27,9 -2,8 35,1
11,2 -1,4 -1,9 28,0 2,1 34,2
12 -0,7 -1,0 29,6 -1,0 33,7
12,8 -0,1 -0,1 4,8 -0,1 2,9

Para visualizar melhor os resultados obtidos, transferiram-se estes para o grafico

seguinte (Gréfico 4.3) e retiraram-se as seguintes conclusoes:
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Deslocamentos - Alinhamento BB'
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Grafico 4.3 - Deslocamentos ao longo do alinhamento BB’

Agora, ao comparar os elementos de grelha, com e sem rigidez de tor¢cdo (J e J=0
respectivamente), nas zonas de maior deformacgéo (B,), a diferenca é na ordem dos 10%. Em
comparacdo com a diferenca de flechas obtidas para os mesmos elementos no alinhamento
anterior (3%), a diferenca é substancial. A explicacdo mais provavel para tal facto prende-se
com a presenca do pilar a meio vdo do alinhamento BB’, que no modelo de elementos de
grelha com rigidez de tor¢do ndo permite deslocamentos tdo elevados como no modelo de
elementos de grelha sem rigidez de tor¢do. Facto que também se verificou na andlise do

alinhamento anterior.

Se a comparacdo for feita entre os deslocamentos dos elementos de laje e os elementos
de grelha com e sem rigidez de tor¢cdo, obtém-se diferencas na ordem dos 25 e 35%
respectivamente. Este resultado estd na mesma ordem de grandeza do valor obtido quando

comparadas os deslocamentos nos mesmo modelos no alinhamento anterior.

Por fim chama-se a atencao para a diferenca da zona A, do Grafico 4.2 para a zona B,
do Grafico 4.3. Na zona A, os deslocamentos sdo diferentes, consoante as caracteristicas de
cada modelo, o mesmo ndo se passa na zona B, onde a presenca do pilar imp6e

deslocamentos iguais em todos 0s modelos.
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¢) Alinhamento CC’

Os procedimentos neste alinhamento foram em tudo idénticos aos executados no

alinhamento anterior, bem como as células a azul e cinzento que mais uma vez representam as

zonas C; e C, respectivamente. Assim, os resultados numéricos resultantes do programa de

célculo para os 3 modelos que vém a ser estudados nos alinhamentos transactos encontram-

se tabelados no Tabela 4.4.

Tabela 4.4 - Deslocamentos ao longo do alinhamento CC’

o Elemento Laje Elemento Grelha Elemento Grelha (J=0)
2]
g Deslocamento | Deslocamento Variago Deslocamento | Deslocamento
o Z Z Z Z
[mm] [mm] % [mm] %
0 -0,1 -0,1 2,1 -0,1 3.4
0,8 -0,7 -0,9 26,6 -1,1 35,3
1,6 -1,3 -1,8 25,3 2,1 36,8
2,4 -15 -2,0 25,7 -2,5 37,9
3,2 -1,3 -1,7 24,8 -2,0 37,0
4 -0,7 -0,9 25,9 -1,0 35,9
4,8 -0,2 -0,2 13,7 -0,2 14,7
5,6 -0,2 -0,3 7,4 -0,3 12,2
6,4 -0,2 -0,2 0,9 -0,3 15,9
7,2 -0,1 -0,1 0,0 -0,1 0,0
8 -0,0 -0,0 0,0 -0,0 0,0
8,8 -0,0 -0,0 0,0 -0,0 0,0
9,6 -0,0 -0,0 0,0 -0,0 0,0
10,4 -0,2 -0,2 1,1 -0,2 16,1
11,2 -0,4 -0,4 10,5 -0,5 24,2
12 -0,5 -0,5 14,2 -0,6 25,0
12,8 -0,4 -0,4 14,3 -0,4 20,6
13,6 -0,2 -0,2 13,6 -0,2 14,4
14,4 -0,7 -0,9 24,7 -1,0 34,6
15,2 -1,3 -1,7 24,1 -2,0 36,2
16 -1,5 -2,0 25,2 -2,4 37,3
16,8 -1,3 -1,8 24,9 -2,1 36,2
17,6 -0,7 -0,9 26,2 -1,1 34,8
18,4 -0,1 -0,1 2,1 -0,1 34

De forma a visualizar melhor os diferentes resultados esta informacéao foi transferida para

o Gréfico 4.4.
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Deformacgodes - Alinhamento CC'
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Grafico 4.4 — Deslocamentos ao longo do alinhamento DD’
Da analise do grafico pode-se constatar o seguinte:

Relativamente as deformacdes dos modelos de elementos de grelha com e sem rigidez
de torcdo, a semelhanca do que foi verificado na andlise das deforma¢des dos alinhamentos
anteriores, constata-se uma maior deformacao, na ordem dos 12% nas zonas C,, no modelo de

elementos de grelha sem rigidez de torcéo.

Na comparacdo das linhas relativas ao modelo de elementos de laje e modelo de
elementos de grelha com e sem rigidez de tor¢éo, verifica-se uma diferenca na ordem dos 25%

e 37% respectivamente, nas zonas C;.

Conclusao relativa aos deslocamentos:

a) Como se pOde constatar as deformacBes nos modelos com elementos de grelha
foram sempre maiores do que no modelo com elementos de laje, e dentro dos modelos de
elementos de grelha os deslocamentos foram sempre maiores no modelo onde néo se

considerava a rigidez de torcéo.

b) Pelo aumento das diferengas entre deformadas, a medida que se analisavam modelos

mais rigidos (alinhamentos AA’, BB’ e CC’), podemos afirmar que, quanto mais rigido € o
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alinhamento, maiores as diferencas entre os deslocamentos no modelo de elementos de grelha

e 0 modelo de elementos de laje.

4.4 Andlise de esforcos nalaje
Um dos objectivos da seguranca na engenharia estrutural é assegurar um nivel de
seguranca adequado em relacdo a determinadas situacdes de rotura. Esta seguranca €
conseguida, de forma regulamentar, se se verificar a seguranca aos Estados Limites Ultimos
(ELV). [31]

Tanto os alinhamentos visados como o procedimento com o programa de calculo foram

feitos com base nos mesmo procedimento considerado na andlise dos deslocamentos.

Os esforgos analisados foram o esforgo transverso, pela sua relacdo com o

puncoamento, e 0 momento flector, derivado da exigéncia de verificar o ELU de flexao.

E corrente nos programas de elementos finitos, existir a possibilidade de fornecer os
campos de esforgos continuos com base na interpolacao dos esfor¢cos nodais. Salienta-se que,
nesta dissertagdo, ndo se recorreu a essa opcao e que, para cada n6 ao longo do alinhamento,
nao foi feita a média dos 4 pontos relativo a cada elemento (1 ponto por cada elemento). O
procedimento adoptado em cada né foi, separar os elementos de laje de cada lado do
elemento e, em cada lado, construi-se as tabelas e graficos com as respectivas faltas de

continuidade entre elementos.

Apés a saida dos valores do programa de calculo, para os dados relativos aos elementos
de grelha, tal como previsto em 2.4.5, foi necesséario transformar os esforcos de elementos
unidimensionais em esforcos de banda de laje, bidimensionais, a fim de possibilitar a

comparacao destes esforcos com os obtidos para os elementos de laje.

a) Alinhamento AA’

Com o tratamento dos dados saidos do programa de célculo executado, tabelaram-se os

valores relativos ao alinhamento AA’ (Tabela 4.5).

Tal como foi referido, os valores do elemento de laje foram separados. Assim, foram
tabelados os valores dos elementos a este do alinhamento e a oeste do alinhamento, conforme

a Figura 4.1.
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Tabela 4.5 — Esforgos segundo o alinhamento AA’

E. Grelha (J=0) E. Grelha (J#0) E. Laje (Este) E. Laje (Oeste)

Esforco |Momento| Esforco |Momento| Esforco |Momento| Esforco |Momento
Transverso | flector |Transverso| flector | Transverso| flector | Transverso| flector

emy emz emy em z emyz em yy emyz emyy
[kN/m] |[kNm/m]| [KN/m] |[kNm/m]| [kN/m] |[kNm/m]| [kN/m] |[kNm/m]
o | 2689 | 003 | -2269 | 002 | -1533 | -0,23 -5,94 -1,36

0,8 -19,24 18,47 -15,05 15,12 -15,33 14,57 -5,94 15,92

0,8 -19,84 18,47 -19,02 16,46 -15,29 14,39 -10,51 13,41

1,6 -12,19 31,28 -11,37 28,61 -15,29 29,30 -10,51 30,45

1,6 -11,91 31,28 -12,52 30,03 -11,04 26,99 -8,95 27,00

2,4 -4,26 37,75 -4,87 36,99 -11,04 36,49 -8,95 36,81

2,4 -0,58 37,75 -3,08 36,99 -2,41 32,79 -2,32 32,75

3,2 7,06 35,16 4,57 36,40 -2,41 34,48 -2,32 35,03

3,2 14,51 35,16 7,85 34,11 4,41 34,41 515 34,80

4 22,16 20,50 15,49 24,77 4,41 28,62 5,15 29,07

4 24,54 20,50 16,00 19,59 9,49 19,57 11,04 19,65

4,8 32,18 -2,19 23,64 3,73 9,49 7,88 11,04 7,92
4,8 16,98 -2,19 14,68 -4,71 10,14 571 10,46 5,42
5,6 24,63 -18,84 22,33 -19,51 10,14 -8,54 10,46 -8,38
5,6 0,02 -18,84 2,18 -28,31 1,08 -12,57 -0,29 -12,26
6.4 7,67 -21,91 9,83 -33,12 1,08 -21,72 -0,29 -22,22
6.4 -5,56 -21,91 -8,36 -34,33 -6,28 -25,49 -4,14 -26,12
7,2 2,09 -20,52 -0,72 -30,70 -6,28 -12,75 -4,14 -12,54
7,2 -20,91 -20,52 -21,76 -23,12 -15,24 -12,80 -14,84 -13,02
8 -13,26 -6,86 -14,11 -8,78 -15,24 5,27 -14,84 5,36
8 -29,99 -6,86 -25,17 -0,46 -15,87 3,78 -15,96 3,83

8,8 -22,34 14,07 -17,52 16,61 -15,87 19,59 -15,96 19,46

8,8 -22,35 14,07 -18,33 21,68 -10,64 25,96 -10,39 25,80

9,6 -14,71 28,90 -10,69 33,28 -10,64 35,69 -10,39 36,28

9,6 -6,95 28,90 -7,35 34,89 -5,51 34,98 -3,04 35,13

10,4 0,70 31,40 0,30 37,71 -5,51 37,71 -3,04 38,10

10,4 8,27 31,40 3,61 36,11 0,86 36,67 2,97 36,31

11,2 14,10 22,45 9,43 30,89 0,86 32,29 2,97 32,99

11,2 14,17 22,45 8,55 25,86 2,87 28,50 5,01 28,51

12 21,82 8,06 16,20 15,96 2,87 20,08 5,01 20,10

12 6,03 8,06 5,83 7,82 0,35 12,34 0,15 12,05

12,8 13,67 0,18 13,48 0,10 0,35 5,19 0,15 5,00

Para uma melhor visualizagdo dos valores obtidos, processou-se esta informacéo para

os graficos seguintes (Gréfico 4.5 e Grafico 4.6) e tiraram-se as seguintes ilagdes:
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Esfor¢o Transverso - Alinhamento AA'
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Grafico 4.5 — Esforco transverso no alinhamento AA’

Relativamente ao esforco transverso (Gréafico 4.5), facilmente se observa que, nos
modelos com elementos de grelha, o esfor¢o transverso assume valores, negativos e positivos,

mais elevados do que os obtidos com 0 modelo de elementos de laje.

Quando comparando apenas os elementos de grelha, é possivel constatar que o modelo
de elementos de grelha sem rigidez de tor¢cdo obtém maiores valores de esforco transverso do
que o modelo que considera a rigidez de tor¢cdo. SupBe-se que a explicacdo reside no que foi
escrito na parte final de 2.4.3.2, onde se afirma que nos modelos em que ndo se considera a
rigidez de tor¢do obtém momentos flectores mais elevados, uma vez que o carregamento é
equilibrado apenas com a parcela dos momentos flectores. Ora, como se sabe da Teoria da
Elasticidade, o momento flector est4 directamente relacionado com o esfor¢co transverso, pelo
que analogamente se justifica 0 aumento dos valores de esforco transverso no caso de

elementos que ndo consideram a rigidez de torcao.

Da andlise das linhas de esforco transverso a este e oeste do alinhamento dado pelo
modelo de elementos de laje, pode verificar-se a descontinuidade do esfor¢o transverso entre

elementos.
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Momento Flector - Alinhamento AA'
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Grafico 4.6 — Momento flector ao longo do alinhamento AA’

N&o € necessério fazer uma observacdo muito exaustiva para perceber que o
andamento das linhas relativas aos momentos flectores em cada modelo (Grafico 4.6) nao
apresenta um paralelismo significativo, isto é, ndo se consegue definir se um modelo obtém
maiores valores de momento flector do que o outro, uma vez que as linhas estédo

constantemente a cruzarem-se em vez de assumirem percursos razoavelmente paralelos.

Numa observacdo mais atenta é possivel constatar uma grande diferenga nos trajectos
dos digramas dos modelos de elementos de grelha. Se por um lado a linha do modelo de
elementos de grelha com rigidez de torcdo apresenta bastantes “saltos” entre os varios
elementos ao longo do alinhamento, por outro, o modelo de elementos de grelha sem rigidez

de tor¢céo, apresenta uma trajectéria continua.

Os referidos “saltos” resultam do equilibrio de momentos nos nés. Isto porque o
momento no final de um elemento de grelha ndo é igual ao momento no inicio do elemento de
grelha adjacente, a ndo ser que os momentos torsores dos elementos que lhes sé&o
perpendiculares sejam nulos. [5] Conclui-se assim que a consideracdo ou ndo da rigidez de
torcdo determina a continuidade ou ndo da trajectoria dos digramas dos momentos flectores,

uma vez que 0s momentos torsores também estéo envolvidos no equilibrio do né.
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b) Alinhamento BB’

Para o alinhamento BB’ os dados obtidos relativos ao esforgco transverso e momento
flector encontram-se na Tabela 4.6. Nesta, as células a azul destacam as zonas de maior
concentracao de esforcos, apresentados no Grafico 4.7 como D; e D, e D3 € Dy, € no Grafico
4.8 como E; e E,. A semelhanca do alinhamento anterior, aqui também se separaram 0s
valores do elemento de laje a este e oeste do alinhamento.

Esta informacao na forma grafica tem o seguinte aspecto (Gréfico 4.7 e Grafico 4.8):

Esforco Transverso - Alinhamento BB'
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Distancia [m]

E.Grelha ——E.Grelha (J=0) E.Laje (Este) = —— E.Laje (Oeste)

Grafico 4.7 — Esforgo transverso ao longo do alinhamento BB’

Da comparagcdo dos varios digramas presentes no Grafico 4.7, pode-se constatar o
seguinte:

Primeiro, o paralelismo e proximidade das linhas dos elementos de grelha com e sem
rigidez de torcdo. Contudo note-se a supremacia dos valores obtidos pelo modelo de
elementos de grelha sem rigidez de torcdo em relacdo ao outro modelo que despreza a

mesma. Facto que vem dar coeréncia as ilagdes retiradas da analise feita ao Grafico 4.5.

Segundo, a constante superioridade dos valores do esforco transverso obtidos pelo
modelo de elementos de laje em relacdo ao modelo de elementos de grelha. Nos locais mais
importantes (zonas sombreadas), as variagfes de valores de esfor¢o transverso sdo de 18,4%
em D4, 40,4% em D,, 24,2% em D3z e 17% em Dy,.
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Tabela 4.6 — Esforgos ao longo do alinhamento BB’

E. Grelha (J=0)

E. Grelha (J#0)

E. Laje (Este)

E. Laje (Oeste)

Esforco Momento Esforco Momento Esforco Momento Esforco Momento
Transverso | flector em | Transverso | flector em | Transverso | flector em [ Transverso | flector em
emy z emy z emyz yy emyz yy

[KN/m] [KNm/m] [KN/m] [KNm/m] [KN/m] [KNm/m] [KN/m] [KNm/m]

0 -182,18 | -113,06 | -184,67 | -101,48 | -215,43 -64,08 -223,26 -66,37
0,8 | -174,54 29,63 -177,02 43,19 -215,43 5,24 -223,26 2,78
0,8 [ -36,00 29,63 -48,33 18,94 -80,52 11,06 -87,88 11,02
16| -28,35 55,36 -40,69 54,55 -80,52 48,83 -87,88 46,79
1,6 -6,87 55,36 -17,04 41,57 -29,26 24,26 -38,30 24,86
2,4 0,78 57,80 -9,40 52,14 -29,26 41,36 -38,30 39,87
2,4 3,43 57,80 -1,86 45,48 0,03 36,99 -9,85 38,57
3,2 11,07 52,00 5,79 43,90 0,03 39,23 -9,85 37,84
3,2 12,13 52,00 10,92 41,16 22,37 31,71 12,04 33,61
4 19,78 39,24 18,57 29,36 22,37 20,79 12,04 20,08
4 22,39 39,24 24,55 31,21 49,01 27,44 41,72 29,60
4,8 30,03 18,27 32,20 8,51 49,01 3,85 41,72 3,97

4,8 42,45 18,27 47,02 17,34 103,70 11,82 99,09 13,84
5,6 50,10 -18,75 54,67 -23,34 103,70 -29,11 99,09 -27,05
56 | 147,10 -18,75 138,89 -2,04 267,97 -25,91 259,78 -21,87
6,4 | 154,74 -139,48 146,54 -116,21 267,97 -98,65 259,78 -90,88

6,4 | -202,18 | -188,30 | -205,76 | -173,41 | -274,41 | -132,23 | -266,69 | -124,42
7,2 | -194,53 -29,62 -198,11 -11,86 -274,41 -55,36 -266,69 -51,13
7,2 | -59,43 -29,62 -69,85 -36,18 -107,05 -32,44 -103,99 -29,84
8 -51,78 14,87 -62,20 16,64 -107,05 13,02 -103,99 14,46
8 -30,82 14,87 -38,50 5,33 -54,19 -0,88 -47,65 -0,96
8,8 [ -23,18 36,46 -30,86 33,07 -54,19 27,06 -47,65 29,20
8,8 [ -18,58 36,46 -22,98 29,54 -26,72 22,88 -19,83 22,83
9,6 | -10,94 48,27 -15,33 44,87 -26,72 38,56 -19,83 39,88
9,6 -9,56 48,27 -8,94 45,02 -4,74 38,24 -1,17 37,87
10,4 -1,91 52,86 -1,30 49,11 -4,74 41,50 -1,17 42,22
10,4 -2,04 52,86 5,66 51,94 21,53 42,09 22,41 42,07
11,2 5,61 51,43 13,31 44,36 21,53 32,45 22,41 32,73
11,2] 16,10 51,43 29,80 52,30 64,37 43,81 61,74 44,34
12 23,75 35,49 37,44 25,41 64,37 17,76 61,74 18,18
12 131,79 35,49 137,65 45,27 176,05 9,73 167,94 11,78
12,8 139,44 -73,00 145,30 -67,90 176,05 -41,42 167,94 -38,12
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Os elevados valores do esforco transverso do modelo de elementos de laje nestas
zonas, julgam-se relacionados com a elevada variagdo do momento flector e momento torsor.
Um outro factor a ter em conta é a aplicagdo de cargas concentradas em elementos de laje. De
acordo com a andlise elastica de lajes, as cargas concentradas provocam momentos flectores
infinitos no ponto onde actuam. Contudo, na pratica, as cargas concentradas sdo sempre
distribuidas numa pequena area. Este fenémeno, caracteristico dos elementos de laje, devido a
sua complexidade ndo é aqui desenvolvido como tal remete-se os leitores mais interessados

para Timoshenko [32].

Da analise das linhas presentes no Grafico 4.8, retiram-se 0s seguintes apontamentos:

Momento Flector - Alinhamento BB'
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E.Grelha ——E.Grelha (J=0) E.Laje (Este) = ——E.Laje (Oeste)

Grafico 4.8 — Momento flector ao longo do alinhamento BB’

Ao longo de todo o gréfico verifica-se uma constante superioridade dos valores do
momento flector relativos ao modelo de elementos de grelha com e sem rigidez de torcdo em
relacdo aos valores obtidos pelo modelo de elementos de laje, com especial relevo nas zonas

E; e E, onde as diferencas sé@o sensivelmente de 40% e 28% respectivamente.

Os valores dos momentos flectores obtidos para os modelos de elementos de grelha
para além de serem sempre superiores aos valores obtidos para o modelo de elementos de
laje, sdo muito idénticos entre si e assumem trajectdrias bastante equidistantes, mas sempre
com o modelo de elementos de grelha com tor¢do de rigidez nula a fornecer esforgcos mais

elevados em semelhanga ao que se descreveu na andlise do Grafico 4.7.
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Ainda relativamente ao grafico atras referido, € bem visivel a presenga dos “saltos” na
linha relativa ao modelo de elementos de grelha que considera a rigidez de torcdo e a

continuidade da linha relativa ao modelo que ndo considera a mesma.

Como se sabe, nos elementos de laje, 0 momento total ndo depende s6 do momento
flector, mas também do momento torsor. Numa tentativa de determinar com mais rigor o
momento total existente nos pontos seleccionados (neste caso ao longo do Alinhamento BB’)
do elemento de laje, adicionou-se ao momento flector obtido com o modelo de elementos de
laje o respectivo momento torsor. Esta adigéo teve a particularidade de os momentos serem
adicionados em modulo, assumindo sempre o sinal do momento flector, de forma a incrementar
o0 momento flector ja existente. O resultado final desta adicdo passou a denominar-se por

“Efeito Combinado”.

Assim, apresenta-se o grafico com o momento flector obtido no modelo de elementos de

laje e o respectivo Efeito Combinado (Gréfico 4.10):

Momento Flector (casca) e Efeito Combinado- Alinhamento BB'
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Grafico 4.9 — Momento flector (laje) e Efeito Combinado — Alinhamento BB’

Como é facil de constatar e 6ébvio, se se tiver em conta o procedimento adoptado, os

valores do efeito combinado séo sempre superiores aos valores do momento flector.

Assim, ao Gréfico 4.8 substituem-se os valores do momento flector do modelo de
elementos de laje pelos valores do Efeito Combinado e obteve o seguinte resultado (Grafico
4.10):
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Momento Flector (grelha) e Efeito Combinado - Alinhamento BB'
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Grafico 4.10 — Momento flector (grelha) e Efeito Combinado - Alinhamento BB’

Como se pode constatar, as linhas representativas do efeito combinado estdo muito mais

proximas das linhas do momento flector dos elementos de grelha.

Se destacarmos a zona de abcissa 6,4m, correspondente ao pilar P3, dos Gréficos 4.8 e
4.10, os efeitos desta modificacdo (momento flector pelo efeito combinado) sdo mais evidentes
(Figura 4.2):

\ \
\ \

Figura 4.2 — Momento flector a efeito combinado sobre o pilar P3
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Do capitulo 2, sabe-se que a solucdo obtida pela analogia de grelha esta do lado da
seguranca. Por sua vez, a solucdo obtida pelo MEF é contra a seguranga. Assim, do
cruzamento destas informagfes com a observacdo do Grafico 4.10, pode-se constatar que
ambas as solugfes estdo muito proximas de solugdo exacta devido a proximidade das duas
solucdes (Analogia de grelha e MEF).

¢) Alinhamento CC’

Os dados obtidos nos alinhamentos anteriores séo, por si s@, bastante conclusivos. No
entanto, a fim de reforcar as conclusdes atras obtidas, repete-se a analise para o alinhamento

CC’, sendo este segundo o eixo Oeste-Este.

Os dados relativos aos esfor¢os nos elementos de grelha e elementos de laje ao longo
do alinhamento CC’ encontram-se na Tabela 4.7. Nesta, as células a azul destacam as zonas
de maior concentracdo de esforcos, apresentados no Gréfico 4.11 como G; e G,, e no Grafico
4.12 como Hy, H, e Hs. A semelhanca dos alinhamentos anteriores, aqui também se separaram
os valores do elemento de laje, agora devido a orientacdo do alinhamento de pontos, estes
encontram-se sobre a referéncia de norte e sul.

Estes dados na forma gréfica tém o seguinte aspecto (Grafico 4.11 e Gréafico 4.12):
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Gréfico 4.11 — Esforgo transverso ao longo do alinhamento CC’

62 DISSERTAGAO DE MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA MILITAR



4 ANALISE E INTERPRETAGAO DE RESULTADOS

Tabela 4.7 - Esforgos ao longo do alinhamento CC’

E. Grelha (J=0) E. Grelha (J#0) E. Laje (Norte) E. Laje (Sul)
Esforco | Momento | Esforco | Momento | Esforgco Momento Esforco Momento
Transverso | flector em | Transverso | flector em | Transverso | flector em | Transverso | flector em
emy z emy z emy z emy z
kN/m kNm/m kN/m kNm/m KN/m KNm/m KN/m KNm/m
0 -183,16 -94,94 -178,39 -80,84 -233,63 -51,94 -236,11 -54,77
0,8 -177,33 49,25 -170,74 58,81 -233,63 16,98 -236,11 15,51
0,8 -34,50 49,25 -42,79 33,87 -81,66 17,45 -81,84 16,47
1,6 -28,67 74,52 -35,15 65,05 -81,66 49,58 -81,84 49,06
1,6 -3,56 74,52 -7,66 56,67 -19,06 36,07 -18,29 35,46
2,4 2,27 75,04 -0,01 59,74 -19,06 43,21 -18,29 42,53
2,4 15,49 75,04 18,18 61,57 30,84 41,60 30,66 40,80
3,2 21,32 60,32 25,83 43,97 30,84 26,84 30,66 26,36
3,2 54,85 60,32 60,81 55,54 97,14 39,89 100,12 38,96
4 60,68 14,10 68,45 3,84 97,14 -0,14 100,12 -2,17
4 232,60 14,10 216,51 29,19 274,28 -27,13 279,42 -30,58
4,8 238,42 -174,31 224,16 -147,08 274,28 -105,75 279,42 -111,62
4,8 -98,42 -68,61 -115,54 -68,28 -243,19 -61,54 -248,55 -67,49
5,6 -92,60 7,80 -107,89 21,09 -243,19 -5,76 -248,55 -9,34
5,6 -4,35 7,80 -20,94 0,50 -69,10 -15,49 -72,31 -17,77
6,4 1,47 8,95 -13,29 14,19 -69,10 0,50 -72,31 0,34
6,4 13,11 8,95 4,70 3,29 -6,85 1,92 5,69 0,30
7,2 18,94 -3,87 12,34 -3,53 -6,85 -7,32 5,69 -9,64
7,2 49,54 -3,87 39,04 -8,11 29,23 -7,57 77,11 -19,68
8 55,36 -45,83 46,69 -42,40 29,23 -40,56 77,11 -43,99
8 -1,01 -0,10 -4,87 -1,40 0,00 0,00 -48,62 -14,83
8,8 4,82 -1,62 2,78 -0,56 0,00 0,00 -48,62 -2,59
8,8 -5,21 -1,62 -3,32 -0,65 0,00 0,00 51,05 -2,48
9,6 0,62 0,21 4,33 -1,05 0,00 0,00 51,05 -14,40
9,6 -68,28 -59,33 -59,26 -52,87 -41,28 -47,86 -94,95 -50,22
10,4 -62,45 -7,03 -51,61 -8,52 -41,28 -7,43 -94,95 -20,12
10,4 -29,47 -7,03 -23,82 -6,12 -15,60 -8,97 -27,50 -11,00
11,2 -23,65 14,21 -16,17 9,88 -15,60 9,66 -27,50 8,40
11,2 -18,02 14,21 -5,75 16,83 19,47 4,13 20,52 4,52
12 -12,20 26,30 1,90 18,38 19,47 2,25 20,52 1,64
12 13,71 26,30 29,36 29,45 94,27 19,41 96,56 18,33
12,8 19,54 13,00 37,01 2,90 94,27 -9,78 96,56 -11,14
12,8 137,93 13,00 148,79 26,16 287,85 -12,78 293,95 -15,56
13,6 143,75 -99,67 156,44 -95,93 287,85 -84,04 293,95 -89,17
13,6 -243,93 | -180,52 | -233,08 | -154,34 | -307,80 | -113,25 | -312,20 | -118,54
14,4 -238,11 12,29 -225,43 29,07 -307,80 -27,95 -312,20 -30,85
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14,4 -60,99 12,29 -70,77 1,17 -109,16 -5,87 -111,36 -7,59
15,2 -55,17 58,76 -63,12 54,73 -109,16 37,45 -111,36 36,60
15,2 -21,61 58,76 -27,18 42,10 -35,35 25,46 -35,21 24,96
16 -15,79 73,72 -19,53 60,79 -35,35 41,85 -35,21 41,17
16 -2,43 73,72 -0,85 58,37 16,57 40,74 15,98 40,14
16,8 3,40 73,33 6,79 55,99 16,57 34,72 15,98 34,17

16,8 28,52 73,33 34,63 63,96 79,88 49,20 79,99 48,72

17,6 34,35 48,18 42,28 33,20 79,88 17,87 79,99 17,02

17,6 176,07 48,18 170,30 57,62 231,31 15,02 233,32 13,74

18,4 181,89 -95,00 177,95 -81,68 231,31 -53,12 233,32 -55,53

Da analise deste grafico, pode-se observar o mesmo paralelismo observado no Grafico
4.7 entre as linhas referentes ao esforco transverso no modelo de elementos de grelha com e
sem rigidez de tor¢&o. Com isto demonstra-se a coeréncia das conclusfes anteriores referidas

acerca deste modelo com e sem rigidez de torgéo.

Neste grafico mantém-se a clara superioridade dos valores do esfor¢o transverso do

modelo de elementos de laje, justificada pelo efeito das cargas pontuais em elementos de laje.

Também neste gréfico se verifica uma grande diferenca dos valores do esforco
transverso do modelo de elementos de laje e do modelo de elementos de grelha (zonas G; e
G,), conduzindo & suposi¢do do fendmeno dos elementos de laje quando sujeitos a cargas

pontuais.

Os momentos flectores ao longo do alinhamento CC’ tém a seguinte forma grafica
(Gréfico 4.12):

64 DISSERTAGAO DE MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA MILITAR




4 ANALISE E INTERPRETAGAO DE RESULTADOS

Momento Flector - Alinhamento CC'
-200,00 -
-150,00 -
£
E ] H3
= -100,00
E‘ | / \ /
S ]
‘g _50’00 Hl I \ f\ \ /]
o 4
g 0,00 - \ ,/ ‘ L X
: | \\r\/// A \\'\/\//
50,00 - — N
] v H>
100,00 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J
O 00 O < N < 00 O < N 00 00 O < N N 0 O < N O 0 O
S G~ o 5 o N ® 3O Hd T NMmE O~
— — — — — — — —
Distancia [m]
E.Grelha ——E.Grelha (J=0) E.Laje (Norte) ——E.Laje (Sul)

Grafico 4.12 — Momento flector ao longo do alinhamento CC’

Conforme o esperado os resultados aqui obtidos, séo similares aos resultados obtidos no
Gréfico 4.8.

Comparando as linhas do momento flector relativas aos elementos de laje e elementos
de grelha com e sem rigidez de torcdo, observam-se diferencas na ordem dos 35 e 44%,
respectivamente, na zona H;, 36 e 53%, respectivamente, na zona H, e 27 e 40%
respectivamente, na zona Ha.

Destaque para a zona H,, situada a meio vao e sujeita a grandes deslocamentos, mas

gue nas andlises anteriores néo relevou diferengas t&o significativas.

Importa ainda notar que a linha relativa ao momento flector do modelo de grelha sem
rigidez de torgdo esta invulgarmente distante das restantes linhas do momento flector, dai as
diferencas atras mencionadas serem téo largas.

Se, ao momento flector do modelo de elementos de laje se adicionar o momento torsor,
nos mesmos moldes referidos na andlise do alinhamento BB’, obtém-se o seguinte gréfico
(Grafico 4.13):
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Gréfico 4.13 — Momento flector e Efeito Combinado no Alinhamento CC’

Da andlise deste grafico pode-se observar uma aproximacdo das linhas do momento

total (Efeito Combinado) as linhas do momento flector do modelo de elementos de grelha.

Conclusao relativa aos esforcos:

Quando comparando os gréaficos obtidos na andlise dos pontos ao longo do alinhamento
AA’ com os dos outros alinhamentos, pode-se ser induzido em erro, uma vez que este trabalha
com valores bastantes inferiores aos valores verificados nos outros alinhamentos. Assim, este
alinhamento pode excluir-se das conclusdes que aqui se pretendem fazer, porque o

dimensionamento aos ELU é feito com base nas zonas com maiores esforcos.

Sobre as zonas mais rigidas do pavimento, o modelo de elementos de grelha obtém
esforgos transversos menores em relacdo aos valores obtidos pelo modelo de elementos de
laje. No entanto na posterior analise dos graficos relativos ao momento total, que incluem o
efeito combinado, observa-se que as linhas relativas ao momento nos elementos de grelha sédo
superiores. Se cruzarmos estas duas verificacdes com a relacdo directa do esforgo transverso
com o momento flector, constatamos que existe uma incoeréncia. A possivel justificacdo para

este facto esta no efeito da tensé@o de pico nos elementos de laje.
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5 Conclusodes

Apesar de, actualmente, a grande maioria dos engenheiros civis usar os elementos de
laje & disposigdo nos potentes programas de célculo automatico, € importante ndo sé conhecer
algumas das suas particularidades, como também aceitar que outros métodos possam também
fornecer solugcdes muito proximas da solucdo exacta e com um pds-processamento muito

menor.

Para além das conclusdes retiradas em cada subcapitulo desta dissertacdo, de uma

forma mais global pode-se tirar as seguintes conclusdes:

Tendo em consideracdo a variagdo nos resultados obtida na parte experimental, apesar
de ter sido pratica corrente, actualmente nédo se justifica desprezar as parcelas de torcdo. No
caso dos elementos de grelha, a sua consideragdo nos programas de célculo € automatica,
pelo que ndo acresce qualquer esfor¢o adicional. No caso da utilizacdo dos elementos de laje é
necessario algum pos-processamento. Para obter o momento total final € necessario adicionar
a parcela do momento torsor ao momento flector obtido. Com isto demonstra-se alguma

vantagem na utilizacdo dos elementos de grelha perante os elementos de laje.

Apesar de, no modelo de elementos de grelha se ter obtido maior rigidez lateral, esta
nao é muito significativa em relacéo a rigidez lateral obtida com o modelo de elementos de laje,

pelo que se considera que ambos os modelos possuem rigidez lateral muito semelhante.

Da analise dos deslocamentos efectuada, verificou-se que o modelo de elementos de
grelha é mais flexivel. No entanto, para efectuar uma comparacdo mais rigorosa e conclusiva
seria necessario averiguar o nivel de refinacdo da malha necessério e aceitavel, uma vez que a
abertura da malha utilizada foi igual para os dois modelos e nédo se verificou a qualidade da
solugéo obtida perante uma solugdo mais refinada. Ou seja, o nivel de refinamento em cada
modelo pode ndo ser linear, podendo num modelo o refinamento ser suficiente, e no outro

grosseiro.

Antes de entrar nas conclusdes alusivas aos esforcos é necessario ter em conta que
estes nunca poderiam ser iguais uma vez que os modelos sdo diferentes. Assim, relativamente
ao esforco transverso conclui-se que o0 modelo de elementos de laje obtém valores bastante
superiores aos valores obtidos, pelo modelo de elementos de grelha. Contudo, é importante ter
em conta que o esfor¢o transverso num elemento de laje depende do momento flector e do
momento torsor, que € mais elevado junto ao pilar e nas zonas de cantos. Ja nos elementos de

grelha o esfor¢o transverso apenas depende do campo de deslocamentos transversais (5.1).

DISSERTAGAO DE MESTRADO INTEGRADO EM ENGENHARIA MILITAR 67



5 CONCLUSOES

v, grelha — % . laje aﬂ amxy

dy ’ Y dy 0x

(5.1)

Julga-se ser esta a justificacdo para o facto dos graficos dos esforcos transversos
apresentarem valores tao elevados para o modelo de elementos de laje.

Importa também ter em conta que o modelo de elementos de laje é baseado na analise
elastica das lajes, dai que no ponto de aplicacdo de cargas concentradas (como os pilares) os
esforcos tendem para infinito, fornecendo valores de esfor¢os excessivamente elevados. Com
isto pode-se constatar que o método da analogia de grelha é mais eficiente, uma vez que
permite a redistribuigéo de esforgos, facto que ocorre na estrutura real.

Relativamente a andlise dos momentos flectores pode-se concluir que o modelo de
elementos de grelha obtém sempre valores maiores do que o modelo de elementos de laje,
apesar de ambas as solu¢bes estarem muito proximas. Esta conclusdo vai de encontro as
caracteristicas de convergéncia de ambas as metodologias, isto porque no modelo de
elementos de laje, que tem como base o MEF, a solu¢do aproximada € inferior & solugéo
exacta e no modelo de elementos de grelha, baseado na analogia de grelha, a solugéo é
sempre superior a solucdo exacta. Deste modo conclui-se que ambas as solugbes
aproximadas estdo muito préximas da solugéo exacta.

Os resultados obtidos estdo dentro do que era espectavel, visto que os valores dos
deslocamentos e esforgcos (momentos) obtidos pelo modelo de elementos de grelha s&o
sempre superiores aos mesmos, quando obtidos pelo modelo de elementos de laje. Com isto,
confirma-se que, o dimensionamento, utilizando a analogia de grelha, esta sempre do lado da
seguranca.

Do ponto de vista da modelacéo, € vantajoso usar os elementos de laje fornecidos pelo
programa de calculo, uma vez que a sua aplicacdo € bastante intuitiva e ndo exige qualquer
alteracdo de parametros ao invés da modelacéo da laje com elementos de grelha.

Por fim, conclui-se que, para efeitos de dimensionamento de estruturas regulares, o
modelo de grelha é perfeitamente satisfatério, e que, pelo seu reduzido peso computacional,

considera-se uma boa alternativa na engenharia civil.
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ANEXO A — FUNGOES DE APROXIMAGAO

A. Funcdes de aproximacao

A.1 Elemento ACM
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ANEXO A — FUNG
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A.2Significado fisico das funcdes de forma do elemento BFS

G4 xy) ?5(xy) P16 (x.y)

Figura A.2 — Significado fisico da aproximacéo do elemento BFS [11]
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A.3Elemento rectangular de 4 nés para lajes de Reissner-Mindlin

0, (xy) 0, xy)

Figura A.3 — Significado fisico da aproximacé&o para elemento trapezoidal de 4 n6s
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ANEXO B — DESENHOS DE ARQUITECTURA

B. Desenhos de arquitectura
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Figura B.1 - Plantado Piso 1,2e 3
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5,1

Figura B.4 — Planta estrutural do piso 1,2 e 3
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ANEXO C — MODOS DE VIBRAGAO

C. Modos de Vibracao

1° Modo de vibragéo - Rotacao linear centrada no nucleo do elevador em torno de z:

Figura C.1 - 1° Modo de vibracé&o

2° Modo de vibracéo — rotagédo linear centrada no pilar de canto em torno de z:

Figura C.2 — 2° Modo de vibracé&o
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3° Modo de vibracé@o — Translacao linear na direccao y:

Figura C.3 — 3° Modo de vibracéo

4° Modo de vibracao — rotagéo parabdlica centrada no nucleo do elevador em torno de z:

Figura C.4 — 4° Modo de vibracgao
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5° Modo de vibracé@o — Translacéo parabdlica na direc¢éo x:

Figura C.5 - 5° Modo de vibracé&o

6° Modo de vibracédo — Translacdo parabdlica na direc¢éo y

Figura C.6 — 6° Modo de vibracgao
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7° Modo de vibracéo — rotagdo cubica centrada no nucleo do elevador em torno de z:

Figura C.7 — 7° Modo de vibracé&o

8° Modo de vibracéo — rotagdo cubica centrada no nucleo do elevador em torno de z:

Figura C.8 — 8° Modo de vibracé&o
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9° Modo de vibracé@o — Translacéo cubica na direc¢éo x:

Figura C.9 — 9° Modo de vibracéo

10° Modo de vibracdo — deformacao esférica de um plano de laje:

Figura C.10 — 10° Modo de vibragéo
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